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Kapitola 1

Uvod

1.1 Historie integralu

1.1.1 17. stoleti

Pierre de Fermat (1601 - 1665)

Vétsina jeho matematickych objevu je znamaé jen z jeho korespondence s Descartem, Pascalem,
Torricellim, Huygensem, Robervalem, Wallisem a mnoha dalsimi. Fermat jim zasilal ruzné
problémy a vyzyval je k jejich feSeni. Sam svymi objevy obohatil mnoho oblasti matematiky a
fyziky. Polozil spolu s Descartem zaklady analytické geometrie a spolu s Pascalem zéklady teorie
pravdépodobnosti. Vyrazné zasahl také do teorie cisel, optiky a mnoha dalsich obort. Vénoval
se kvadraturam hyperbol a parabol zadanych rovnicemi y® = kx*™, kde m,n € N,k € R.

Fermat jiz dovedl integrovat parabolickou, hyperbolickou a exponencialni funkei. 12!

Blaise Pascal (1623 - 1662)
Vyznamné prispél k rozvoji integralniho poctu. Pascal pronikl do procesu integrace a uvédomil
si, ze veskeré integrovani vede k vypoctu jistych aritmetickych sou¢tu mocnin. Pascal jako prvni

dovedl integrovat funkce trigonometrické.[m]

Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz jsou nejvyznamnéjsimi matematiky druhé
poloviny 17. stoleti, ktefi nezavisle na sobé vytvorili diferencialni a integralni pocet. Vybu-

dovali ucelenou teorii, do které zahrnuli vSechny roztiisténé objevy svych predchudct, teorii,



ktera poskytla jednotny pohled na jednotlivosti, do té doby izolované.

V roce 1638 studoval G. Galilei stejnomérné zrychleny piimocary pohyb a dosel ke vztahu pro

drdhu tohoto pohybu (z = %gtz, kdyz % = gt), a tim vlastné k vypoctu jistého neurcitého
integralu. Torricelli uvazoval obecnéji, urcil drahu jako ”integral”rychlosti. Uloha méfenf dréhy
v zavislosti na ¢ase si vynutila pfeneseni integralnich postupu ze statickych tloh na tlohy dy-
namické a posléze poskytla i ideu a metodu, jak svazat pojem derivace (tecny, rychlosti) s

pojmem integralu (obsahu, drahy).

V oblasti integrace v druhé poloviné 17. stoleti byly pouzity ve formé s¢itani nekoneéného poctu
nekonecné malych veli¢in. Newton a Leibniz sjednotili infinitezimalni pocet, dali mu pevny rad

a vypocetni algoritmy.[u]

Isaac Newton(1643 - 1727)

Své uvahy v infinitezimalnim poc¢tu opiral o tzv. teorii fluxi a fluent. Diky znalosti Descartovych
ideji analytické geometie si mohl Newton predstavit rovinnou kiivku jako mnozinu pruseciku
vzdy dvou ptfimek rovnobéznych se souradnicovymi osami x a y, pohybujicich se okamzitymi
rychlostmi g a & (¢ je okamzitd rychlost pohybu pifmky rovnobézné s osou y). Tyto okamzité
rychlosti & a g, které maji charakter vektoru, nazval fluxemi. Okamzita rychlost pohybujiciho
se pruseciku, tj. vektor rychlosti pohybu tohoto bodu, vznikne slozenim obou slozek pohybu
2,y podle zndmého rovnobéznikového pravidla. Podil % je smérnici teény ke kiivce opsané
prusecikem zminénych pohybujicich se piimek. Z naseho pohledu jsou soufadnice x,y (fluenty)
pohybujicicho se bodu funkcemi casu t a fluxe &,y derivacemi x,y podle ¢

dx ,_@

ST Y=

Jejich pomér je derivace y podle 2112)

Dveé zékladni dlohy vedouci k vypoctu integralu:

1. ze znalosti rychlosti hmotného bodu v kazdém okamziku urcit drahu, kterou tento bod urazi



za urcity cas
2. nalézt vztah mezi fluentami z, y, tj. nalézt funkci f vyhovujici rovnici f(z,y) = 0, je-li ddn

vztah mezi fluxemi [12]

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716)

Souctu nékonecné mnoha nekoneéné malych veli¢in fikal integral a dospél tak ke vztahu

/mda::/ydy

Déle z ™ = % neboli mdx = ydy dostal rovnost m = yg—g a vztah [ mdx = [ ydy prepsal do

Z dx
dy
/y%dwz/ydy

tvaru

a ve formeé urcitého integralu pak

b J y(b) ] 1
Y o o2 yb) 2 2
/y%dx_ /ydy—§y = S*0) — y(@)]
a y(a)

Na zékladé souvislosti mezi diferencovanim a integrovanim vypracoval Leibniz tzv. teorii trans-
mutace, ktera v sobé obsahuje integrovani, rozklad do fad i metodu charakteristického trojihelnika.

Obsahem transmutacni véty je rovnost

b f(b)
/ydw:{xy]';— /:de
a fia)

jenz je zarodkem metody integrace per partés.

V Paiifzi dne 29. f{jna 1675 napsal, ze bude uzitecné misto ”souctu viech 1"psét od nynéjska [
(znak [ je odvozen z prvniho pismene slova summa), a ze vznikd novy druh poétu, novd pocetni
operace, kterd odpovidd s¢itdni a ndsobeni. Druhy druh poctu vznikd, kdyz z vyrazu [l = a
ziskdme | = a¥ (d je prvni pismeno slova differentia). Jako totiz operace f zvétsuje rozmer,
tak jej d zmenSuje. Znak [ znamend soucet a d diferenci. Svou symboliku Leibniz neustéle
vylepsoval, napt. uz v dopise z 11. listopadu 1675 zménil ¥ na dy. Leibniz sice zavedl operacni

symbol pro integrovani, nazev integral vsak pochézi od Jakoba Bernoulliho.!12)



Jiz v 17. stoleti dokazali Wallis, Newton, Leibniz a Gragory pomoci integrace rozlozit funkci
tg~tx(tj. funkce inverzni tg z) do nekonecéné fady:

T x

dt 3 5 7
tglx:/ :/(1—t2+t4—t6+...)dt:x—x—+%—‘%+...
0 0

1.1.2 18.stoleti

Osmnécté stoleti se neslo ve znameni velké ofenzivy matematické analyzy do oblasti, které by-
chom dnes fikali aplikace matematiky. Fyzika prichézela s potfebou rozsitovat pojmy matem-
atické analyzy a také zobecnovat integral. Napt. problémy chvéni struny, vedeni tepla nebo
zkoumani potencialu rychlosti vedly k rozvoji diferencidlnich rovnic, nekone¢nych Fourierovych
fad a integrdlu. Nazev ”integralni pocet” (calculus integralis) zavedl Leibniz roku 1698 po do-
”sumacni pocet” (calculus summatorius).

Byla také skupina matematiku, ktefi odmitali pojem nekoneéné malé veli¢iny a snazili se
oduvodnit infinitezimalni pocet algebraickou cestou. Do této skupiny pattil napi. Brooka Tay-
lor, ktery je znam predevsim publikaci vztahu pro rozvoj funkci do mocninnych tad, tzv. Tay-
lorovou fadou: f(z) = f(xo) + f'(zo)(z — x0) + @(x —z0)% + ...

Jméno Maclaurina je také spojovano s Taylorovou fadou se stiedem v bodé nula. Maclaurin
se na rozdil od Taylora zabyval i otazkami konvergence tad a vytvoril dokonce tzv. integralni

kritérium pro nekonecné fady.[m]

Jakob (1654 - 1705) a Johann Bernoulli (1667 - 1748)

Jakob Bernoulli vyucoval markyze Guillaume Francoise de 1 "Hospitala, ktery roku 1696 publiko-
val ve své knize Analyse des infiniment petites pour 1’intelligence des lignes courbes (Analyza
nekone¢né malych veli¢in ve studiu kiivek), kterd se stala prvni u¢ebnici diferencialniho a in-
tegralniho poc¢tu. Kniha je dnes znama predevsim diky Bernoulliho vysledku, tzv. 71 Hospitalovu
pravidlu® pro urceni limity podilu dvou funkci, v némz se jak citatel, tak jmenovatel blizi
k nule. Jakob i Johann se také v tésné souvislosti s vypoc¢ty integralu vénovali problematice

nekonecnych fad, vyuzivali je pti vypoctech integralu slozitych algebraickych a transcendentnich



funkci. Johann je napt. autorem vynikajiciho vysledku
1
1 1 1
/x’”dle———i—————i—...,
0

ktery je mozno dokéazat uzitim rozkladu do fad a integraci po céstech.[12]

Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827)

Jeho zivotnim dilem je pétisvazkova Méchanique céleste. Zde uvadi napt. integrél

/ e~ T dr = \2r

dnes znamy jako Laplaceuv pravdépodobnostni integrél.[12]

Leonhard Euler (1707 - 1783)

Jako prvni definoval logaritmus jako exponent, zavadi znamé cislo e jako zdklad prirozeného
logaritmu; definuje ho pomoci nekoneéné fady a vypocitava na 23 desetinnych mist. Napsal
tifsvazkovou ucebnici integralniho poctu Institutiones calculi integralis (Zaklady integrélniho
poctu). Euler poprvé jasné formuloval ndzor, ze matematickd analyza je obecna véda o funkcich.
Pojem funkce vsak byl ponékud odlisny od toho, jak jej zname dnes. Obecné lze Tici, ze ”v dobé
Eulera”se pod pojmem funkce rozumél jisty analyticky vyraz reprezentovany mocninnou fadou.
Prvni definici funkce v nasem soucasném pojeti podal v roce 1718 Johann Bernoulli: Funkci
promeénné veliciny se nazyvd velicina, kterd je sestavena libovolnym zpusobem z promeénné
veliciny a konstant.

Euler byl v roce 1748 presnéjsi:

Funkce proménné veliciny je analyticky vyraz sestaveny libovolné z této proménné veliciny a
konstantnich velicin.

Sam Euler vSak citil, zZe pojeti funkce jako analytického vyrazu pro matematiku nestaci. Roku
1755 uvadi novou, §irsi definici:

Kdyz nékteré veliciny zdvisi na jingch tak, Ze pri zméné téchto (druhych) se také pozmént,
Tikame, Ze pruni jsou funkci druhych. Tento ndzev md mimorddné siroky charakter a zahrnuje

véechny mozné zpusoby, jak lze jednu velicinu vyjadrit pomoci jinych velic¢in.



Dirichlet uz podéava moderni definici funkce: y je funkce x, jestlize kazdé hodnoté x z daného
intervalu odpovida jedina hodnota y a dodava, ze neni podstatné, jestli existuje vzorec, ktery
by tuto zavislost popisoval. Pojem spojitosti funkce, jak je zname dnes, byl zaveden Bolzanem

a Cauchym az v 19. stoleti. [12)

1.1.3 19. stoleti

V 19. stoleti nastupuje obdobi zptesniovani matematické analyzy, byly vysvétleny a odstranény
paradoxni vysledky ziskdvané napt. pferovnavanim konvergentnich tad, limitnimi pfechody v

konvergentnich posloupnostech funkei apod.

Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857)

Vyznam Cauchyho dila v matematické analyze polozil zaklady matematické analyze v dnesni
podobeé. Definované pojmy a matematické metody buduje na analytickém zakladé. Vyznamny
kus teoretické prace vykonal také v teorii obycejnych diferencidlnich rovnic. Cauchy se snazil
pro funkci f : [a,b] — R urcit obsah plochy vymezené osou z, piimkami x = a, z = b a
grafem funkce f. Pro spojitou funkci f : [a,b] — R postupoval Cauchy takto: Rozdélil interval
[a,b] na N ¢asti pomoci bodu a = xg, x1, ...,zxy = b. Tomuto déleni D intervalu [a, b] prifadil

aproximujici soucet

S = Z fwio) (@i — 2i1) (1.1)

kterym vyjadril soucet obsaht obdelniku se zakladnou [z;_1, x;] a vyskou, kterd je ddna funkéni
b
hodnotou f(z;_1). Cauchyovym dmyslem bylo definovat [ f(x)dz jako limitu souctu tvaru

(1.1), kdyz maximum délek podintervalu [x; i, z;] bude konvergovat k nule. 12

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866)

Bernhard Riemann byl némecky matematik, ktery vyrazné ptispél k rozvoji matematické analyzy
a diferencialni geometrie. Riemann vyrazné ptispél k propojeni geometrie a matematické analyzy.
Na jeho myslenkéch byly déle rozvinuty napiiklad Riemannova geometrie, algebraickd geometrie

¢i teorie komplexnich ploch. V redlné analyze prispél definici Riemannova integralu a rozvinul

také teorii trigonometrickych tad. [12]



Kapitola 2
Urcity integral

2.1 Uvod

K pojmu urcitého integralu byli matematikové privedeni geometrickym problémem, otazkou po
plosné mife rovinnych obort. V elementarni geometrii se definuje plosna velikost neboli obsah
trojihelniku (jako polovina souc¢inu zakladny a vysky) a ddle plosné velikost neboli obsah obort,
jez se daji rozlozit na koneény pocet trojuhelniku. Vznika otazka, jakym zpusobem je vhodné
definovat obsah oboru obecngjsich, jez nelze rozlozit na konecény pocet trojihelniku: vezméme
jeden takovy jednoduchy piipad.

Budiz déna funkce f(z), spojitd a kladné v intervalu [a, b]. Sestrojme obor P, ohraniceny osou

x, piimkami x = a a © = b a kiivkou y = f(z). Jak definovat obsah oboru p7(6l

[ )

Obrazek 2.1: Zdroj: [6]




Rozdélime interval [a,b] na koneény pocet dilku zg, x1, ...., xx, nad kazdym z téchto N pod-

intervalu [z;_q, ;] (1 = 1,2,...,N) jakozto zdkladnou sestrojime dva obdelniky: obdelnik @,

jehoz vyska se rovna nejvétsi hodnoté funkce f(x) v podintervalu [z;_1, x;] (6]

- W)

7=

i

\

\

~

O

a=XX % X3 X, XD

Obrazek 2.2: Zdroj: [6]

a obdelnik R;, jehoz vyska se rovnd nejmensi hodnoté funkce f(x) v podintervalu [x; 1, z;].

Ql

AMAR
g

HRK

a=X X X; % X, X5=D

Obrazek 2.3: Zdroj: [6]

Oznacime-li znakem M; nejvétsi hodnotu a znakem m; nejmensi hodnotu funkce f v podinter-

valu [z;_1, z;], je obsah obdelnika @); roven ¢islu M;(z; — x;_1) a obsah obdelnika R; roven ¢islu

my; ($Z — xi—l)-



Obdelniky Q1, Qs..., Q,, tvoii jisty mnohoihelnik @), ”opsany” oboru P, jeho obsah je roven ¢islu

N

Z M;(x; — xi1).

i=1
Obdobné obdelniky Ry, Rs, ..., R,, tvori jisty mnohotuhelnik R, ”vepsany”oboru P, jeho obsah

je roven ¢islu
N

Zml(xz — xz’—l)-

=1

Kdyz délky jednotlivych podintervalu konverguji k nule, zd4 se, ze obsah ” opsaného” mnohothelnika
(@ i obsah ”vepsaného” mnohotihelnika R bude konvergovat k téze limité a tuto spole¢nou limitu

nazyvame” obsahem oboru P” (6]

2.2 Primitivni funkce

Definice 2.2.1 (Primitivni funkce) Funkce F' je primitivni funkei k funkci f v otevieném

intervalu (a,b), plati-li F'(z) = f(z) pro kazdé x € (a,b).

Poznamka 2.2.1 Je-li F' primitivni funkei k funkei f v intervalu (a,b), pak kazda funkce
G = F + ¢, kde ¢ je libovolnd redlnd konstanta, je také primitivni funkef k funkci f, nebot na

intervalu (a, b) plati

G=F+¢=F=Ff.

Timto zpusobem dostaneme vsechny primitivni funkce k funkei f v intervalu (a,b).

Véta 2.2.1 Je-li funkce f spojitd v intervalu (a,b), existuje k ni v tomto intervalu primitivnd

funkce.

Poznamka 2.2.2 Libovolnou primitivni funkeci k funkeci f v intervalu (a,b) nazyvame také

neurcitym integralem funkce f a znacime symbolem

/f(x)dx.

Symbol [ se nazyva integraln{ znak, funkce f se nazyvd integrand a proménnd z se nazyva

integracni proménna.



2.3 Riemannuv integral

Uvazujme interval I = [a,b] C R, a < b jsou konecné, redlnd ¢isla a necht Dy je délen{ intervalu
I s délicimi body a = 2y < 21 < 3 < ... < xy = b. Kazdy interval I; = [z;_1,2;], i =1,2,..., N
nazyvame ¢astecnym intervalem déleni Dy. Délku (miru) intervalu I; definujeme u(1;) = z; —

— i = Awx;, i =1,2,..,N. Vyraz v(Dy) = max;—1 2. nyAx; nazyvame normou déleni DN.[4]

Definice 2.3.1 Necht f je ohranicend funkce na I, Dy déleni I s délicimi body a = xy < x; <

Ty < .. < TNy = b.2Piifadime déleni Dy a funkci f dolni Riemannuv integralni soucet dany

vztahem
N
s(f, Dn) = Zmz Ti—Ti) = ;miAxi, m; = inf f(z)
a horni Riemannuv integralni soucet dany vztahem!4
N
S(f;DN):;Mi — Ti1) ZMA%, Mlzég}if( z).
y = f(z)
e i
b=z,

Obrazek 2.4: Riemannuv integral. Zdroj: [2]
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Definice 2.3.2 Necht f je ohranic¢end funkce na I. Definujme dolni Riemannuv integral dany

vztahem

/ f(@)de = I () = sup (/. D)

f(x)

a=xXp X1 X2 X3 Xx4=b

Obrazek 2.5: Dolni integralni soucet.

a horni Riemannuv integral pro funkci f vztahem!4

a=x9 X} X2 X3 ZX4=b

Obrazek 2.6: Horni integrélni soucet.

11



Definice 2.3.3 Reknéme, 7e funkce f je Riemannovsky integrabilni na I tehdy a jen tehdy

jestlize na intervalu I plati
I(f) =I7(f).

V tomto piipadé se tato spolecna hodnota nazyva Riemannuv integral f na I a znacimel?

/bf(w) dzx.

Véta 2.3.1 (test integrability) Necht f je omezend funkce na intervalu I. Funkce f je Rie-
mannovsky integrabilni na I tehdy a jen tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje déleni D tak, sl

S(f,D)—s(f,D) <e.
Veéta 2.3.2 Kazdd funkce spojitd na uzavreném intervalu je Riemannouvsky integrabilni.
Lemma 2.3.1 Je-li M supremum a m infimum funkce f(x) v intervalu I, pak
m(b—a) <s(D) < S(D)<M(b—a)
pro kazdé déleni D v intervalu 1.

Pozndmka 2.3.1 Necht f je omezend funkce na intervalu I a Dy je ekvidistantni déleni,

tj. vi =a+ (b—a)i/2Y, i =0,1,...2N. Definujme

Definujme
b—a — b—a —
_ o . —a + o . —a
J(f) = Jlim = > m; JHf) = lim > M,

Pak f je Riemannovky integrabilni na I tehdy a jen tehdy kdyz J=(f) = J*(f ).[4]
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2.3.1 Zakladni vlastnosti

Poznamka 2.3.2 Mnozinu viech Riemannovsky integrovatelnych funkei na (a, b) znac¢ime R ((a, b)).
Véta 2.3.3 Necht f,g € R ((a,b)).

1. f+g€R((a,b)) a \f € R((a,b)) pro kazdé A € R

2. fg € R((a,b))

3. jestlize é je omezend na (a,b) pak g € R ((a,b))

4. mingey{f (@), 9(x)}, maxzenn{f(z), 9(2)} € R((a,))

5. Necht a < ¢ < b. Pak f € R ((a,b)) prdvé tehdy, kdyz f € R((a,c)) a f € R((c,b)).

/b f(z)dr = / f(z)dx + /b f(2)dw

6. jestlize f(x) < g(z) pro kazdé x € [a,b] pak

/bf(af)dw < /bg(x)d%

Navic plati

7. 1fl € R((a,0))

2.3.2 Tridy Riemannovsky integrovatelnych funkci
Véta 2.3.4 Kazdd monotonni funkce na [a,b] patri do R ((a,b)).
Véta 2.3.5 Kazdd spojitd funkce na [a,b] patii do R ((a,b)).

Véta 2.3.6 Necht f : [a,b] — R je omezend a spojitd s vijjimkou nejuyse koneéného poctu bodi

2 (a,b). Pak f € R ((a,b)).¥

13



Véta 2.3.7 (véta o stredni hodnoté) Necht f je spojitd na [a,b], pak existuje & € [a, b] tak,
se 4
Ze

Fundamentalni véta integralniho poctu

Definice 2.3.4 Necht f € R ((a,b)). Pro kazdé x € [a, b] definujeme funkci 4]
F(z) = /f(t) dt, YV € [a,b].
Tvrzeni 2.3.1 Necht F je funkce z Definice 2.3.4. Pak funkce F je spojitd [a, b).

Véta 2.3.8

(a) Jestlize je funkce f spojitd v bodé x¢ € [a,b], pak F je diferencovatelnd v xy a F'(xq) =
f (o).

(b) Jestlize je funkce f spojita a G(x),x € [a,b] je jakdkoliv jind diferencovatelnd funkce na
[a,b] takovd, ze G'(x) = f(x) pro kazdé x € |a,b], pak 4]

Dusledek 2.3.1 Jestlize f € C'([a,b]) pak
b
1)~ fla) = [ fla)d.

Jestlize funkce g € C([a,b]), pak je funkce x — [ g(t)dt,x € [a,b] diferencovatelnd na [a,b] a
4] ’

T

% g(t)dt = g(x) Vz € (a,b).

Definice 2.3.5 (definice stejnomérné spojitosti) Funkce f se nazyvé stejnomérné spojita

na mnoziné M <= Ve > 0 35 > 0 tak, ze pro kazdé dva body ', 2" € M plati:

o' —2"| <6 = |f(2") — f(2")] < e.

14



Kapitola 3
Aplikace urc¢itého integralu

Zékladni myslenka Riemannova integralu byla zndma jiz starym Rekam, kteff jejim uzitim
dokéazali pocitat obsahy a objemy nékterych geometrickych objektu (napfiklad jehlanu, kuzele
¢i koule).[16] Definice Riemannova integralu je geometricky velmi nazorna a lze ji vyuzit jako

2]

zéklad pro piiblizny vypocet urcitého integralu. 4 Pomoci uréitého integralu lze uréit napt.

obsah rovinného obrazce, délku oblouku rovinné kiivky, obsah rota¢ni plochy nebo objem

rotaéniho telesa.[16]

Aplikace Riemannova integralu nejsou vhodné jen v matematice, ale i v jinych predmétech jako

ve fyzice a mechanice.

Nyni si uvedeme nékolik geometrickych aplikaci, které mohou byt pouzity v matematickych
semindrf na stiedni Skole, protoze obsahuji jednoduché integraly funkei, které by studenti nemély

mit problém vypocitat.
V geometrickych aplikacich se zamérime na vypocet plosného obsahu rovinného obrazce, objemu

a povrchu plasté rota¢niho télesa. Potom si uvedeme nékolik fyzikdlnich aplikaci a aplikaci v

mechanice.

15



3.1 Geometrické aplikace

Plosny obsah rovinného obrazce

Plosny obsah ¢éasti roviny
A= {[Cﬂ',y] € RQ a<r< b?fl(‘r) <y< fQ(x)}a

kde f1, f2 jsou spojité funkce takové, ze fi(x) < fa(x), pro kazdé x € [a,b], se spocte podle

vzorce [4]

b

P(A) = / [fo(z) — fi(x)] d.

a

Priklad 1: Vypocitejte obsah obrazce ohraniceného grafem funkce f : y = sinx v intervalu

[0, 27] a osou x.

10}

0.5

-05

-1.0 L
Obrazek 3.1: Graf funkce sin x.

Obsah tohoto obrazce je

21 ™ 21

S = / |sin x| dz = /smzdm - /sinxdx = [~cos z]§ — [~cos z]*" =
0

™

= —cosT + cos 0+ cos 2 — cos ™ = 4 m>.

Piiklad 2: Vypoéitejte obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkei f : y = 2 — a2,

g:y=u.

16



Obrézek 3.2: Graf funkel f:y=2—-22ag:y=2x.

Nejprve uréime x-ové souradnice pruseciku grafu funkci f, g feSenim soustavy rovnic.

2

y=2—=x
y=1
—2*+1+2=0
Dostavame z; = —2, xo = 1, coz jsou v naSem piipadé integracni meze. Obsah hledaného

obrazce je

1

3 271
11 8 9
S=[[2-2})—alde=|20-—-2| =(2--—--+4-2"+2)="m
/K o)~ de {x 3 }2 ( 3727 3+) 3"

~2
Objem rotac¢niho télesa

Necht —oo < a < b < 0o a necht f je spojitd na [a,b]. Uvazujme téleso vzniklé rotaci plochy
P={[r,y eR*:a<z<b0<y<|f(x)}

kolem osy x. Vzorec pro vypocet objemu V, takto daného rotacniho télesa je

b
Ve = 7T/f2(x) dzx.
Vzorec pro vypocet objemu V, télesa vzniklého rotaci plochy

P={lz,yl eR*:c<y<d0<xz<|g(yl}

17



kolem osy y, kde g je spojita na (c,d) je (4]

Priklad 3: Vypoctéte objem rotac¢niho télesa, jez vznikne rotaci rovinného obrazce omezeného

kiivkami f:y=1—22a ¢g:y = 22 a kolem osy z.

Obrazek 3.3: Priubéh funkei f:y=1—2%ag:y = 2°

Nejprve urc¢ime pruseciky grafu funkei.

Rovnice f(z) = g(z) ma dvé feseni: x; = —\/75 a Ty = \/75 Z obrazku (3.3) je videét, ze

b
f(z) > g(z). Objem rota¢niho télesa vyjddifme jako V =7 [[f(z)* — g(z)?] d.

18



Priklad 4: Vypoctéte objem rotacniho télesa, jez vznikne rotaci utvaru ohrani¢eného kiivkami

2?2 —y? =16, y = —2, y = 2 a kolem osy y.

N/
\ [

Obrazek 3.4: Graf funkce 22 —y? =16, y = —2, y = 2.

Z rovnice hyperboly vyjadifme x? = y? + 16 a dosadime do vzorce pro objem rota¢niho télesa.

2
3 2 3 3
2 —2 208
V:w/(y2+16)dy:7r{y—+16y} :7T|:—_|_32_< ) +32| = T m3
3 5 3 3 3

Povrch plasté rotacniho télesa
Necht je funkece f(z) spojitd na intervalu [a, b] a mé na tomto intervalu spojitou derivaci. Povrch

plasté rotacniho télesa, ktery vznikne rotaci kiivky, jez je grafem f, kolem osy x, lze vypocitat

takto[lg]

P=on / FE)VIT (@) (3.1)

a
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f(x)

Il

Obrazek 3.5: Krivka f(x)

Piiklad 5: Vypoctéte povrch plaste, ktery tvoii kiivka f(x) otd¢enim kolem osy x.
Nejprve zjistime souradnice bodu A a B,

A=10,r] B = [v, 1]

a potom si vyjadiime funkci f(x).

Vypocéteme povrch plasté podle vzorce 3.1.

/ (=) en] e (25 een) ] -

2 2 2 2
Tg — T V4 41y —2rire + 1
:77\/1+<2U 1) (7‘1+7“2)v:7r\/( 2 0212 1)(r1+r2)v:

v+ 7“% + Tg — 27"17"2) (Tl + 7‘2) =

= (hv + rov + 7’% + r§ —\V2rirg — 2’1“27’1) T m?

Il
=}
—~



Definice krivek

Nejprve budeme definovat pojem ktivky v roviné.

Definice 3.1.1 Je-li parametrizace ® = (p(t),(t)) kiivky ~ prosté zobrazeni a tiidy C* na
celém intervalu [a,b] a ma pritom nenulovou derivaci (v bodech a, b uvazujeme jednostranné

derivace) v kazdém bodé intervalu [a, b], nazyvame v obloukem a zobrazeni ® jeho parametrizaci.

Krivka vznikne napojenim kone¢né mnoha oblouku za sebe. Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizaci
kiivky. Kfivka 7 se nazyva uzavienou, jestlize ®(a) = ®(b). Body, ve kterych oblouk & kiivka
protina sama sebe, nazyvame nasobnymi body. Uzavienou kiivku nazveme jednoduchou, jestlize

nema zadny ndsobny bod kromé po¢atecniho a koncového bodu ®(a) = ®(b).

Veéta 3.1.1 V pripadé parametrickych rovnic x = ¢(t), y = ¥(t), t € [a,b] je délka oblouku

ddna vztahem

b
L= / VO T WOzt

Poznamka 3.1.1 Ve specidlnich piipadech, je kiivka ddna predpisem y = f(x), z € [a,b] a

derivace f’ je spojita na [a, b], pak plati 4]

b
L= / I+ (@) de.
Piiklad 6: Urcete délku [ grafu funkce y = 2%/2, z € [0, 3].

12+

10}

Obrazek 3.6: Graf funkce y = x/2.

: 3 .\2 h 9 8 0 \:1® 8 [/31\*?
3 = [ /14 odr=|— Z =— (=) —-1]|=
L—/ 1+(§x>dx—/ 1+4xdx [27(1+4x)] 27((4) 1) 6,0963 m
0 0
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3.2 Fyzikalni aplikace urcitého integralu

Ve fyzice muzeme urcity integral pouzit pii odvozovani fyzikalnich veli¢in a k vypoctu napf.
o (17

Piiklad 1: Dréha piimocarého pohybu konaného rychlosti v = v(t) (predpokladejme spojitost

funkce v) v ¢asovém intervalu [17, T3] Ty < Ty, 11,75 € R je ddna urcitym integralem

Ty
d= /v(t) dt. (3.2)
T
m; = inf v(t) M; = supv(t) (3.3)
tel; tel;

Ad; = v(&;) At

kde&GLaAtl:%

N N
i=1 i=1

)

je zfejmé z (3.3) a (3.4), ze
N N
SN = ZmiAti <dy < Z M;At; = Sy,
i=1 i=1

kde sy je dolni a Sy je horni Riemannuv integralni soucet pro funkci v.

Nyni pouzijeme Vétu 2.3.1 (test integrability) tj. dokdzeme, Ze pro libovolné € > 0 plati
SN — sy <¢
pro néjaké N € N.

Pro dukaz ptredeslého vyuzijeme stejnomérné spojitosti funkce v.

N

N

Ty — T T —T

SN—SN:E (M; — my) 2N 1§€E 2N 1:5(T2—T1)
i=1 i=1

Jestlize sup Sy = infy Sy pak tato spoleénd hodnota je draha d a plati (3.2)
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Piiklad 2: Prace vykonana na piimocaré draze ve kladném sméru osy z silou velikosti F' = F'(z)

v intervalu [a, 0] je ddna urc¢itym integralem

W:jm@m

Priklad 3: Je-li pii jednoduchém kmitavém pohybu hmotného bodu na pruziné podél osy
x : F(z) = kx, kde k je konstanta (tzv. tuhost pruziny), pak prace vykonana na draze s = b—a
je
b
27b
1
W= /lmdw =k [%} = Sk(V* —a?).

a

Priklad 4: Zavislost rychlosti hmotného bodu na case je ddna vztahem v = 3t — tig, v je urceno

v m/s. Urcete drahu, kterou hmotny bod urazi v casovém intervalu [2s, 5s].
P 5
/ 2 1 &t 3t2—|—1 3-25+1 3-4 1 156
S = —_ — = | — — = —_— _—— — - = —m
iz 2 T, 2 "5 2 "2 5
2

3.3 Aplikace urcitého integralu v mechanice

v e

tenké homogenni rovinné desky

A={[r,y eR*:a<x<bg(xr) <y< f(xr)} o plosné hustoté o kg.m2

Hmotnost \

hm = o / f(@) - g(x)) d,

a

Nyni odvodime statické momenty vzhledem k souradnym osam

Ahm; = o[f(&) — 9(&)] A
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T T
0| a=1x ZTio1 & T b=z, =

Obrazek 3.7: Statické momenty tenké homogenni rovinné desky. Zdroj: [2]

kde & € [2;_1, x4

N N
:ZAS;ZJZ 51 _géz szww
i=1 =1

je priblizny staticky moment.
Oznacme

m; = inf z[f(z) — g(z)] M; = supz[f(z) = g(z)].

zel; zel;

Dolni a horni Riemannuv integralni soucet pro funkci oz[f(x) — g(z)] je nasledujici

N N
SNZUZm¢A$z‘ SNZUZMZ‘A%"

i=1 i=1
Déle plati
sy < SV < Sy, VNeN.

Pokud plati supy sy = infy Sy pak tuto hodnotu nazveme statickym momentem S, tenké
rovinné desky s plosnou hustotou o vzhledem k ose y. Staticky moment S, tenké rovinné desky
s plosnou hustotou o vzhledem k ose x vypocitame podobnym zpusobem jako k ose y. Pouzijeme

Riemanntuv integraln{ soucet pro funkei 3o[f?(x) — ¢*(z)).

Celkem dostavame
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a pro soufadnice tézisté mame

Sy Si
T = [xTayT] = {ﬁ? hm] .
Momenty setrvacnosti
) b b
L =30 [’ - f@)da, =0 [ 41f@) - g) d

Priklad 1: Vypoctéte hmotnost tenké rovinné desky s hustotou o kg/m? ohranicené kiivkami

flx)=bag(x)=kz?* kde b >0,k > 0.

y 25 [ /
\ _,l"
iy 7
\ an L /

\ - /

: /
) 15 F ;
b4 - i

\ Fd
5 F
\ 5 !
“1\ 10| i
\ i ;-f:
N‘\. - f-"
- A
", \ s[
., ; 4
S st
] I, =" M !
-4 -1 2 4

Obrazek 3.8: Tenka rovinné deska.

7| o]

3
31VE b 7 4 b
hm:20/(b—kw2)dx:2o [bx—kx—} =20 b\/;—k<\/;) :—ab\/; kg
0

3 3 3
0

e 2

a osou .213[19}

Rovinna oblast je ohrani¢ena shora kiivkou f(z) = 6x — 2? a zdola kiivkou g(z) = 0.

6

376
hm = a/(Gx —2)dr =0 {3$2 - %} = 0(108 — 72) = 360
0
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Obrazek 3.9: Prubéh funkce y = 62 — 2.

Statické momenty jsou

1 / 1 : 1 3 4 576
S — V2 dr = = 2 _ 1943 4 - = x__mx_ -
S 20/(6:17 %) dw 20/(36:75 x° +2%) dx 50 363 4+5 )
0 0
1 7776 1 —6480+ 7776 648
— Z5(12-216 — 3 - 12 e Rl B i
20( 6 —3-1296 + 7 ) 50 E =0

6 6
) , s , 24" 1296

Sy=o0 [ x(6z—z)dr =0 [ (62°—2°)dr =0 |22° — 7| = a(2~216—T) = 0(432—324) = 1080.

0 0

0
Tézisté ma souradnice

1080 648 1 18

360 ) 36 5

A=10,0], B=10,1], C =[2,0].
Nejprve si vyjadiime y : y = —%a: + 1 a spoc¢teme hmotnost

2 2

hm:a/(l—%x)za{x—%z] —o(2-1) =0

0
0
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081
06
0.4 .

0.2+

2 2
1 1\? 1 1 1 2 28
S’xzia/<1—§x) dxzia/(l—a:—l—z—fv?)dxzﬁa{a:—%—k%]oz
0 0

1 8 1
—50(2—2—1—5)—50

Momenty setrvacnosti jsou

2 2
1 1\’ 1 3 .3, o 1 3, 4% 2] 1
I, = - 1—= dr = - 1—= “2?— ) dx == i e
30/( 2x) x 30/( 2x+4x 8) x 30 {x 430 +4 32} 60
0 0
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v~

homogenniho rovinného oblouku

Hmotny rovinny drat o linedrni hustoté o(t) kg/m muzeme povazovat za kiivku o paramet-

rickych rovnicich

T = 90<t)7y = ¢(t)7t S <a7b)

Pro hmotnost a statické momenty plati nasledujici vztahy

= [ VOP Ot

Sy = 0/¢(t)\/[s0’(t)]2 + ()2 dt, Sy = 0/90(?5)\/[90’(1?)]2 + [ (1)) dt.

Se =0 | flx)\/14[f'(2)]?dx, Sy = U/SL’\/l + [f'(x)]? dz,
= loron) = [t 1]

Momenty setrvacnosti 2]

b

I, = a/fQ(x)\/l + [f'(x)]? dx, I, = O'/ZE2\/1 + [f(x)]? dz.

Sy = 0/%02(1?)\/[90’(0]2 + [ dt, Sy = 0/902(15)\/[90’@)]2 + [W(B)]2 dt.
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3.4 Technické aplikace urcitého integralu

Nyni si uvedeme nékolik technickych aplikaci. Tyto aplikace nejsou vhodné do vyuky matematic-
kych seminaru, které by pravdépodobné studenti stfedni skol nebyli schopni vypocitat, protoze
obsahuji slozitéjsi integraly funkci, ale chceme tim ukézat, kde vSude se da jesté pouzit Rie-
mannuv integral.

Priklad 1: Ve sténé nadrze naplnéné vodou je obdélnikovy otvor. Horni hrana otvoru je ve
vzdélenosti ko metri pod hladinou a dolnf hrana h; metra pod hladinou. Sifka otvoru s metri.

Uréete jaké mnozstvi vody Q v m? vytece timto otvorem za jednu vtefinu. 2!

Obrézek 3.11: Vytok vody z nadrze. Zdroj: [2]

v=1/2gh m/s AQ:\/Qg_hsAh m3
hl h1
2 40" 242
Q= / V2ghsdh = \/2gs/\/ﬁdh _ \/ags {ghm] _ gs(hi/z PRI
ho
ho ho

Ve skutecnosti je vytok mensi vlivem tieni ve vodé a zizenim proudu vody

Q= (2\2%50(}11\/}1_1 - ho\/h—0)> m’,

kde ¢ < 1 je tabulkovy koeficient.
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Priklad 2: Vypoctéte praci, kterou musime vykonat, abychom vycerpali rotacné symetrickou

nadrz o vysce v metru, kterd je celd naplnéna kapalinou o hustoté o kg/ m3.12)

O T
Obrazek 3.12: Vytok vody z rotaéné symetrické nadrze. Zdroj: [2]

Element véalce vody vysky Ay a poloméru h(y), ktery mé hmotnost
Ahm = moh*(y)Ay kg,
musime zvednout do vysky v — y, a tim vykoname praci
AW = mgoh*(y)(v —y)Ay J,

kde g je tabulkovy koeficient.
Celkovd préce potom je W = mgo [ h*(y)(v —y)dy J.
0

Piiklad 3: Céstice se pohybuje pifmocare se zrychlenim a = 2, 6m-s~2. Urcete rovnici rychlosti

a rovnici drahy (kdyz vy = 0, so = 0). Vypocitejte rychlost a drdhu pohybu v ¢ase t = 25.120)
2
vz/aﬁzam}q@—m=z62:a2mm
0

2 2 9

2
s:/vtdt:/atdt:al%} =a(2-0)=2,6-2=5,2m

0
0 0
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Priklad 4: Vypocitejte tlak P kapaliny konstantni mérné hmotnosti ¢ na svislou sténu sirky

s, sahé-li kapalina do vysky h.

»— stopa hladiny

\

NN
NN

o— -ty pés

h

\

T

-

Obrazek 3.13: Svisla sténa. Zdroj: [11]

Osu x polozme kolmo na stopu hladiny a orientujme ji svisle doli s pocatkem na hladiné. Tlak
na jednotku plochy je piimo imérny hloubce, tedy v hloubce x rovny kx, kde k zavisi na o ]

Celkovy tlak P na sténu bude dan integralem

h h 21h g o
P:/kxsdx:ks/xdx:ks{x—l = .
2 |, 2
0 0

Bude tedy tmérny druhé mocniné vysky h.
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Kapitola 4
Zaveér

Cilem této bakalarské prace bylo vytvorit strucény prehled teorie Riemannova integralu, ukazat
aplikovatelnost Riemannovské definice integralu na ptikladech v ptirodnich resp. technickych
védach a vybrat piiklady, které by se dali pouzit v matematickych seminaiich na stredni skole.
Nejprve bylo nutné definovat pojem primitivni funkce, Riemannuv integrdl a jeho vlastnosti.
V dalsich kapitolach jsme ukézali aplikovatelnost Riemannova integralu v geometrii, fyzice a
v mechanice. V geometrickych aplikacich jsme se zamérili na plosny obsah rovinného obrazce,
objem, povrch plasté rotacniho télesa a délku kiivky. U aplikaci v mechanice jsme se soustiedili
a homogenniho oblouku. Kazdou aplikaci jsme si predvedli na ndzornych ptikladech, které byly
doplnény obrazkem. Vzdy jsme vybirali jednoduché priklady, které by se daly pouzit v matem-
atickych seminarich na stfedni Skole, aby tyto semindfe mohly byt obohaceny pro studenty
zajimavou latkou, protoze ne vsichni studenti védi, pro¢ se danou latku u¢i a k ¢emu jim bude
dobra. V posledni kapitole jsme se zamérili na technické aplikace. Tyto priklady nejsou vhodné
do matematickych seminaitu, ale chtéli jsme tim ukazat, kde se jesté da pouzit Riemannuv
integral. Doufam, ze tato prace nebude prospésnd jenom mé, ale mozna pomuze i nékterym
studentum matematickych oboru jako doplnujici studijni materidl. Pti psani této bakalarské
prace jsem se dozvédéla spoustu novych a zajimavych informaci napi. to, ze aplikovatelnost
Riemannova integralu neni vhodna jen v matematice, ale i v jinych predmétech jako ve fyzice,
mechanice, a ze by se aplikovatelnosti Riemannova integralu dal prohloubit zajem o matematiku

i v ostatnich predmétech formou matematickych seminaiu.
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