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2. řádu

Bakalářská práce

Pavel Kouba
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České Budějovice 2013
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5 Speciálńı př́ıpady o stejných m a k 31
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5.2.1 Zadáńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.2.2 Maticový tvar soustavy (5.11) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Kapitola 1

Úvod

Bakalářská práce pojednává o řešeńı soustav dvou rovnic 2. řádu. Po úvodu následuje ka-

pitola, ve které budou vysvětleny základńı věty, definice a tvrzeńı potřebná k objasněńı

výpočt̊u v celé práci. Speciálně je zde odvozena existence a jednoznačnost řešeńı soustav

dvou rovnic 2. řádu.

Kapitola třet́ı obsahuje fyzikálńı motivaci modelového situace a jej́ıch speciálńıch př́ıpad̊u.

Jelikož fyzikálńı kontext rovnic pracuje s pružinami, bude zde vyvětlen i k tomu potřebný

Hook̊uv zákon a odvozeny námi poč́ıtané soustavy rovnic.

Kapitola čtvrtá se věnuje Modelové situaci. Objasňuje problematiku na obecném př́ıpadu,

zavád́ı pojmy a postupy, které budou použ́ıvány i pro následné speciálńı př́ıpady v kapitole

čtvrté a páté. Zvláštńı pozornost je věnována existenci periodických řešeńı.

Poznámky, tvrzeńı a věty jsou č́ıslovány podle pořad́ı a umı́stěńı v kapitole. Důkazy

následuj́ı bezprostředně po tvrzeńı či větě a jsou ukončeny symbolem �.

Práce je vysázena systémem LATEX a obrázky kresleny v programu GeoGebra.
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Kapitola 2

Řešeńı soustav obyčejných

diferenciálńıch rovnic

Ještě, než přejdeme k samotnému poč́ıtáńı př́ıklad̊u, proberme teorii obyčejných diferenciálńıch

rovnic, ze které budeme v př́ıkladech vycházet. V této kapitole se budeme zabývat existenćı

a jednoznačnost́ı řešeńı pro soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic, zavedeńı Cauchyovy

úlohy a tvarem obecného řešeńı.

2.1 Soustavy ODR 1. řádu

Definice 2.1.1 Necht’ je dána vektorová funkce f : R1+n → R. Řekneme, že vektorová

funkce ϕ : R→ Rn je řešeńım soustavy ODR

x′ = f(t, x) (2.1)

na otevřeném intervalu J ⊂ R, jestlǐze pro každé t ∈ J plat́ı rovnost

ϕ′(t) = f(t, ϕ(t)).

Mějme soustavu (2.1), kterou můžeme zapsat po složkách ve tvaru

x′1 = f1(t, x1, x2, ..., xn)

x′2 = f2(t, x1, x2, ..., xn)
...

x′n = fn(t, x1, x2, ..., xn),

(2.2)
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Necht’ je dáno č́ıslo t0 ∈ J a vektor x0 ∈ Rn. K soustavě rovnic (2.1) připojme požadavek,

aby hledáná vektorová funkce v bodě t0 nabývala hodnoty x0:

x(t0) = x0. (2.3)

Požadavku (2.3) se ř́ıká počátečńı podmı́nka. Úlohu (2.1), (2.3) nazýváme Cauchyovou, nebo

též počátečńı úlohou.

Poznámka 2.1.2 Řekneme, že funkce je řešeńım Cauchyovy úlohy (2.1), (2.3) (na otevřeném

intervalu J), jestlǐze ϕ je řešeńım (2.1) (na J) a nav́ıc plat́ı ϕ(t0) = x0.

Věta 2.1.3 Existence a jednoznačnost.[1] Předpokládejme, že

f = (f1, f2, ..., fn) : R1+n → Rn je spojitá vektorová funkce definovaná na otevřené množině

Ω ⊂ R1+n, přičemž (t0, x0) ∈ Ω. Necht’ na Ω jsou nav́ıc spojité vektorové funkce ∂f
∂x1

, ∂f
∂x2

,

..., ∂f
∂xn

, to znamená, že jsou zde spojité parciálńı derivace všech složek funkce podle druhé až

n-té proměnné. Potom Cauchyova úloha (2.1), (2.3) má právě jedno maximálńı řešeńı.

Důkaz Věty 2.1.3 viz. d̊ukaz uvedený v [1].

2.1.1 Homogenńı soustavy ODR 1. řádu s konstantńımi koefici-

enty

Definice 2.1.4 Necht’ pro všechna i = 1, 2, ..., n a j = 1, 2, ..., n jsou aij ∈ R konstantńı

Pak soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic tvaru

x′1 = a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn,

x′2 = a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn,
...

x′n = an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn,

(2.4)

nazýváme homogenńı systém lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

Jej́ıž tvar lze zapsat stručněji jako

x′ = Ax. (2.5)
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Pro homogenńı soustavy lze formulovat ześıleńı obecného tvrzeńı o existenci a jednoznačnosti.

Věta 2.1.5 Existence a jednoznačnost pro homogenńı soustavy.[1] Necht’ J je

otevřený interval, t0 ∈ J , x0 ∈ Rn. Uvažujme Cauchyovu úlohu (2.4) s počátečńı podmı́nkou

(2.3).

Předpokládejme, že pro každé i = 1, 2, . . . , n a pro všechna j = 1, 2, . . . , n jsou aij ∈ R . Pak

existuje právě jedno řešeńı ϕ Cauchyovy úlohy (2.4) s počátečńı podmı́nkou (2.3), které je

definováno na celém intervalu J .

Důkaz této Věty, viz. d̊ukaz uvedený v [1].

Definice 2.1.6 Necht’ matice A ∈ Rn×n, pak č́ıslo λ ∈ C nazýváme vlastńım č́ıslem matice

A, právě když existuje nenulový vektor v ∈ Rn takový, že

Av = λv.

Věta 2.1.7 Tvar řešeńı homogenńı soustavy. Necht’ A ∈ Rnxn, pak řešeńı soustavy

(2.4) je tvaru

x(t) = eλtv, (2.6)

kde λ je vlastńı č́ıslo matice A a v ∈ R je vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı č́ıslu λ.

Důkaz: vycházejme z rovnice (2.5) a za x dosad́ıme funkci (2.6), pak

x′(t) = λeλtv = eλtAv = Ax(t), (2.7)

kde pro druhou rovnost jsme využili vztahu z Definice 2.1.6. Tedy x(t) tvaru (2.6) je řešeńım

systému (2.5).
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Definice 2.1.8 Mějme aij ∈ R pro všechna i = 1, 2, . . . , n, a všechna j = 1, 2, . . . , n.

Necht’ A = (aij).

Označme:

H = {ϕ: ϕ je reálným řešeńım (2.4) na J},

HC = {ψ: ψ je komplexńım řešeńım (2.4) na J}.

Potom plat́ı:

H je vektorový prostor dimenze n.

HC je vektorový prostor dimenze n.

Definice 2.1.9 Fundamentálńı systém řešeńı homogenńıho systému (2.4).[1] Každou

bázi prostoru H nebo HC z právě uvedené Definice nazýváme fundamentálńım systémem

řešeńı homogenńıho systému (2.4) na J .

Něcht’ ϕ[1], . . . , ϕ[n] tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı homogenńıho systému (2.4) na J .

pak funkci

ϕob : J → Rn, ϕob(t) =
n∑
i=1

cjϕ
[j](t)

nazýváme obecným řešeńım (2.4) na J .

Jakékoliv řešeńı soustavy (2.4) lze vaj́ıdřit libovolnou kombinaćı prvk̊u fundamentálńıho

systému.
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2.2 Řešeńı soustav ODR 2. řádu

V následuj́ıćı části práce se pokuśıme odvodit, zda lze řešit soustavy diferenciálńıch rovnic

2. řádu obdobně, jako soustavy rovnic 1. řádu.

2.2.1 Soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic 2. řádu

Ještě než budeme moci poč́ıtat řešeńı soustav 2. řádu, muśıme zjistit, zda existuje je-

jich řešeńı. Převedeńım soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic 2. řádu na soustavu

obyčejných diferenciálńıch rovnic 1. řádu ukážeme, že za pomoci Věty 2.1.3 o existenci a

jednoznačnosti řešeńı lze odvodit větu o existenci a jednoznačnosti i pro soustavu 2. řádu.

Mějme soustavu dvou rovnic 2. řádu

x′′ = A2×2x (2.8)

s matićı A tvaru

A2×2 =

 −a b

c −d

 . (2.9)

Soustavu (2.8) můžeme vektorově rozepsat jako x1

x2

′′ =
 −a b

c −d

 x1

x2

 . (2.10)

Zavedeme daľśı souřadnice

x3 = x′1,

x4 = x′2

a matici B4×4 tvaru

B4×4 =


0 0 1 0

0 0 0 1

−a b 0 0

c −d 0 0

 .

Je vidět že (x1, x2) je řešeńım soustavy (2.8), respektive (2.10), právě když, (x1, x2, x
′
1, x

′
2)

je řešeńım soustavy čtyř rovnic 1. řádu

x′ = B4×4x, (2.11)
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kterou lze zapsat vektorově jako
x1

x2

x3

x4



′

=


x1

x2

x′1

x′2



′

=


0 0 1 0

0 0 0 1

−a b 0 0

c −d 0 0




x1

x2

x3

x4

 . (2.12)

T́ım jsme dokázali následuj́ıćı větu.

Věta 2.2.1 Funkce

x(t) =

 x1(t)

x2(t)


je řešeńım soustavy (2.10), právě když funkce

y(t) =


y1(t)

y2(t)

y3(t)

y4(t)

 =


x1(t)

x2(t)

x′1(t)

x′2(t)


je řešeńım soustavy (2.12).

Tvrzeńı 2.2.2 Čı́slo α ∈ C je vlastńım č́ıslem matice B soustavy (2.12) právě když λ = α2

je vlastńım č́ıslem matice A soustavy (2.10).

Důkaz:

1. Vlastńı č́ısla pro soustavu rovnic 2. řádu (2.10) vypoč́ıtáme z následuj́ıćı charakteris-

tické rovnice, kde polynom

P2(λ) := |A− λE| =

∣∣∣∣∣∣ −(a+ λ) b

c −(d+ λ)

∣∣∣∣∣∣ = λ2 + (a+ d)λ+ (ad− cb) (2.13)

polož́ıme rovno nule. Dostaneme rovnici

0 = λ2 + (a+ d)λ+ (ad− cb).
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2. Vlastńı č́ısla α pro soustavu rovnic (2.12) spoč́ıtáme z charakteristického polynomu

položeného rovno nule

P4(α) := |B − αE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−α 0 1 0

0 −α 0 1

−a b −α 0

c −d 0 −α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= α4 + (a+ d)α2 + (ad− cb). (2.14)

Vlastńı č́ısla matic B soustavy rovnic (2.12) jsou kořeny charakteristického polynomu

0 = α4 + (a+ d)α2 + (ad− cb).

Vid́ıme, že P2(α
2) = P4(α). Kořeny, a tedy i vlastńı č́ısla λ pro A a α pro B si odpov́ıdaj́ı

jako

λ = α2. (2.15)

Nyńı odvod́ıme vzájemný vztah vlastńıch vektor̊u soustav (2.10) a (2.12).

Tvrzeńı 2.2.3 Vektor u pro vlastńı č́ıslo α soustavy rovnic (2.10) je stejný jako třet́ı a

čtvrtá složka vlastńıho vektoru v pro soustavu rovnic (2.12).

Důkaz: Vlastńı vektory w splňuj́ı rovnici

(B − αE)w = 0,

kterou lze rozepsat jako
−α 0 1 0

0 −α 0 1

−a b −α 0

c −d 0 −α




w1

w2

w3

w4

 =


0

0

0

0

 .

Řádkovými úpravami výrazu z předchoźı stránky dostáváme


−α 0 1 0

0 −α 0 1

0 0 −(α2 + d) b

0 0 0 −(α2 + a)(α2 + d) + bc




w1

w2

w3

w4

 =


0

0

0

0

 .
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Z tohoto tvaru dopoč́ıtáme složky vlastńıch vektor̊u vyřešeńım soustavy rovnic následným

postupem

−αw1 + w3 = 0,

−αw2 + w4 = 0,

−(α + d)w3 + bw4 = 0,

−[(α2 + a)(α2 + d) + bc]w4 = 0.

Výraz v hranatých závorkách posledńı rovnice je charakteristický polynom, tedy bude vždy

nulový pro jakékoliv vlastńı č́ıslo α, které je jeho kořenem. Na základě toho si zvolme za w4

parametr s ∈ R. Zpětným dosazováńım do daľśıch rovnic źıskaných Gaussovou eliminaćı,

dostaneme zbylé složky vektoru v.

Hledaný vlastńı vektor pro soustavu rovnic (2.12) tedy je

v =



bs

αi(a+ α2
i )

s

αi

2

bs

(a+ α2
i )

s



,

kde s ∈ R.

Nyńı spočteme vlastńı vektory pro soustavu dvou rovnic 2. řádu, odpov́ıdaj́ıćı př́ıslušným

λi. Začněme soustavou rovnic

(A− λE)u = 0, −(a+ λ) b

c −(d+ λ)

 u1

u2

 =

 0

0

 .

Řádky matice jsou linerárné závislé a tedy stač́ı rovnice

−(a+ λ)u1 + bu2 = 0.
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Zvolme si proto u2 = s, kde parametr s ∈ R je libovoný, a pokračujme ve výpočtu u1

u1 =
bs

(a+ λ)
a u2 = s,

vektorovým zápisem

u =

 bs
(a+λ)

t

 .

Vid́ıme, že složky u1 a u2 vektoru u pro soustavu dvou rovnic 2. řádu jsou stejné jako složky

v3 a v4 vektoru v pro soustavu čtyř rovnic 1. řádu

u =

 bs
(a+λi)

s

 a v =


...

...

bs
(a+α2

i )

s

 .

Kde mezi λi a αi plat́ı (2.15).

Definice 2.2.4 Necht’ matice A je tvaru (2.9), pak č́ıslo λ ∈ C nazýváme vlastńım č́ıslem

matice A, právě když existuje nenulový vektor v ∈ Rn takový, že

Av = λv.

Věta 2.2.5 Tvar řešeńı soustavy (2.8). Necht’ A ∈ R2×2, pak řešeńı soustavy (2.8) je

tvaru

x(t) = eαtv, (2.16)

kde α2 je vlastńı č́ıslo a v je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor matice A .

Důkaz: Vycházejme z rovnice (2.5) a dosad́ıme funkci (2.6), pak

x′′(t) = α2eαtv = eαtAv = Ax(t), (2.17)

kde jsme využili, že α2v je vlastńı č́ıslo a opov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor matice A.
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Věta 2.2.6 Soustava rovnic (2.8) s počátečńımi podmı́nkami tvaru

x1(0) = γ1,

x2(0) = γ2,

x′1(0) = δ1,

x′2(0) = δ2

(2.18)

má právě jedno řešeńı.

Důkaz: Soustava (2.8) s počátečńımi podmı́nkami (2.18) je ekvivalentńı se soustavou čtyř

rovnic 1. řádu tvaru (2.12) s počátečńımi podmı́nkami

x1(0) = γ1,

x2(0) = γ2,

x3(0) = δ1,

x4(0) = δ2,

(2.19)

kde

x3 = x′1 a x4 = x′2.

Pro Cauchyovu úlohu (2.12), (2.19) má soustava podle Věty 2.1.3 právě jedno řešeńı.

Protože Cauchyova úloha (2.8), (2.18) je ekvivalentńı Cauchyově úloze (2.12), (2.19), zna-

mená to, že i (2.8) má právě jedno řešeńı.
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Kapitola 3

Teorie k Modelové situaci

V následuj́ıćı kapitole bakalářské práce se budeme zpočátku zabývat modelem n těles a n+1

pružin (viz. obrázek ńıže). V řešených situaćıch se ale zaměř́ıme předevš́ım na př́ıpad n = 2

neboli dvou hmotných těles.

Konkrétně se potom zaměř́ıme na výpočty Modelové situace a jej́ıch podpř́ıpad̊u. Výpočty

budou spoč́ıvat v pozorováńı jejich podobnosti či odlǐsnosti, v rámci d́ılč́ıch změn v zadáńı,

popř́ıpadě ve výsledné komplikovanosti řešeńı. Dále bude diskutována periodicita řešeńı Cau-

chyovy úlohy.

Podpř́ıpady si rozděĺıme na dvě skupiny. Prvńı skupina s obecně navzájem r̊uznými hod-

notami pro k a m. To jest Modelová situace a Speciálńı př́ıpad 1, které rozeb́ıráme velmi

podrobně a ve vš́ı obecnosti. Druhou skupinu tvoř́ı dva podpř́ıpady Modelové situace, kde

všechna k a všechna m jsou stejná. Druhá skupina je již dopoč́ıtána konkrétněji.

Ještě než přistouṕıme k samotnému řešeńı jednotlivých př́ıpad̊u, pod́ıvejme se na jejich

fyzikálńı motivaci a odvozeńı p̊uvodu námi poč́ıtaných soustav diferenciálńıch rovnic 2. řádu.

3.1 Hook̊uv zákon

Jelikož se v bakalářské práci zabýváme př́ıpady, kde hlavńı roli hraj́ı hmotná tělesa a pružiny,

nemůžeme opomenout Hook̊uv zákon.
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Hook̊uv zákon je jeden z nejzákladněǰśıch princip̊u fyziky. Tvrd́ı, že śıla F potřebná k

roztažeńı nebo stlačeńı pružiny o určitou vzdálenost X je úměrná vzdálenosti zp̊usobem

F = kX,

kde k je charakteristická konstanta pružiny neboli jej́ı tvrdost.

Hookova rovnice se také využ́ıvá v mnoha jiných situaćıch, kde je deformováno elastické

těleso. Např́ıklad v́ıtr oṕıraj́ıćı se do stěn budovy, muzikant drnkaj́ıćı na strunu housĺı, nebo

proces nafukováńı mı́če.

Hook̊uv zákon je pouhou lineárńı aproximaćı 1. řádu pro odezvu pružin a jiných pružných

těles, na které je vyv́ıjen tlak. Což ovšem znamená, že zákon selhává, jakmile śıla přesáhne

určité limity (stlačeńı na minimum nebo roztažeńı na maximum). Ve skutečnosti se ovšem

mnoho meteriál̊u pozorovatelně odchyluje od Hookova zákona ještě před dosažeńım těchto

hranic. Na druhou stranu je Hook̊uv zákon poměrně přesnou aproximaćı pro většinu pevných

těles. Z tohoto d̊uvodu je použ́ıváńı Hookova zákona široce rozš́ı̌reno ve vědě a inženýrstv́ı

a je základem pro mnoho vědńıch discipĺın jako jsou seismologie a akustika, či jako základńı

princip v pružinové škále, manometru (př́ıstroj na měřeńı tlaku) a balančńım kolečku me-

chanických hodin.

3.1.1 Hook̊uv zákon pro lineárńı pružiny

Uvažujme obyčejnou spirálńı pružinu, která má jeden konec připevněný k stálému objektu.

Mezit́ım druhý konec natahujeme silou F . Až do chv́ıle, kdy již nelze v́ıce měnit délku pružiny.

Nyńı bude vzdálenost, o kterou se vychýlila z klidového stavu, vzdálenost́ı X. Hook̊uv zákon

tvrd́ı že právě F = kX.

3.2 Fyzikálńı motivace

Jako většina matematických výpočt̊u, maj́ı i diferenciálńı rovnice 2. řádu své uplatněńı.

Např́ıklad jako model kyvadla a kmitáńı nebo skákáńı kuličky. Pro soustavy diferenciálńıch

rovnic 2. řádu je to pak např́ıklad soustava hmotných bod̊u na pružinách. A právě takovými

soustavami se budeme v následuj́ıćı kapitole zabývat.
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Pro lepš́ı vysvětleńı si poṕı̌seme obrázek.

Obrázek 3.1: Grafické znázorněńı obecné soustavy rovnic pro n hmotných bod̊u

Předpokládáme, že máme

• Hmotná tělesa s hmotnostmi mi, i = 1, 2, ..., n.

• Pružiny s tuhostmi kj pro j = 1, 2, ..., n, n+ 1 v př́ıpadě, že jsou uchycené z obou stran

ke zdi, nebo j = 1, 2, ..., n, jestliže jsou přichycené ke zdi jen z jedné strany.

• Jejich natažeńı/stlačeńı jsou postupně vzdálenosti x1, (x2 − x1), ..., (xn − xn−1), xn.

• Hmotné body jsou ve vodorovné poloze a na kolečkách. Pro jednoduchost totiž u

soustav zanedbáme jakýkoliv vliv třeńı nebo gravitace. Od toho se dá očekávat zjed-

nodušeńı výpočt̊u a lepš́ı vhled do prob́ıraných situaćı.

3.3 Př́ıpad tř́ı hmotných těles a čtyř pružin

Zaměřme se na to, jak vypadá soustava rovnic pro tři hmotná tělesa a čtyři pružiny, z nichž

posledńı je přichycena k pevné zdi, a všechny dodržuj́ı Hook̊uv zákon. Źıskáme následuj́ıćı

soustavu tř́ı diferenciálńıch rovnic 2. řádu [2]:

m1x
′′

1 = −k1x1 + k2(x2 − x1),

m2x
′′

2 = −k2(x2 − x1) + k3(x3 − x2), (3.1)

m3x
′′

3 = −k3(x3 − x2)− k4x3.
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Pro lepš́ı představu o soustavě (3.1) j́ı přeṕı̌seme do tvaru

m1x
′′

1 = −(k1 + k2)x1 + k2x2,

m2x
′′

2 = k2x1 − (k3 + k2)x2 + k3x3,

m3x
′′

3 = k3x2 − (k3 + k4)x3,

což vede na maticový tvar

MX
′′

= KX.

Zde matice M , K a X jsou

M =


m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3

 ,

K =


−(k1 + k2) k2 0

k1 −(k2 + k3) k3

0 k3 −(k3 + k4)

 ,

X =


x1

x2

x3

 .

3.4 Tvar soustavy pro n hmotných bod̊u a n+1 pružin

Tvar matic K, M a X výše nám, jak lze vytušit z jejich podoby, určuje následné tvary matic

pro n hmotných bod̊u a obecně n+ 1 pružin, kdy matice Mn budou diagonálńıho tvaru

Mn =


m1 0 ... 0

0 m2 ... 0

..
.

..
.

... ..
.

0 0 ... m3

 .

Poznámka 3.4.1 Počet hmotných bod̊u určuje, kolik bude mı́t soustava rovnic.
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Matici Kn lze uvažovat tvaru

Kn =



−(k1 + k2) k2 0 ... 0

k1 −(k2 + k3) k3 ... 0

0 k3 −(k3 + k4) ... 0

0 0 k4 ... 0

..
.

..
.

..
.

0 0 ... −(kn−1 + kn) kn

0 0 ... kn −(kn + kn+1)


.

Poznámka 3.4.2 Pozorujeme, že když posledńı pružina bude chybět, pak člen ann matice

Kn bude pouze

ann = −kn.

3.5 Řešeńı soustav o n rovnićıch

Řešeńım se budeme zabývat předevš́ım u konkrétńıch př́ıklad̊u dvou těles vedoućıch na sou-

stavu dvou rovnic. Proto řešeńı u soustav n rovnic pouze vysvětĺıme, nikoliv však vyřeš́ıme.

Poté, co soustavu s n rovnicemi vyjádř́ıme maticově

MX
′′

= KX

a uprav́ıme

M−1Mx′′ = M−1Kx,

x′′ = M−1Kx,

neboli

x′′ = Ax,

kde An×n je matice soustavy s n prvky.
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Vypoč́ıtáme jej́ı vlastńı č́ısla λ zp̊usobem, že polož́ıme

|A− λE| = 0,

a vyjádř́ıme k ńım př́ıslušný vlastńı vektor v. Samotné řešeńı pak bude tvaru

x(t) = veαt, (3.2)

kde α2 = λ je vlastńı č́ıslo a v jemu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor.
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Kapitola 4

Modelová situace

Od obecných př́ıpad̊u n těles vedoućıch na soustavu n-rovnic nyńı přistupme k řešeńı př́ıpad̊u

o dvou tělesech vedoućı na soustavu dvou rovnic (dle Poznámky 3.4.1).

Tvary soustav rovnic pro jednotlivé situace budou vycházet z předchoźıch obecných sou-

stav n-rovnic.

Následuj́ıćı modelová situace je prob́ırána detailněji a ve vš́ı obecnosti. Obecnost má ale

za následek, že řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic 2. řádu budou komplikované. Proto

budeme použ́ıvat substituce, které opticky zkrát́ı výsledné formule a řešeńı proto nebudeme

vyjadřovat vzhledem k p̊uvodńım proměnným.

4.1 Modelová Situace

Prvńı situace bude pojata nejobecněji a bude rozeb́ırána podrobně, aby bylo možné odhalit

všechny jej́ı vlastnosti a charakteristiky.

4.1.1 Zadáńı

Mějme dvě hmotná tělesa s hmotnostmi m1, m2 obecně r̊uznými. Mějme dále dané tři pružiny

s tvrdostmi k1, k2, k3 také obecně navzájem r̊uznými, u nichž budeme předpokládat že

0 < k1k2 + k1k3 + k2k3. (4.1)

18



Soustava rovnic pro takovéto zadáńı je následuj́ıćı

m1x
′′
1 = −k1x1 + k2(x2 − x1),

m2x
′′
2 = −k2(x2 − x1)− k3x2

(4.2)

Obrázek 4.1: Grafické znázorněńı Modelové situace

Poznámka 4.1.1 Pokud uvažujeme pouze dvě tělesa na dvou pružinách, polož́ıme v souladu

s Poznámkou 3.4.2 hodnotu k3 = 0.

4.1.2 Maticový tvar soustavy (4.2)

Po roznásobeńı soustavy rovnic (4.2) dostaneme následuj́ıćı tvar

m1x
′′
1 = −(k1 + k2)x1 + k2x2,

m2x
′′
2 = k2x1 − (k2 + k3x2),

jenž lze snadno převést na tvar maticový

Mx′′ = Kx,

kde

M =

 m1 0

0 m2

, K =

 −(k1 + k2) k2

k2 −(k2 + k3)

, x =

 x1

x2

.

Maticovou rovnici uprav́ıme a postupně dostaneme

M−1Mx′′ = M−1Kx, (4.3)

x′′ = M−1Kx,

x′′ = Ax,
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kde matice soustavy A je tvaru

A =

 − (k1+k2)
m1

k2
m1

k2
m2

− (k2+k3)
m2

 . (4.4)

Matici soustavy A hledáme proto, že předpokládaný tvar řešeńı soustavy dle Věty 2.2.5 je

x(t) = veαt, (4.5)

kde α2 jsou právě vlastńı č́ısla λ matice A a v k nim př́ıslušné vlastńı vektory.

Pro následuj́ıćı výpočty zjednoduš́ıme zápis matice A z (4.4) na tvar

A =

 −a b

c −d

 . (4.6)

Poznámka 4.1.2 Pro matice A tvaru (4.6) jsou a, b, c, d ve vyjádřeńı (4.6) kladná č́ısla.

Tvrzeńı 4.1.3 Existuje právě jedno řešeńı Cauchyovy úlohy (4.2), (2.18), které plyne z

Věty 2.1.3.

4.1.3 Vlastńı č́ısla matice A:

Tvrzeńı 4.1.4 Vlastńı č́ısla matice A tvaru (4.6) jsou

λ1,2 =
−(a+ d)∓

√
(a+ d)2 − 4(ad− cb)

2
. (4.7)

Důkaz: Vlastńı č́ısla λ matice A najdeme pomoćı determinantu

|A− Eλ| =

∣∣∣∣∣∣ −(a+ λ) b

c −(d+ λ)

∣∣∣∣∣∣
z něhož źıstáme charakteristický polynom

|A− Eλ| = λ2 + (a+ d)λ+ (ad− cb).

Ten polož́ıme rovný nule a vyřeš́ıme pro neznámé λ

0 = λ2 + (a+ d)λ+ (ad− cb).

Vlastńı č́ısla λ1, λ2 jakožto kořeny kvadratického charakteristického polynomu jsou tvaru

(4.7).
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Věta 4.1.5 Za předpokladu (4.1) pro matice A tvaru (4.4) plat́ı, že obě vlastńı č́ısla jsou

záporná.

Důkaz: Podle Tvrzeńı 4.1.4 jsou vlastńı č́ısla tvaru (4.7). Ověř́ıme proto nerovnost

0 >
−(a+ d)±

√
(a+ d)2 − 4(ad− cb)

2
. (4.8)

Je vidět, že stač́ı dokázat nerovnost

0 > −(a+ d) +
√

(a+ d)2 − 4(ad− cb),

protože i druhá nerovnost

0 > −(a+ d)−
√

(a+ d)2 − 4(ad− cb)

bude okamžitě platit. Ukažeme že plat́ı (4.8) pomoćı následuj́ıćıch úvah. Všimněme si, že

plat́ı

(a+ d) > 0 právě když −(a+ d) < 0,

a zároveň také √
(a+ d)2 = |a+ d|.

Pokud nav́ıc bude platit i

−4(ad− cb) < 0. (4.9)

Znamená to, že automaticky plat́ı i nerovnost√
(a+ d)2 − 4(ad− cb) < (a+ d),

ze které lze považovat nerovnost (4.8) za splněnou. Všechny nerovnosti jsou zřejmé až na

(4.9). Dokažeme, že (4.9) plat́ı pro matice A tvaru (4.4). Poznamenejme jenom, že (ad− cb)

je determinat matice A. Po dosazeńı p̊uvodńıch výraz̊u z matice A za a, b, c, d, dle (4.4),

postupně ekvivalentńımi úpravami dostáváme

k2
m1

k2
m2

<
(k1 + k2)

m1

· (k2 + k3)

m2

,

k22 < (k1 + k2)(k2 + k3),

0 < k1k2 + k1k3 + k2k3. (4.10)

Nerovnost (4.10) plat́ı d́ıky předpokladu (4.1), tedy i nerovnost (4.9) je splněna. Zápornost

vlastńıch č́ısel je t́ımto dokázána.
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Poznámka 4.1.6 Nav́ıc jsme si ukázali podstatu podmı́nky (4.1), která ř́ıká, že determinant

matice A muśı být kladný a nenulový.

Poznámka 4.1.7 V celé bakalářské práci poč́ıtáme pouze s př́ıpady, ve kterých k1, k2, k3 > 0,

nebo k1, k2 > 0 a k3 = 0. Nerovnost (4.1) je splněna v obou těchto př́ıpadech.

Věta 4.1.8 Řešeńı soustavy (4.2) jsou tvaru (2.16) kde α jsou ryze imaginárńı.

Důkaz: Podle Věty 2.2.5 dostáváme řešeńı tvaru (2.16) a vztah (2.15). Vlastńı č́ısla λ matice

A jsou dle Věty 4.1.5 záporná, a tedy jejich odmocniny jsou ryze imaginárńı.

4.1.4 Vlastńı vektory soustavy (4.2)

Věta 4.1.9 Matice A tvaru (4.6) má vlastńı vektory

u =


bs

(a+ λ1)

s

 , v =


br

(a+ λ2)

r

 , (4.11)

odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um λ1 respektive λ2 kde koeficienty s, r ∈ R jsou libovolné reálné a

a, b jsou prvky matice A tvaru (4.6).

Důkaz: Vyřeš́ıme rovnici

(A− λ1E)u = 0

neboli  −(a+ λ1) b

c −(d+ λ1)

 u1

u2

 =

 0

0


pro néznámé u = (u1, u2). Po dosazeńı vlastńıch č́ısel λ1 vyjde, že prvńı řádek matice je

násobkem druhého. To znamená, že pro výpočet vlastńıho vektoru stač́ı uvažovat pouze

rovnici

−(a+ λ1)u1 + bu2 = 0.

Zvoĺıme souřadnici u2 = s, kde č́ıslo s ∈ R je libovoné. Pak souřadnice vlastńıho vektoru

jsou

u1 =
bs

a+ λ1
, u2 = s,

č́ımž jsme źıskali vlastńı vektor u = (u1, u2) tvaru (4.11). Obdobně pro v a λ2.

22



4.1.5 Obecné řešeńı soustavy (4.2)

Nyńı, když známe vlastńı č́ısla λi a vektory ui, nic nám nebráńı vypoč́ıtat obecné řešeńı v

komplexńım tvaru. Předpokládané obecné řešeńı je podle Věty 2.2.5 tvaru

x(t) = veαt,

kde α2 = λ je vlastńı č́ıslo matice A. Do tohoto tvaru dosad́ıme námi spoč́ıtaná vlastńı č́ısla

λ1, λ2 a pro ně odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory u a v.

T́ım źıskáme komplexńı fundamentálńı systém

FSC =
{
e−i
√
−λ1tu; ei

√
−λ1tu; e−i

√
−λ2tv; ei

√
−λ2tv

}
. (4.12)

Ten lze převést pomoćı goniometrických funkćı a separaćı reálných a imaginárńıch část́ı na

reálný fundamentálńı systém

FSR =
{

cos (
√
−λ1t)u; sin (

√
−λ1t)u; cos (

√
−λ2t)v; sin (

√
−λ2t)v

}
. (4.13)

Podle Definice 2.1.9 je lineárńı kombinace prvk̊u fundamentálńıho systému výsledný tvar

obecného řešeńı. Obecné řešeńı tedy vypadá v komplexńı podobě

x(t) = p1e
−i
√
−λ1tu+ p2e

i
√
−λ1tu+ p3e

−i
√
−λ2tv + p4e

i
√
−λ2tv,

a řešeńı v reálné podobě následně takto

x(t) = p1 cos (
√
−λ1t)u+ p2 sin (

√
−λ1t)u+ p3 cos (

√
−λ2t)v + p4 sin (

√
−λ2t)v, (4.14)

kde p1, p2, p3, p4 jsou v obou př́ıpadech reálné konstanty.

Prvky FSR jsou periodické funkce, které pravděpodobně daj́ı periodické řešeńı (4.14). Ne-

bude tomu však vždy, podrobnosti viz. daľśı kapitola.
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Poznámka 4.1.10 Řešeńı (4.14) lze převést do tvaru, ze kterého bude patrný fázový posun.

Převed’me proto řešeńı za pomoci součtového vzorce

cos β1 cosω1 + sin β1 sinω1 = cos (ω1 − β1).

Pro přehlednost rozdělme obecné řešeńı na dvě části a p1 přeznačme na a1, obdobně p2 = b1,

p3 = a2 a p4 = b2. Řešeńı prvńı části źıskáme následným postupem

x1(t) = (a1 cos (
√
−λ1t) + b1 sin (

√
−λ1t))u

1√
a21 + b21

x1(t) =

(
a1√
a21 + b21

cos
√
−λ1t+

b1√
a21 + b21

sin
√
−λ1t

)
u,

1

c1
x1(t) = (cos β1 cos

√
−λ1t+ sin β1 sin

√
−λ1t)u,

1

c1
x1(t) = cos (

√
−λ1t− β1)u,

x1(t) = c1 cos (
√
−λ1t− β1)u, (4.15)

kde c1 = 1√
a21+b

2
1

, sin β1 = b1√
a21+b

2
1

a cos β1 = a1√
a21+b

2
1

.

Obdobně převedeme i druhou část řešeńı

x2(t) = (a2 cos
√
−λ2t+ b2 sin

√
−λ2t)v,

...

x2(t) = c2 cos (
√
−λ2t− β2)v, (4.16)

kde c2 = 1√
a22+b

2
2

, sin β2 = b2√
a22+b

2
2

a cos β2 = a2√
a22+b

2
2

.

Celkové řešeńı s fázovým posunem je spojeńım výsledných řešeńı (4.15) a (4.16), tedy

x(t) = x1(t) + x2(t),

x(t) = c1 cos (
√
−λ1t− β1)u+ c2 cos (

√
−λ2t− β2)v.

Vysvětleńı: Proč jsme v předchoźıch převodech násobili řešeńı právě konstantou 1√
a2i+b

2
i

?

Potřebovali jsme źıskat stejný úhel β jak pro funkci sin, tak pro funkci cos. Úhly jǐz byly

částečně dány koeficienty ai a bi. Výsledná konstanta 1√
a2i+b

2
i

pocháźı z Pythágorovy věty.
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Pro ilustraci viz. obrázek

Obrázek 4.2: Odvozeńı konstanty ci.

Jak je vidět, odvěsny jsou př́ıhodně zvolené jako ai a bi a výsledná přepona pravoúhlého

trojúhelńıku je
√
a2i + b2i .

Pak tedy źıskávám stejný úhel βi pro sin βi = bi√
a2i+b

2
i

a cos βi = ai√
a2i+b

2
i

.

4.1.6 Řešeńı Cauchyovy úlohy pro soustavu (4.2)

Soustavu (4.2) doplńıme o počátečńı podmı́nky, které jsou dle Věty 2.2.6 tvaru (2.18).

Dosazeńım prvńıch dvou podmı́nek do řešeńı (4.14), kde máme u = (u1, u2) a v = (v1, v2)

vznikne soustava rovnic

p1u1 + p3v1 = γ1,

p1u2 + p3v2 = γ2,
(4.17)

pro neznámé koeficienty p1, p3.

Po zderivováńı řešeńı (4.14) dosad́ıme druhé dvě počátečńı podmı́nky a vznikne soustava

p2
√
−λ1u1 + p4

√
−λ2v1 = δ1,

p2
√
−λ1u2 + p4

√
−λ2v2 = δ2,

(4.18)

pro koeficienty p2 a p4.

Determinanty matic soustav (4.17) a (4.18) jsou nenulové, z čehož vyplývá, že soustavy

rovnic budou jednoznačně řešitelné pro neznámé p1, p2, p3, p4.
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Zvoĺıme-li počátečńı podmı́nky

x1(0) = γ1,

x2(0) = γ2,

x′1(0) = 0,

x′2(0) = 0,

(4.19)

to jest δ1 = δ2 = 0 v (2.18), źıskáme z rovnice (4.18) hodnoty p2 = p4 = 0. Pokud zvoĺıme

zároveň γ1 6= γ2 6= 0, dostaneme z rovnice (4.17) konkrétńı nenulové hodnoty p1, p3.

Jejich dosazeńım do (4.14) źıskáme výsledné řešeńı Cauchyovy počátečńı úlohy

x(t) = p1 cos (
√
−λ1t)u+ p3 cos (

√
−λ2t)v. (4.20)

4.1.7 Diskuze o periodicitě řešeńı

Dı́ky tomu, že obecné řešeńı je lineárńı kombinace goniometrických, tedy speciálně perio-

dických funkćı, pak řešeńı samotné může být periodické.

Definice 4.1.11 Necht’ T ∈ R, T > 0. Funkce f je periodická s periodou T , jestlǐze pro

každé x ∈ D(f) plat́ı

x± T ∈ D(f)

a zároveň

f(x) = f(x+ T ).

Definice 4.1.12 Řešeńı Cauchyovy úlohy (4.2), (2.18) nazveme periodické, pokud

x(t+ T ) = x(T )

pro všechna t > 0.

Věta 4.1.13 Mějme funkce f a g periodické, s periodami Tf a Tg. Lineárńı kombinace

h = c1f + c2g, c1, c2 ∈ R je periodická právě když poměr period Tf/Tg je racionálńı č́ıslo.

Poznámka 4.1.14 Pokud je poměr period ve Větě 4.1.13 neracionálńı, dostaneme neperi-

odickou funkci.

Tvrzeńı 4.1.15 Mějme a ∈ R libovolné nenulové, potom funkce sin at a cos at maj́ı obě

periodu 2π/a.
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Tvrzeńı 4.1.16 Mějme a ∈ R libovolné nenulové, potom funkce h(t) = c1 sin at+c2 cos atmá

periodu 2π/a.

Tvrzeńı 4.1.17 Mějme a, b ∈ R libovolné nenulové, potom funkce h(t) = c1 sin at+ c2 cos bt

je periodická když a/b je racionálńı.

Důkaz plyne z Věty 4.1.13 a Tvrzeńı 4.1.15.

Tvrzeńı 4.1.18 Řešeńı (4.14) je periodické pokud poměr
√
λ1/λ2 je racionálńı.

Důkaz plyne z Tvrzeńı 4.1.17.

Vezmeme v úvahu řešeńı (4.20). V př́ıpadě že poměr frekvenćı
√
λ1/λ2 bude racionálńı, pak

podle Tvrzeńı 4.1.18 je toto řešeńı periodické.

Jestliže neńı, a přesto chceme, aby x(t) bylo periodické, muśıme pomoćı počátečńıch podmı́nek

vynulovat bud’ p1 nebo p3 jakožto koeficienty závislé na γ1, γ2. V takovém př́ıpadě v řešeńı

(4.20) zbyde pouze jedna goniometrická funkce cosinu, která je bezpochyby periodická.
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4.2 Speciálńı př́ıpad 1

Tento podpř́ıpad, ostatně stejně jako všechny daľśı, je speciálńım př́ıpadem Modelové situace,

proto bude hojně využ́ıváno tvrzeńı a formuĺı z předchoźı situace a nebude třeba již opakovat

některé výpočty.

Speciálńı př́ıpad 1 modeluje soustavu o dvou tělesech a dvou pružinách. Narozd́ıl od

obecné Modelové situace odstrańıme třet́ı pružinu, která v Modelové situaci spojovala zed’ a

druhé hmotné těleso, tedy polož́ıme k3 = 0. Stále ale uvažujeme hodnoty Speciálńıho př́ıpadu 1

k a m obecně navzájem r̊uzné.

4.2.1 Zadáńı

Tvrdosti pružin jsou tedy k1, k2 > 0 obecně navzájem r̊uzné. Pružina třet́ı chyb́ı, polož́ıme

ji tedy k3 = 0, což je v souladu s podmı́nkou (4.1) a m1, m2 > 0 z̊ustávaj́ı obecně navzájem

r̊uzné. Poznamenejme, že předpoklad (4.1) tedy z̊ustane zachován i pro soustavu (4.21) viz.

Poznámka 4.1.7.

Soustava (4.2) přejde na tvar

m1x
′′

1 = −k1x1 + k2(x2 − x1),

m2x
′′

2 = −k2(x2 − x1). (4.21)

Obrázek 4.3: Grafické znázorněńı pro Speciálńı př́ıpad 1
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4.2.2 Maticový tvar soustavy (4.21)

Dosazeńım k = 0 do (4.4) a jeho úpravou źıskáme tvar matice A, který je

A =

 −k1 + k2
m1

k2
m1

k2
m2

− k2
m2


(odvozeńı viz. (4.3) v Modelové Situaci).

Pro zjednodušeńı uvažujme matici A opět ve tvaru

A =

 −a b

c −d

 .

4.2.3 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice A

Podle Tvrzeńı 4.1.4 jsou vlastńı č́ısla matice A tvaru (4.7) a dle Věty 4.1.5 z Modelové situ-

ace jsou záporná.

Dle Věty 4.1.9 jsou vlastńı vektory tvaru (4.11).

4.2.4 Obecné řešeńı soustavy (4.21)

Řešeńı soustavy bude i v tomto př́ıpadě obdobné s řešeńım Modelové situace. Nejprve si

opět vytvoř́ıme fundamentálńı systém postupným dosazováńım vlastńıch č́ısel λ1 a λ2 a jim

odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u u a v do tvaru řešeńı (2.16) dle Věty 2.2.5. Komplexńı

fundamentálńı systém v tomto př́ıpadě bude

FSC =
{
e−i
√
−λ1tu; ei

√
−λ1tu; e−i

√
−λ2tv; ei

√
−λ2tv

}
. (4.22)

Podle Definice 2.1.9 je lineárńı kombinace prvk̊u fundamentálńıho systému výsledný tvar

obecného řešeńı. Obecné řešeńı tedy je

x(t) = p1e
−i
√
−λ1tu+ p2e

i
√
−λ1tu+ p3e

−i
√
−λ2tv + p4e

i
√
−λ2tv,

kde koeficienty p1, p2, p3, p4 jsou libovolné reálné.
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Řešeńı lze převést pomoćı goniometrických funkćı a rozděleńı na komplexńı a reálně argu-

menty na tvar

x(t) = p1 cos (
√
−λ1t)u+ p2 sin (

√
−λ1t)u+ p3 cos (

√
−λ2t)v + p4 sin (

√
−λ2t)v. (4.23)

V př́ıpadě potřeby lze řešeńı převést na tvar s patrným fázovým posunem (viz. Poznámka 4.1.10).

Poznámka 4.2.1 Ačkoliv jsou řešeńı Modelové situace a Speciálńıho př́ıpadu 1 na prvńı

pohled totožná, je třeba brát v potaz, že matice A je pro každou soustavu rovnic jiná. Tento

rozd́ıl však po zjednodušeńı matice A na tvar (4.6) neńı patrný.

4.2.5 Cauchyova úloha pro soustavu (4.21)

Řešeńı Cauchyovy úlohy (4.21), (4.19), bude opět tvaru (4.20) a bude periodické, právě když

poměr
√
λ1/λ2 bude racionálńı.
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Kapitola 5

Speciálńı př́ıpady o stejných m a k

Modelová situace a jej́ı Speciálńı př́ıpad 1 byly poč́ıtány s obecnými m a k. Nyńı se zaměř́ıme

na speciálńı př́ıpady, kdy hmotnosti těles a tuhosti pružin jsou stejné. Nemaj́ı tak kompli-

kované tvary řešeńı, lze je tedy snáze poč́ıtat a postupy z̊ustávaj́ı stále stejné.

5.1 Speciálńı př́ıpad 2

Rozd́ıl od Modelové situace je, že budeme uvažovat dva hmotné body stejné hmotnosti m a

stejně tak maj́ı tři pružiny stejnou mı́ru tuhosti k.

5.1.1 Zadáńı

Tentokrát tedy uvažujeme hmotná tělesa mi = m pro i = 1, 2 a pružiny tuhost́ı kj = k pro

j = 1, 2, 3. Stále plat́ı, že m, k > 0 a předpoklad (4.1). Soustava přejde (4.2) na tvar

mx
′′

1 = −kx1 + k(x2 − x1),

mx
′′

2 = −k(x2 − x1)− kx2. (5.1)

Obrázek 5.1: Grafické znázorněńı pro Speciálńı př́ıpad 2.
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5.1.2 Maticový tvar soustavy (5.1)

Převedeńım soustavy (5.1) do maticového tvaru (4.3) a jeho následnou úpravou, obdobně

jako v Modelové situaci, źıskáme matici A tvaru

A =

 −2k

m

k

m
k

m
−2k

m

 , (5.2)

dále uvažujme jen zkrácený tvar (4.6).

5.1.3 Vlastńı č́ısla matice A

Všimněme si, že zjednodušená matice A je tvaru (4.6) z Modelové situace. Jej́ı vlastńı č́ısla

tedy budou podle Tvrzeńı 4.1.4 tvaru (4.7) a podle Věty 4.1.5 plat́ı, že jsou záporná.

Nyńı źıskáme konkrétńı formu λ1 a λ2 jednoduchým dosazeńım za a, b, c, d z vyjádřeńı (5.2)

do výrazu (4.7).

Dosazeńım máme λ1,2 jako

λ1,2 =
−4k

m
±
√

(
4k

m
)2 − 4(

4k2

m2
− k2

m2
)

2
,

λ1,2 =
−4k

m
±
√

4k2

m2

2
,

λ1,2 =
−4k

m
± 2k

m
2

,

λ1,2 = −2k

m
± k

m
.

Vlastńı č́ısla matice A tedy jsou

λ1 = − k
m
, λ2 = −3k

m
.

5.1.4 Vlastńı vektory matice A

Vypoč́ıtáme vlastńı vektory podle Věty 4.1.9, která nám ř́ıká, že tvary vlastńıch vektor̊u

u, v pro odpov́ıdaj́ıćı λ1 a λ2 jsou (4.11) (viz. Modelová situace).
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Dosazeńım λ1 do tvaru vlastńıho vektoru podle Věty 4.1.9 dostáváme

u =

 bs
(a+λ1)

s

 ,

po dosazeńı za λ1 a koeficienty a, b a vypoč́ıtáńı má tvar

u =



k

m
s

(
2k

m
− k

m
)

s


=

 s

s

 ,

kde s ∈ R je libovolné č́ıslo.

Obdobně spočteme i vlastńı vektor v odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ2, z rovnice

v =

 bs
(a+λ2)

s

 ,

který po dosazeńı a pokráceńı zlomk̊u má tvar

v =



k

m
s

(
2k

m
− 3k

m
)

s


=

 −s
s

 ,

kde s ∈ R je libovolné č́ıslo.

Polož́ıme např́ıklad s = 1, pak vlastńı vektory u, v jsou

u =

 1

1

 , v =

 −1

1

 .

5.1.5 Obecné řešeńı soustavy (5.1)

Vlastńı č́ısla λ1.2 a vlastńı vektory u, v matice A jsou již známy, a proto lze přistoupit k

samotnému obecnému řešeńı soustavy (5.1).

Postupným dosazeńım vlastńıch č́ısel λ1,2 a jim odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u u a v si vy-

tvoř́ıme fundamentálńı systém, jehož lineárńı kombinace nám umožńı sestavit obecné řešeńı

dle Definice 2.1.9.
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Komplexńı fundamentálńı systém je

FSC =
{
e−i
√

k
m
tu; ei

√
k
m
tu; e−i

√
3k
m
tv; ei

√
3k
m
tv
}
. (5.3)

Převedeńım na reálný fundamentálńı systém źıskáme

FSR =

{
cos

√
k

m
tu; sin

√
k

m
tu; cos

√
3k

m
tv; sin

√
3k

m
tv

}
. (5.4)

Již zmiňovanou lineárńı kombinaćı fundamentálńıho systému dostaneme obecný tvar reálného

řešeńı

x(t) =

(
p1 cos

√
k

m
t+ p2 sin

√
k

m
t

) 1

1

+

(
p3 cos

√
3k

m
t+ p4 sin

√
3k

m
t

) 1

−1

 ,

(5.5)

kde p1, p2, p3 a p4 jsou reálné koeficienty.

5.1.6 Cauchyova úloha pro soustavu (5.1)

Pro Speciálńı př́ıpad 2, vzhledem k jednodušš́ımu řešeńı, už nebude tak složité dosadit

do obecného řešeńı počátečńı podmı́nky. Podle Věty 2.2.6 existuje právě jedno řešeńı pro

počátečńı podmı́nky tvaru (2.18).

Pro náš konkrétńı př́ıpad budeme volit podmı́nky δ1 = δ2 = 0. Požadujeme tedy počátečńı

podmı́nky obdobně jako v Modelové situaci

x1(0) = γ1,

x2(0) = γ2,

x′1(0) = 0,

x′2(0) = 0.

(5.6)

Nyńı dosad́ıme počátečńı podmı́nky do reálného obecného řešeńı (5.5), které lze rozepsat po

složkách jako

x1(t) = p1 cos
√

k
m
t+ p2 sin

√
k
m
t+ p3 cos

√
3k
m
t+ p4 sin

√
3k
m
t,

x2(t) = p1 cos
√

k
m
t+ p2 sin

√
k
m
t− p3 cos

√
3k
m
t− p4 sin

√
3k
m
t.

(5.7)
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Dosad́ıme do rovnic (5.7) prvńı dvě počátečńı podmı́nky

x1(0) = γ1, x2(0) = γ2

a dostaneme soustavu

p1 + p3 = γ1,

p1 − p3 = γ2,

jej́ımž výsledkem jsou koeficienty

p1 =
γ1 + γ2

2
, p3 =

γ1 − γ2
2

.

Po zderivováńı soustavy (5.7) a dosazeńı počátečńıch podmı́nek

x′1(0) = 0, x′2(0) = 0

dostáváme

p2
k

m
+ p4

3k

m
= 0,

p2
k

m
− p4

3k

m
= 0.

Determinant této soustavy je −6k
2

m2 < 0 pak

p2 = 0, p4 = 0.

Zpětným dosazeńım vypoč́ıtaných koeficient̊u do rovnic (5.7) dostáváme jedno řešeńı Cau-

chyovy úlohy (5.1), (5.6)

x1(t) =
γ1 + γ2

2
cos

√
k

m
t+

γ1 − γ2
2

cos

√
3k

m
t,

x2(t) =
γ1 + γ2

2
cos

√
k

m
t− γ1 − γ2

2
cos

√
3k

m
t.

(5.8)

5.1.7 Diskuze o periodicitě řešeńı

Prvky FSR jsou goniometrické funkce, které mohou vytvořit periodické řešeńı Cauchyovy

úlohy. Neńı však ale stále jasné, zda výsledné řešeńı bude periodické. Poměr frekvenćı period

cosin̊u řešeńı (5.8) je √
k

m
· m

3k
=

1√
3
.
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Obrázek 5.2: Graf: x1(t) čárkovaně, x2(t) spojitě, pro hodnoty γ1 = 2, γ2 = 1, k = 1, m = 1.

Výsledný poměr neńı racionálńı, a proto podle Tvrzeńı 4.1.18 neńı řešeńı periodické.

Pokud bychom chtěli periodické řešeńı, muśıme vynulovat p1 nebo p3, které jsou závislé na

počátečńıch podmı́nkách. Zvoĺıme-li v tomto př́ıpadě hodnoty počátečńıch podmı́nek stejné

γ1 = γ2 =: γ,

to jest počátečńı podmı́nky

x1(0) = γ,

x2(0) = γ
(5.9)

a dosad́ıme je do rovnic (5.8), vynulujeme p3 a zredukuje se nám řešeńı Cauchyovy úlohy na

tvar

x1(t) = γ cos

√
k

m
t,

x2(t) = γ cos

√
k

m
t.

Jak je vidět, řešeńı rovnic v tomto př́ıpadě jsou již automaticky periodická a maj́ı totožné

složky. Např́ıklad pro

γ = 1, k = 1, m = 1

je řešeńım klasická křivka cosinu.

Obrázek 5.3: Graf obou řešeńı

36



Poznámka 5.1.1 Zvoĺıme-li počátečńı podmı́nky (5.9), m̊užeme je fyzikálně interpretovat

jako počátečńı výchylku obou těles najednou ve stejném směru. Z řešeńı je vidět, že za

danných podmı́nek kmitaj́ı souběžně.

Stejně tak dostaneme periodické řešeńı vynulujeme-li p1, což nastane když

γ2 = −γ1 =: γ.

To jest podmı́nky

x1(0) = −γ,

x2(0) = γ,
(5.10)

Pak dostaneme z (5.8) tvar řešeńı Cauchyovy úlohy

x1(t) = γ cos

√
3k

m
t,

x2(t) = −γ cos

√
3k

m
t.

Jak je vidět, i v tomto př́ıpadě jsou složky řešeńı periodické ale opačné. Viz. vykreslený graf

pro hodnoty

γ = 1, k = 1, m = 1.

Obrázek 5.4: Graf: x1(t) spojitě, x2(t) čárkovaně.

Poznámka 5.1.2 Počátečńı podmı́nky (5.10) lze fyzikálně interpretovat jako vychýleńı obou

těles na opačnou stranu o stejnou vzdálenost. Z řešeńı lze odvodit, že za danných podmı́nek

kmitaj́ı proti sobě (opačně).
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5.2 Speciálńı př́ıpad 3

Třet́ı varianta Modelové situace je reprezentována dvěma hmotnými body o stejných hmot-

nostech a dvěmi pružinami stejné tuhosti nebot’ k3 = 0.

5.2.1 Zadáńı

Mějme speciálńı př́ıpad Modelové situace, uvažejme hmotná tělesa mi = m a pružiny ki = k

pro i = 1, 2 a k3 = 0. Plat́ı předpoklad (4.1).

Nyńı přecháźı soustava (4.2) na tvar

mx
′′
1 = −kx1 + k(x2 − x1),

mx
′′
2 = −k(x2 − x1).

(5.11)

Grafická reprezentace soustavy

Obrázek 5.5: Grafické znázorněńı pro Speciálńı př́ıpad 3.

5.2.2 Maticový tvar soustavy (5.11)

Opětovným dosazeńım do tvaru (4.3) a jeho úpravou źıskáme matici A pro soustavu rovnic

(5.11)

A =

 −2k

m

k

m
k

m
− k
m

 ,

zjednodušený zápis matice A budiž opět

A =

 −a b

c −d

 .
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5.2.3 Vlastńı č́ısla matice A

Podle Tvrzeńı 4.1.4 maj́ı vlastńı č́ısla tvar (4.7), dosad́ıme-li do tohoto tvaru, źıskáme vlastńı

č́ısla λ1, λ2, pro která taktéž plat́ı, že jsou záporná dle věty Věta 4.1.5. Snadno se o tom

přesvědč́ıme dosazeńım koeficient̊u z matice A za a, b, c, d.

Po vypočteńı źıskáváme dvě záporná vlastńı č́ısla

λ1 = −3k +
√

5k

2m
, λ2 = −3k −

√
5k

2m
.

5.2.4 Vlastńı vektory

Vlastńı vektory vypoč́ıtáme podle Věty 4.1.9, která ř́ıká, že vlastńı vektory u a v pro od-

pov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ıslo λ1 a λ2 jsou tvaru (4.11). Dosazeńım do (4.11) dostáváme vektor u

pro λ1 tvaru

u =



k

m
s

2k

m
− 3k +

√
5k

2m

s


=


2

1 +
√

5
s

s

 ,

a odpov́ıdaj́ıćı vektor v pro λ2 jest

v =



k

m
s

2k

m
− 3k −

√
5k

2m

s


=


2

1−
√

5
s

s

 ,

kde koeficient s ∈ R je libovolný.

Vlastńı vektory u a v tedy jsou

u =


2

1 +
√

5
s

s

 , v =


2

1−
√

5
s

s

 .
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Dosazeńım za s =
1−
√

5

2
pro vektoru u a s =

1 +
√

5

2
pro vektor v vyjdou vektory tvaru

u =

 1

1 +
√

5

2

 , v =

 1

1−
√

5

2

 . (5.12)

Č́ısla s tak byla zvolena proto, abychom měli usměrněny zlomky ve výsledných vektorech.

5.2.5 Obecné řešeńı soustavy rovnic (5.11)

Nyńı lze přistoupit k samotnému obecnému řešeńı soustavy (5.11).

Podle Věty 2.2.5 známe tvar řešeńı. Postupným dosazeńım vlastńıch č́ısel λ1, λ2 a jim

odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u u, v do tvaru (2.16), vytvoř́ıme fundamentálńı systém.

Lineárńı kombinace prvk̊u fundamentálńıho systému nám umožńı sestavit obecné řešeńı dle

Definice 2.1.9.

Komplexńı fundamentálńı systém je

FSC =

{
e−i

√
3k+
√
5k

2m
tu; ei

√
3k+
√
5k

2m
tu; e−i

√
3k−
√
5k

2m
tv; ei

√
3k−
√
5k

2m
tv

}
. (5.13)

Převedeńım na reálný fundamentálńı systém źıskáme

FSR =

{
cos

3k +
√

5k

2m
tu; sin

3k +
√

5k

2m
tu; cos

3k −
√

5k

2m
tv; sin

3k −
√

5k

2m
tv

}
. (5.14)

Lineárńı kombinaćı prvk̊u fundamentálńıho systému FSR (5.14) dostáváme obecný tvar

reálného řešeńı

x(t) =

(
p1 cos

3k +
√

5k

2m
t+ p2 sin

3k +
√

5k

2m
t

)
u+

(
p3 cos

3k −
√

5k

2m
t+ p4 sin

3k −
√

5k

2m
t

)
v,

(5.15)

kde u a v je tvaru (5.12) a koeficienty p1, p2, p3 a p4 jsou reálné.

5.2.6 Řešeńı Cauchyovy úlohy pro soustavu (5.11)

Obdobně jako v Speciálńım př́ıpadě 2, již nebude komplikované dosadit do obecného řešeńı

počátečńı podmı́nky. Podle Věty 2.2.6 existuje právě jedno řešeńı pro poč. podmı́nky (2.18).
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Jako v předchoźım př́ıpadě si zvoĺıme δ1 = δ2 = 0 a požadujeme tedy počátečńı podmı́nky

x1(0) = γ1,

x2(0) = γ2,

x′1(0) = 0,

x′2(0) = 0,

(5.16)

pak řešeńı Cauchyovy úlohy dostaneme po jejich dosazeńı do rovnice (5.11) a vyjde

x1(t) =
γ1
√
5+5
2
− γ2
√

5

5
cos

√
3k +

√
5k

2m
t+

γ1
5−
√
5

2
− γ2
√

5

5
cos

√
3k −

√
5k

2m
t,

x2(t) =
γ1
√
5+5
2
− γ2
√

5

5
· 1−

√
5

2
cos

√
3k +

√
5k

2m
t−

γ1
√
5−5
2
− γ2
√

5

5
· 1 +

√
5

2
cos

√
3k −

√
5k

2m
t.

5.2.7 Diskuze o periodicitě řešeńı

Jak jsme se přesvědčili v Speciálńım př́ıpadě 2, ne vždy vzniká periodické řešeńı. Prozkou-

mejme za jakých podmı́nek vznikne periodické řešeńı Speciálńıho př́ıpadu 3.

Pozorujeme, že ani v tomto př́ıpadě nejsou frekvence period součtu funkćı cosinu v ra-

cionálńım poměru √
3k+
√
5k

2m√
3k−
√
5k

2m

=

√
3k +

√
5k√

3k −
√

5k
=

√
3 +
√

5

3−
√

5
.

Podle Tvrzeńı 4.1.18 za takové situace řešeńı nemůže být periodické.

Obrázek 5.6: Demonstrace řešeńı x1(t), x2(t) pro vhodně zvolené hodnoty k, m, γ1, γ2.

Pokud požadujeme periodické řešeńı, muśıme opět hledat situace, kdy se vynuluje jeden z

koeficient̊u p1 nebo p3. polož́ıme tedy p1 = 0, pak muśı platit rovnost

γ1
√
5+5
2
− γ2
√

5

5
= 0, (5.17)
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která nám zjednoduš́ı řešeńı Cauchyovy úlohy (5.11), (5.16) na

x1(t) =
γ1

5−
√
5

2
− γ2
√

5

5
cos

√
3k −

√
5k

2m
t,

x2(t) = −
γ1
√
5−5
2
− γ2
√

5

5
· 1 +

√
5

2
cos

√
3k −

√
5k

2m
t.

Jak pro x1(t), tak i pro x2(t) vycháźı jedna goniometrická funkce, což znamená, že dostaneme

periodické řešeńı.

Druhá možnost jak źıskat periodické řešeńı je zvolit p3 = 0. Podmı́nka splňuj́ıćı rovnost je

tedy

γ1
√
5−5
2
− γ2
√

5

5
= 0 (5.18)

a řešeńı vypadá následovně

x1(t) =
γ1
√
5+5
2
− γ2
√

5

5
cos

√
3k +

√
5k

2m
t,

x2(t) =
γ1
√
5+5
2
− γ2
√

5

5
· 1−

√
5

2
cos

√
3k +

√
5k

2m
t.

Znovu se v něm vyskytuje pouze jedna periodická funkce cos. Řešeńı je periodické.
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Závěr

V bakalářské práci jsme zavedli teorii nutnou k výpočtu soustav dvou rovnic 2.̌rádu a dokázali

jsme, existenci a jednoznačnost řešeńı pro tyto soustavy. Vysvětlili jsme princip Hookova

zákona, kterého je využ́ıváno ve fyzikálńı motivaci námi poč́ıtaných př́ıklad̊u a také sa-

motný p̊uvod soustavy rovnic pro Modelovou situaci dvou těles a tř́ı pružin. Popsali jsme

podrobně řešeńı Cauchyovy úlohy Modelové situace včetně výpočtu vlastńıch č́ısel a vektor̊u

př́ıslušné matice soustavy. Ve všech př́ıpadech jsme se zaměřili předevš́ım na existenci peri-

odického řešeńı. Ukázali jsme, navzdory tomu že řešeńı je lineárńı kombinaci periodických

funkćı, nemuśı být výsledné řešeńı periodické. Ukázali jsme, v jakých př́ıpadech a za jakých

podmı́nek periodické bude a tyto př́ıpady konkrétně vypoč́ıtali.
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