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Anotace

Hlavńım tématem bakalářské práce je kvalitativńı analýza lineárńı diferenciálńı rovnice

druhého řádu. Práce je rozdělena na pět část́ı. Úvod je věnován kmitavému pohybu a odvo-

zeńı rovnice matematického kyvadla a pružiny. Ve druhé části jsou shrnuty základńı poznatky

z literatury, které jsou potřebné v daľśıch částech. Ve třet́ı části je rozebrán model kmit̊u

hmotného bodu na pružině. V předposledńı části jsou rozebrána samotná řešeńı této rovnice

v závislosti na parametrech úlohy. V závěru práce jsou nast́ıněny některé otevřené problémy

existence periodických řešeńı diferenciálńıch rovnic.

Annotation

The main topic of the Thesis is qualitative analysis of linear differential equations of second

order. The Thesis is divided into five parts. At the first part there are explained basic type of

oscillators (mathematical pendulum and spring). The second part is devoted to definitions

and theorems, which are necessary in the study of differential equations. The third part

shows the model of linear differential equation of second order. The solution of this equation

depending on various parameters is indicated in the fourth part. Some open questions are

formulated in the last part.
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Diferenciálńı rovnice

Diferenciálńı rovnice jsou rovnice, kde se vyskytuj́ı derivace funkćı. Pomoćı diferenciálńıch

rovnic lze popsat děje, které se denně objevuj́ı v př́ırodě. Řešeńımi diferenciálńıch rovnic

jsou funkce, které popisuj́ı vlastnosti oněch děj̊u. Uměńı řešit diferenciálńı rovnice znamená

lepš́ı porozuměńı př́ırodńım a společenským proces̊um a celému světu v̊ubec.

1.2 Fyzikálńı motivace

Kmitavý pohyb patř́ı mezi jeden z nejběžněǰśıch druh̊u pohyb̊u. Takovýto pohyb může mode-

lovat spoustu fyzikálńıch děj̊u. Řada př́ıstroj̊u je založena na problémech souvisej́ıćıch s kmi-

tavými jevy, jako např́ıklad vyśılače, přij́ımače, osciloskopy atd. Všechna zař́ızeńı, která

mohou bez vněǰśıho p̊usobeńı kmitat, nazýváme oscilátory. Mezi nejjednodušš́ı oscilátory

řad́ıme kyvadlo a pružinu.

1.2.1 Odvozeńı rovnice kyvadla

Budeme postupovat podobně jako v [11]. Mějme hmotný bod o hmotnosti m zavěšený na ne-

hmotném závěsu délky `. Chceme naj́ıt závislost dráhy s hmotného bodu na čase t. Z New-

tonova zákona śıly vyplývá, že

ms′′(t) = −mg sinϕ(t), (1.1)
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kde ϕ(t) je výchylka kyvadla od rovnovážné svislé polohy. Jelikož se hmotný bod pohybuje

po kružnici, máme

s(t) = `ϕ(t).

Po dosazeńı za s(t) do (1.1) postupně dostáváme

m`ϕ′′(t) = −mg sinϕ(t),

ϕ′′(t) +
g

`
sinϕ(t) = 0.

Jedná se o nelineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu, protože sinϕ je nelineárńı funkce

proměnné ϕ. Mnohem jednodušeji lze řešit mı́sto nelineárńıho problému jeho tzv. linearizaci

(zjednodušeńı úlohy, ve fyzice běžně použ́ıváné). Linearizaci v našem př́ıpadě provedeme tak,

že hodnotu funkce sinϕ nahrad́ıme jej́ım argumentem ϕ. Dostaneme tak úlohu

ϕ′′(t) + ω2ϕ(t) = 0, (1.2)

kde

ω2 =
g

`

nezáviśı na čase t. Úloha (1.2) je lineárńı diferenciálńı rovnićı druhého řádu. T́ımto krokem se

ale dopoušt́ıme jisté chyby, která je však pro malé kyvy (pro malé hodnoty ϕ) zanedbatelná.

Namı́sto rovnice ϕ′′(t) +
g

h
sinϕ(t) = 0 budeme tedy řešit rovnici (1.2). Následuj́ıćı kroky

vedoućı k
”
řešeńı“ úlohy (1.2) slouž́ı jako motivace k tomu, co bude rigorózně spoč́ıtáno

v Kapitole 3.

Zkuśıme hledat řešeńı ve tvaru ϕ(t) = ert. Druhá derivace této funkce je ϕ′′(t) = r2ert.

Po dosazeńı do (1.2) dostaneme tzv. charakteristickou rovnici ve tvaru

r2ert + ω2ert = 0,

kterou postupně vyřeš́ıme vzhledem k r

r2 + ω2 = 0,

r1 = ωi,

r2 = −ωi.

Řešeńı je tedy

ϕ(t) = c1e
ωit + c2e

−ωit.
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V reálném tvaru

ϕ(t) = A cos(ωt) +B sin(ωt).

Obrázek 1.1: Matematické kyvadlo, [O1]

1.2.2 Pružina

Na podobnou rovnici jako je (1.2) vede studium pohybu hmotného bodu na pružině. Pohyb

pružiny, na které je zavěšeno závaž́ı, patř́ı do oblasti mechanického kmitáńı. Vlastnosti ta-

kovéto pružiny jsou dány hmotnost́ı tělesa m a tuhost́ı pružiny k (viz. [4]). Zavěśıme-li na

pružné vlákno délky ` závaž́ı o hmotnosti m, zvětš́ı se jeho délka o ∆`. Je-li deformace pružná,

tj. splňuje-li tzv. Hook̊uv zákon (viz. ńıže), je t́ıhová śıla př́ımo úměrná t́ıze zavěšeného tělesa

mg = k∆`

s konstantou úměrnosti k =
mg

∆`
, která se nazývá tuhost pružiny a představuje śılu nutnou

k jednotkovému vychýleńı pružiny.

1.2.3 Hook̊uv zákon pro pružnou deformaci

R. Hook, 1676 [12] Při p̊usobeńı deformuj́ıćıch sil se elastické těleso (např. guma, pružina)

prodlouž́ı z p̊uvodńı délky `1 na větš́ı délku `2. Rozd́ıl těchto délek nazýváme absolutńım pro-

dloužeńım. Plat́ı pro něj ∆` = `2−`1. Toto prodloužeńı je závislé na počátečńı délce `1 tělesa.

Pro pružnou deformaci tahem je normálové napět́ı př́ımo úměrné relativńımu prodloužeńı.

V běžném životě si lze tento zákon představit tak, že v př́ıpadě pružné deformace nemůže

nikdy doj́ıt k nevratným změnám délky tělesa. Zd̊urazněme, že Hook̊uv zákon v této (lineárńı)

podobě plat́ı jen pro malé deformace tělesa.

3



Obrázek 1.2: Pružina, [O2]

1.3 Zavedené značeńı

V celém textu se vyskytuj́ı následuj́ıćı symboly:

R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .množina reálných č́ısel

I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . interval I

D(f) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .definičńı obor funkce f

D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . diskriminant charakteristické rovnice

DA, DB, DS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . determinant př́ıslušné matice

W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Wronského matice

FS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . fundamentálńı systém řešeńı

c1, c2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . koeficienty v obecném řešeńı

A, B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . koeficienty speciálńıho tvaru partikulárńıho řešeńı

R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . rozd́ıl r1 − r2
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . perioda T

⊂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .podmnožina

∈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . je prvkem

{· · · } . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .množina daná výčtem.

1.4 Členěńı práce

Práce je rozdělena na pět kapitol. Úvod je věnován kmitavému pohybu a odvozeńı rovnice

matematického kyvadla a pružiny. Ve druhé části jsou shrnuty základńı poznatky z literatury,

které jsou potřebné v daľśıch částech. Ve třet́ı části je rozebrán model kmit̊u hmotného bodu
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na pružině, který byl odvozen v úvodńı kapitole. V předposledńı části jsou rozebrána samotná

řešeńı této rovnice v závislosti na parametrech úlohy (velikost třeńı, úhlová frekvence kmit̊u,

počátečńı výchylka a počátečńı rychlost). V závěru jsou uvedeny možnosti daľśıho zkoumáńı

problematiky existence periodických řešeńı pro diferenciálńı rovnice.

Při studiu budeme využ́ıvat materiál̊u uvedených v seznamu literatury v závěru práce.

Definice a tvrzeńı v Kapitole 2 jsou převzaty převážně z [10] a [7]. Plodnou inspiraćı pro

výběr konkrétńıch tvrzeńı byly přednáškové materiály [8] a [9]. Odvozeńı lineárńı rovnice

druhého řádu ve fyzikálńıch př́ıpadech bylo čerpáno z [11] a [4].
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Kapitola 2

Definice a věty převzaté z literatury

V této části budeme definovat některé pojmy a připomeneme některá tvrzeńı, která jsou

nezbytná v daľśıch částech práce. Pojmy i tvrzeńı jsou převzaté z literatury a nebudeme je

dokazovat. Značeńı jednotlivých symbol̊u jsme však sjednotili.

2.1 Homogenńı a nehomogenńı rovnice druhého řádu

Definice 2.1.1 [1, Kapitola 10, Definice 3] Diferenciálńı rovnice

ay′′(x) + by′(x) + cy(x) = 0, (2.1)

kde a 6= 0, b, c jsou daná č́ısla, y neznámá funkce (proměnné x) a y′, y′′ jej́ı derivace (podle

x), se nazývá lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koeficienty bez pravé

strany (homogenńı rovnice).

Poznámka 2.1.2 V př́ıpadě, že nem̊uže doj́ıt k mýlce, lze proměnnou x v zápisech rovnic

vynechat. Rovnici (2.1) lze tedy zapsat ve tvaru

ay′′ + by′ + cy = 0.

Definice 2.1.3 [1, Kapitola 10, Definice 5] Diferenciálńı rovnice

ay′′(x) + by′(x) + cy(x) = f(x), (2.2)

kde a 6= 0, b, c, jsou daná č́ısla, f daná spojitá funkce proměnné x, jej́ı̌z hodnota neńı pro

všechna x rovna nule, a y neznámá funkce téže proměnné x, přičemž y′, y′′ znač́ı derivace
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funkce y podle x, nazývá se lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koe-

ficienty a s pravou stranou (nehomogenńı rovnice). Jsou-li v rovnici (2.1) tytéž koeficienty

a, b, c jako v rovnici (2.2), ř́ıkáme, že homogenńı rovnice (2.1) př́ısluš́ı k rovnici (2.2).

Poznámka 2.1.4 Obdobně jako v Poznámce (2.1.2) budeme rovnici (2.2) psát ve formě bez

explicitńıho výskytu proměnné x u řešeńı y. Rovnici (2.2) lze tedy zapsat ve tvaru

ay′′ + by′ + cy = f.

Definice 2.1.5 [6, Definice 3.8] Polynom

p(r) = r2 + ar + b (2.3)

nazveme charakteristickým polynomem rovnice (2.2) a rovnici

r2 + ar + b = 0 (2.4)

nazveme charakteristickou rovnićı diferenciálńı rovnice (2.2).

Tvrzeńı 2.1.6 [6, Věta 3.2] Funkce erx je řešeńım rovnice (2.1) právě tehdy, když r je

kořenem charakteristické rovnice (2.4).

Tvrzeńı 2.1.7 [6, Věta 3.3] Má-li charakteristická rovnice (2.4) dva navzájem r̊uzné kořeny

r1, r2, pak funkce er1x, er2x tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı rovnice (2.1). Jinými slovy lze

každé řešeńı rovnice (2.1) źıskat jako lineárńı kombinaci nezávislých funkćı er1x, er2x.

Tvrzeńı 2.1.8 Má-li kvadratická rovnice s reálnými koeficienty komplexńı kořen z, kom-

plexně sdružené č́ıslo z je také kořenem této rovnice.

Je-li kořenem charakteristické rovnice př́ıslušej́ıćı lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu

s konstantńımi koeficienty komplexńı č́ıslo z = a+bi, potom funkce e(α+βi)x je jej́ım řešeńım,

a tedy i funkce e(α−βi)x je také řešeńım. Plat́ı

e(α+βi)x = eαx(cos βx+ i sin βx),

e(α−βi)x = eαx(cos βx− i sin βx).
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2.2 Vlastnosti řešeńı

Definice 2.2.1 Řešeńım nebo také integrálem diferenciálńı rovnice

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0

nazveme každou funkci y = g(x), která v daném intervalu I vyhovuje identicky této rovnici.

Definice 2.2.2 Cauchyova úloha.

Uvažujeme obyčejnou diferenciálńı rovnici n-tého řádu ve tvaru

y(n)(g) = f(x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n−1)(x)). (2.5)

Mějme dán libovolný, ale pevně daný bod (x0, y0, y1, . . . , yn−1) ∈ Df ⊂ Rn+1. Úloha určit

řešeńı této rovnice, které vyhovuje n počátečńım podmı́nkám

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, . . . , y(n−1)(x0) = yn−1, (2.6)

se nazývá Cauchyova úloha.

Tvrzeńı 2.2.3 [7, Věta 9.5] Existence řešeńı.

Necht’ f : Rn+1 → R je spojitá funkce definovaná na otevřené množině a necht’ bod

(x0, y0, y1, . . . , yn−1) patř́ı do definičńıho oboru této funkce. Potom Cauchyova úloha (2.5),

(2.6) má právě jedno maximálńı řešeńı.

2.3 Lineárńı homogenńı a nehomogenńı rovnice n-tého

řádu

Necht’ a1, . . . , an, f jsou spojité funkce na otevřeném intervalu I ⊂ R. Uvažujeme na I

diferenciálńı rovnice

y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + · · ·+ an(x)y(x) = 0, (2.7)

y(n)(x) + a1(x)y(n−1)(x) + · · ·+ an(x)y(x) = f(x). (2.8)

Tvrzeńı 2.3.1 [2, kapitola 2.2, Theorem 1] Necht’ y1, . . . , yn jsou řešeńı homogenńı dife-

renciálńı rovnice (2.7) na intervalu I. Pak plat́ı, že libovolná lineárńı kombinace těchto řešeńı

je řešeńım homogenńı diferenciálńı rovnice (2.7).
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Tvrzeńı 2.3.2 Každé řešeńı rovnice (2.8) dostaneme, když k některému jej́ımu partikulár-

ńımu řešeńı přičteme vhodné řešeńı rovnice (2.7).

Poznámka 2.3.3 Lze tedy ř́ıci, že obecné řešeńı rovnice (2.8) dostaneme, známe-li jedno

jej́ı partikulárńı řešeńı a přičteme-li k němu obecné řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice (2.7).

Budeme se tedy snažit stanovit jedno partikulárńı řešeńı rovnice (2.8) — to nám k jej́ımu

obecnému řešeńı stač́ı. Někdy se nám může podařit partikulárńı řešeńı rovnice (2.8) uhod-

nout. Ukazuje se, že pro některé speciálńı pravé strany je vhodné hledat partikulárńı řešeńı

v př́ıslušném speciálńım tvaru, viz. Tvrzeńı 2.3.2.

Tvrzeńı 2.3.4 [8, Tvrzeńı 5] Jestlǐze charakteristická rovnice má jednoduchý komplexńı

kořen a+ ib a tedy také a− ib, pak odpov́ıdaj́ıćı řešeńı má tvar eαt [c1 cos (βt) + c2 sin (βt)] .

Má-li kořen a+ bi násobnost k, odpov́ıdaj́ıćı prvky báze prostoru řešeńı (2.7) jsou{
eαt cos (βt) , teαt cos (βt) , . . . , tk−1eαt cos βt, eαt sin βt, teαt sin (βt) , . . . , tk−1eαt sin βt

}
.

2.4 Wronského determinant a lineárńı závislosti řešeńı

Definice 2.4.1 [8, Definice 1] Funkce f1, . . . , fn jsou lineárně závislé na intervalu I, právě

když existuj́ı č́ısla c1, . . . , cn ne všechna nulová, a taková, že

n∑
i=1

cifi(t) = 0, pro všechna t ∈ I.

V opačném př́ıpadě jsou funkce f1, . . . , fn lineárně nezávislé na intervalu I.

Definice 2.4.2 [5, Definice 2.2] Bud’ f1, f2, . . . fk systém funkćı na intervalu I takový, že

existuj́ıćı derivace f
(j)
i (t), i = 1, 2, . . . , k, j = 0, 1, . . . , k−1 pro všechna t ∈ I. Determinant

Wf1, f2, ..., fk(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(t) f2(t) . . . fk(t)

f ′1(t) f ′2(t) . . . f ′k(t)
...

...
. . .

f
(k−1)
1 (t) f

(k−1)
2 (t) . . . f

(k−1)
k (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
nazýváme Wronského determinant funkćı f1, f2, . . . , fk v bodě t ∈ I, zkráceně Wronskián.

Tvrzeńı 2.4.3 [5, Věta 2.2] Necht’ f1, f2, . . . , fk jsou lineárně závislé na intervalu I a maj́ı

tam derivace až do řádu k − 1. Potom Wf1, f2, ..., fk(t) je roven nule pro všechna t ∈ I.
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Tvrzeńı 2.4.4 Necht’ y1, . . . , yn jsou řešeńı (2.7) na intervalu I. Pak plat́ı jedna z násle-

duj́ıćıch možnost́ı:

(i) jsou-li y1, . . . , yn lineárně závislé, pak Wy1, y2, ..., yn(t) = 0 pro všechna t ∈ I,

(ii) jsou-li y1, . . . , yn lineárně nezávislé, pak Wy1, y2, ..., yn(t) 6= 0 pro všechna t ∈ I.

Důkaz. Uvažujeme č́ısla c1, c2, . . . , ck taková, že

c1f1(t) + c2f2(t) + · · ·+ ckfk(t) = 0 pro všechna t ∈ I.

Na levé straně je tedy funkce, která je identicky rovna nule. Z toho vyplývá, že také všechny

derivace jsou rovny nule na I. Tedy pro t ∈ I plat́ı

c1f1(t) + c2f2(t) + · · ·+ ckfk(t) = 0

c1f
′
1(t) + c2f

′
2(t) + · · ·+ ckf

′
k(t) = 0

...

c1f
(k−1)
1 (t) + c2f

(k−1)
2 (t) + · · ·+ ckf

(k−1)
k (t) = 0.

Necht’ t ∈ I je libovolné a pevně dané. Č́ısla c1, c2, . . . , ck jsou řešeńım předešlého

systému homogenńıch lineárńıch rovnic. Tento systém má netriviálńı řešeńı, právě když deter-

minant př́ıslušné matice je roven nule. T́ımto determinantem je právě uvažovaný Wronskián

Wy1, y2, ..., yn(t). A tedy podle Definice 2.4.1 je systém funkćı y1, . . . , yn lineárně nezávislý,

právě když Wronskián Wy1, y2, ..., yn(t) je r̊uzný od nuly. �

Definice 2.4.5 [5, Definice 2.4] Množinu n lineárně nezávislých řešeńı homogenńı rovnice

(2.7) nazýváme fundamentálńı systém rovnice (2.7).

Definice 2.4.6 Obecné řešeńı homogenńı úlohy (2.7) je jakákoli lineárńı kombinace prvk̊u

fundamentálńıho systému.

Poznámka 2.4.7 Podle (2.3.1) je obecné řešeńı homogenńı úlohy (2.7) ve smyslu Defi-

nice 2.4.6 skutečně řešeńı.
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2.5 Periodická řešeńı

V př́ıpadě, že obecné řešeńı je lineárńı kombinaćı periodických funkćı, řešeńı může být peri-

odické.

Definice 2.5.1 Necht’ T ∈ R, T > 0. Funkce f = f(t) je periodická s periodou T , jestlǐze

pro každé t ∈ D(f) plat́ı

t± T ∈ D(f)

a zároveň

f(t) = f(t+ T ).

Definice 2.5.2 Řešeńı y(t) Cauchyovy úlohy (2.5), (2.6) je periodické s periodou T , pokud

y(t+ T ) = y(T )

pro všechna t > 0.

Poznámka 2.5.3 Konstantńı funkce je periodická funkce, která ale nemá nejmenš́ı kladnou

periodu, protože každé T > 0 je periodou.

Tvrzeńı 2.5.4 Mějme dvě periodické funkce f a g s periodami Tf a Tg. Lineárńı kombinace

h = c1f + c2g pro c1, c2 ∈ R je periodická, právě když poměr period Tf/Tg je racionálńı

č́ıslo.

Poznámka 2.5.5 Pokud je poměr period v Tvrzeńı 2.5.4 neracionálńı, dostaneme neperio-

dickou funkci, která nekonečněkrát protne nulu. Pokud dostaneme řešeńı ve tvaru neperio-

dické funkce, budeme mu ř́ıkat chaotické.

Tvrzeńı 2.5.6 Mějme a ∈ R libovolné nenulové, potom funkce sin (at) a cos (at) maj́ı obě

periodu 2π/a.

Tvrzeńı 2.5.7 Mějme a ∈ R libovolné nenulové, potom funkce h(t) = c1 sin (at)+c2 cos (at)

má periodu 2π/a.

Tvrzeńı 2.5.8 Mějme a, b ∈ R libovolné nenulové, potom funkce h(t) = c1 sin (at)+c2 sin (bt)

je periodická, když a/b je racionálńı.
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Kapitola 3

Model kmit̊u hmotného bodu na

pružině

3.1 Matematická rovnice kmit̊u

Rovnice, představuj́ıćı model kmit̊u hmotného bodu na pružině, vypadá následovně

u′′(t) + bu′(t) + pu(t) = F0 cos γt+ F1 sin γt. (3.1)

Stejná rovnice modeluje i matematické kyvadlo. Vyskytuj́ı se v ńı parametry b, p, γ, F0

a F1. Jejich význam je následuj́ıćı: parametr b je koeficient útlumu, parametr p je kvadrát

úhlové frekvence netlumených kmit̊u. Tu lze vyjádřit pro model matematického kyvadla jako

p =
g

`
> 0, kde g je t́ıhové zrychleńı a ` délka kyvadla. Pro model pružiny je p =

k

m
, kde

k je tuhost pružiny a m je hmotnost tělesa zavěšeného na pružině. Celá pravá strana rovnice

(3.1) udává vněǰśı śılu.

Z hlediska fyziky plat́ı nav́ıc následuj́ıćı znaménkové předpoklady

b ≥ 0, p > 0, k > 0, m > 0. (3.2)

3.1.1 Homogenńı úloha

Pro nejjednodušš́ı model bez třeńı si vystač́ıme s homogenńı úlohou

u′′ + pu = 0.
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Znamená to, že pravá strana rovnice (3.1) je nulová, vněǰśı śıly jsou zanedbány. Běžné děje

popisuje lépe kmitáńı tlumené než netlumené — uvažuje totiž odporové śıly.
”
Perioda“ je

v takovém př́ıpadě konstantńı, amplituda klesá. Tuto situaci popisuje rovnice

u′′ + bu′ + pu = 0.

Pokud do systému přispějeme nav́ıc libovolnou vněǰśı periodickou silou, kmitáńı se stane

vynuceně tlumeným. To však vyžaduje studovat nehomogenńı úlohu (3.1).

Poznámka 3.1.1 Rovnice (3.1) je speciálńı př́ıpad rovnice (2.2).

3.2 Řešeńı homogenńı rovnice

Homogenńı úloha má tvar

u′′ + bu′ + pu = 0. (3.3)

Zkuśıme řešeńı tvaru

u(t) = ert. (3.4)

Prvńı derivace funkce má tvar

u′(t) = rert

a druhá derivace je

u′′(t) = r2ert.

Dosazeńım do rovnice (3.3) dostáváme

r2ert + brert + pert = 0.

Vyděleńım rovnice výrazem ert dostáváme charakteristickou rovnici

r2 + br + p = 0. (3.5)

Jedná se o polynom druhého stupně (kvadratickou rovnici). Kĺıčový vliv na tvar kořen̊u má

znaménko diskriminantu

D = b2 − 4p. (3.6)
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Mohou nastat následuj́ıćı tři varianty (což v praxi rozpoznáme odlǐsným chováńım pružiny,

resp. jej́ım kmitáńım)

(i) D = 0 — mezńı tlumeńı,

(ii) D > 0 — silné tlumeńı,

(iii) D < 0 — slabé tlumeńı.

Kořeny charakteristické rovnice (3.5), které jsou tvaru

r1,2 =
−b±

√
D

2
, (3.7)

nám v každém př́ıpadě urč́ı vždy dvě nezávislá řešeńı. Tato dvě řešeńı tvoř́ı fundamentálńı

systém rovnice (3.3) a dle Definice 2.4.6 libovolná kombinace prvk̊u fundamentálńıho systému

potom určuje obecné řešeńı homogenńı úlohy.

Nyńı probereme podrobně jednotlivé př́ıpady.

3.2.1 Mezńı tlumeńı, diskriminant je roven nule

Diskriminant D = b2 − 4p je roven nule, právě když

b2 = 4p.

Je tedy zřejmé, že toto nastane, právě když

b = ±
√

4p.

Oba kořeny r1, r2 jsou reálné a nav́ıc stejné. Jsou tvaru

r1,2 = − b
2
. (3.8)

Fundamentálńı systém je v tomto př́ıpadě

FS = {e−bt/2, te−bt/2}

a obecné řešeńı diferenciálńı rovnice je potom

u(t) = c1e
−bt/2 + c2te

−bt/2, (3.9)

14



kde c1, c2 jsou libovolné reálné konstanty. Nyńı ukážeme, že námi nalezená řešeńı jsou

skutečně nezávislá. Podle Tvrzeńı 2.4.4 to bude pravda, právě když Wronskián bude ne-

nulový. Jelikož náš fundamentálńı systém má dva prvky, Wronského matice W bude typu

(2, 2). V prvńım řádku budou oba prvky fundamentálńıho systému a ve druhém jejich deri-

vace,

W (t) =

∣∣∣∣∣∣ e−bt/2 te−bt/2

−1
2
be−bt/2 −1

2
e−bt/2(bt− 2)

∣∣∣∣∣∣ .
Dostáváme

W (t) =

{
e−bt/2

[
−1

2
e−bt/2 (bt− 2)

]}
−
{[
−1

2
be−bt/2

]
te−bt/2

}
.

Po zavedeńı substituce s = e−bt/2 dostáváme

W (t) = s

[
−1

2
s (bt− 2)

]
−
[
−1

2
bs

]
ts

= −1

2
s2(bt− 2) +

1

2
bts2 =

−bts2 + 2s2 + bts2

2

=
2s2

2
= s2.

Návratem k p̊uvodńı substituci s = e−bt/2 dostáváme

W (t) =
[
e−bt/2

]2
= e−bt.

Je zřejmé, že tato hodnota Wronskiánu W se nikdy nemůže rovnat nule. Wronskián je

tedy nenulový, výsledná řešeńı jsou dle Tvrzeńı 2.4.4 lineárně nezávislá.

Př́ıpad mezńıho tlumeńı si v běžném životě můžeme představit takto. Polohu, kdy je

pružina v klidu nazveme klidovou polohou. V př́ıpadě mezńıho tlumeńı pružina klidovou

polohou prokmitne nanejvýš jednou.
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Obrázek 3.1: Př́ıklad řešeńı v př́ıpadě mezńıho tlumeńı

3.2.2 Silné tlumeńı, diskriminant je kladný

Uvažujeme stejnou charakteristickou rovnici (3.5). V př́ıpadě, že diskriminant D je kladný,

jsou oba kořeny r1 a r2 tvaru (3.7) reálné a r̊uzné. Nav́ıc

oba kořeny r1, r2 jsou záporné (3.10)

podle předpokladu p > 0. Fundamentálńı systém je tedy

FS = {er1t, er2t}

a obecné řešeńı diferenciálńı rovnice má tvar

u(t) = c1e
r1t + c2e

r2t, (3.11)

kde c1, c2 jsou reálné konstanty.

Opět dokážeme nezávislost řešeńı.

W (t) =

∣∣∣∣∣∣ er1t er2t

r1e
r1t r2e

r2t

∣∣∣∣∣∣ = r2e
r2ter1t − r1er1ter2t = er2ter1t(r2 − r1).

Protože r1 a r2 jsou r̊uzné, součin je tedy nenulový a funkce jsou dle Tvrzeńı 2.4.4 lineárně

nezávislé.
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Obrázek 3.2: Př́ıklad řešeńı v př́ıpadě silného tlumeńı

3.2.3 Slabé tlumeńı, diskriminant je záporný

Opět uvažujeme charakteristickou rovnici (3.5). Diskriminant D je nyńı záporný, to znamená

b2 < 4p. (3.12)

Kořeny r1, r2 již nebudou reálné, ale budou tvaru

r1,2 = α± βi,

kde

α = − b
2
, β =

√
4p− b2

2
> 0. (3.13)

Fundamentálńı systém v tomto př́ıpadě je (viz. Tvrzeńı 2.3.4)

FS = {eαt cos βt, eαt sin βt}.

Dokážeme, že se opět jedná o lineárně nezávislá řešeńı. Wronskián je nyńı

W (t) =

∣∣∣∣∣∣ eαt cos βt eαt sin βt

αeαt cos βt− βeαt sin(βt) αeαt sin βt+ βeαt cos(βt)

∣∣∣∣∣∣ .
Ten upravujeme a dostaneme

W (t) = [(eαt cos βt) (αeαt sin βt+ eαtβ cos βt)]− [(αeαt cos βt− eαtβ sin βt) (eαt sin βt)]

= (eαt)
2

[cos βt (α sin βt+ β cos βt)− sin βt (α cos βt− β sin βt)]

= (eαt)
2 (
β cos2 βt+ β sin2 βt

)
= e2αtβ.
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Výsledný výraz je d́ıky předpokladu (3.13) evidentně nenulový a je tedy zřejmé, že řešeńı

jsou lineárně nezávislá, opět d́ıky Tvrzeńı 2.4.4.

Fundamentálńı systém lze napsat pomoćı p̊uvodńıch proměnných jako

FS =

{
e−bt/2 cos

(
t

2

√
4p− b2

)
, e−bt/2 sin

(
t

2

√
4p− b2

)}
.

Konečně dostáváme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice ve tvaru

u(t) = c1e
−bt/2 cos

(
t

2

√
4p− b2

)
+ c2e

−bt/2 sin

(
t

2

√
4p− b2

)
. (3.14)

Z hlediska studia periodických kmit̊u je matematicky nejzaj́ımavěǰśı př́ıpad slabého tlu-

meńı. V tomto př́ıpadě pružina nekonečněkrát prokmitává svou klidovou polohu. Tomu od-

pov́ıdaj́ıćı řešeńı může být periodická funkce.
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Obrázek 3.3: Př́ıklad řešeńı v př́ıpadě slabého tlumeńı

Poznámka 3.2.1 Z hlediska rozděleńı podle znaménka determinantu na výše uvedené tři

př́ıpady je situace, kdy v̊ubec neuvažujeme třeńı, tj. parametr b = 0, d́ıky kladnému determi-

nantu zařazena do Sekce 3.2.3.

3.3 Řešeńı nehomogenńı rovnice

V daľśı sekci budeme studovat nehomogenńı úlohy, kde na pravé straně budeme uvažovat

periodickou funkci

f(t) = F0 cos γt+ F1 sin γt
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s parametry F0, F1 a γ.

Tato funkce představuje vněǰśı śılu, kterou p̊usob́ıme na hmotný bod. Budeme tedy zkou-

mat řešeńı nehomogenńı rovnice (2.8), kde funkce f(t) na pravé straně neńı identicky rovna

nule na celém intervalu I. Dle Tvrzeńı 2.3.2 je součtem obecného řešeńı homogenńı rovnice

(3.3) a libovolného partikulárńıho řešeńı nehomogenńı rovnice (3.1).

Rovnice modeluj́ıćı hmotný bod na pružině má tvar

u′′ + bu′ + pu = F0 cos γt+ F1 sin γt.

Jej́ı řešeńı hledáme podle Tvrzeńı 2.3.2 ve tvaru

u(t) = uh + up, (3.15)

kde uh je řešeńı homogenńı rovnice (3.3) a up je libovolné partikulárńı řešeńı nehomogenńı

rovnice (3.1).

Zbývá tedy nalézt nějaké partikulárńı řešeńı up. To budeme hledat ve tvaru

up(t) = A cos γt+B sin γt.

Jeho prvńı derivace je

u′p(t) = −γA sin γt+ γB cos γt.

Následně vypočteme druhou derivaci jako

u′′p(t) = −γ2A cos γt− γ2B sin γt.

Tu lze zapsat i ve tvaru

u′′p = −γ2up.

Výše uvedené derivace dosad́ıme do rovnice (3.1) a dostaneme

(p− γ2)up + bu′ = (p− γ)2 (A cos γt+B sin γt)− bγA sin γt+ bγB cos γt

= cos γt [A (p− γ2) + bγB] + sin γt
[
B (p− γ)2 − γA

]
.

(3.16)

Nyńı je nutné zjistit koeficinety A,B. Rovnice (3.16) muśı platit pro všechna t kladná. Jelikož

cos γt a sin γt jsou lineárně nezávislé funkce, toto nastane, právě když(
p− γ2

)
A+ bγB = F0

−bγA+
(
p− γ2

)
B = F1.
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Cramerovým pravidlem (za předpokladu, že DS 6= 0) dostáváme formálně řešeńı ve tvaru

A =
DA

DS

,

B =
DB

DS

,

kde

DS =

∣∣∣∣∣∣ p− γ
2 bγ

−bγ p− γ2

∣∣∣∣∣∣ ,
DA =

∣∣∣∣∣∣ F0 bγ

F1 p− γ2

∣∣∣∣∣∣ ,
DB =

∣∣∣∣∣∣ p− γ
2 F0

−bγ F1

∣∣∣∣∣∣ .
Postupnými úpravami źıskáváme samotné hodnoty jednotlivých determinant̊u

DS =
(
p− γ2

)2
+ (bγ)2 , (3.17)

DA = F0(p− γ2)− F1bγ, (3.18)

DB = F1(p− γ2) + F0bγ. (3.19)

Nyńı pomoćı Crameriova pravidla źıskáme hodnoty koeficient̊u A a B. Jak je výše uve-

deno, koeficient A spočteme jako pod́ıl DA a DS. Tedy

A =
F0(p− γ2)− F1bγ

(p− γ2)2 + (bγ)2
.

Obdobným zp̊usobem dopoč́ıtáme koeficient B

B =
F1(p− γ2) + F0bγ

(p− γ2)2 + (bγ)2
.
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Tvrzeńı 3.3.1 Obecné řešeńı rovnice (3.1) je za předpokladu

b > 0 nebo p 6= γ2. (3.20)

tvaru

u(t) = uh + A cos γt+B sin γt, (3.21)

přičemž

A =
F0 (p− γ2)− F1bγ

b2γ2 + (p− γ2)2
, (3.22)

B =
F1 (p− γ2) + F0bγ

b2γ2 + (p− γ2)2
(3.23)

a uh je obecné řešeńı homogenńı rovnice (3.3).
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Obrázek 3.4: Př́ıklad vynuceného kmitáńı
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Kapitola 4

Cauchyova úloha pro rovnici (3.1)

V předchoźı kapitole jsme źıskali obecné řešeńı rovnice kmit̊u (3.1). V této kapitole budeme

řešit Cauchyovu úlohu pro počátečńı podmı́nky

u(0) = u0, (4.1)

u′(0) = u1. (4.2)

Jak bylo konstatováno v Kapitole 2, znaménko diskriminantu nám vytvář́ı tři možné situace.

Vzhledem k tomu, že pro všechny tři budeme řešit jak homogenńı, tak i nehomogenńı úlohu,

vyřeš́ıme ve své podstatě celkem šest Cauchyových úloh.

4.1 Mezńı tlumeńı

Př́ıpad mezńıho tlumeńı nastane, právě když diskriminant D je roven nule. To je tehdy a jen

tehdy, je-li b2 − 4p rovno nule, což vzhledem k znaménkovým předpoklad̊um (3.2) znamená

b = 2
√
p.

4.1.1 Cauchyova úloha pro homogenńı rovnici

Obecné řešeńı (3.3) má dle (3.9) tvar

u(t) = c1e
−bt/2 + c2te

−bt/2 = (c1 + c2t)e
−bt/2. (4.3)
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Jeho prvńı derivace je

u′(t) = c2e
−bt/2 +

(
− b

2

)
(c1 + c2t) e

−bt/2 =

[
c2 +

(
− b

2

)
(c1 + c2t)

]
e−bt/2

=

[
c2 −

b

2
(c1 + c2t)

]
e−bt/2.

Dosad́ıme do počátečńıch podmı́nek (4.1) a (4.2) a dostaneme

u0 = c1,

u1 = c2 −
b

2
c1.

Z rovnosti pro c1 źıskáme

u1 = c2 −
b

2
u0,

tedy

c2 = u1 +
bu0
2
.

Dosazeńım do (4.3) źıskáme řešeńı Cauchyovy úlohy v př́ıpadě mezńıho tlumeńı bez pravé

strany ve tvaru

u(t) =

[
u0 +

(
u1 +

b

2
u0

)
t

]
e−bt/2. (4.4)

Toto řešeńı nemůže být periodické.

Prokmitne takovéto řešeńı klidovou polohou? Tj. existuje t0 > 0, že plat́ı u(t0) = 0?[
u0 +

(
u1 +

b

2
u0

)
t0

]
e−bt0/2 = 0.

Obě strany rovnice vynásob́ıme výrazem e−bt0/2 a dostáváme

u0 +

(
u1 +

b

2
u0

)
t0 = 0,

odkud źıskáme rovnost pro t0

t0 = − u0

u1 +
b

2
u0

. (4.5)

Toto je kladné tehdy a jen tehdy, když

u0

u1 +
b

2
u0

< 0. (4.6)
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Bez újmy na obecnosti zvoĺıme u0 > 0. Předchoźı nerovnost tedy bude splněna, právě

když

u1 +
b

2
u0 < 0,

neboli, když

u1 < −
b

2
u0

(u1 muśı být dostatečně záporné). Speciálně pro

u0 > 0, u1 = 0 (4.7)

(startujeme z kladné polohy s nulovou rychlost́ı) nebo pro

u0 = 0, u1 > 0 (4.8)

(startujeme z klidové polohy směrem nahoru) plat́ı pro řešeńı (4.4), že

u(t) > 0 pro všechna t > 0, (4.9)

tj. hmotný bod v̊ubec neprokmitne klidovou polohu.

Předchoźı úvahy nyńı shrneme do

Tvrzeńı 4.1.1 Pokud b2 = 4p, je řešeńı počátečńı úlohy (3.3), (4.1), (4.2) tvaru (4.4)

a neńı periodické. Řešeńı prokmitne klidovou polohu v čase t0 daném výrazem (4.5) nejvýše

jednou a to za podmı́nky (4.6). Speciálně, pokud plat́ı (4.7) nebo (4.8), řešeńı z̊ustane vždy

kladné (hmotný bod neprokmitne v̊ubec).

4.1.2 Cauchyova úloha pro nehomogenńı rovnici

Obecné řešeńı rovnice (3.1) má podle (4.3) a (3.21) tvar

u(t) = c1e
−bt/2 + c2te

−bt/2 + A cos γt+B sin γt (4.10)

kde A, B jsou tvaru (3.22), (3.23). Prvńı derivace má tvar

u′(t) = −c1
1

2
be−bt/2 − c2

1

2
(bt− 2)e−bt/2 − Aγ sin γt+Bγ cos γt.

Po dosazeńı do počátečńıch podmı́nek (4.1) a (4.2) źıskáme systém

u0 = c1 + A,
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u1 = −c1
1

2
b− c2

1

2
(−2) +Bγ.

Z čehož plyne, že

c1 = u0 − A.

Nyńı zjist́ıme konstantu c2

u1 = −c1
b

2
+ c2 +Bγ,

c2 = u1 + c1b
1

2
−Bγ,

c2 = u1 +
b(u0 − A)

2
−Bγ.

Řešeńı Cauchyovy úlohy v př́ıpadě nulového diskriminantu pro nehomogenńı úlohu je

tedy

u(t) = (u0 − A)e−bt/2 +

(
u1 +

b(u0 − A)

2
−Bγ

)
te−bt/2 + A cos γt+B sin γt, (4.11)

kde A, B jsou tvaru (3.22), (3.23).

Tvrzeńı 4.1.2 Pokud b2 = 4p máme řešeńı počátečńı úlohy (3.1), (4.1), (4.2) tvaru (4.11),

které neńı periodické.

4.2 Silné tlumeńı

Silné tlumeńı nastane pro kladný diskriminant D, což je pravda tehdy a jen tehdy, je-li

b2 − 4p větš́ı jak nula (b > 2
√
p).

4.2.1 Cauchyova úloha pro homogenńı rovnici

Obecné řešeńı (3.3) má nyńı podle (3.11) tvar

u(t) = c1e
r1t + c2e

r2t. (4.12)

Prvńı derivace řešeńı má tvar

u′(t) = c1r1e
r1t + c2r2e

r2t.

Po dosazeńı do počátečńıch podmı́nek (4.1) a (4.2) dostáváme

u0 = c1 + c2,
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u1 = c1r1 + c2r2.

Nejprve si vyjádř́ıme c1

c1 = u0 − c2, (4.13)

uprav́ıme

u1 = c1r1 + c2r2,

c2r2 = u1 − c1r1.

Dosad́ıme (4.13) a dostaneme

c2r2 = u1 − r1(u0 − c2),

c2r2 = u1 − r1u0 + c2r1,

c2r2 − c2r1 = u1 − r1u0,

c2(r2 − r1) = u1 − r1u0,

c2 =
u1 − r1u0
r2 − r1

. (4.14)

Dosazeńım do (4.13) dostaneme

c1 = u0 −
u1 − r1u0
r2 − r1

=
r2u0 − r1u0 − u1 + r1u0

r2 − r1
=
r2u0 − u1
r2 − r1

. (4.15)

Řešeńı Cauchyovy úlohy v homogenńım př́ıpadě je tedy podle (4.12) tvaru

u(t) =

(
r2u0 − u1
r2 − r1

)
er1t +

(
u1 − r1u0
r2 − r1

)
er2t, (4.16)

což zjevně neńı periodická funkce.

Protne řešeńı (4.16) osu t pro nějaké t0 > 0? Hledáme t0 > 0 tak, aby

0 = u(t0) =

(
r2u0 − u1
r2 − r1

)
er1t0 +

(
u1 − r1u0
r2 − r1

)
er2t0 .

Vzhledem k (3.10) předpokládejme bez újmy na obecnosti

r2 < r1 < 0. (4.17)

Označme

R = r1 − r2 > 0. (4.18)
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Řešeńım předchoźı rovnice postupně dostáváme

c1e
r2t0eRt0 + c2e

r2t = 0,

c1e
Rt0 + c2 = 0,

eRt0 =
c2
−c1

,

Rt0 = ln
c2
−c1

,

z čehož dostaneme

t0 =
1

R
ln

c2
−c1

. (4.19)

Toto t0 bude kladné, právě když
c2
−c1

> 1.

Vzhledem k (4.15) a (4.14) toto nastane, právě když

u1 − r1u0
u1 − r2u0

− 1 =
−(r1 − r2)u0
u1 − r2u0

=
−Ru0

u1 − r2u0
> 0. (4.20)

Bez újmy na obecnosti zvolme u0 > 0. Vzhledem k (4.18) bude (4.20) pravda, právě když

u1 < r2u0. (4.21)

Vzhledem k (4.17) tato podmı́nka znamená, že řešeńı prokmitne nulu právě když z kladné

polohy startujeme dostatečně rychle dol̊u. Předchoźı úvahy shrneme do následuj́ıćıho tvrzeńı

Tvrzeńı 4.2.1 Pokud b2 > 4p, je řešeńı počátečńı úlohy (3.3), (4.1), (4.2) tvaru (4.16)

a neńı periodické. Pokud je splněna nerovnost (4.21), řešeńı změńı znaménko právě v čase

t0 daném výrazem (4.19). V opačném př́ıpadě řešeńı znaménko nezměńı (hmotný bod klidovou

polohu neprokmitne v̊ubec).

4.2.2 Cauchyova úloha pro nehomogenńı rovnici

Obecné řešeńı rovnice (3.1) má nyńı podle (4.12) a (3.21) tvar

u(t) = c1e
r1t + c2e

r2t + A cos γt+B sin γt. (4.22)

Prvńı derivace je tvaru

u′(t) = c1r1e
r1t + c2r2e

r2t − Aγ sin γt+Bγ cos γt.
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Po dosazeńı do počátečńıch podmı́nek (4.1) a (4.2) dostáváme systém

u0 = c1 + c2 + A,

u1 = c1r1 + c2r2 +Bγ.

Je zřejmé, že

c1 = u0 − c2 − A.

Nejprve zjist́ıme konstantu c2

c2r2 = u1 − c1r1 −Bγ

= u1 − r1(u0 − c2 − A)−Bγ

= u1 − r1u0 + r1c2 + r1A−Bγ.

Uprav́ıme

c2r2 − c2r1 = u1 − r1u0 + r1A−Bγ,

z čehož vyjádř́ıme

c2 =
u1 − r1u0 + r1A−Bγ

r2 − r1
. (4.23)

Výsledek dosad́ıme do vztahu pro c1 a dostaneme

c1 = u0 − A−
u1 − r1u0 + r1A−Bγ

r2 − r1

=
r2u0 − r1u0 − r2A+ r1A− u1 + r1u0 − r1A+Bγ

r2 − r1

=
r2u0 − r2A− u1 +Bγ

r2 − r1
=
−u1 + r2u0 − r2A+Bγ

r2 − r1
.

(4.24)

Řešeńı Cauchyovy úlohy v nehomogenńım př́ıpadě je tedy

u(t) =

(
−u1 + r2u0 − r2A+Bγ

r2 − r1

)
er1t +

(
u1 − r1u0 + r1A−Bγ

r2 − r1

)
er2t

+ A cos γt+B sin γt

(4.25)

kde A, B jsou tvaru (3.22), (3.23). Dostáváme t́ımto

Tvrzeńı 4.2.2 Pokud b2 > 4p, je řešeńı počátečńı úlohy (3.1), (4.1), (4.2) tvaru (4.25)

a neńı periodické.
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4.3 Slabé tlumeńı

Slabé tlumeńı nastane pro záporný diskriminant D, což je v př́ıpadě b2− 4p < 0, (b < 2
√
p).

4.3.1 Cauchyova úloha pro homogenńı rovnici

Obecné řešeńı rovnice (3.3) má nyńı podle (3.14), (3.13) tvar

u(t) = c1e
αt cos βt+ c2e

αt sin βt. (4.26)

Nejprve je nutné vyjádřit prvńı derivaci obecného řešeńı

u′(t) = c1αe
αt cos βt− c1βeαt sin βt+ c2αe

αt sin βt+ c2βe
αt cos βt.

Nyńı dosad́ıme do počátečńıch podmı́nek (4.1), (4.2) a dostaneme

u0 = c1,

u1 = c1α + c2β.

Z čehož plyne

u1 = u0α + c2β,

c2β = u1 − u0α,

c2 =
u1 − u0α

β
.

Řešeńı Cauchyovy úlohy v př́ıpadě záporného diskriminantu v homogenńım př́ıpadě je

tedy

u(t) = u0e
αt cos βt+

u1 − u0α
β

eαt sin βt. (4.27)

Předchoźı úvahy shrneme do následuj́ıćıho tvrzeńı

Tvrzeńı 4.3.1 Pokud b2 < 4p, je řešeńı počátečńı úlohy (3.3), (4.1), (4.2) tvaru (4.27).

Toto řešeńı je pro α = 0 periodické a pro α > 0 tlumeně periodické (pružina prokmitne

nekonečněkrát klidovou polohu, ale se snǐzuj́ıćı se amplitudou).
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4.3.2 Cauchyova úloha pro nehomogenńı rovnici

Obecné řešeńı rovnice (3.1) v př́ıpadě, kdy diskriminantu D = b2 − 4p < 0 má podle (4.26)

a (3.21) tvar

u(t) = c1e
αt cos βt+ c2e

αt sin βt+ A cos γt+B sin γt. (4.28)

Počátečńı podmı́nky jsou stejné, a to

u(0) = u0, u′(0) = u1.

Opět je nezbytné znát tvar prvńı derivace řešeńı

u′(t) = c1(αe
αt cos βt− βeαt sin βt) + c2(αe

αt sin βt+ βeαt cos βt)− Aγ sin γt+Bγ cos γt.

Dosad́ıme do počátečńıch podmı́nek (4.1), (4.2) a dostaneme

u0 = c1 + A,

u1 = c1α + c2β +Bγ.

Je zřejmé, že

c1 = u0 − A.

Této rovnosti využijeme k postupnému vyjádřeńı c2

u1 = αu0 − αA+ c2β +Bγ,

c2β = u1 − αu0 + αA−Bγ,

c2 =
u1 − αu0 + αA−Bγ

β
.

Homogenńı složka obecného řešeńı tedy podle (4.26) je

uh = (u0 − A) eαt cos βt+
u1 − αu0 + αA−Bγ

β
eαt sin βt

a partikulárńı složka řešeńı je

up = A cos γt+B sin γt,

kde A, B jsou tvaru (3.22), (3.23).

Dostáváme tedy
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Tvrzeńı 4.3.2 Pokud b2 < 4p, je řešeńı počátečńı úlohy (3.1), (4.1), (4.2) tvaru

u(t) = (u0 − A) eαt cos βt+
u1 − αu0 + αA−Bγ

β
eαt sin βt+ A cos γt+B sin γt, (4.29)

kde A a B jsou dány v (3.22), (3.23).

Partikulárńı složka řešeńı

up(t) = A cos γt+B sin γt (4.30)

je periodická funkce s periodou T =
2π

γ
.

Homogenńı složka řešeńı

uh(t) = (u0 − A) eαt cos βt+
u1 − αu0 + αA−Bγ

β
eαt sin βt (4.31)

je pro α = 0 periodická funkce s periodou T =
2π

β
a pro α > 0 tlumeně periodická funkce,

taktéž s
”

periodou“ T =
2π

β
.

Pro samotné řešeńı u(t) dané (4.29) dostáváme následuj́ıćı výčet možnost́ı periodicity.

V př́ıpadě, že α = 0

(i) uh + up je periodické tehdy a jen tehdy, když β/γ je racionálńı č́ıslo,

(ii) uh + up je chaotické tehdy a jen tehdy, když poměr β/γ neńı racionálńı č́ıslo.

V př́ıpadě, že α > 0

(iii) uh + up je tlumeně periodické tehdy a jen tehdy, když poměr β/γ je racionálńı č́ıslo,

(iv) uh + up je chaotické tehdy a jen tehdy, když poměr β/γ neńı racionálńı č́ıslo.

Důkaz. Forma řešeńı (4.29) i obou jeho složek (4.30) a (4.31) plyne z úvah uvedených

nad Tvrzeńım 4.3.2. Jednotlivé možnosti periodicity plynou př́ımo z tvar̊u funkćı, z Tvr-

zeńı 2.5.8 a z Poznámky 2.5.5. �
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Kapitola 5

Závěr

Ćılem této bakalářské práce byla kvalitativńı analýza modelu kmitáńı hmotného bodu na

pružině. Na začátku práce byla přibĺıžena problematika kmitáńı pomoćı fyzikálńıch pohled̊u.

Druhá kapitola byla věnována nejzákladněǰśım větám a definićım, bez kterých bychom se

v daľśıch částech neobešli. Byly ukázány tvary řešeńı a diskutovány jejich periodicity pro

Cauchyovu úlohu v homogenńım i nehomogenńım př́ıpadě.

Možným rozš́ı̌reńım studované problematiky je zkoumáńıexistence periodického řešeńı

pro počátečńı úlohu lineárńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u, např́ıklad čtvrtého, kde

množstv́ı parametr̊u (jak v úloze samé, tak i v počátečńıch podmı́nkách) značně rozšǐruje

možnosti analytického zkoumáńı řešeńı v závislosti na těchto parametrech.

Daľśım možným směrem rozš́ı̌reńı je zkoumáńı existence nenulových řešeńı homogenńıch

okrajových úloh druhého, př́ıpadně vyšš́ıch řád̊u, a to opět v závislosti jak na na parametrech

těchto úloh, tak na parametrech, které se vyskytuj́ı v okrajových podmı́nkách nejr̊uzněǰśıho

typu.
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renciálńıch rovnic v reálném oboru. 1. vyd. Praha: SNTL, 1978, 418 s.
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