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Anotace

Tato prace se zabyva analyzou popula¢niho modelu typu dravec-kofist. Prace shrnuje
analyzu modelu typu dravec-kofist pro dvé ruzné funkéni odpovédi, Rosenzweigova-
MacArthurova modelu s Hollingovou funkéni odpovédi typu I a modelu s funkéni odpovédi
Beddingtonova-DeAngelisova typu. Zaroven prace definuje model s proménnou funkéni
odpovédi, ktera s rostoucim pomérem poctu dravcd k poctu kofisti piechazi z Hollingovy
odpovédi typu II do odpovédi Beddingtonova-DeAngelisova typu. Cilem této prace je
provést numerickou bifurkaéni analyzu definovaného modelu pro rizné hodnoty vybranych
parametru. Vysledky bifurkaéni analyzy jsou ovéfeny pomoci numerického feseni

definovaného modelu.
Annotation

This thesis deals with analysis of the predator-prey model. It summarizes the predator-prey
model analysis for two different functional responses: the Rosenzweig-MacArthur model
with the Holling type Il functional response and the model with the Beddington-DeAngelis
functional response. At the same time the thesis defines a predator-prey model with
a variable functional response that converts according to the increasing ratio of predators to
prey from the Holling type Il functional response to the Beddington-DeAngelis functional
response. The purpose of this work is to perform a numerical bifurcation analysis of the
defined model for various values of selected parameters. Results of the bifurcation analysis
are verified by numerical solution of the defined model.
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Kapitola 1

Uvod

Matematické modelovani je bezesporu dulezitou aplikaci matematiky. V této praci budeme
uvazovat populace dravce a kofisti @ budeme analyzovat chovani téchto populaci pomoci
modeld definovanych systémem diferencialnich rovnic. Modely typu dravec-kofist patii
mezi zékladni modely matematické ekologie. Pfedpokladame-li, ze se dravec zivi vyhradné
danou kofisti, mize byt odpovidajici model popsan pomoci diferencialnich rovnic

nasledovné [1]:

dN " N

_t_rw( ——)—f(N, P)P
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—t——mP+ef(N,P)P (

Prvni rovnice popisuje dynamiku hustoty kofisti N a druha rovnice dynamiku hustoty dravce
P. Z prvni rovnice vidime, Ze populace kofisti bez dravce roste logisticky. To znamena, ze
populace roste pro malé N exponencialné s rychlosti r, ale jakmile se N blizi nosné kapacité
prostfedi K, riist populace se zpomali a poté upln¢ zastavi. Z druhé rovnice je zfejmé, ze
populace dravce bez kofisti exponencialné vymie s rychlosti m. Vyraz f(N, P) se nazyva
funkéni odpoveéd’ dravce a popisuje interakce mezi kofisti a dravcem. Sezranad kofist je
dravcem transformovéana do potomkii s Gi¢innosti e. Ptehled vSech pouzitych parametrii

shrnuje tabulka 1.

Tabulka 1: Seznam pouzitych symbola.

Parametry | Vyznam parametra

N Hustota kofisti

P Hustota dravce

t Cas

r Ristova rychlost kofisti

K Nosna kapacita prostredi kofisti

e Efektivita (0¢innost)

m Rychlost umirani dravci

A Rychlost setkavani se dravce s kofisti
h Cas potiebny na zpracovani kofisti

b Interference mezi dravci




V této bakalarské praci budeme uvazovat tfi funkéni odpovédi. Prvni z nich bude funkéni
odpovéd Hollingova typu II, ktera je jednou z nejrozsifenéjSich funkénich odpovédi

Vv popisu vztahu dravec-kofist [1]:

AN

f (N, P) = 1+AhN )

Jedna se o hyperbolickou funkci, kterd se s rostouci hustotou koftisti N saturuje na urcité
hodnoté. Tato saturace vznikne diky ¢asu h nutnému ke zpracovani kofisti [1]. Parametr
A znaci rychlost, s jakou dravec potkava kotist. Druhou uvazovanou funk¢éni odpovédi bude

odpoveéd’ Beddingtonova-DeAngelisova typu s interferenci mezi dravci [2]:

FINP)=—22 _ ph>0 3)

1+AhN+bP’

Beddingtonova-DeAngelisova funkéni odpovéd’ vznikla modifikaci Hollingovy odpovédi
typu II. Zahrnuje interferenci mezi dravci, ktera roste s hustotou dravcil a jejiz intenzita je

uréena parametrem b.

Obé tyto funkéni odpovédi jsou zndmé a Casto uzivané. Zda se vSak, Ze nejsou zcela
univerzalni. Lze si totiz predstavit, Ze dravei mezi sebou piimo neinterferuji, pokud je pomér
poctu dravcl k poctu kofisti relativné maly, coZz znamend, Ze je mnoho kofisti na kazdého
dravce a neni divod o potravu bojovat. V opa¢ném piipad¢, kdy je tento pomér naopak
velky, dravci mezi sebou velmi pravdépodobné interferovat budou. Mohou napiiklad o kofist

bojovat.

Hollingovu odpoveéd’ typu I, bez interference mezi dravci, budeme proto pouzivat v piipad¢,
ze pomér dravce ke kofisti P/N je mensi nez ¢, kde ¢ je n&jaka dana kriticka hodnota poméru
poctu dravci K poctu kofisti. Pokud bude pomér poctu dravel K poétu kofisti vétsi nez ¢, pak
budeme uvazovat funkéni odpovéd” Beddingtonova-DeAngelisova typu s interferenci mezi
dravci. Tento model ma ovSem nespojitou pravou stranu. Abychom mohli pouzit standardni
teorii obycéejnych diferencialnich rovnic, zhladime tuto funkci pii ptechodu hodnoty c takto:

AN
1+AhN+ybP’

fWN,P) = (4)



kde ptechodova funkce y ma tvar:

X = g ,n>1 (5)

Funkce y popisuje sigmoidalni pfechod od nuly do jedné s rostouci hodnotou P/N, ktery
bude tim strm¢jsi a kratsi, ¢im vétsi bude parametr n. Parametr ¢ odpovida hodnoté poméru
P/N, pro kterou je funkce y rovna hodnoté 1/2. Navic, ¢im vyssi je parametr n, tim vic se

inflexni bod blizi hodnot¢ c, protoze inflexni bod funkce y nastava pro

Cilem prace je porovnat znama feSeni modelu (1) s funkéni odpovédi Hollingova typu II (2)
a Beddingtonova-DeAngelisova typu (3). Dale je cilem provést bifurka¢ni analyzu modelu
s proménnou funkéni odpovédi (4-5), ktera pro rostouci pomér P/N spojité prechazi pomoci
funkce y z odpovédi Hollingova typu Il na odpovéd Beddingtonova-DeAngelisova typu, a
to pro rizné hodnoty parametri ¢ a n. Na zavér ovéfime vysledky bifurkac¢nich analyz

pomoci numerickych simulaci feSeni modela.



Kapitola 2

Teoreticka c¢ast

V této kapitole jsou shrnuty zakladni matematické definice a pojmy, na nichz celd prace
stavi. Pfedpokladem porozumeéni celé¢ praci je schopnost porozumét a uzivat nasledujici
definice a véty. Pochopitelné neni vzhledem k rozsahu prace mozné uvadét celou teorii
obycejnych diferencidlnich rovnic. Pro uceleni teorie obycejnych diferencialnich rovnic

muze ¢tenaf pouzit prace [3, 4].
Definice 2.1 (Oby¢ejna diferencialni rovnice)
Necht D = (a,b) a f: D = R. Rovnice
x = f(x), (6)
se nazyva autonomni obycejna diferencialni rovnice I. fadu roziesena vzhledem k derivaci.

Rovnice, v niz vystupuji jako neznamé funkce a jeji derivace, se nazyva diferencialni
rovnice. Je-li hledana funkce funkci jedné proménné, pak mluvime o obycejnych
diferencialnich rovnicich. V piipadé vice proménnych by se jednalo o parcialni diferencialni
rovnice. Radem diferencialni rovnice rozumime fad nejvys$i derivace s nenulovym

koeficientem diferencialni rovnice.

Definice 2.2 (Soustava autonomnich oby¢ejnych diferencialnich rovnic, [3])

M¢éjme otevienou mnozinu D € R™a f;: D - R™, i=1, ..., n. Pak soustavu rovnic
dx;
E - fl (xll ) xn)
)
dx,
W - fn (xll , xn)

nazyvame soustavou autonomnich obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu rozieSenou

vzhledem k derivaci.



Soustavu (7) 1ze zapsat ve vektorovém tvaru nasledovné
x = f(x), (8)
kde x = (xq, ...,xp) @ f = (f1, ..., fn) jsou vektorové funkce.

Déle budeme o soustave (8) mluvit jako o soustaveé nebo systému diferencidlnich rovnic.

Definice 2.3 (ReSeni, [3])

Piedpokladejme, ze funkce f je spojitd na oteviené mnozin¢ D < R™. Potom funkci x(t)
nazveme feSenim soustavy diferencialnich rovnic (8) na intervalu 7 je-li x(t)

diferencovatelna na | a pokud Vt € I plati x(t) € D a

x(t) = f(x(®)).
Definice 2.4 (Poc¢ate¢ni uloha, [4])

Necht’ je dano ¢islo t, € R a vektor x, € R™. K soustavé rovnic (8) pfipojme pozadavek,

aby hledana vektorova funkce X nabyvala v bodé¢ t, hodnoty x,:

x(ty) = Xo.

Tomuto pozadavku se fikd pocateéni podminka. Ulohu fesit soustavu (8) s pocate¢ni

podminkou nazyvame Cauchyovou nebo téz pocatec¢ni ulohou.

Déle tekneme, ze funkce x(t) je feSenim Cauchyovy ¢i pocateéni ulohy (na otevieném

intervalu 1), jestlize x(t) je feSenim soustavy (8) a navic plati x(t,) = x,.
Definice 2.5 (Rovnovazny bod)
Bod x* € R™, ktery spliiuje rovnici
f(x7) =0,
nazyvame rovnovaznym bodem soustavy obycejnych diferencialnich rovnic (8).

Rovnovazny bod byva n¢kdy oznacovan jako kriticky bod, stacionarni bod, singularni bod

nebo ekvilibrium.



Definice 2.6 (Stabilita rovnovazného bodu, [3])

Ekvilibrium x* systému (8) je (ljapunovsky) stabilni, jestlize pro kazdé € > 0 existuje § > 0
tak, Ze pro vSechna feSeni x(t) systému (8) s po¢ate¢ni podminkou x(0) = x,, ktera splituje

[x(0) — x*|| < 6 plati ||x(t) —x*|| < € pro vSechna t = 0.

Pokud je ekvilibrium x* stabilni a navic plati lim,_.||x(t) — x*|| = 0, pak fikame, Ze

ekvilibrium je asymptoticky stabilni. ReSent, které neni stabilni, nazyvame nestabilni.

Bifurkace [5]

Uvazujme dynamicky systém s parametry

x = f(x, 1), ©9)

kde x € R™ jsou stavové proménné a u € R™ jsou parametry. Rekneme, Ze rovnice (9) ma
v bodé (xg, ug) bifurkaci, jestlize se chovani feSeni v okoli bodu x, Vhodnoté u = p,
podstatnym zplisobem zméni. Podstatnou zménou chovani rozumime typicky vznik nebo

zanik stacionarniho bodu ¢i zménu jeho stability.

Bifurkaci nazyvame situaci, kdy v okoli bodu y, dochazi k poruseni topologické ekvivalence
ptislusného dynamického systému, tj. pro kazdé okoli U € R™ bodu u, existuji uq, 4, € U,
pro néz systémy x = (x, 4q), X = (x, 4,) nejsou topologicky ekvivalentni. Bod p, nazyvame

bifurkaéni (kriticky) bod.

Hopfova bifurkace

Pti Hopfové bifurkaci mé& Jacobiho matice systétmu pro dané ekvilibrium dvojici ryze
imaginarnich vlastnich ¢isel A;, = *iwg, wo > 0. Jinymi slovy, pfi zméné parametru se
méni ekvilibrium ze stabilniho na nestabilni nebo naopak, a spolu s touto zménou se objevi
limitni cyklus. Pro dvourozmérny systém (8) je kritériem pro existenci Hopfovy bifurkace to,

zZe stopa Jacobiho matice je rovna nule, zatimco jeji determinant je kladny [6].

Transkriticka bifurkace

Dalsi typ lokélni bifurkace, ktery se v této praci objevi, je transkriticka bifurkace. K této
bifurkaci dochazi, pokud ma systém ekvilibrium s vlastnim ¢islem, jehoZz redlna
¢ast prochazi nulou. Jinak lze transkritickou bifurkaci definovat pomoci determinantu

Jacobiho matice, ktery je v ni nulovy [6].



Jinymi slovy, pokud mé systém jedno stabilni a jedno nestabilni ekvilibrium, jejichz stability

se v kritickém bod¢ vymeéni, dochazi v tomto bodé k transkritické bifurkaci.

Bifurka¢ni diagram

Jednoparametricky bifurkacni diagram zobrazuje mozné dlouhodobé hodnoty systému jako
funkce néjakého bifurkacniho parametru. Viceparametricky bifurkacni diagram znazoriiuje
rozdéleni parametrického prostoru na topologicky ekvivalentni oblasti spolu s moznym

znazornénim odpovidajicich fazovych portréti.

Analyza rovnovaznych bodi

V piipad¢ nelinedrnich systémil Casto existuje vice nez jeden rovnovazny bod. Jednou
Z otazek, kterym se budeme v této praci vénovat, je chovani systému v okoli rovnovaznych
bodl. Budeme vySetfovat stabilitu a druhy ekvilibrii. Pro tuto analyzu bude potieba provést
linearizaci na okoli rovnovazného bodu, ¢imz se vySetfuje lokalni stabilita. Metoda
linearizace je zalozena na vypoctu Jacobiho matice v daném rovnovazném bodé¢. Stabilitu a
druh ekvilibrii 1ze ur¢it pomoci znamének vlastnich ¢isel Jacobiho matice. V ptipad¢ analyzy
dvourozmérné soustavy diferencialnich rovnic Ize o stabilité ekvilibrii rozhodnout i pomoci
hodnot determinantu a stopy Jacobiho matice. Routhovo-Hurwitzovo kritérium ftika, Ze
pokud je determinant Jacobiho matice kladny a stopa této matice zaporna, pak je dané

ekvilibrium stabilni, nebot’ jsou realné ¢asti vlastnich ¢isel matice zaporné.



Kapitola 3

Model typu dravec-korist s Hollingovou funkéni odpovédi typu II

V této kapitole budeme zkoumat model dravce a kofisti s funkéni odpovédi Hollingova
typu I, ktery je téz znamy pod nazvem Rosenzweigiiv-MacArthuriv model typu
dravec-koftist. Tento model vykazuje zajimavé a ve své dobé neocekavané chovani, které
Rosenzweig pojmenoval jako paradox obohaceni (paradox of enrichment). Jde o jev, kdy pii
zvyseni nosné kapacity prostiedi muze dojit k zaniku populaci. Rosenzweigtv-MacArthurtv

model je popsan v dile [1].

3.1 Model

Funkéni odpoveéd Hollingova typu II ma nasledujici tvar:

TP =35

kde A je rychlost, s jakou dravec potkava kofist a h je doba potfebna na zpracovani jedné

kofisti.

Pro tuto funkéni odpoveéd’ bude systém (1) tvaru:

dN N(l N) AN p

a k) "1+ ARN

dP AN

R e - (10)
dt mP+el+/1hNP'

kde r, K, m, e jsou kladné parametry, jejich vyznam je podan v tabulce 1 v Gvodni kapitole.

3.2 Analyza
Prvnim krokem analyzy modelu (10) je urceni jeho rovnovaznych bodu (ekvilibrii). To

provedeme tak, Ze polozime pravé strany rovnic systému (10) rovny nule:

N 2
0=N T(l_E>_P1+AhN]
eAN
0="p 1+,1h1v_m]

VyteSenim tohoto systému jako dvou rovnic o dvou neznamych N a P ziskdme sténova

ekvilibria E° = [0, 0] a E* = [K, 0] a vnitini ekvilibrium tvaru:



m er(AK(e — hm) — m)

B = e~ ™ ki2(e =hm)?

Z biologického hlediska nés zajima jen prvni kvadrant, kdy jsou N"a P" kladna. Tedy vnitini

ekvilibrium existuje pokud e > hma K > pro= hm)

Pro ur€eni typu ekvilibrii potfebujeme vypocitat Jacobiho matice V téchto ekvilibriich.
Jacobiho matice je matice parcialnich derivaci pravych stran rovnic systému (10) podle N a

podle P. V tomto piipadé ma tvar:

AP \
_/r_zrf_uuhzv)z 1+/1hN |
J = eAP
(1 + AhN)Z 1+/1hN m/

Pro rovnovazny bod E° = [0, 0] mizeme snadno dokazat, Ze se jedna o sedlovy bod, protoZe
Jacobiho matice ma v tomto bod¢ vlastni ¢isla rovna r a -m. Jacobiho matice v bodé

E' = [K, 0] mé nasledujici vlastni &isla:

/11=—T‘
1 = eKA
2= 1+amk ™

Podle znaménka druhého vlastniho ¢isla ur¢ime, o jaky typ rovnovazného bodu se jedna.

Pokud K nabude hodnoty K; = pak bude jedno wvlastni CcCislo nulové a

_m
A(e—hm)’
E' nehyperbolickym rovnovaznym bodem. Pro K > Ky jde o sedlovy bod (vlastni &isla
S opanymi znaménky), pro K < K jde o stabilni uzel (obé vlastni ¢isla zapornd). V bode

K = Kp nastava transkriticka bifurkace.

Nyni se podivejme, co se d&je v okoli vnitfniho rovnovazného bodu E*, kdy koexistuji ob&
populace. Determinant Jacobiho matice v ekvilibriu E” je dan takto:

mr m
detJ(N*,P*) = ?(e _mh_/l_K)

Za podminek existence vnitiniho ekvilibria je vzdy kladny. Takze typ ekvilibria ur¢ime

podle hodnoty stopy Jacobiho matice. Stopa ma tvar:

mr(AhK(e — hm) — e — hm)
AeK(e — hm)

9

tr J(N*, P*) =



e+hm

Stopa matice je rovna nule pro hodnotu K = Thte—rm)

Protoze pro K = Ky je determinant

Jacobiho matice kladny a stopa rovna nule, dochazi v tomto bodé¢ k Hopfové¢ bifurkaci.

Hodnotu Ky 1ze vyjadiit pomoci K takto:

e+ hm e

K, =M e ¢ Sk
= Thte—hm) T T Ahte—hm) T

Podle hodnoty parametru K tak mohou nastat nasledujici situace:

e K <Kr, pak E° je sedlo, E' je stabilni uzel a vnitini ekvilibrium E  nas
Z biologického hlediska nezajima. Viz obr. 1.

e K; <K <Ky, pak E°aE" jsou sedla, E” je stabilni ekvilibrium. Viz obr. 2.

e K > Ky, pak E? a E! jsou sedla, E” je nestabilni ekvilibrium se stabilnim limitnim

cyklem ve svém okoli. Viz obr. 3.

“E?
| =

5 6 7

o
T

=

0 7 2 3

N
Obréazek 1: Fazovy portrét se stabilnim ekvilibriem E* = [K, 0], v tomto ptipadé K = 5.
Populace dravce vymird a kofist roste do nosné kapacity prostiedi K. Pro grafické
znazornéni byly pouzity tyto hodnoty parametri: r = 0,8; e = 0,07; m = 0,2; h = 0,2;
A=1,25.
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Obréazek 2: Fazovy portrét se stabilnim vnitinim ekvilibriem E~ pro K = 10. Vsechny

trajektorie sméfuji do bodu E". Ostatni parametry jsou shodné s parametry na obr. 1.
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Obrazek 3: Fazovy portrét se stabilnim limitnim cyklem pro K = 16. Ostatni parametry jsou
shodné s parametry na obr. 1.

Hopfova bifurkace se vyskytuje v momenté, kdy izoklina dravce prochazi ptesn¢ vrcholem
parabolické izokliny kofisti [1]. Ukazme nyni dikaz tohoto tvrzeni. Izoklina kofisti ma tvar

paraboly a je dana vztahem:

r

p A(l—%)(1+)th)

11



Izoklina dravce je konstantni a dana vztahem:

m

N=le—m

Pro jaké K protne izoklina dravce vrchol izokliny kofisti? Ke zméné monotoénnosti funkce P

dojde, pokud je P' = 0. Derivace paraboly P podle N je:

pr _ TQhK = 22hN — 1)

AK
Polozime P' rovno nule a dosadime N
(AhK 2Ahm 1) —0
r Ae—hm) )~

Pokud z rovnice vyjadiime K, dostaneme nasledujici vyraz:

_ e+ hm _x
~ Ah(e—hm) " H

Timto jsme ovétili, Zze k Hopfoveé bifurkaci dochézi, pokud izoklina dravce prochazi piesné

vrcholem izokliny kofisti.

Jak jsme vidéli, za urcitych podminek ziskame stabilni ekvilibria. Provedenou analyzou
stability ekvilibrii v populaénich modelech dokazujeme jen jejich lokalni stabilitu. Pro
Rosenzweigiiv-MacArthuriv model ovSem plati, Zze lokalni stabilita implikuje globalni

stabilitu, jak uvadi [7]. Pro obecny systém diferencialnich rovnic to v8ak platit nemusi.

Jak jiz bylo zminéno, v systému se objevuje tzv. paradox obohaceni. Jde o efekt
destabilizace vnitfniho ekvilibria s rostouci nosnou kapacitou koftisti. Se zvySujici se nosnou
kapacitou roste postupné i limitni cyklus, takze se bud’ populace kofisti, nebo populace
dravce, nebo obé populace opakované bliZi k nule vic a vic. Obohaceni, které by mohlo byt
vnimano jako néco, co prinese populaci prospéch, ma tedy opacné diisledky. Realné systémy
obsahuji prvek nahody, zatimco nas model je deterministicky, takZze pokud na feSeni naseho
modelu aplikujeme vliv ndhodnych fluktuaci, mize pii dostate¢né vysokém obohaceni dojit

k vymieni populace dravce ¢i obou populaci [1].
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Kapitola 4

Model typu dravec-korist s Beddingtonovou-DeAngelisovou funk¢ni

odpovédi

V této kapitole se budeme vénovat druhé uvazované funkcni odpovédi, kterou je odpoveéd
Beddingtonova-DeAngelisova typu. Vychazet budeme z praci [2, 8, 9]. Paradoxné zadna
prace nepopisuje kompletni lokalni analyzu nami zkoumaného modelu. Porovnanim vyrazii
pro Hollingovu odpovéd’ typu II (2) a Beddingtonovu-DeAngelisovu odpovéd (3) vidime, Ze
se prili§ nelisi. Beddingtonova-DeAngelisova odpovéd’ obsahuje ve jmenovateli navic ¢len
bP, ktery modeluje interferenci mezi dravci. V tuto chvili je vhodné zminit dalsi rozdily
ve funk¢nich odpovédich. Funkéni odpovéd’ Hollingova typu II je jen funkci hustoty kofisti.
Naopak funk¢ni odpovéd’ Beddingtonova-DeAngelisova typu

N,P) = AN b>0
f(N, )_1+/1hN+bP’

je funkci jak hustoty kofisti, tak hustoty dravce. V prvnim piipadé hovoifime o funkéni

odpovédi jako o tzv. prey-dependent a ve druhém ptipadé jako o tzv. predator-dependent [8].

4.1 Model

Systém (1) s funkéni odpovédi (3) vypada nasledovné:

dN N(l N) AN p
T K) "1+ AhN + bP
(11)
a B3 p
dat . T T AN + bP

4.2 Analyza

Pfi analyze modelu s funkéni odpovédi Beddingtonova-DeAngelisova typu budeme
postupovat stejné jako v pfedchozi kapitole. Jako prvni vypocitdme rovnovazné body

systému. Polozenim pravych stran rovnic systému (11) nule ziskdme tvar:

o= (1Y p A
=M K) 1+ AhN + bP

O—P[ eAN ]
~"IT¥aN+op ™
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Opét ziskame tfi ekvilibria. Prvnim je trividlni ekvilibruim E® = [0, 0]. Dalsi ekvilibrium,
které ziskame dosazenim P = 0 do prvni rovnice, je E' = [K, 0], coZ je pripad vyhynuti
populace dravce. Vypocet vnitiniho ekvilibria neni uUplné trividlni, proto je popsan

v n¢kolika nésledujicich fadcich.

M¢jme nasledujici soustavu:

0= (1 N) PA

a K) 1+ AhN + bP
eAN

0

1+ ARN+bP

Z druhé rovnice plati (1 + AhN + bP) = MTN Tento vyraz dosadime do prvni rovnice a
vyjadiime P, ¢imz ziskdme rovnici P = %N (1 —%) Vyjadienim P z druhé rovnice
ziskame rovnici P = % (e — hm)N — %. Kdyz nyni porovname vyrazy pro P, dostaneme

kvadratickou rovnici, zniz snadno spocitame N. Pak je wvnitini ekvilibrium tvaru
E"=[N", P] dano takto:

2m
N* =

4dmreb
K

\/(Ae — mAb —reb)? + + (Ae —mAb —reb)

P*—A( h)N* — ~
T mp e T b

Nyni se podivejme, za jakych podminek bude koexistencni ekvilibrium vibec existovat.

Vysetfovani podminek existence provedeme graficky. Nakreslime si vzajemnou polohu
N o A 1 v
paraboly P;(N) = %N (1 - E) a piimky P,(N) = %(e — hm)N — > Jednu z moznych

vzajemnych poloh vidime na obr. 4.
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P4(N)

P, (N)

A
-1/b

Obrazek 4: Vzajemna poloha izoklin dravce (ptimka P,(N)) a kofisti (parabola P; (N)).

Z biologického hlediska nés zajimé opét pouze prvni kvadrant, proto je pfimka na obrazku 4
rostouci. Potfebujeme tedy kladnou smérnici ptimky, coZ znamena P,(N) > 0. Prvni
podminka na existenci vnitiniho ekvilibria je tedy e > hm. Aby pfimka s parabolou mély

pravé jeden spole¢ny bod V prvnim kvadrantu, ziskime dal$i podminku a sice P,(K) =
%(e — hm)K — % > 0. Z toho dostdvame stejné podminky pro existenci vnitiniho

ekvilibria jako pro model s funkéni odpovédi Hollingova typu I1:

e>hm

K > =
A(e — hm)

K urceni, o jaké rovnovazné body se jednd, musime znat znaménka redlnych vlastnich c¢isel

Jacobiho matice v daném rovnovazném bodé. Jacobiho matice systému (11) ma tvar:

2r AP(1 + bP) AN(1 + AhN) \
I T x N @ E N tbP? T AT ARN +bP)?
elP(1 + bP) eAN(1 + AhN)

k (1 + ARN + bP)? M A+ RN + bP)Z)

KdyZ dosadime do Jacobiho matice rovnovazné body, mizeme vypocitat vlastni ¢isla a ur€it,

o jaky typ rovnovaznych bodi se jedna. Jacobiho matice pro E% je:

=G °)

m

15



Z Jacobiho matice vidime, ze vlastni Cisla jsou v tomto ptipadé prvky na diagonale a jde

0 rovnovazny bod typu sedlo.

Jacobiho matice v bodé E* vypada nasledovné:

AK
_r — —
_ 1+ AhK
¥ AhK

Vlastni ¢isla této matice jsou opét prvky na diagonale, protoze je matice Vv trojuhelnikovém

tvaru.
A =-r
2, = elK o
1+ AhK
Vlastni &slo A, je rovno nule pro hodnotu K; = Me_—mhm) Pro K > Ky je vlastni &islo A,

kladné a jde o0 rovnovazny bod typu sedlo. Pro K < K; jsou ob¢ vlastni Cisla zaporna a
rovnovazny bod E! je stabilnim uzlem. V bodé K = K, nastava transkritickd bifurkace.
Diskuze o stabilité rovnovazného bodu E® je tedy stejna jako v pfipadé funkéni odpovédi

Hollingova typu I1.

Nyni se podivime na stabilitu vnitfniho ekvilibria. ProtoZe ve vnitinim ekvilibriu plati

vztahy:
AN _m
1+ ARN* + bP* e (12)
AP* N*
—(-5)
1+ AhN* + bP* K

Ize Jacobiho matici ve vnitinim ekvilibriu zjednodusit do nasledujici podoby:

r__N*_r(l_N_*) 1+ bpP* _ m(1+2hN)
NP = K )1+ AhN*+bP*  e(1+ AhN* + bP")
N\ 14 bP’ —mbP*
er (1 - ?) 1+ ARN* + bP* 1+ ARN* + bP*
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Znaménka jednotlivych prvka Jacobiho matice J(N*, P*) jsou:
a; <0
a,; >0

a,, <0

Navic pokud N* > K/2, je a;; < 0. Odtud vyplyva, ze pokud N* > K/2, pak je
determinant matice kladny a stopa matice zdporna. Za téchto podminek plyne z Routhova-
Hurwitzova kritéria stabilita vnitfniho ekvilibria. Vnitini ekvilibrium je tedy stabilni
pfinejmensim v ptipad¢, kdy izoklina dravce protind izoklinu kofisti napravo od jejiho
vrcholu. Tato mnozina vSak miZze byt mnohem vétsi, coz lze mimo jiné ukdzat

pomoci numerickych simulaci.

Je vsak také mozno dostat analyticky vysledek. Pokud provedeme v Jacobiho matici jiné

Upravy s vyuZitim rovnic (12), ziskdme nasledujici tvar Jacobiho matice ve vnitfnim

ekvilibriu:
J(N*, P*)
/ T ARN'P AN* N AbN*P* \
B K (1 4+ AhN* + bP*)? 1+ AhN* + bP* ' (1 + AhN* + bP*)? |
- elP* eA*hN*P* eAbN*P*
1+ AhN* + bP* (1 + AhN* + bP*)? (1 + AhN* + bP*)? /

Determinant Jacobiho matice je tvaru:

dot jne py TN MNP erNtE
I P = A N + 5P )2 T A+ RN + 5P

ProtoZe jsou vSechny parametry kladné, je ziejmé, Ze determinant bude vzdy kladny.

O stabilité ekvilibria tedy rozhodne znaménko stopy matice. Stopa ma tvar:

A(Ah — eb)N*P*
(1 + AhN* + bP*)?

r
trJ(N*,P*) = = N* +

Vnitini ekvilibrium bude stabilni, pokud bude tr J(N*, P*) < 0. VyfeSenim nasledujici
nerovnosti ziskdme podminky pro stabilitu vnitfniho ekvilibria.

A(Ah — eb)N*P* T
(1+ AhN* + bP*)? K

*
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Rozlisime dva ptipady:

1. Pokud Ah — eb > 0, pak vnitini ekvilibrium je stabilni za podminky:

(1 + AhN* + bP*)?
A(Ah — eb)P*

2. Pokud naopak Ah —eb < 0, pak nerovnice plati vzdy a vnitini ekvilibrium je vzdy

stabilni, za podminky jeho existence K > K.

Protoze pro K = Ky (pro Ah —eb > 0) je determinant Jacobiho matice kladny a stopa
matice rovna nule, dochazi vtomto bodé k Hopfové bifurkaci a ze stabilni vnitiniho
ekvilibria se stava nestabilni ekvilibrium se stabilnim limitnim cyklem v okoli, kde K} je

dano takto:

_ r(1+ARN® + bP*)?
H™" A(Ah — eb)P*

Ukazalo se, Zze zakomponovanim interference mezi dravci do modelu s funkéni odpovédi
Hollingova typu II dochazi k Hopfové bifurkaci pro vyssi hodnoty K nebo dokonce

nevznikne viibec (odvozeni vyse a obr. 5).

Dokazana stabilita je opét pouze lokalni stabilitou. Ale také v modelu dravec-kofist
s Beddingtonovou-DeAngelisovou funkéni odpovédi implikuje lokalni stabilita vnitiniho

ekvilibria jeho globalni stabilitu, jak ukazal Hwang v ¢lanku [2].
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a) b)
100 100
80 - 80 -
60 - 60 -
K K
40 - 40 -
20 A 20 A
0 T T 1 0 T T T T 1
0 05 1 15 0 02 04, 06 08 1

Obrazek 5: Ktivka Hopfovych bodi K = Ky v zavislosti na parametru b. Hodnoty ostatnich
parametrii: r =0,8; e =0,07; h=0,2; 1=1,25;m=0,1 (a); m=0,2 (b).

Obrazek 5 ukazuje, ze zvySenim rychlosti umirdni dravcl nastava destabilizace systému
dravec-kotist pro mensi hodnoty b, tedy pro niz$i hladinu interference, ale zaroven pro vyssi
hodnoty K, tedy pro vyss§i nosnou kapacitu kofisti. Z obr. 5 je také zitejmé, pro¢ byla pro
dal$i vypocty s parametrem m = 0,2 pouzita hodnota b = 0,8. Kdybychom zvolili b vyssi, tak
by Hopfova bifurkace nastala daleko za K = 100, coz by nebylo pro nasledujici bifurka¢ni

diagramy pfili§ nazorné.
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Kapitola 5

Porovnani modelii s Hollingovou funkéni odpovédi typu II a

Beddingtonovou-DeAngelisovou funkc¢ni odpovédi

Nyni se podivame, jaky ma funkéni odpovéd’ vliv na chovani systému diferencialnich rovnic
(1). Porovnejme chovani modeld s Hollingovou funkéni odpovédi typu II a odpovédi
Beddingtonova-DeAngelisova typu. Podstatné informace lze vycist z obr. 6, ktery

znazoriiuje bifurkacni diagramy pro oba modely.

a) b)
10 - 1,2
g _ 1
0,8
° . *
N BP H P06
4 -
0,4 -
2 - 0,2 -
0 T T T T T T T T T 1 0 T
0 2 4 6 8 10K12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20
c) d)
40 - 10 -
30 - 8 1
H
6
20 -
N Pa
10 - 5
BP
0 T T T T T T T T O
0 15 30 45 60 75 90 105 0 15 30 45 60 75 90 105

Obrazek 6: Bifurkac¢ni diagramy pro Hollingovu funkéni odpovéd’ (a, b) a Beddingtonovu-
DeAngelisovu funkéni odpovéd’ (c, d). Cast (a) zobrazuje zavislost hustoty kofisti

v ekvilibriu na parametru K, kde pro K = 14,7 nastava Hopfova bifurkace. Hustota kofisti

m
A(e—hm)’

v ekvilibriu je konstantni a je dana vztahem N* = Cast (b) vyjadiuje zavislost

hustoty dravce v ekvilibriu na parametru K. Pouzité parametry: r = 0,8; e = 0,07; m = 0,2;
h=0,2; A=1,25;b=0,8.
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Bod BP oznacuje tzv. branching point, ktery odpovida hodnoté Kr, coz je hodnota, kdy
zacne existovat vnitini ekvilibrium. Uz vime, ze K nabyva pro oba modely stejnych hodnot.
Porovnanim ¢asti (a-b) a (c-d) zjistime, ze Hopfova bifurkace nastava pro Beddingtonovu-
DeAngelisovu funkéni odpoveéd pti vyssich hodnotach K nez v ptipadé Hollingova typu II,
pfibliznd pro K = 100. Dale vidime, Ze jsou hodnoty N a P pro Beddingtonovu-

DeAngelisovu funkéni odpovéd’ vyssi nez u modelu s funkéni odpovédi Hollingova typu I1.

Je tedy ziejmé, Ze pokud do modelu zahrneme interferenci mezi dravci, model dosahne
Hopfovy bifurkace pro vétsi hodnoty K nebo ji nedosahne nikdy (viz kapitola 4). Z obrazku
5 plyne, Ze zvySovanim interference mezi dravci dosdhneme kritické hodnoty b, za kterou jiz

Hopfova bifurkace nevznikne, coz plyne z podminky Ah — eb > 0.

Pokud bychom pfili§ snizovali nosnou kapacitu kofisti, zanikl by nejdiive limitni cyklus a
dal§im snizovanim K by se pak stabilnim ekvilibriem stal bod E' = [K, 0], coZ znamena
vyhynuti dravce. Proto musime byt v zasahovani do pfirodnich ekosystému obezietni. Tyto

poznatky Ize naopak vyuzit pii zachrané ohroZzenych druht zivocichd.
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Kapitola 6

Model s proménnou funkc¢ni odpovédi
V této kapitole se zaméfime na model (1) s funkéni odpovédi (4-5). Vypocitame ekvilibria
tohoto modelu a zjistime jejich lokalni stabilitu metodou linearizace.

6.1 Model

Model s proménnou funk¢ni odpovédi je dan soustavou diferencialnich rovnic:

dN N ANP

E:rN<1_E>_1+,1hN+xbp
ANP

- Pt e T TN+ 1P

kde ptechodova funkce y je tvaru:

P n
W
c
xX=———F5,n>1

P ,\"’
1+ N/C

6.2 Analyza

V kapitolach 3 a 4 jsme ukazali, ze sténova ekvilibria jsou u obou funk¢nich odpovédi
stejnd, stejn¢ jako jejich stabilita. Pojd'me se nyni pokusit ukazat, Ze sténova ekvilibria a
jejich stabilita na nami uvazovanych funkénich odpovédich nezavisi. Uvazujme tedy model

(1) s obecnou funkéni odpovédi f (N, P):

N N (1 N) (N, P)P
e | K f,
dP
E=—mP+ef(N,P)P

Jacobiho matice s obecnou funk¢ni odpovédi ma tvar:

2N d 0
r(“?)"’a—zc ‘Pa—i‘fﬂv"’)
'= pI pdf N,P
e ﬁ -m-+e ﬁ+ef( , )
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Sténova ekvilibria modelu s prom&nnou funké&ni odpovédi jsou opét E® = [0, 0] a E* = [K, 0].

Jacobiho matice v ekvilibriu E® m4 tvar:

_(7 _f(0,0)
J(0,0) = (0 —-m+ ef(0,0))

ProtoZe jedno vlastni &islo je vzdy kladné, trivialni ekvilibrium E° je vzdy nestabilni.
Jacobiho matice v ekvilibriu E' m4 nasleduji tvar:

(T —f(K,0)
J(K,0) = ( 0 —-m+ef(K, 0))

Z matice je zfejmé, Ze ekvilibrium E’ je stabilni, jestlize plati nerovnost f(K,0) < % Vyraz

f(K,0) je vsak pro funkéni odpovédi (2-4) shodné roven Podminka stability

1+AhK’

ekvilibria E* je tedy:

m

K <Ie—mm

Tato podminka odpovida vztahu K < Ky, coz je podminka z kapitol 3 a 4. Timto se tedy

potvrdila spravnost vypocta z ptedchozich kapitol.

Protoze model (1) s proménnou funkéni odpovédi (4-5) je pfili§ slozity, nebudeme schopni
fesit vnitini ekvilibrium analyticky. Ur¢ime toto ekvilibrium numericky v programu
Matcont. Parametry jsou voleny zamémn¢ stejné jako v pfedchozich kapitolach, abychom
mohli porovnavat chovani modelt. Budeme nyni ménit parametry € a n, které charakterizuji

pfechodovou funkci y proménné funkéni odpovédi

AN
1+ AhN + ybP’

Na obrazku 7 vidime bifurkacni diagramy (N, K) a (P, K). Bifurka¢ni diagramy pro zvolené
hodnoty parametri € a n jsou téméf shodné a podobné bifurka¢nim diagramtm na obr. 6 pro
funkéni odpovéd Hollingova typu II. Body BP jsou shodné, ale Hopfovy body nabyvaji
hodnot K =149 (pron=2;c=2)aK =14,7 (pron=5; c=5).
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b)

: 1,4
. 1,2

BP H 0,8 -
P 0,6 -

0,4 -
4 0,2 -

O L N W & U1 O N OO
[
[EEY

T T T T T T T T T 1 0 T T T T T T T T T 1

02468K101214161820 02468K101214161820

d.

4 1,2 -

(@)
N

BP H 0,8 -
P 0,6 -
0,4 -
0,2 -

O L N W~ U1 OO N
1

02468K101214161820 02468K101214161820

Obrazek 7: Bifurkaéni diagramy modelu (1) s proménnou funkéni odpovédi. Cést (a) a (b)
odpovida n = 2; ¢ = 2. Cast (c) a (d) odpovida n = 5; ¢ = 5. Hodnoty ostatnich parametrii:
r=08,e=007;,m=0,2;h=0,2; 1=1,25;b=0,8.

Pro¢ se bifurka¢ni diagramy na obr. 7 téméf shoduji? Divodem je, ze byly zvoleny moc
vysoké hodnoty parametru ¢ a v pribéhu vypoctu bylo P/N daleko mensi nez c. Pro ¢ = 2
sice doslo k nepatrnému odchyleni, ale pro ¢ = 5 model odpovidal piesné modelu s funk¢ni

odpovédi Hollingova typu 1l na obr. 6.

Podivejme se nyni na obr. 8, kde jsou bifurka¢ni diagramy pro hodnoty n =2 a ¢ = 0,1.
Branching point je roven hodnoté¢ Kr. Hopfova bifurkace nastava ptiblizné pro hodnotu
Ky = 87,8. Za téchto hodnot parametrti ¢ a n jsme ziskali kombinaci modelt s Hollingovou

funkéni odpovédi a Beddingtonovou-DeAngelisovou funkéni odpoveédi.
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BP
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K

0 10 20 30 40 IS(O 60 70 80 90 100

Obrazek 8: Bifurkacni diagramy modelu (1) s proménnou funk¢éni odpovédi pro hodnoty

n =2; ¢ =0,1. Ostatni hodnoty parametri jsou stejné jako u obr. 7.

a)
40
35
30
25

K 20
15
10

b)

30
25
20
K 15

10

Obrazek 9: Ktivky Hopfovych bodii K = Ky systému (1) s proménnou funkéni odpovédi.

Cast (a) popisuje zavislost parametru K na ¢ pro n = 2. Cast (b) popisuje zavislost parametru

K na n pro ¢ = 1. Hodnoty ostatnich parametrti: r = 0,8; e =0,07; m=0,2; h=0,2; 1=1,25;
b=0,8.

Na obr. 9 mizeme vidét, kdy dochazi v modelu s proménnou funkéni odpovédi k Hopfove

bifurkaci. Z ¢asti (a) vidime, ze pro nizké hodnoty parametru ¢ dochazi k Hopfové bifurkaci

pro vysoké hodnoty K, pfic¢emz s rostouci hodnotou ¢ nastava Hopfova bifurkace pro mensi

hodnoty K. Z ¢asti (b) je zase zfejmé, ze pro nami zvolené ¢ dochéazi k Hopfove bifurkaci pro

vSechna n. Opét se ukazuje, Ze s rostouci hodnotou n nastdva Hopfova bifurkace pro mensi

hodnoty K.
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Z predchozich uvah a vysledki se zdd byt ziejmé, Ze se chovani modelu s proménnou
funkéni odpovédi bude pro vysoké ¢ podobat chovani s Hollingovou funkéni odpovédi typu
I, zatimco pro nizké ¢ bude blizké chovani modelu s Beddingtonovou-DeAngelisovou

funkéni odpovédi. Pro jakou hodnotu c a jak rychle dojde k takovému piechodu?

Na obrazku 10 mtizeme vidét oscilace v ¢ase pro hustotu kofisti a dravce zvIast. Dale nas

vsak bude zajimat pomér P/N.

30

—Kkofist, N
——dravec, P

N
()]

N
(&)

=5
(]
1

Populacni hustota
o

(&)

(=]
(

o
—
o
S
N
o
S
W
o_
o|(
=N
o
S
o
o
S

Obrazek 10: Dynamika systému s proménnou funkéni odpovédi v case, kterd zobrazuje
cykly pro K = 16. Ostatni parametry: r =0,8; e =0,07;, m=0,2; h=0,2; 1=1,25; b =0,8;

c=2:n=2.

Pokud bychom vykreslovali hodnoty P/N v ¢ase pro parametry uvedené v obr. 10, ziskali
bychom pro urcité hodnoty parametrti n a ¢ oscilace odpovidajici limitnim cyklim systému
s Hollingovou funk¢ni odpoveédi typu II a pro jiné hodnoty n a c kiivky pro systém

s Beddingtonovou-DeAngelisovou funkéni odpovédi odpovidajici stabilnimu ekvilibriu.

Na obrazku 11 je vykreslena zavislost amplitudy veli¢iny P/N na parametru ¢ pro n = 2. Je
zfejmé, Ze pro nizké hodnoty C, kdy splyvd minimum a maximum amplitudy, nastava
stabilni ekvilibrium. Pro urcitou hodnotu c se rozdéli vétve minima a maxima a zacne
vznikat limitni cyklus. Se zvySujici se hodnotou C roste limitni cyklus, ktery se ustali

s urCitou amplitudou.
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Obrazek 11: Zavislost maxima a minima amplitudy veli¢iny P/N na parametru c. Hodnoty
parametru byly zvoleny nasledovné: r = 0,8; e = 0,07; m =0,2; h =0,2; A =1,25; b =0,8;
K=16;n=2.

0,45 ~

0,4 -
0,35 -
0,3 -
0,25 -

min
0,2 -

max

Amplituda P/N

0,15 -

0,1 -

0,05 -

Obrazek 12: Zavislost maxima a minima amplitudy veli¢iny P/N na parametru c. Hodnoty
parametri byly zvoleny nasledovné: r = 0,8; e = 0,07; m =0,2; h =0,2; 1=1,25; b = 0,8;
K=16;n=>5.

Co se stane s amplitudou, pokud zvySime parametr n, mizeme vidét na obr. 12. Priibéh
zavislosti velikosti amplitudy je zde analogicky jako na obr. 11. Porovnanim obrazka 11 a

12 zjistime, ze zvySenim parametru n se amplituda cyklu ustali pro nizsi hodnotu ¢ (pfiblizné
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kolem hodnoty ¢ = 1,9). Zaroven vidime, Ze zvySenim n dojde ke vzniku cyklu diive — pro
niz8i hodnotu ¢, coz je dano tvarem pifechodové funkce y. Pfechod kolem hodnoty c je pro
vy$si hodnotu n daleko rychlejsi. Takze blizko ke kritické hodnoté c bude ptrechodova

funkce nula a blizko za hodnotou ¢ bude rovna jedné.

Obrazky 11 a 12 jsou vykresleny pro K = 16. Jak vime z predchozich grafii, model
s Hollingovou funk¢ni odpovédi pro K = 16 tvofi limitni cyklus, zatimco model
s Beddingtonovou-DeAngelisovou funkéni odpovédi pro stejné K tvofi stabilni ekvilibrium.
Z toho vyplyva, ze se zvySujicim se parametrem C piechdzi chovani modelu z funkéni

odpovédi Beddingtonova-DeAngelisova typu na odpoveéd” Hollingova typu 11.

Jak se méni amplituda P/N v zavislosti na n pro konstantni hodnotu ¢ mizeme vidét na
obr. 13. Opét vidime, ze pro nizké hodnoty parametru n splyva minimum a maximum
amplitudy P/N, coz odpovida stabilnimu ekvilibriu. Pro ur¢itou hodnotu parametru n se
minimum a maximum rozd@li a za¢ne vznikat limitni cyklus, ktery se zpocatku zvétsuje a
nakonec se stabilizuje na velikosti odpovidajici cyklu pro model s Hollingovou funkéni

odpovédi typu Il

0,35 -
0,3 -

0,25 -

—_—
0,15 A

0,05 -

min

max

Amplituda P/N

Obrazek 13: Zavislost maxima a minima amplitudy veli¢iny P/N na parametru n pro ¢ = 0,4.
Hodnoty ostatnich parametra: r =0,8; e =0,07;,m=0,2; h=0,2; 1 =1,25; b =0,8.
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Kapitola 7

Numerické simulace feSeni zkoumanych modela

Pro ovéteni spravnosti ziskanych vysledk 1ze vyuzit numerickych simulaci feSeni modela.
Nasledujici vysledky byly pocitany numericky pomoci programu MATLAB s balikem

Matcont pro bifurka¢ni analyzu.

Numerické simulace modelu s funk¢éni odpovédi Hollingova typu II byly provedeny jiz
v kapitole 3 (viz obr. 1-3). V této kapitole provedeme numerické simulace modelt

s Beddingtonovou-DeAngelisovou funkéni odpovédi a proménnou funkéni odpoveédi.

Podivejme se zpét na obr. 5(b). Kiivka Hopfovych bodi rozd€luje prvni kvadrant na dvé
¢asti. Zvolime dva body, kazdy z jiné Casti, a provedeme numerické feSeni systému. Na

obrazku 14 je tato analyza provedena pro body [b, K] = [1; 20] a [b, K] = [0,4; 40].

a) . b) «

3t 3k

251 251

Obrazek 14: Fazovy portrét modelu s Beddingtonovou-DeAngelisovou funkéni odpovédi pro
K =20; b=1(a)apro K =40; b=0,4 (b). Cast (a) odpovida stabilnimu vnitinimu ekvilibriu
a cast (b) stabilnimu limitnimu cyklu. Hodnoty ostatnich parametra: r = 0,8; e = 0,07;

h=0,2,m=0,2;b=0,8; 1=1,25.

Pomoci numerického feSeni systému jsme ovéfili, Zze nad bifurkacni kiivkou obr. 5 dochazi
k oscilacim a pod bifurka¢ni kiivkou dochazi ke stabilizaci modelu. Je dulezité uvédomit si,
jak vypada limitnim cyklus a stabilni ekvilibrium v Case, proto totéz, co vyjadiuje obr. 14, je

zobrazeno na obr. 15, ktery zobrazuje rast populaci v Case.
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Obrazek 15: Popula¢ni hustota dravce a kofisti v ¢ase pro K = 20; b = 1 (a) a pro K = 40;
b = 0,4 (b). Hodnoty ostatnich parametrt jsou stejné jako u obr. 14.

Numerické simulace provedeme i pro model s proménnou funkéni odpovédi. Uvazujme

obrazek 9(b). Zvolime si dva body, jeden pod kiivkou a druhy nad kiivkou Hopfovych bodi.

a) 3p . . b) 30 : '
——kofist, N ——Kkofist, N
25+ ——dravec, P} 25} ——dravec, P}
8 8
2 20} 2 20}
> >
< =
= 15 = 15
Q) Q)
© ©
3 10 [\\ 3 10
(o] [o]
. 5 * 5
g - - - - L /’\,«"\/l"\ _/‘vf'\_,f 7 \.,,/\,«’l\,-"\,/“\,/: A\ e Ve
00 100 200~ 300 400 500 00 100 200 300 400 500
Cas Cas

Obrazek 16: Populaéni hustota v &ase pro n = 2; K = 13 (a) a pro n = 2; K = 20 (b). Cast (a)
odpovida stabilnimu vnitinimu ekvilibriu a ¢ast (b) stabilnimu limitnimu cyklu. Hodnoty

ostatnich parametri: r =0,8; e =0,07;m=0,2,h=0,2; 1=1,25;b=0,8; c = 1.

Z obrazku 16 vidime, ze pro [n, K] = [2, 13] mé systém stabilni ekvilibrium a pro
[n, K] =[2,20] ma systém limitni cyklus. Stejné¢ jako u modelu s Beddingtonovou-
DeAngelisovou funkéni odpovédi jsme zjistili 1 u modelu s proménnou funkéni odpovédi, Ze
nad bifurkacni kiivkou obr. 9(b) dochazi k oscilacim a pod bifurka¢ni kiivkou dochézi

ke stabilizaci modelu.
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Kapitola 8

Zaver

V praci jsme se zabyvali matematickym modelem populace dravec-kotist. Shrnuli jsme
model dravec-kotist (1) pro dvé rizné funkéni odpovédi. Prvni odpovédi byla odpoveéd
Hollingova typu II bez interference mezi dravci. Druhou odpovédi, kterou jsme se zabyvali,
byla odpovéd” Beddingtonova-DeAngelisova typu s interferenci mezi dravci. Provedli jsme
analyzu obou modelt, pii které jsme pouzili standardni teorii diferencialnich rovnic.
V piipadé Beddingtonovy-DeAngelisovy funk¢ni odpovédi jsme vychazeli z ¢lanka [2, 8, 9],
které jsme rozsifili o kompletni lokalni analyzu nami zvoleného modelu. Ukazali jsme, Ze
model s interferenci mezi dravci dosahuje Hopfovy bifurkace pro vyssi hodnoty nosné
kapacity kofisti nebo dokonce viibec oproti funkéni odpovédi Hollingova typu Il. S rostouci

interferenci mezi dravci tedy dochdzi ke stabilizaci modelu.

Déle jsme zavedli model s proménnou funkéni odpovédi, ktery pomoci hodnot prechodové
funkce y prechazi z Hollingovy funkéni odpovédi do Beddingtonovy-DeAngelisovy funkéni
odpovédi, a to s rostoucim pomérem P/N. Zkoumali jsme vliv parametrui piechodové funkce
€ a n na chovani definovaného modelu. Pomoci bifurkac¢nich diagramt a ptislusnych grafi
jsme zjistili, Ze pro malé hodnoty ¢ chovani odpovida modelu s funkéni odpovédi
Beddingonova-DeAngelisova typu, zatimco pro velké hodnoty ¢ se blizi modelu s funkéni

odpovédi Hollingova typu II. Tento ptechod se zrychluje s rostoucim parametrem n.

Vysledky a grafy byly ziskany numericky pomoci programtt MATLAB a Matcont. Program
Matcont je nadstavbou vypocetniho prosttedi MATLAB a je k témto analyzam uréen.
Ze ziskanych dat byly vytvofeny bifurkac¢ni diagramy, z nichz je vidét, kdy dochazi
k bifurkacim. Dale byly vysledky ovéfeny pomoci numerickych simulaci v téchto

programech.

Matematické modely zabyvajici se populacemi dravce a kofisti jsou z hlediska ekologie
velmi dulezité. Podstatnym faktorem V naSem uvazovaném modelu je nosna kapacita
prostiedi K, pokud bychom tento parametr piili§ zvétSovali, vyskytne se v modelech tzv.
paradox obohaceni a populace by mohly vymf#it. Na druhou stranu, pokud bychom nosnou
kapacitu prostiedi pfili§ zmenSovali, dojde k destabilizaci systému a stabilnim ekvilibriem se

stane bod [K, 0]. Opét by tedy doslo k vymieni populace, v tomto piipadé populace dravce.
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Clovék proto musi byt ve snaze obohatit ptirodni ekosystémy obezietny, na coz upozornil

Rosenzweig jiz v roce 1971 [10].

Je mnoho moznosti, jak by se na tuto praci dalo navédzat a studované modely rozsifit.
Naptiklad bychom se mohli ptat, co by se stalo s modelem a jeho feSenim, pokud bychom
uvazovali prostorové rozlozeni kofisti a dravce nebo loveni kofisti ve smeckach. Pokud
bychom do modelu zahrnuli tato rozsiteni, ktera se v ptirodé bézné vyskytuji, mohli bychom
pomoci modelu pochopit vliv dalsich faktorti ovliviiujicich dynamiku systému dravec-kofist.
Vidime, Ze studnice matematickych modelii popisujicich dynamiku populaci je v podstaté

nevycerpatelna.
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