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Uvod

Cilem diplomové prace je rozebrani problematiky rovinné kfivky a zkouméani
jejich vlastnosti pomoci prostfedki matematické analyzy se zaméfenim na konkrétni
piiklady n&kterych zajimavych kiivek. V prvni kapitole se pfedevdim vénujeme
vySetfovani prab&hu grafu kfivky pfi riznych mozZnostech jejich zadéni. Jedna se o
rovinné k¥ivky zadané explicitng, implicitné, ale také parametricky a v poldrnich
soutadnicich. Zadani kfivky vhodnym zpisobem miize vySetfovani kiivky zna€né
zjednodusit. Jsou zde uvedeny jen n&které dil¢i definice a véty, ostatni lze i s diikazy
nalézt v n&které z publikaci, které jsou uvedeny v seznamu pouzité literatury.

Ve druhé kapitole jsme na ptikladech ilustrovali, jak 1ze ur€ovat délku rovinné
ktivky. Opét jsme vyuzili riznych zpsobl zadani.

Ve treti kapitole je rozebran pojem kiivkového integralu 1. druhu pro oblouk i
pro kiivku v prostoru R". V posledni kapitole je pak uvedena jedna z aplikaci
kiivkového integrélu, a to vypo&et délky prostorové kiivky.

Pro sestrojeni grafii kiivek jsme pouZili matematicky software Cabri II Plus.




1. Vy$etifovani pribéhu krivky

PHi vySetfovani priabghu kiivek uzivame Casto faktu, Ze lze kfivku rozdglit na

kone&ny polet funkei s defini¢nim oborem, ktery je &asti definiéniho oboru kfivky. Pro

zopakovani zde uvedeme postup, kterého budeme vyuZivat pro vySetfovani prub&hu

funkce.
1.

Uréime defini¢ni obor funkce, body nespojitosti, intervaly spojitosti, nulové
body.

Ovétime, zda funkce neni lichd, sudd nebo periodicka. V pfipadé nékteré této
vlastnosti ndm pro vySetfovéni sta&i pouze &ast definiéniho oboru.

V krajnich bodech intervali spojitosti urime limity.

Vypocitame f'(x), uréime jeji defini¢ni obor, nulové body a body, ve kterych
f’(x) neexistuje. Dale ur¢ime intervaly ryzi monoténnosti a lokalni extrémy.
Vypotitame f”'(x), jeji defini¢ni obor, nulové body a body, ve kterych f""(x)
neexistuje. Déle uréime intervaly ryzi konvexnosti a konkavnosti a inflexni
body.

V bodech + o, — 0 uréime asymptoty, ma-li je funkce.

Vypotitime hodnoty ve vyznamnych bodech (napf.: krajni body intervali
spojitosti, prise¢iky se soufadnymi osami, lokalni extrémy, krajni body
definiéniho oboru, atd.).

Z piedchozich vlastnosti sestrojime graf funkce.

Definice a véty, které potfebujeme pro vysetfovani pfedchozich vlastnosti zde

nebudeme uvadét. Lze je i s diikazy najit v knize

,,Vojtéch Jarnik: Diferenciélni pocet .“

Nyni uvedeme postup, ktery budeme pouZivat pro vySetfovani prib¢hu kiivky.

Nejprve ale zopakujeme né€kolik zpisobt, jak lze kfivku zadat. V zavorce je vzdy

uveden jednoduchy pfiklad.

Zptsoby zadani kiivKy:

1.

explicitng ( f(x) = x?),




2. implicitné (((x2 +y2)2 —2a(x2 —y2)= 0).
3. v polarnich soufadnicich (r(p) = sin’ %) ,

4. parametricky (x(t) =t+1, y(t)=t+t*).

Nyni uvedeme pro kazdy zpusob zadéani k¥ivky postup, podle kterého budeme
postupovat pii vySetfovani jejiho priibéhu a ilustrujeme ho na pfikladech n€kterych
zajimavych kiivek. Pfed vySetfovanim téchto kiivek jest¢ uvedeme kratky popis vzniku

t&chto kiivek.

1.1 VySetiovani pribéhu kfivky zadané explicitné

V ptipadg, Ze je kiivka zadana explicitné ve tvaru y = f(x), kde f je funkce,
vySetiujeme jeji pribéh jako pribéh funkce f . VyuZijeme k tomu postupu, ktery jsme

uvedli v uvodu této kapitoly.

Priklad 1.1.1

x2

x2-1

Vysetiete prubéh kiivky dané ptedpisem f(x) =
ReSeni:
Ktivka je zadana explicitn€, budeme ji tedy vySetfovat pomoci postupu uvedencho

v uvodu této kapitoly.
Nejprve uréime definiéni obor, body nespojitosti, intervaly spojitosti a nulové body:
D(f)=R-{-11}.
Kfivka neni definovand v bodech -1,1. Je spojita v intervalech (—o0,—1), (-1,1), (1, +00).
f(x)=0 pro x=0. f(-x) = f(x), funkce je sudd. Budeme ji tedy vySetfovat jen na
intervalu <O,+oo). Limity v krajnich bodech D(f") a v bodech nespojitosti:

2
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Uréime vertikalni asymptoty:
Limita pro x =1, je nevlastni, proto ma funkce v bodé x=1 vertikalni asymptotu 0

rovnici x=1.

Vypocitame prvni derivaci:

2
f@=z oy

f(x)=0pro x= 0, derivace neexistuje pro x =1.

V intervalech <0,1) a (1,+oo) je prvni derivace zaporna. Funkce je tedy vobou

intervalech klesajici.
Druha derivace bude:
6x* +2

-1
Druha derivace neni nikdy rovna nule, neexistuje pro x =1.
orna, funkce je konkavni. V intervalu (l,+oo) je

fr®)=

V intervalu (0,1) je druha derivace Zap

Kkladna, funkce je tedy konvexni.

Uréime jesté asymptotu pro x = 40 . Je to piimka ve tvaru y = kx+q.

2

X
tim £ = lim 2=1 = lim =0
X—>+0 X X—>+® X x40 X° —
2
lim f(x)—ke=lim el
X—>+0 x—>+0 X _1

Asymptotou je tedy pfimka o rovnici y=1.

Sestrojime graf dané k¥ivky (obr. 1.1.1).




Poznamka 1.1:
V piikladu byl pouzit pojem ,vertikdlni asymptota“. Je to pfimka, ktera prochazi
bodem, vnémZ je alespoii jedna jednostranna limita nevlastni. Tato piimka je

rovnobézna s osou y .

x2

=]

Obr. 1.1.1: f(x) =

V nasledujicim ptikladu vySetfime jesté jednu explicitné zadanou kiivku, kterou
je fetézovka. Retdzovka je kiivka, jejiZ tvar zaujme homogenni vlakno, které je ohebné,

ale nikoliv roztazné, pod vlivem gravitace. Kfivku lze vyjadfit jako graf hyperbolického

kosinu y = kcosh% nebo ve tvaru y = E(e; + eT} b

Priklad 1.1.2

VySetiete priibéh kiivky zadané rovnici y = g(e; + eTJ :



Reseni:

Ze zadani je vidét, Ze se jedna o funkei tvaru y = f(x). Nejprve zjistime, zda neni
soumérna podle n&které z os. Po dosazeni —x za x dostdvame, Ze kiivka ma jednu osu
soumérnosti, a toosu .

D(f)=R. Vzhledem k soumérnosti podle osy y se omezime pouze na interval
I= <0, oo).

Ur&ime prvni a druhou derivaci:

f= -;—Le? - eﬂ

il o 4
i (x)—zk(e +e )

Z prvni derivace uréime lokalni extrémy a intervaly monotonie:

£'(x)>0 vcelém intervalu I, je tedy rostouci. V bodé x =0 nabyva svého minima.
7 druhé derivace ur¢ime inflexni body a intervaly konvexnosti a konkavnosti:
£ (x)>0 v celém intervalu I , je tedy konvexni a nema 74dny inflexni bod.

Pro sestrojeni grafu kiivky zjistime jest€ hodnoty v n&kterych bodech.

fO)=k
f(k) =154k

k.
f(a) =113k

3k .
f(—z—) =235k

f(2k) = 3,76k

Vzhledem k symetri¢nosti dostavame celou kiivku (obr. 1.1.2).

Al




Obr. 1.1.2: Retézovka

1.2 Vy$etfovani prubéhu kfivek danych implicitné

Kfivky zadané implicitn€ spliiuji rovnici ve tvaru F(x,y)=0. VySetiovani
pribéhu té&chto kiivek je analogické s pfedchozi kapitolou. Budeme pfitom vyuZivat

nasledujici definice a véty.

Definice 1.2.1 — Implicitni funkce

Necht D je definiéni obor, F je zobrazeni D - R'; Dc R> a AcR' a Bc R jsou
2 neprazdné mnoziny, pro které AxBc D. Rikame, 7e¢ F(x,y)=0 uruje implicitni

funkci v 4x B, tedy funkci f: A — B, jestliZe plati:

1. Vxe 4: F(x, f(x)) =0,
2.Vxe A;VyeB:y# f(x)=> F(x,y)#0.
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Véta 1.2.1 — Implicitni funkce 2 proménnych

Necht F je funkce 2 proménnych x,y s vlastnostmi:
1. F je definovand a spojita v obdélniku (x, —d;x, + 8) x (¥, =03y, +6'), kde
[xo,yo] e R?je jehostieda 6,6 >0,
2. Flx,,5,]=0,
3. Vx e <xO -03X, + 5> je funkce F(x,y)spevnym x vpromenné y rostouci
(Klesajici) na (y, =673y, +6) -
Pak existuji &1, 81, kde 0<8 <6, 0<6,'<6’ tak, Ze rovnice F(x,y)=0 urcuje
vobdélniku  (x, —8;x, +8) X (¥, =8"1yo+ &) implicitni funkei y= f(x), kterd

spliiuje podminku f(x,) = y, a kterd je na <x0 =03 %, + 51> spojita.

Drtikaz:

Cislo &,  mizeme v intervalu <O; o > vybrat libovoln& tj. druhy rozmér obdélniku
nemusime nikdy zmen3ovat. Pro pevné x spoCitame y a pokud je y > y, a x <x,,
je klesajici. Pokud je x >x,, je rostouci. Pokud je y < y, a x <X,, je rostouci, pokud
je x >x,, je klesajici.

F(x,,y) jerostouciv y =

F(xo;yo_61,)<0/\F(xo;yo +6,)>0. (1)

Ze spojitosti funkce F v bodech [xo, Yo — 6 ] a [xo, v, +6,"] plati, ze v okoli
bodu [xo, Yo — 0 ] je funkce zaporna a v okoli bodu [xo, Yo + 90, ] je funkce kladna.
Nyni vybereme mensi z obou okoli bodu x;. Existuje kladné &islo 6 1; 81 < O takové,
se Vx € (x,-6,;%,+6,) plati b€ nerovnosti (1).

Protoze funkce F(x,y) spevnym x je v proménné y na intervalu ( Yo =0, 3o + 6, >
spojita a rostouci a v koncovych bodech ma riizna znaménka (plati nerovnosti (1)) =

existuje pravé jedno ye (y, —6,"¥, + 6, ') takové, Zze F(x,y)=0.

==



Dle definice 1.1 to snamend, ze na obdélniku <x0 -0,"3%, +51’> X <y0 -6,"3 Y0 +5]'> je

rovnici F(x,y)=0 urCena implicitni funkce y = £(x), pritom f(x) = Yo.

Nyni zbyva dokazat, Ze funkce f je naintervalu (xo =613 %0 + 8,) spojita.

Pokud plati | /(x) =/ (x0) | < &, pak je funkee f spojita.

Z pi‘edchozich tvah vyplyva, ze ‘ f(x)—f(x) \ = \ f(x) =Y \ < &4 . Protoze jsme
51 vybrali libovoln&, mizeme ho nyni zmensit tak, aby bylo mensi nez dané ¢ > 0.
Tim sice zazime defini¢ni obor implicitni funkee, ale hodnoty f se v okoli bodu x,
nezméni. Tim je dokazéano, Ze v okoli bodu x, plati: \ fx) - fx) | <€

Spojitost v ostatnich bodech defini¢niho oboru dokazeme analogicky tim, Ze cely
postup opakujeme, pfitom vychozi bod X, zaménime za uvazovany bod x.

CBD

Viéta 1.2.2 — Derivace implicitni funkce 2 proménnych

Necht F je funkce 2 proménnych x,y s vlastnostmi:
1. F je definovana a spojitd v obdélniku (x, —03%, + 8) x (¥, =030 + 5'), kde
[xo,yo] e R%jejeho stfed a 5.,6>0,
2. Flxe,»]=05
3. parcialni derivace F, ', F, existuji a jsou spojité v obdélniku
(X0 =03% +6) % (¥ =83y + 5,
4. parcialni derivace F y (%0,Y0) % 0.

Pak plati zavér véty 1.2.1a navic y = f(x) mé v kazdém bod@ intervalu (x, —83%o + 5)

vlastni derivaci f'(x), jejiZ hodnota je f'(x) = fi ’

Fy

Dukaz:
Necht podle 4. bodu vety 1.2.2 plati:

18 =




ve stfedu obdélnika (x, —=&;x, + &) x (y, =63y, + ") je

F(x9,9,)>0. 2

Ze spojitosti Fy'(x, y) (bod 3 véty 1.2.2) nerovnost (2) plati v n€kterém okoli bodu
[xo, % ], proto miizeme pivodni obdélnik zmensit tak, aby v ném nerovnost (2) platila.

Pak je funkce F(x,y) spevnym x rostouci v proménné y a je splnéna podminka 3

véty 1.2.1, proto plati zavér véty 1.2.1.

Nyni zbyva dokazat existenci f"(x,) .
F(x.y) = F(x, ) = F.(&,m)(x = x,) + F, (&M = ¥y) - 3)
[£,7n] je bod roviny lezici na usecce spojujici x x, a y y,. Podle Lagrangeovy véty o
ptirastku funkce plati:
y=F(x)=F(x, f(x))=F(x0, ) =0= yp = f(x,) ,
nyni dosadime do vztahu (3) a dostaneme
0-0= F.(&m(x~x)+F,(&m(f(x) - f(x))
a po upraveé

oo BEm) , [=f()
Fy(é:a”) X=Xy

Ze spojitosti F'x, F'y a f plyne:

i Fx(é:sﬂ) s F;(xo’yo)
=R Fyy(‘faﬂ) Fy’(xm)’o)

FE-f0) _  FGpw)

lim

= X =X, Fy (%5, ¥5)
: F, (%5
Fl) == 22k CB.D
F,(x4,%)
Na nasledujicim pfikladu ukédzeme vySetfovani prib&hu kiivky zadané
implicitné.

s [il=



Priklad 1.2.1
Metodou implicitnich funkci vy3ettete kfivku K, ktera je dana rovnici

F(x.y): x> +y° - 3axy = 0 (a > 0 je dané redlné Cislo).

ReSeni:

D(K)=R,

F(0,0)=0 = [0,0] e K.

Ov&fime, zda k¥ivka neni soumérné podle n&které z os. Dostavame tedy
F(x,y)=F(,x)= [x,y]e K& [y,x]e K,

kiivka je tedy soumérna podle osy L. a III. kvadrantu.

Protoze plati:

x €0, y<0 = x3+y3—3axy<0 = [xy] ¢ K,

74dny bod kfivky nelezi ve III. kvadrantu.

Vzhledem k soumé&rnosti podle osy 1. a III. kvadrantu se omezime pouze na vySetieni ve
I. a v II. kvadrantu.

Nyni tedy vySetfime kfivku ve II. kvadrantu.

X € (—00,0 >,y € <0,oo )

DokaZeme, e rovnice F(x.y)=0 uruje v obdélniku (— 0,0 ) (0,00 ) implicitni
funkci y= f(x), kterd je na (— 0,0 > spojita, klesajici a ovéfime, zda ptimka
y =-x—a je jeji asymptota.

x=0,F(0,y)=y' =0 y=0, x<0pevné, F,(x,y) =3y’ =3ax>0 =

F(x,y) je rostouci.

Pro y=0:F(x,y)=F(x,0)=x3 <.

Pro y=-x:F(x,y)= F(x,~x)=x" - —3ax(-x) =3ax’ >0, coz podle véty 1.2.1
znamend, e funkce F(x.y) =0 uréuje v IL kvadrantu implicitni funkce y = f(x), ktera
je spojita a pro kterou plati 0 < f(x) < -x pro Vx < 0. Navic z nerovnosti F y (x,»)#0

podle véty 1.2.2 plyne, Ze funkce mé derivaci v kazdém bod€ x <0.
Podle véty 1.2.2 je

F(xy) _ 3x*=3ay
F(xy) 3y*-3ax’

f(x)=

-15-




2

f(x)<§; —

) ) x?  2x?
X' —ay>x —a—=—"
3a 3

>0

= f'(x)<0=>f jeKklesajici.

Nyni ovéfime, zda ptimka y=-x—a.
Odtud plyne, Ze lim f(x)+x+a prox — —© jerovna 0.

Plati 3a2x+y>-a =

(x+y) <9a*

2 3 3
O<x+y+a= gz(x-f-y) =2 9612 2S9a2.
¥owmy (0 x) 33X
2) T4 4

Odtud limitnim pfechodem pro x — - o dostdvame limitu rovnou 0.
Pfimka y = —-x—a je tedy asymptota k¥ivky.
Nyni vySetiime kfivku v I. kvadrantu. Vzhledem k symetrii podle osy I. a III. kvadrantu

se omezime pouze na tu Cast kiivky, kterd je na pfimkou y = x (viz obrazek 1.2.1).

3aj2

0 3af2 A x

Obr. 1.2.1

-16 -



Dosadime x za y adostavame:
2%° ~3ax® =0.

Odtud po upravé
x*(2x-3a)=0

x=0vx=3€.
2

Z predchozich uvah vidime, Ze mnozina K v I. kvadrantu leZi v A 0AB. Jak jiz bylo

" . o 2 BT 3a 3a
fe¢eno, z divodu symetrie se miizeme omezit na horni ¢ast A 0CB, kde C =|:—2—,—2—] :

Dale plati:
[0.0] e K,Ce K.

Rovnice F(x,y)=0 urujev A 0CB implicitni funkei y = f(x), kdex € <O, §2£> i

Uréime derivaci a jeji nulové body:

F.(x.y) _ 3x’-=3ay
F,(x.y) 3y* —3ax

fx)=
Nulové body derivace obdrzime po vyfeseni rovnice

3x*> —-3ay =0.

Jediny stacionarni bod je la3 2.d V4 ]

V tomto bodé¢ ma funkce lokalni maximum, na intervalu <O, a3\/§> je rostouci, na
intervalu <a3\/§,3—2q> je klesajici.

Nyni miizeme sestrojit graf zadané funkce (obr. 1.2.2).

=17 =




Obr. 1.2.2: Descartesuv list

1.3 Vyéetfovéni prubéhu kiivky dané parametricky

Nejprve uvedeme definici k¥ivky zadané parametricky.

Definice 1.3.1 - Parametricky zadana krivka

Necht f je funkee, J

u funkce proménné t,ted,
e viech bodech J.
f, pokud

je libovolny interval, x(t), y(t) jso
u spojité na J, x()#0 a spojitd v

t je parametr, x(1),y(t) jso
®) parametricky zadavaji funkei

Rikame, ze rovnice x=x({), Y=Y

K= {(x(t), y@)ted } je grafem funkce f .

Nyni uvedeme vétu, kterou budeme pouzivat pro vysetfovani pribéhu kiivky-

= 1R =




Véta 1.3.1 — Derivace parametricky zadané funkce

Necht J je libovolny interval, y= f(x) je parametricky zadanad rovnicemi
x=x@),y=y@), teJd, necht’ t, € J,x, =x({,) € R, X, # 0, y'e R. Pro prehlednost
jesté oznatime x(f) = @ (), y(O) =9, (), %o = Py (t,)-

Pak

fu0=ﬁ%§k®%=@%%x

2%

,r =¢2(to) 1 ___Q’;(to)(/’i(to)—(/’1”(’0)40’2(’0) kd —
f e =5 o) @ (1)) s s L= s

Dukaz:
Necht’ plati
f(x))= 4’2((01_1(7"0))-

Derivovanim této rovnosti dostaneme (pravou stranu derivujeme jako slozenou funkci)

(0% (@1_] (%,)) - @,(1,) '
2] (¢1—1 (%)) & (%)

Analogicky dostavame druhou derivaci. CB.D

£() = 2y (k) * (@1 (%))'=

K¥ivky zadané parametricky jsou urceny parametrickymi rovnicemi
=),
y = y(t), kde ¢ je parametr.
Pi vySetfovani postupujeme nasledovng:
1. Ur&ime defini¢ni obor k¥ivky K (tj. defini¢ni obory funkei x(7), y(¢) ), intervaly
spojitosti funkei x(¢), y(1) , body nespojitosti a nulové body.
2. Ovéfime, zda kivka neni soumérnd podle n&které z os nebo periodicka.
3. Vypotitame limity v krajnich bodech spojitosti definiéniho oboru kfivky K.
4. Ur&me derivaci funkei x(¢), y(f) anuloveé body x(f). Na kazdém intervalu, kde
%(t) # 0 existuje inverzni funkce x~'(¢) . Parametrické rovnice x =x(t), y = y(t)

urduji funkci y = f(x) = y(x7'(x)). Kiivka K je siednocenim grafli funkci na
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t&chto intervalech. Funkce na jednotlivych intervalech pak vySetfujeme podle

kapitoly 1.1.

Parametricky vySetfujeme napiiklad cyklicke kiivky. Cyklické kfivky
rozdélujeme na cykloidy, epicykloidy a hypocykloidy. V této kapitole rozebereme
cykloidy a hypocykloidy. Epicykloidy budou probrany v nasledujici kapitole.

Cykloidy vznikaji kutdlenim kruZnice po ose X. V ptipad®, ze bod opisujici
cykloidu je na kruznici, vznika klasicka cykloida. Pokud je bod uvnitf kruZnice,
dostaneme zkracenou cykloidu, v opaéném piipade dostavame prodlouZenou cykloidu.

Hypocykloidy vznikaji kutdlenim kruznice o poloméru a uvnitf kruZnice o

polomé&ru b . Hypocykloidy maji parametrické rovnice ve tvaru:

x=(a—b)cost—bcos(a;bt),

y=(a—bysint - bsin(" 2 z), ¢ e (O54o0),

kde ¢ je parametr.
V nasledujicich piikladech vysetfime pribéh jedné hypocykloidy a klasické
cykloidy. Prikladem hypocykloidy bude asteroida. Je dana kruZnice o poloméru a.

SEi o e f1r voe = a 5 s :
Unvnitf této kruZnice se kutali kruznice o poloméru 2’ na které je zvolen pevny bod A.

Tento bod opisuje asteroidu.

Piiklad 1.3.1

Vysetiete prubéh kiivky, ktera ma parametrické vyjadieni

x(t)=acos’t

y(f)=asin’t, te (0,27r>, a>0.

Reseni:

Budeme postupovat podle vyse uvedeného schématu. Nejprve ovefime, zda dana kiivka

neni soumérné podle nékteré z os. Pro snadn&j§i ovéfeni se pokusime vylou¢it parametr
2 2

¢. Obdrzime rovnici x> +y° =a

W

_ 7 této rovnice je patrné, Ze proménné x a y jsou

sl




ve druhé mocning, tudiz je kiivka souméra podle osy x ipodle osy y. Kfivku tedy
budeme vySetfovat jen na intervalu, kde 7 € <O, %> =1.

Nyni uréime x(¢), y(t) a najdeme nulové body derivace L),

x(t) = =3acos’ tsint

¥(t) =3asin’t cost
VyteSime rovnici x(¢) =0, tedy —3acos’ssinf=0. V intervalu <O; %> dostavame

pouze bod 7= 0. Interval / zlstdvd nezménén, miZzeme tedy kfivku na tomto intervalu

J .

N w

Wl
W

2 2 2
povaZovat za funkei y = f(x). Zrovnice x? +y3 =43 vyjadiime y=[a -Xx

Vypocteme hodnoty x pro krajni body intervalu 7 .

x(0)=a

(5)-=2

X —|=a—
4 2

N | w

2 2
Pribéh funkce y = (a3 -x3 J budeme vysetiovat na intervalu <a72;a>.

Vypo¢itame prvni a druhou derivaci

Ur¢ime nulové body prvni a druhé derivace, lokalni extrémy a inflexni body.

Prvni derivace je rovna nule pro x =a, pro ostatni x je zaporna. Funkce je tedy
v celém intervalu / klesajici, v bodé x =g ma lokalni minimum.

Druha derivace je kladna v celém intervalu 7, neexistuje tedy Zadny inflexni bod.
Funkce je v intervalu 7/ konvexni.

Limity v krajnich bodech intervalu 7 jsou

=5 i




; y 2 .
lll’Iol f(x)=a,lim f(x)= aT. Funkce je tedy omezena a tudiZ nemd Zadnou
x> s

asymptotu. Uréime je$té soufadnici y pro krajni body intervalu 7 :

y(0)=0,
(zf_)zaﬂ
N3 2

Nyni miZeme sestrojit graf kiivky (obr. 1.3.1) svyuzitim soumérnosti podle

soufadnych os.

Obr. 1.3.1: Asteroida

V dalsim piikladu vysetfime prubéh klasické cykloidy. Klasicka cykloida vznika

pfi kutéleni kruZnice, na které je dan pevny bod B, po ose x.

Piiklad 1.3.2

Vysetiete prub&h kfivky dané parametricky:
x = a(t —sint)

y=a(l-cost), te (— oo;oo).

Reseni:

Nejprve uréime derivaci x(¢) a jeji nulové body:

« 7D



x(t) = a(1—cost) =0,
l-cost =0 = cost=1

Vytesenim této rovnice dostavame nulové body derivace Xx(7):

t=0+2kn.

Vidime, Ze se nulovy bod periodicky opakuje s periodou 27 . Zkusime ovefit, zda
ktivka nema také periodu 27 .

Dosadime do zadanych parametrickych rovnic:

x(t+27)=a(t +27 - sin(f + 27r) = 2az +a(t —sin 1)

y(t +2m) = a(l —cos(t + 27) = a(1—cost) = y(t)

Dostavame, Ze kiivka je periodicka s periodou 2 77 . Stai ji tedy vySetfovat na intervalu
(0;27:) '

Vysetfujeme tedy kiivku zadanou parametrickymi rovnicemi

x = a(t —sint)

y=a(l-cost), (€ (0;27:)

Ur&ime derivace x(f), y(f) a vypogitame prvni a druhou derivaci a lokalni extrémy:

x(t) = a(1-cost)

y(t) = asint,

podle véty 1.3.1 dostaneme:

@1__ sint
ax 1—cost’

d*y _a’cost(l —cost)—a’sin’ ¢

dax’ a’(1-cost)’

Lokalni extrémy nastévaji v bodech, kde % = 0, nebo neexistuje. Dostavame tedy:

sint y
=0 = sint=0 = =1,

1—cost
neexistuje pravé tehdy, kdyz 1-cost= 0 = cost=1 = t=0,2z. Pro urCeni

lokalniho minima nebo maxima vypocteme hodnotu druhé derivace pro t=7 ,

dostaneme
a® cost(l—cost)—a’sin’t _—2a° _ 1 <0
a’*(1-cost)’ 8a’ 4a '

V bodé ¢ = 7 je tedy lokalni maximum a jeho hodnota je:
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x(7) = a7 - sinz)=ar

y(rr) = a(l —cos 7) = 2a.
Z prvni derivace jeste uréime monotonii:

% >0,t€ (0,7r>,

% <0,te (ﬂ,27r>.

Kiivka je tedy v intervalu (0;7r> rostouci a v intervalu <7r;27r> klesajici.

7 druhé derivace uréime inflexni body a intervaly konvexnosti a konkavnosti:

2 2 2 e 2
a? cost(l—cost)—a S t ' . . -1
d’y —_,,__(f-—’)—”" , po uprave dostavame <0.

——

dx’ a* (1-cost)’ a(1-cost)’
Druha derivace je vzdy zZ4porna, neexistuje tedy Zadny inflexni bod a kiivka je v celém
intervalu [ konkavni. Limity v krajnich bodech intervalu 1 jsou vlastni, funkce nema
74dné asymptoty.

Pro narysovani grafu uréime jesté hodnoty v nekterych bodech:

x(ﬁ) = (1’- - 1)(1 ~0,57a
2 ) \2

x@f) - (E’i + 1)a =571a
2 2
- .

Vzhledem k periodi¢nosti dostavame cely graf (obr. 1.3.2).
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Obr. 1.3.2: Cykloida

1.4 Vy$etiovani pribéhu kfivky dané v polarnich souradnicich

Kfivky v polarnich soufadnicich jsou uréeny pomoci poloméru r a uhlu ¢ (obr. 1.4.1).

polarni osa

A je bodem kfivky

Obr. 1.4.1
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Kladna poloosa x se nazyvé polarni osa. Soutadnice x, y kfivky zadané v polarnich

soufadnicich jsou:
X=rcosQ
y=rsing.

K¥ivka je déna piedpisem 7(¢).
Pro vySetfovani pribéhu kiivky oznacime soufadnice
x = x(¢),
y=y(9)-
Pti vySetfovéani postupujeme nasledovne:
1. Urtime definiéni obor kiivky K (tj. definiéni obory funkei x(@), y(@)),
intervaly spojitosti funkei x(¢), y(¢) , body nespojitosti a nulové body.
2. Ovéiime, zda kiivka neni soumérna podle n&které z os nebo periodicka.
3. Vypo&itame limity v krajnich bodech spojitosti defini¢niho oboru kivky K.
4. Ur&ime derivaci funkei x(@), y(¢) a nulové body x(¢). Na kazdém intervalu,

kde x(¢)#0 existuje inverzni funkce x7'(p). Parametrické rovnice
x = x(), y = y(p) uruji funkei y = £(x) = y(x7' (x)). Kfivka K je sjednocenim

grafti funkci na t&chto intervalech.

Polarni soufadnice se pouzivaji pro vySetfovani dalSich druht cyklickych kiivek,
mezi které patii napfiklad epicykloidy.
Epicykloidy vznikaji kutdlenim kruZnice po vnittku dané kruznice. Epicykloidy

)
),
i tj, te <O;+oo),

kde a je polomér kutélejici se kruZnice, b je polomér pevné kruZnice a ¢ je parametr.

maji rovnice:

x=(a +b)cost—bcos(a+

y=(a+b)sint—bsin(a+

Pro speciélni ptipad a =b dostdvame kfivku, ktera se nazyva kardioida. V nasledujicim

ptikladu vySetiime jeji prabeh.
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Priklad 1.4.1

Vysetiete priibéh kiivky dané v polarnich soufadnicich pfedpisem
r(p)=1+cosp, pe <0;2ﬂ'>.

ReXeni:

Vyjadfime soufadnice x,y pomoci polarnich soufadnic:

x=(l+cosp)cosp
y=(+cosg)sing

Uréime derivace

x(p) =—sinpcosp —(1+cosp)sing
(@) = —sin’ @ + (1 + cos @) cos .
Uré¢ime nulovy bod x(¢):
—singpcosp —sing —singpcosp =0
—sin2@ =sing

Dostavame body ¢ =0, %,ﬂ' g ’% Kfivka se nam rozpada na 4 funkce s definiénimi

57 Sm Tr 1
obory I, =<0;?>, & =<?;7r>,13 = <7r;—-6——>, I, = <—6—-;27r>.

Ovéfime, zda kfivka neni soumérna podle n€které z os. ProtoZze cos¢ =cos(2x —¢),
dostavame, Ze kfivka je soumérna podle osy x. Stali se tedy pfi vySetfovani omezit na

intervaly 1, I,.

1. VySetfeni v intervalu 7,
Uréime prvni a druhou derivaci a lokalni extrémy:

s 2
dy i sin” @ + (1 +cos ) cos.(p ™, c?s 20+ c.os 9
dx —singcosp—(l+cosg)sing sin2¢ +sin@

Pro vypocet druhé derivace jesté uréime:
X(p) =—-2cos2¢p —cos@
J(@p) = -2sin2¢p —sin @,

D7 =



Druha derivace bude:

d’y _ (—2sin2¢p —sing)(-sin2¢ — sin @) — (-2 ¢cos 2¢ — cos p)(cos 2¢ + cos )

dx? (—sin2¢ —sin (1))3

]

po upraveé dostdvame

d’y 3+3cos@

de* (~sin2¢ —sin o) '

Uréime nulové body prvni derivace:

—w=0<:>cos2(p+cosqo=0,
sin2¢ +sin @

COS2¢p =—COSQ

¢=§

V intervalu <0;%> je derivace zdporna, kfivka je tedy klesajici.

V intervalu <%,5?ﬂ> je derivace kladna, kfivka je tedy rostouci.

2
Zx{ <0, kiivka je tedy konkavni. V bodé¢ ¢ =% je

343
2B

Druha derivace v bod¢ ¢ =—§— je

lokalni maximum s hodnotou |:0,75;

Druh4 derivace je vintervalu I, zaporna, kfivka je vcelém intervalu konkavni.

Neexistuje inflexni bod.

2. Vysetfeni v intervalu 7,

" d 20+ < ,
Prvni derivace == VLS je vintervalu I, zapornd, funkce je tedy

dx sin2¢ +sin @

klesajici.

2
dy__ 3%3005¢ _ jo yintervalu I, Kladnd, funkce je tedy
dx*  (-sin2p-sin )

Druhd derivace

konvexni. Neexistuje tedy inflexni bod.

%=




Pro sestrojeni grafu kfivky uréime hodnoty v n€kterych bodech:

p=0 x=2 y=0
T
= — x=0 =1
=3 Y
p=il x=2 2‘/gﬁ-o,u y=2—_£i0,07
6 4 4
p=r x=0 y=0

Vzhledem k soumé&rnosti podle osy x dostaneme celou kiivku (obr. 1.4.2).

Obr. 1.4.2: Kardioida
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Dalgi zajimavou Kk¥ivkou, pro kterou je vhodné pouzit polarni soufadnice je
Bernoulliova lemniskata. Je to mnoZina bodd v roving, u nichz soucin vzdalenosti od
e )
; . : e s | FF, § S
dvou pevnych bodi F, F; (ohnisek) v téZe rovine )¢ roven g =qa’. Jeji prubéh

vysetiime v nasledujicim ptikladu.

Priklad 1.4.2

Vygettete prabéh kiivky zadané rovnici (xz + yz)z =a*(x* - y).

ReSeni:

7 uvedené rovnice je vidét, 7e kiivka je soumérna podle obou soufadnych os.

Pro snadn&jsi vySetfovani pribéhu dané kfivky se pokusime O zavedeni polarnich

soufadnic.
X=rcosQ
y=rsing

Po dosazeni za x a y dostdvame
(r2 cos® @ +r’sin’ (p)z —a’(rrcos’ o1 sin’ ).
Po tprave

4 = g’r* cos2p

r2 =a’ cos2p

r = a4/cos 20.

Pro uréeni defini¢niho oboru vyfesime rovnici:

cos2¢p >0 adostavame

-3 2

Vzhledem k soumérnosti podle obou soufadnych os bude stadit, omezime-li se jen na

interval [ = <0;§->.

Po dosazeni do parametrickych rovnic dostavame:

X = a+/COS 2¢ COS P
y = a,/cos2¢ sin @.

3=




Nejprve uréime nulové body derivace x(¢):

. sin 2¢ cos @ + cos 2@ sin @ sin 3¢
i(p)=—a =-a =0
@) ( @s 20 \Jcos2¢
—asin3¢ =0

sin3p =0

(p=0+k-73£,keZ.

Vypogitame prvni a druhou derivaci. Pro jeji vypodet potfebujeme ur€it

2cos @ +cosS@

Hpp==e (,/cos 2¢)3

cos3¢

np)=T—— 2

T 2sin @ +sin 3¢
yp)=-a (r)szqo),

Pro prvni derivace podle véty 1.3.1 dostavame

d_l _ acos3p4/cos2g -
dx Jc?s 2¢asin 3@

pro druhou derivaci:

d’y _ (2 sin @ + sin 5¢)sin 3¢ + (2cosg +cos 5¢)cos3p __ 3,/cos2¢p

dx’ — ayJcos2¢ sin’ 3¢ asin’ 3¢
Nyni vypo&itdme nulove body prvni derivace:
dy
— =—cotg3p=0
pro g9
g
6 3

Do intervalu <O;%> spada pouze hodnota ¢7=%. Druh4 derivace v tomto bodé¢ je

zaporna, kfivka zde ma své lokalni maximum.

Prvni derivace je v intervalu <0;%> kladna, kiivka je tedy rostouci.

V intervalu <% ,%> je zaporna, kfivka je klesajici.
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Druha derivace neni v intervalu <O; Z> nikdy rovna nule, neexistuje tedy Zadny inflexni

bod.
Pro sestrojeni grafu ur¢ime hodnoty v n€kterych bodech:
=0 X y=0
¢=% x=0,6la y=0,35a
7
= — X = O - O
@ 4 y

Vzhledem k soumérnosti kfivky podle obou soufadnych os dostavame celou kfivku

(obr. 1.4.3).

Obr. 1.4.3: Bernoulliova lemniskata

Dal3i skupinou kfivek jsou spiraly. Jsou definovany jako trajektorie bodu, které
se pohybuji po pfimce podle daného pravidla, zatimco piimka rotuje konstantni
rychlosti kolem daného pevného bodu. Pro kiivky tohoto druhu je t€Z vyhodné vyuzit
polarni soufadnice. V nasledujicim piikladu vySetiime priibéh jedné ze spirdl, a to

Archimédovy spiraly.
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Priklad 1.4.3

VySsetiete prub¢h kiivky, kterd je v polarnich soufadnicich dana rovnici
r(p)=kp, kde ¢pe (O;+oo) a k>0 je konstanta.

ReSeni:

Nejprve vyjadiime soufadnice x, y pomoci polarnich soufadnic.

x =kgcose,

y=k@sing.

D(K)= <0;+oo)

Pro zjednoduSeni si zvolime parametr £ =1.

Daéle vypocditame derivace:

xX(p) =cosp—g@sing,

y(@p) =sin@ + @ cos .

Nyni mizZeme urcit nulové body derivace x(¢):

cosp—@sing =0

@ =cotg g
. x/gﬂ' 127 41z
= 2 i ,atd.
2 11~ 20

Nelze urcit vSechny nulové body derivace x(¢), je jich nekoneén& mnoho. Pro
zjednoduSeni se omezime na interval <0;27£>. Tento interval se ndm rozpadne na tfi

Casti:

1 =(o 37\ _(Br 1w\ 2z
2 2 11 11

Nyni uréime zbyvajici derivace:
X(p)=-2sinp—-gpcosgp,

Y(p) =sing +pcos g,

V(p)=2cosp—g@sing.

Vypocitame prvni derivaci a ur¢ime jeji nulové body:

dy _sing+gcosp ~0
dx cosp—g@sing

3%



sing+@cosp =0
Cler 397

T 25725

V t&chto bodech ma kiivka lokdlni extrémy, v prviim pripadé lokalni maximum, ve
druhém lokalni minimum.
Druhé derivace a jeji nulové body jsou:

d’y _ (2cosqo —@sin qo)(COS(p —@sin (p)— (— 2sing — gocosgo)(sin(o + qz)COS(p) _

ax’ (cosp—psin (/))3

2
e ZEE
(cosp —@sin )

2+¢>=0
Tato rovnice nema v R feSeni, neexistuji tedy inflexni body.

Nyni vySetiime kfivku v jednotlivych intervalech. Pro uréeni monotonie se nam interval

I a ly rozpada na dalsi 2 intervaly, vzhledem k tomu, Ze v téchto intervalech ma

Kk¥ivka lokalni extrémy. Monotonii uréime podle nasledujici tabulky.

’ O.\/Eﬂ Jr 167\ | (167 127\ | [127 39m\ | [397 o,
2 2 25 5% " 11 11° 25 257
le + = + - +
dx
2
£ + - 5 4 &
dx
monotonie
rostouci klesajici rostouci klesajici rostouci
konvexnost
konvexni konkavni konkéavni konvexni konvexni
konkavnost

Nyni jiz miZzeme sestrojit graf zadané kfivky (obr. 1.4.4).
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Obr. 1.4.4: Archimédova spirala
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2. Délka rovinné krivky

V této kapitole rozebereme problematiku délky rovinné kfivky a na piikladech
ukazeme jeji vypodet. Uvedeme zde definice a véty, které budeme v pfikladech

pouZivat.

Definice 2.1 - Kfivka

Necht’ f je spojita funkce na intervalu <a,b> , a<b . Rekneme, e kiivka uréena funkci f
na intervalu <a,b> je mnozina C (a,b, f ), pro kterou plati:

C (a.b,f)= {[x,y]e RxR:xe(a,b>/\y=f(x)}.

Definice 2.2 — Déleni intervalu (a,b)
Kone&nou posloupnost bodii {x,. }:;0 nazveme délenim intervalu <a,b> jestlize plati:
X, =g % =h; (Vi=0,..0)i% 2%,

Tuto posloupnost zna¢ime D.

Definice 2.3 — Délka lomené ¢ary

Necht' D je déleni intervalu (a,b) s délicimi body {x, {",. MnoZinu L(D, f) ozna&ime

jako délku lomené ¢ary urCené body [x,. s (x,)],”=0 a délenim D.

Definice 2.4 — Délka rovinné k¥ivky na intervalu (a,b)
Necht” D je libovolné déleni intervalu <a,b>. Jestlize mnozina ¢isel L(D, f) je shora
omezena, fikame, ze kiivka C (a,b, ¥ ) ma kone¢nou délku a délku L(a,b, f) této

kfivky nazyvame ¢islo sup{L(D, f), D je libovolné déleni intervalu (a,b> }
Poznémka 2.1:

Existuje kiivka, ktera je grafem funkce spojit¢ na omezeném intervalu. Tato k¥ivka

nema kone¢nou délku (piiklad 2.1).
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Priklad 2.1

Mé&jme 2 posloupnosti bodi

4, & D80

Uréete délku lomené ¢ary dané body B,Ays 4, Byseees AyuBoyir s

Reseni:

Tato lomena &ara je na intervalu (0,1> Spojita.

Oznaéme L, délku lomen¢ cary B 4,, 4,B;. L, délku lomené &ary B;A4,,A,B;, s By
(obr. 2.1)

L, je veétsineZ délka kolmice 4,B,.

L >|AzBZ|=2%=1,

analogicky plati pro dalsi ¢leny posloupnosti

L, >—1—,L3 >l,...,L,, >l.
3 4 n

Pro délku lomené ¢ary plati

L=L+L,+..+ L,
: 1 1 , N— ; o :
Oznaéme S, =1+ > & 3 +..+—. Daleplati L>S,.Posloupnost soutd S, ma nevlastni
n

limitu + .
Z vy$e uvedeného vyplyva, Ze posloupnost délek lomenych ¢ar neni shora omezena a

nemé tedy kone¢nou délku.

3.




Pro odvozeni délky kfivky se muZeme opfit o fyzikalni predstavu kiivky.
7 tohoto pohledu je to trajektorie bodu, ktery se pohybuje v &ase, ktery je dén
intervalem (a,b).

Tento &asovy interval rozdélime na kousky o velikosti dt. Kazdy takovy
gasovy podinterval urSuje kousek kfivky. Budeme piedpokladat, Ze diky své malé
velikosti jsou tyto kousky ptimé. J ejich velikost nalezneme pomoci Pythagorovy véty.

Uiij eme pitom substituci a dostavame

_ S JErdy = 'zf o} +yaf =

aproximovat integralem a dostavame tedy

t=b b

S X +y @) *dt = _Nx'(t)z +y'(0)}d.
t=a a

Po upraveé dostdvame

_Nx(t) +y' () dt_j 1+(y())

Podle véty o derivaci parametricky zadané funkce, kterou jsme uvedli v prvni kapitole,

1=

\/x () +y(t)* *dt , coz mizZeme

t=a

vime, Ze
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y_’(tl = f'(x) atedy dostavame
x'(®)

J' 1+(?’—8J dt = I\/1+(f’(x))2dx.

Z ptedchozich uvah pak dokazeme nasledujici vétu.

Véta 2.1 — Vypoéet délky rovinné krivky

Necht f je funkce spojitd na intervalu (a,b), f ma vlastni derivaci ve viech bodech

intervalu <a, b> vyjimkou kone¢ného poctu bodi.. Necht’ existuje Riemanniv integral

JV1+(f () d, pak

kiivka C (a,b, F ) ma kone¢nou délku

b

La,b, f(x)= [J1+(f () dx.

a

Ditikaz:
b
Ozna¢me [ = J'\/l+f’(x)2dx.

1= sup{L(D, f), D jelibovolné déleni intervalu <a, b> }

Nyni mame dokéazat:
1. L(D, f) <1 pro libovolné déleni D.
2 e, 3D I—-e< L(D* FE1,

D je libovolné déleni intervalu <a,b> . Nyni sestrojime déleni D, tak, Ze kazdy ¢aste¢ny
interval déleni D rozdé€lime na polovinu dal$im délicim bodem. Tak sestrojime az

déleni D, , které vznikne zjemnénim pfedchazejiciho déleni. Proto plati

KD N2 LD NEs2 KD, . T) (1)

-39.



Nyni dokaZeme, Ze

lim L(D,,)=1. 2)
Podle (1) plati

L(D, )< L(D,,f) pro kazdé m a tedy plati L(D, f)<lim L(D,, f) ( viz pozndmka)

=

L(D, f) < I pro libovolné déleni D . Tim je bod 1. dokazar.

Je —li £>0 jakékoliv &islo, nalezneme podle (2) takovy index m, Ze zjemnéné déleni
D, spliuje nerovnost I-¢< L(D,.f), kde D, = D*. Druha &ast nerovnosti je

dokazéna v 1.

Nyni zbyva dokazat rovnici (2).

Oznatme g(x) = m .

D, je déleni intervalu <a,b>,

LD, fi=hly ¥l  kde l,je  délka  useCky spojujici ~ body
[x 0, /()] [x.0(x) ]

1=, = %,0) + (FGx) = f(x,0)) )

Funkce f(x)je spojitd v kazdém intervalu <x_,_],x j> a ma vlastni derivaci v kazdém

vnitinim bod¢& intervalu <x e j>. Podle véty o prirGstku funkce existuje €islo ¢,
takové, ze plati:

fx)=fx) = fE)x —x.,), kde x,, <&, <x;.

Podle (3) plati

=G =2+ (FE (= x,0) =1+ (FE (x, = x,0) = 85, = %)

b
ProtoZze x,,<¢; <x,, g(x) ma Riemanntv integral Ig(x)dx= I a limv(D,)=0,
plati:

lim L(D,,. f) = jg(x)dx. C.B.D




Poznamka 2.2:

Existuje-li lima, aje-li a, < b pro viechna n > ny, plati, Ze lima, <b.

Poznamka 2.3:

Pro odvozeni délky rovinné kiivky v polarnich soufadnicich staci do pfedchoziho
vyrazu dosadit za x(?), y(t) vyrazy

x =r(@)coso,

y =r(g)sing.

Odtud pak dostdvime vyraz

b

[Vr @) +r(@)do.

a

Priklad 2.2
Odvod'te vzorec pro obvod kruznice pomoci délky kfivky.

Obr. 2.2: Kruznice

Vzhledem k soum&mosti podle osy x budeme poéitat pouze délku horniho oblouku

v prvnim kvadrantu, ktery ma rovnici
x2 4 y2 — r2
pro uprave

y=Art-x.

s:dlf] i




Vypocitame derivaci f”(x) a dostdvame
-x
2

i =

Vzhledem k tomu, Ze y’(x) nema v bodé [r,O] vlastni limitu a vzhledem k symetrii

podle pfimky y=x, omezime se na Ctvrtinu horniho oblouku v prvnim kvadrantu,

kterd bod [r,0] neobsahue.

obr. 2.3

Nyni uz miZeme vypoditat délku oblouku podle vzorce

b
L= [+ f(x)dx, kde a=o,b=%,

-X
.3 B
B w1
=rj . I—zdx, nyni pouzijeme
o VI =X 0 X
1-| =
r
dostaneme

1
1

-7 1 LA
=r I—dt = r[arcsin(t)]o‘/i =—
s V1= 4

D

/%

substituci [E SEin= rdt:l a



Nyni jsme vypocitali % délky kruznice, proto vysledek je$té vynasobime 8 a dostavame

vzorec O =27r.

Priklad 2.3

2 2 2
Vypoététe délku kiivky (asteroidy) o rovnici x3 +y3 =a?, kde a>0 je dané realné

&islo.
ReSeni:

Po upraveé dostaneme
2 2\
y=|a? —x3] , definiéni obor D =(-a,a).

K#ivka je osové soumérna podle osy xa y.

Nyni vypo&itame derivaci

3 2 2 % =3 &
f(x) =-2—(a3 —x3J (T)x3 >0 v intervalu (0,a).

Vzhledem k symetrii se omezime na &ast kiivky v prvnim kvadrantu pro x z intervalu

()
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Délka k¥ivky tedy bude

a 2 I =2
L=8 j\/;(cﬁ —x3)x3de=

8

a 2 i a 1 —_1
=8 IV1+a3x3 ~-1dx=8 Ia3x3dx=6a.

78 g
Délka k¥ivky (asteroidy) je 6a .

@l

Priklad 2.5
Vypoitéte délku jednoho oblouku kiivky (cykloidy) o rovnicich
x=r(t—sin(?)),

y=r(—cos(t))  te(027).r>0.

ReSeni:

Obr. 2.5
Pro ureni mezi vyfe$ime nejprve rovnici x= 0. Tato rovnice ma feSeni pro

x=2km,keZ.

Pro vypoget délky uréime derivace x(0), y(1):
x(t) =r(1—cos(?),

y(t) = rsin(?).

Délka k¥ivky bude

Al




2z

2 Jedinf) t
L= I P‘ (1-cos(t))” +r"* sin’()dt = 4r j—il—dt = 4r[— COS(E)] =8r.
0

0 0

Délka jednoho oblouku cykloidy je 8r.
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3. Krivkovy integral
V této kapitole se budeme zabyvat kiivkovym integralem 1. druhu. Nejprve

uvedeme n&které definice potiebné pro zavedeni kiivkového integralu.

Definice 3.1 — Oblouk v prostoru K

Necht existuje vektorova funkce g : (a, b) > R",a<b s témito vlastnostmi:
1. Funkce g=(g,8»8,) j€ SPOjitd v uzavieném intervalu (a,b) a ma spojité

derivace v otevieném intervalu (a,b).

2. Vie(ab)je & #0, i=12,...n.
3. Je-li 1,1, € (a,byat, # 1, pak g(t,) # 8(1,)-
Pak mnoZinu O={xeR”,x=g(t),te<a,b>} nazveme obloukem (nebo hladkym

obloukem) v R".

Vektorovou funkci g nazyvame parametrizaci oblouku O.

Definice 3.2 — K¥ivka v prostoru R"
Necht' 0,,0,....,0, jsou oblouky v prostoru R" s parametrizacemi
g, <ak,bk> — R",k=12,...,n s t€mito vlastnostmi:
1. 74dné t¥i oblouky nemaji spole¢ny bod.
2. Dva rizné oblouky se neprotinaji, nebo maji spole¢ny pouze nékteré ze svych
krajnich bodu.
3. Pro krajni body jednotlivych obloukt je g, (b)) = 81 (Ar)s k =1.2,.51m.

Pak mnoZinu K = U O, nazyvame kfivkou v R".

k=1
Parametrizace kfivky nazyvame mnoZinu g= {gl,gz,...,gn}, ktera se sklada

z jednotlivych parametrizaci obloukd tvoticich kiivku K.
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Piiklad 3.1

Urete, zda dané vektorova funkce uréuje kfivku.

a) g(f) = (rcost,rsint), t € (0,27).

Re¥eni:

Vidime, Ze se jedné o krunici se stfedem v po¢atku a polomérem r. Lze ji rozlozit na
dva oblouky a piislusnou parametrizaci upravit takto:

g,(t) = (rcost,rsint),t € (O, 7r>,

g,(t) = (rcost,rsint), 1 € (7,27).

b) g(¢) = (rcost,rsin2t),t e <O, §—27£> :

ReSeni:
Pokusime se danou mnoZinu rozlozit na oblouky. Ur¢ime funk¢éni hodnoty pro

r= % - g(t) = (0,0),

t= 37” — g(t) =(0,0).

Z téchto vysledkii miZeme usoudit, Ze se nejednd o kiivku, protoZe hodnoty pro

t=12r—,377Z splyvaji. Nelze tedy danou mnoZinu rozdélit na oblouky (odporuje

2. pozadavku v definici 4.2).

Definice 3.3 — K¥ivkovy integral 1. druhu po oblouku
Necht O je oblouk v R”, funkce g:(a,b) >R je jeho parametrizace. Necht

f:0— R" je funkce. Existuje-li Riemanntiv integral

b

[£@)g@)ar,
Pak toto ¢islo znaCime
[£ds= [fia@)]ew)dr
o a

a nazyvame ho kiivkovym integralem 1. druhu funkce f* po oblouku O.
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Poznamka 3.1:
Kiivkovy integral 1. druhu funkce f po oblouku O je definovan pomoci

jednorozmérného Riemannova integrélu, a proto pfejima jeho vlastnosti, z nichZ nékteré

uvedeme ve véteé 3.1.
Poznamka 3.2:

Vyraz ||¢(+)| definujeme jako

18] =@ OF + (@ OF +..+ (&) .

Priklad 3.2
Uréete hodnotu integralu I x?ds, kde O= {(x, y)eR*;y=Inx,xe (l,2>}.

o
ReSeni:
Nejprve zvolime vhodnou parametrizaci oblouku O a uréime g(¥).

Tedy
: 1
x=g(t)=t,y=g,(t)=Int;8(1) =(L;J¢o.

Nyni miZeme vypocitat hodnotu integralu

y 1
sz ds= jtz (1,—]
(0] 1 t
t* +1=u,2tdt = du

2 2 1
J‘t2,/1+l2dt= J.t\/t2+1dt=t=1 = y=2 = Tl gy
1 4 1 2 2 3

t=2 => u=>5

dt=

Priklad 3.3
Uréete hodnotu integralu ,‘-ﬁ ds, kde O je jeden zavit Sroubovice o rovnicich
X +y
o
X =¥ Cost
y =rsint,
z=rt, te <O,27r>, r>0.
ReSeni:
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Nejprve urCime g(¢) = (-7 sin#,7 cost,r) # 0. Nyni miZeme uréit hodnotu integralu.

Tedy

2 2z _2.,2 27 3727 3
I Z_ds= Ir 2 J(rsint)? +r2cost +ridt =ry2 .[tz ar=r2|L| 287 ﬁ
2Ry A 5 3, 3

3

Hodnota daného integralu je 8”[3 2 !
Véta 3.1 — Vlastnosti kiivkového integralu
Necht’ a,be R, f,g jsou funkce. Pak plati rovnost
j(af+bg)ds=aj'fds+bjgds, (1)
(0] (0} 0}

existuji-li vyrazy na pravé strané.

Necht' O,, O, jsou oblouky, jejich sjednoceni O =0, UO, je oblouk a jejich prinik
0, N O, obsahuje nejvyse krajni body obloukt O,, O, . Pak plati rovnost

Ifds= Ifds=_[fds+ffds, )

0,00,

Existuji-li vyrazy na pravé strang.

Dukaz:

Diikaz plyne ihned z nésledujicich vlastnosti Riemannova integralu:

b b
1. Necht' a <b, necht existuji integraly j Sf(xX)dx, I g(x)dx , pak existuje integral

b b b
[(fe+ @) dc= [f(x)dx + [gx)ax.

b
2. Necht a<b, ceR, necht -existuje I f(x), pak existuje integral

l]cf(x)dx =cl]f(x)dx.

<l =



b ¢
3. Necht' a<b<c, necht existuji integraly j f(x)dx, [f(x)dx, pak existuje
a b

integral ]'f(x) dx= []‘f(x) dx + ]f(x) dx.

Vlastnost (1) plyne ihned zbodt 1., 2. K ditkazu vlastnosti (2) poloZime rovnost

J’fds=]fds,
jfds:bjfds,

jfds=]fds.

0,
Nyni aplikujeme bod 3. na vyse uvedené rovnosti.

C.B.D.

Priklad 3.4

Urcete hodnotu integralu J.arctgf—ds, kde O je ¢ast Archimédovy spiraly, kterd ma
y
o

- e o - o y V4
v polarnich soufadnicich rovnici 7(¢) = ¢ a lei uvnitt kruhu o poloméru r < rh

ReSeni:
Nejprve parametrizujeme oblouk O. Vhodné bude pouZziti polarnich soufadnic
X =rcosp,y=rsing. Po dosazeni do rovnice oblouku 7(p) = @
dostaneme parametrizaci
8(9) = pcosg, g,(p) = psing,0<p <r.
Vypotteme derivace g,(¢)=cosg—sin P, 8,(p) =sinp+cosp. Vzhledem k tomu, Ze

O<p< —;5 ,Je arcig(tgp) = . Nyni jiz miZzeme uréit hodnotu integrélu, tedy

J. arctgl ds =
2 %
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= Iarctg(tgqo) Jcos? p—2pcos psing + p* sin® g +sin® g+ 2psin pcos p + p* cos’ p dg =
0

1472

. t =1+ ¢@? o g .
= [p\1+9%dp =lp=0 t=1 |= [Jrdr= L A
0 2 1 3 3
p=r t=l+r ;
3
A+r?)? +1

Hodnota daného integralu je tedy 3

Priklad 3.5

Uréete hodnotu integralu J.—z—l—z ds, kde O je oblouk s parametrickymi rovnicemi
ZE- Ly
g,(H)=¢' cost, g, (t)=e'sint, g, (t) =¢', 1 €(0,In2).
ReSeni:
Pro danou parametrizaci vypo¢itdme derivace
&,(t) =€’ (cost —sint), g,(t) = €' (sint +cost), &,(t) =e¢".

Uréime hodnotu integralu

1 1 T e D
!x2+y2 ds= 5“32' S \/e (cost —sint)® +e* (sint +cost) +e* dt =
In2 In2 In2
= I—127\/3e2’ dt = j-lz—,e'ﬁdt=ﬁHdt:ﬁ[—e"};”:ﬁ(—ln):ﬁ.
;e ge g2 2 2

Hodnota hledaného integrélu je g

Piiklad 3.6
Uréete hodnotu integralu I,/2 y ds, kde O je oblouk cykloidy o parametrickych
0

rovnicich g (f) = a(t —sint), g,(¢) = a(1 - cost), 1 € (0,27), a<O0.
Regeni:

Uréime derivace ¢,(t) =a(l—cost), g,(t)=asint. Vypoc¢itime hodnotu integralu

2z 2z
J‘@ ds = J’,/2a(l—cost)\/a2(l—cost)z +a’sin’t dt = J‘\/4a3(1—cost)2 A=
o 0 0

=Bl



2z 3
=2Ja* [\J(1-cost)” dr=2Va’ [t-sint|" = 4m?.
0

3
Hledany integral ma tedy hodnotu 47za?.

Definice 3.4 — K¥ivkovy integral 1. druhu po kfivce
Necht K= O, U0, U..uO, je kfivka v prostoru R", g je parametrizace ki¥ivky

K takova, ze g, :<ak,bk>——>R" je parametrizace oblouku O,, k =12,..r. Necht

f:K —> R" je dana funkce. Existuji-li integraly J' fds, k=12,..,r, pak ¢islo

Oy

jfds=2jfds

k=1 (o}

nazveme k¥ivkovym integralem 1. druhu funkce f po kiivce K.

Priklad 3.7

Urcete hodnotu integralu

[(x+ y)ds, kde K je obvod trojthelnika s vrcholy 4, =[0,0] 4, =[0,2]} 4, =[1,0].
K

ReSeni:

Kfivka K je uréena tfemi oblouky (obr. 3.1).

A

Obr. 3.1
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Nyni uréime parametrizace jednotlivych oblouki (ptimek).

g(0):x=0, y=2t, te(o)),
g,():ix=t,  y=2-2 1e{0)
g (:x=1-1, y=0,  te(0l)

Vypotteme g,(t),i=1,2,3:

£,(6)=(0.2), £, (N =(1-2), &®=(10).

Ur¢ime hodnotu integralu

j(x+y) ds = j(x+y) ds + j(x+y) ds + j(x+y) ds =
K o, 0; 0,

1 1 1 1
jztﬁdt+ j’z—tJ1+4dt+ jl-tﬁdt: j4t+(2-t)J§+(1—t)dt=
0 0 0 0
#] 5 35_5+35
0 2 .

t2
=22 +J5Qt——=)+t——
[ J5( 2) 2 2

2

5+3\/§

Hodnota daného integralu je 5

Piiklad 3.8

Ur&ete hodnotu integralu

j(x2 + y2 +z%)ds,
K

kde K je §roubovice o rovnicich
X =acost,

y =asint,

z2=01, 0<t<L2nm.

ReSeni:

Parametrizace $roubovice je g(f) = (acost, asint, bt), 0Lt <£27.

Nyni uréime g(r) = (—asint, acost, b), B()| = \/;2 sin?f +a’cos’t +b? =+Ja’ +b’.

-5




Uré&ime hodnotu integralu

2
j(x2 +y+27)ds= j'(a2 cos’t +atsin’ t+b7)a’ + b*dt =

K

27 2z 2 3 2r
Ja +b2( fa* +b2t2dt}=,/a2 +b2(a2 frar +’ jtzdt}=\/—azf+b—2 (az[t]g" +b2[£3—] ]:
0 0 0

0

0

Ja’ +b2(a227r +b’ 8—ﬂ3—)=—23l,/a2 +b? (3a2 +4b27'l'2)

3

Hodnota hledaného integralu je tedy

zg—,/az B b (3a2 + 4b2752).

Priklad 3.9

Urgete hodnotu integralu jxy ds, kde K je obvod obdélnika ABCD s vrcholy A=[0,0],

K
B=[0,2], C=[4,2], D=[4,0].
ReSeni:

Kfivka K je urena ¢tyfmi oblouky o parametrickych rovnicich
g):x=ty= 0,t€ (0,2>,

g,(0):x=2,y=1,1€(0.4),

g,(t):x=t,y=41¢€ (0,2),

g,():x=0,y=t,1€ (0,4).

Uréime derivace &(t) = (1.0), £:(0 = (0,1), £5(1) =(1,0), £,(1) = 0D

Nyni vypocteme hodnotu integralu
2

_[4t dt+4'[0 dt =
0

0

jxyds= j'xyds+ jxyds+ jxyds+ j‘xyds=2§0dt+]2tdt+
O 0, (oA 0 0

K 0,

_o+[r) + 2 f +0=16+8=24.

Hodnota hledaného integralu je tedy 24.
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Piiklad 3.10

Vypodtéte hodnotu integralu I x>+y? ds, kde K je kruznice o rovnici
K

x*+y*-2ax=0, a<0.

ReSeni:

Kruznici K parametrizujeme pomoci polarnich soutadnicx =rsing, y =rcos¢. Po
dosazeni dostavame r =2acos¢.

Dosadime-li do rovnic x =rsing, y = rcos¢@, dostdvame parametrizaci

g,(p) =2acos’ ¢, g,(p) = 2asinpcos .

Vypoéteme derivace g,(p)=-2asin2¢, ,(¢)=2acos 2¢. Nyni miZzeme ur¢it hodnotu

integralu
‘Nxz +ytds= I\/Za2 cos* @ +4a’ cos? psin’ (pJZdz sin? 2¢ +4a’ cos’ 2¢ do =
K 0

I\/16a4 cos’p dp=4a’ iﬂcos ¢ldg = 4a*[sin o2 + 4a2[— cos(¢ ——725} =8a’.
0 0 £
2

Ve vypoltu integralu jsme vyuzili toho, Ze |cos¢l=cos¢, v intervalu <O,—72£> a

. T, . w
|cos | =sin(p - —2—) v intervalu <—2—,7r> :

Hodnota daného integrélu je tedy 8a°.

Priklad 3.11

Uréete hodnotu integrélu _[z ds, kde K je kuZelova Sroubovice o rovnicich
K

X =tcost,

y =tsint,

z=t, te{0,).

ReSeni:

Pro danou parametrizaci vypocitime derivace

&,(t) =cost —tsint, g,(t) =sint +rcost, &,(1) = 1
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Uréime hodnotu integralu
u=2+t’

t 1
Iz ds'= It \@:ost—tsint)2 +(sint +tcost)’ +1 dt= It\/2+t2dt =t=0>u=2
° ’ t=t,>u=2+1

K
242 3 2+ 3 3

=t I u du=lz B* - (2+t§)5—22 L
. : 3

3 3
Hledany integral ma tedy hodnotu %':(2 +12 )5 -22 }
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Priklad 4.3

Vypoctéte délku ¢asti kiivky (Sroubovice) zadané rovnicemi

x(t) = acos(t),

y(t) = asin(t),

z(r) = bt, 0<t<2x

od bodu [4,0,0] do bodu [a,0,2b7].

ReSeni

Pro vypodet nejprve uréime meze. VyfeSime tedy rovnice acos(t) =a,bt =2brx.
Z téchto rovnic dostavame ¢ = 0 (dolni mez) a ¢ = 2z (horni mez).

Nyni uréime derivace

x(t) = —asin(¢),

() = acos(t),
() =b.

Derivace jsou definované a spojité na intervalu (0,27) .

Pro délku Sroubovice dostaneme

2z 2z 2r
jJaz sin?(¢) + a* cos* () + b2 dt = Naz +b'dt=a’ +b* (ldt=+a’ +b*[1}" =
0 0 0

2a® + b2,

Délka Sroubovice je 27va’ +b°.
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Zaver

Pokusili jsme s€ nastinit problematiku rovinné kiivky a jeji délky. Tlustrovali
jsme na prikladech vysetfovani grafil zajimavych kfivek pro ruzné zpusoby zadani a
vypodet jejich délky. Na téchto piikladech jsme take ukazali, e nekteré zpusoby zadani
kiivky jsou 2 hlediska vy3etfovani grafil vyhodn&jsi. Jedna se napfiklad o zavedeni
polarnich soufadnic, které nam velmi usnadni préaci. Opteli jsme se pfitom 0 zakladni
poznatky Z matematické analyzy, které se tykaji predevsim vySetfovani graft funkci.
Tato problematika je viak velice rozsahla, proto jsme 2de uvedli jen zakladni definice a
véty. Ostatni 1ze nalézt v nekteré Z publikaci uvedenych v seznamu pouzité literatury.
V zavéru jsme s€ zaméfili na téma Kkfivkového integralu a na ptikladech jsme ukazali
jeho vypocet. Kiivkovy integral ma Siroké uplatnéni predevsim ve fyzice. Z hlediska
matematické analyzy jsme vybrali jednu Z mnoha aplikaci, jenZ se tyka deélky
prostorove k¥ivky.

Ctenat zde dostava komplexn€jsi pohled na téma ktivek a jejich vlastnosti.
Doufam, Ze tato prace pomuze zdjemcim o toto téma k lepsimu poznani a pochopeni

dané problematiky.
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