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Vétsina lidi ma se studiem matematické analyzy asociovano studium funkei a jejich
vlastnosti, protoze matematicka analyza se soustfedi pfedevsim na tuto problematiku.
Jednd se o velmi rozsahly védni obor, ktery nemiize obsahnout ani studium na vysoké
skole. A proto je tato prace rozitenim znalosti nabytych pfi absolvovani

matematickych oborii a zabyva se pravé studiem funkci.

Funkce, jez vznikaji skladanim a prostfednictvim aritmetickych operaci, jsou
nejast&ji se vyskytujici funkce v matematické analyze, a proto se zaméfime na studium
jedné ztéchto kategorii, kterou jsou pravé slozené funkce. Samoziejmé nejdfive
budeme muset slozené funkce definovat a poté se zaméfime na témata s nimi spojena,

jako jsou limity, derivace a integrace slozenych funkci.

Ke kazdému tématu uvedeme definice, véty a k nim pfislusné dikazy. Problematiku
procvi¢ime na vhodnych prikladech. Studium matematické analyzy podpofime
i grafickou informaci, a proto se u nékterych piikladi vyskytnou i grafy, které byly
vytvofeny v matematickém softwaru Cabri Il Plus. Pro funkce obecné, tzn. nejen
pro funkce slozené, je dobré umét je nakreslit nebo umét pro tuto Cinnost vyuzit
n&jakého softwaru. Existuje cela fada programi, které slouzi jako didakticka pomicka
pfi studiu i vyuce grafit matematickych funkci. Pokud nemame k dispozici Cabri II Plus,
Ize vyuzit programu, ktery je na internetu k dispozici ke stazeni zcela zdarma. Lze ho

stahnout ze serveru www.slunecnice.cz pod oznacenim Funkce 2.01.

Terminologii, kterou uzivame, piejimame predevsim z literatury [1], [2] a [3].
A nyni uz jen nékolik moudrych slov, jejichz autorem je Brahmagupta:
.. Jako slunce zastinuje hvezdy svym jasem,
tak i vzdélany ¢lovék miiZe zastinit slavu druhych lidi,
bude-li predkladat matematické ulohy,

a dosdhne jesté vic, bude-li je Fesit. “



REALNE FUNKCE JEDNE PROMENNE

1. DEFINICE SLOZENE FUNKCE

Abychom se mohli za¢it zabyvat problematikou sloZenych funkci, musime si je

nejprve definovat.

Definice 1.1: Necht' jsou dany funkce f,g. Funkci /4 takovou, pro kterou plati

D, = {x € Dg,g(x)e D, },h(x)z f(g(x)), nazyvame slozenou funkci z f,g;(g ° f)

g je vnitrni funkce, f je vnéjsi funkce.

Uvédoméni si vnitini a vné&jsi funkce u slozené funkce a definiéniho oboru jak
sloZené, tak i vnitini, resp. vn&j$i funkce je zakladnim stavebnim kamenem pro studium

dalsich kapitol.

Priklad 1.1: Urcete vn&j§i a wnitini funkci f,g zadané slozené funkce

h:h(x)= f(g(x)).

h:y=f(g(x)
bl
' x+2

ReSeni: h

l.moznost: g:y=x+1

e ]x+])
.y_x+1+1
oy
s =

x+1

2. moZnost: g:y=x+2

1 o . P INe M v , rr v 7 v - 0 v . v ; ,
) Z prikladu 1.1 je vidét, Ze feSeni neni jednoznaéné. Jedna slozena funkce mize vzniknout sloZenim celé

tfady dvojic (trojic, &tvefic, ...) funkei.




Priklad 1.2: Uréete vnéjsi funkei f zadané slozené funkce heh(x)=f (g(x)), pokud

znéte vnitini funkei g.
h(x)= f(g(x))

x+3\/;+1
x:+x+1

glx)=+x
Reseni:’)
(\/;)2 + 3(&)+1
() + () +1

x> +3x+1

fe)==a

x'+x? +1

h(x) =

h(x) =

Piiklad 1.3: Vypostéte f(x), je-li f(x+1)=x" —3x+2.
Reseni:’)
Flx+1)=x’ —3x+2=(x—2)(x-1)=(x+1—3)(x+1—2)

Fx)=(x=3)x—2)=x" —5x+6

%) Pokud mame pro slozenou funkci A: h(x)= ]‘(g(x)) nalézt vn&jdi (resp. vnitini) funkci pfi zadané
vniténi (resp. vngjsi) funkei, je fedeni jednoznacng.

%) Zadani ptikladu 1.3 je ckvivalentni k zadani typu: ,Najdéte vnéj§i funkci f ke slozené funkci

h:h(x)= f(g(x)). pokud znite vnitin funkei g

= W




PFiklad 1.4: Vypodtéte f(x), je-li f(x + l) =x’+ g Qxl = 2).
X

ReSeni:*)

f(x e %) =x’ + ;12— =(x) + 2(x{%) + GI - 2(x(éj = (x e

7=+ -2(3)

P¥iklad 1.5: Vypoitéte f(x), je-li f(lj =x+1+x%,(x>0).
X

Reseni:
2
1+‘/(l) +1
f(l =x+Vl+x> =x 1+‘/L+l . -
X x2 l
X

flx)= v’ +1

X

Priklad 1.6: Vypodtete f(x), je-li f(—x—]) =x°.
X+

ReSenti:

*) Uziti vztahu (@ +b)’ =a® +2ab+b*.




Pfiklad 1.7: UrCete vnitini funkci g zadané slozené funkce /:h(x)= f(g(x)). pokud

znate vnéjsi funkei f .
h(x)=/(g(x))

)b+

h(x =

x+1

'x+l]

flx)=
ReSeni:

[G+D)+1

G+

glx)=x+1

)=

Piiklad 1.8: Urcete vnitini funkci g zadané slozené funkce %:h(x)= f(g(x)), pokud

znate vnejsi funkci f.

h(x)= f(g(x))

Inx?
)=
(x) &% ]

f(x)z In(x +1)



Reseni:’)

)= ln((x;—_11)+ 1)

glx)=x* -1

Piklad 1.9: Urcete defini¢ni obor funkce /: A(x)=3x— x>, viz obrazek 1.1.

Ix=x

Obrizek 1.1:

Reseni:

Hg()="Bx-x
f)=y=D,={yeRy=0}
glx)=3x-x'=D, =R

y20<:>g(x)20<:>3x—x320<:>x(3—x2)20

%) Zalezi na potadi skladéni jednotlivych funkci:
g:g(x)=2x-1. f: f(x)=x"
h: flg()=Qx~1), by :g(f(x))=2x" -1

w11 &




xE(—OO;—\@
D, = 0:-3) U (0:3)

Defini¢ni obor slozené funkce /4 vznikne priinikem defini¢niho oboru vnitini funkce

g a intervalu, ktery vznikne, kdyZ obor hodnot vnitini funkce g padne do defini¢niho

oboru vnéjsi funkce f .

Priklad 1.10: Urcete defini¢ni obor funkce /4 : i(x) = 1og(sin(§n :
ReSeni:

h(x)= f(g(k(x)) k(x)= g;g(y) =sin y; f(z)=log z

k(x)=§3 D, =R-{0}

g(y)=siny:> D, =R

f(z) =logz=>D, = (0; oo)

=11



(x:#O)A(Sin%>0)

7 e Qkm:2k+1)z)keZ
X

2r <X <k+1)r | sh<tabit o]t <xe—| pro k%0
X x 2k+1 2k

pro k=0 (0<l<l]©x>l
-

D,,=( 1 l);prokeZ—{O}

TR

D, =(1:0); prok =0

Priklad 1.11: Uréete definiéni obor funkce A : h(x)= arcsin ]2x
+x

Reseni:
h(x)= f(g(x))

2x
LT e
g(x) —=D, -1

f(y)= arcsiny= D, = <— l;1>

(x¢—1)/\(—13—2x—31)

1+ x

=

(= -1)A (Z}Xi < [l 4 x])

a) xe(—oo;—l)
—2x<—(1+x)
x>1
x=0

s T




b) xe(-10)

-2x<I1+x

Dh = <_l;l>
3

Piiklad 1.12: Urdete defini¢ni obor funkce /: h(x) = log[cos(log x)).
ReSeni:

h(x)= f(g(k(x))) k(x)=logx; g(y) = cos y; f(z) = log z

k(x)=logx = D, =(0;)

g(y)= cosy=D, =R

flz)=logz= D, = (0;0)

=l s Gsloosllogal s Fes ((x s o)A(logx : (2"2‘1 - 2"2“ ﬂ}k : zj]

2k-1 2k+1
:(2k2 17r<|ogx<2k2+lJ:(10 2 2x<l0 ? ]

«19 =



Piiklad 1.13: Urcete defini¢ni obor funkce 4 : h(x)=log, log, log, x
ReSeni:

h(x)= 1 (g(k(x)): k(x) = log, x:g(y)=log; y: /()= log, =
D,=D,=D, =(0;)

= ((x>0) A (log, x> 0) A (log, log, x> 0))=> ((x > 0) A (x> 1) A (log, x> 1))=
S((x>0)A(x>1)A(x>4)= (x>4)

D, = (4;0)

Priklad 1.14: Urete definiéni obor funkce /4 : h(x)=4/log tan x .
ReSeni:

h(x)= £ (g(k(x)) k(x)= tan x; g(v) = log y; f(z) ==
k(x)=tanx= D, =R—{—’25+kn,kez}

g(y)=logy= D, =(0;0)

f)=¥z=D, =(0;)

(x;t +kr,keZ |A(tanx > 0)A(logtan x> 0)

(x;& +kmkeZ /\(tanx>0)/\(tanx21)

(xi +krkeZ |A(tanx>1)
X€ £+k7r;£+k7r],keZ
4 2

D,= <1+kn;f+kn),k eZ
4 2

-14 -



Na predchozich prikladech je vidét, ze pfi zjistovani defini¢niho oboru funkei se
nejéastéji zaméfujeme na stanoveni podminek, jako napf. jmenovatel je nenulovy,
pod odmocninou je nezaporny vyraz, v argumentu logaritmu je kladny vyraz, nebo
omezujeme definicni obor u nekterych cyklometrickych funkci, jelikoz nejsou
definovany na celém R. Aleu slozenych funkci musime dat jesté pozor na to, aby obor

hodnot vniténi funkce splioval podminky pro defini¢ni obor funkce vnéjsi.

Priklad 1.15: Zapiste jeden z moznych postupt, jak ziskat funkei y Z funkci, které jsou

zékladnimi elementarnimi funkcemi, pomoci znalosti operaci s funkcemi.

2
2 arctan” x

arcsinlsin® x

- , viz obrazek 1.2.
arccos|cos” X

a.x":’tan2 b3

arcsin'sin® x!
arccc;s‘c::ns2 x!

Obrazek 1.2:
Reseni:
. = g(t) ,-, w7 .. » qv7 I3 .7 7
Funkce y je ve tvaru y—[f(x)] . Vyjadiime ji nejdiive pomoci exponenmalm

¥ & () 7 . v s ¥ .
funkce ve forme [f(x)F =e"V @Y Z peens() - tedy vnaSem pfipadé je
arctan” x m’%___)]ar?sin s‘in sz

Nami uzité zakladni elementarni funkce jsou cos, sin, arccos, arcsin, In, arctan,

y=e

kvadratické a exponencialni funkce. UZijeme operaci skladani, soucinu a podilu funkci.
Skladani funkei: B = cosx vnitfni funkce, z= [ vnéjsi funkce

Skladani funkei: z =cos’ x vnitini funkce, w, =arccosz vnéjsi funkce

Skladani funkci: @ =sinx vnitini funkce, £ = o’ vnéjsi funkce

-15-




Skladani funkef: 7 =sin® x vnitini funkce, w, = arcsin¢ vné€jsi funkce

’ ’ 8 . W,
Podil funkci: w, = arccos(cosZ x), W, = arcsm(smz x), w=—1
w7

. )
o , arcsin(sin x) o
Skladani funkci: w= 7y Vnitini funkee, u, = Inw vnéjsi funkce
arccosl\cos’ x

Skladani funkei: v = arctan x vnitinj funkce, u, =v* vngjsi funkce

" i arcsin(sin? x) )
Soucin funkei: u, =In 7 ) i =arctan” x, u=uy, .,
arccos{cos” x
arcsin(sin? x
Skladani funkci: u = arctan? xIn 5 Vnitini funkce, y =¢* vnéjsi funkce
arccos{cos’ x

Véta 1.1 (vlastnosti sloZenych funkci): Necht /. g jsou takové funkce, Ze go f =4

-

tji. g je vnitini funkce, £ je vnéjsi funkce a /4 je slozend funkce z f,g . Potom plati:

* Jsou-li f,g prosté = je funkce / také prosta.

* Maji-li funkce £, g stejny typ monotonie = funkce /4 Je rostouci.

* Maji-li funkce /. g rizny typ monotonie — funkce 4 je klesajici.
Dikaz 1.1:

Méme dokazat, ze /g jsou prosté = Je prosta.

Tzn. mame dokazat, ze Vx,x, € Dy, x, # x, = h(x, )= fleg(x, )# f(g(x2 )= h(x,).

& je prosta Vx,,x, e D ,x #x, = g(xl);é g(xz).

J Jeprostd Yg(x,) ¢(x,)e D, g(x )% g(x,) = f(g(x, )= f(g(x,).

Dokazeme napiiklad: g Jjerostouci, f je klesajici = £ je klesajici.

Tzn. mame dokazat, ze h:h(x)= f (g(x)) je klesajici

Vx,,x, €Dy, x <x, :>h(x,)=f(g(xl))>f(g(x2»=h(xz).

g Je rostouci v D, Vx,x, Slbx Exy :>g(x,)< g(xz).

-16 =




/ jekKlesajiciv D, Vg(x,).glx,)e D, g(x,) < g(x,)= f(g(x,))> f(glx, ).

Je ziejmé, Ze v dikazu jde pouze o zménu nerovnosti za symbolem implikace. Pokud
bude tedy funkce rostouci, nerovnost se nezméni, pokud bude funkcee klesajici, dojde ke
zmeéné nerovnosti. Proto se stadi omezit na pocet zmén nerovnosti. Pokud bude pocet
zmén sudy (f', g stejny typ monotonie), bude slozena funkee h rostouci, pokud bude

lichy (/. g rizny typ monotonie), bude funkce / klesajici.

PFiklad 1.16: M&jme slozenou funkci 4 th(x)=ax® +bx+c,a#0.

a) Dokazte, Ze funkce 4 neni prosta.
b) Vysetiete monotonii funkce /.
ﬁe§eni:6)

a) Kdy je funkce A prosta? Vx, X, €Dyx #x, = h(x, )= Sflglx,)= fg(x, )= h(x,)

b
x =l-—
2a
b =—1—é
a
X, # X,
2 2 2 2
h(x,):a(l—i) +b(1——b—)+c=a—b+é—+b—b +c=a+c—b—
2a 2a 4a 2a 4a

2 3 ) 2
h(x2)=a(—l—i) +b --1—i +c=a+b+b——b—b—+c=a+c—i—
2a 2a 4a 2a 4a

h(xx ) = h(xz)

Funkce / neni prosta.

°) Chceme-li dokazat, e funkce h:h(x)= F (g(x)) neni prosta, stadi najit jeden protipiiklad, kdy

definice prosté funkce neni splnéna.

17~




b)

0 ; > 4ac-b’
h(x)=ax2+bx+c:a(x2+éx)+c=a[x+—b—J —2—+c=a(x+-zé—j +L

a 2a 4a a 4a

h:h(x)= f(g(x)) g(x)=x+2—ba-;f(y)=ay2 +4ai;bz

g(x)=x+—21—);3Dg =R,Hg =R

%, 25, &% +—b—<x2 LI glx)< glx,)
2a 2a

g je rostouci.

4ac-b’
f)=a’+ =D, =R
4a
72
Hr:(4ac g ;oonroa>0
. 4a

_h2
H/,:(-oo;dfac 2 Jpr0a<0

da

Pro (a>0/\‘</yl,y2 >0),resp. (a<0/\‘v’yl,y2 <0)

, dac-b’ , dac-b’
y]<y2<:>a.yl * 4a <a.y2 £

= f(yl)< f(yz)
/ je rostouci na (0; oo), resp. (— oo;O).
Pro (a <0AVy,y, > O), resp. (a >0AVy,y, < O)

, 4ac—-b*

2 2 d4ac-b*
W<y, ea, + >ay, +

4a £ 4a

A f(yl)>f(,VZ)

f je klesajici na (0 oo), resp. (- oo;O).

Vnitini funkce g(x)z x+?- =y nam upravi Krajni meze intervalG pro monotonii
a

slozené funkce.

s R8s




- -b
Pro a>0 je h rostouci na (—ﬁ;oo ;pro a<0 na (—oo;——).
2a 2a

Pro a >0 je h klesajici na —oo;———b ;pro a<0 na (_—b—oo)
2a 2a

J neni na celém svém defini¢nim oboru ryze monoténni (ani monotonni).

Pokud mame dokazat, 7€ plati urcita vlastnost vychazejici Z néjaké vety, ovétime
jednoduse platnost piedpokladi a poté platnost zavéru, protoze Vetsina vét je ve tvaru
implikace. Véta by sice byla pravdiva i v ptipade, kdyby predpoklady spinény nebyly.
ale tim bychom s¢ 0 zavéru nic nedozvédeéli —a o ten nam jde predevsim. Pokud vsak
méame dokazat, ze n&jaka vlastnost neplati (napf. funkce neni prostd nebo monotonni),
pak staci najit jediny protipiiklad, ktery danou vlastnost nespliiuje, a tim je dikaz

proveden.

3xt + 20x* +33

priklad 1.17: Vygetiete monotonii funkce f.jeli f(x)= =
bl o

ReSeni:’)

()= 3x* +20x* +33 _ 3xt +6x° +9)+2x” +6 _ 3(x? +3 P12 +3)
S5x* +15 (x> +3) (x> +3)

2

T2V _3y+2,y#0; g ke)=o 4B

£(x)=g,(2. (0 &)= )4 : :

y=0< x? +3 =0, ale tato rovnice neni nikdy splnéna, proto vnitini funkce spliuje

podminku v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.
g(y)=3y+2:

y, <y, =3 z 3y, =3Iy +2<3y, +2=>g, )¢ rostouci.

& (x)=a" +3:

7 e v iy . e ; ’ . ’
) Pokud pii vysetrovani monotonie funkce piipustime rovnost, neni funkce ryze monotonni, ale pouze

monotonni.

-19 =




X <x, >x<x (x,x,>0)=>x +3<x? +3(x,,x,>0)=g, je  rostouci

na (0; 00) .

X 2% =2 s e <0)=x2+3>x2 +3(x,.x,<0)=>g, je klesajici

na (= ;0).

Funkce f je rostouci na (0;00), klesajici na (——oo;O) = funkce f neni ryze

monoténni (ani monoténni) na svém definiénim oboru.

5 20w



2. LIMITA SLOZENE FUNKCE

Pfi studiu limit se zabyvame chovanim funkce v né&jakém okoli ur¢itého bodu. Limita

slozené funkce v bodé ¢ nezavisi na tom, zda ¢ patfi ¢i nepatii do defini¢niho oboru

slozen¢ funkce. Limita je vlastnost funkce v okoli bodu ¢, a tedy, jak jiz bylo fe¢eno,
charakterizuje chovéani funkce v okoli daného bodu, z ¢ehoz plyne, Ze v okoli bodu

¢ musi byt slozena funkce definovana.

Véta 2.1 (o limité sloZzené funkce): Necht f.g jsou takové funkce. ze go f =h, tj. g

Je vnitini funkce, f je vnéjsi funkce a A Jje slozena funkce z 1, g .
e Necht existuje limita vnitini funkce g vbodé¢ ¢ a je rovna &islu b
(lim g(x)=5).
¢ Necht' vnékterém prstencovém & -okoli bodu ¢ je funkéni hodnota vnitini
funkce g v bod& x rizna od &isla 4 (36> 0;(vx e P, (c))(g(x);tb)).
e Necht' existuje limita vn&j$i funkce f vbodé b a je rovna &islu A
(lim /()= ).
Potom existuje limita sloZené funkce gof vbodé ¢ a je rovna &islu A
(lim f(g(x))=4).
Diikaz 2.1:
Z piedpokladii prepiseme obé limity podle definice limity:

lim /(v)= 4= (Vs> 003> 0)y e 2, (5)= £(») < U, (1))

v—ob
lim gx)=b= ((Vn > 0)3s, > 0)(x &2 ()= g(x)e U, (b)))

Volime £>0 a nalezneme k nému podle predpokladu Iirrbl f(y)= A n. K tomuto 7
nalezneme podle piedpokladu lim g(x)=5 0.

Volime &, = min(5,,5), aby funkéni hodnoty wvnitini funkce g padly do
prstencového 77-okoli bodu 4.

-21 -




Odtud plyne, ze

(x ep; (c):> (g(x)e U, (b)/\ g(x)# b):> g(x)e ik (5)3 f(g(x))e UE(A))=

=lim f(g(x))= 4.

x=c

Pi vypoctu limit sloZzenych funkci uzivame nékterych znamych limit:

lim In(l + x)
x—>0 X

=1,

P )
. e —1
lim =1,
x—0 X

limlog“(l+x)= 1 ca>0,a#1,

Ina

x—0 X

lima® =1,a>0,
x>0

X

a —

" |
lim =lhaa>0,
x—0 X

4
lim = 400
X—>+0 xX

>

i, 2% i,

X>+0  x

Priklad 2.1: Vypoététe lim

x—3 x_3

Inx—1In3 g

)

x—3

8 wri.ws 2 woein b et v .. . Inx—In3
) Zalezi na vhodné volbé vnitini funkce. Pfi vypoctu limity lim

X —

je vhodnou vnitini funkci

X
funkce g:glx)=——1 a kazda jina volba vnitini funkce je volbou nevhodnou. Jedna se tedy
g8 3

o cilené hledani vng&jsi a vniténi funkce, viz ptiklad 1.1.
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Reseni:’)

T E4 ln(i——lﬂj ln(%—l%—l]
limlnx—m3—hm 3 -l = il =
=3 x—3 =3 x—3 3 x—3 x—3 3 —{—1

3
ln(i—l+l)
. 3
=—lim——————7
3 x3 b 3
=~ -1
3
1) lim=-1=0
x—>33

2) §>0;(Vxe P (3){% -1# 0) splnéno

mUmm@+0=1

y—0 y

Pﬁkhle:meaaeﬁm(x+a).
o\ X —d

Reseni:'")
a) Pro a=0

liml* = lime™ = lime® =1
X0

X0 X0

% Uziti vztahu log, a —log, b=log, % :

xl ——— T P, 50 .
1% Uziti vztahu a” =e" " . Této upravy se uziva pii vypoctu limit velmi casto, a to v situaci, kdy se

neznama vyskytuje jak v zakladu, tak v exponentu.

=73 =




b) Pro a #0

lim lim ——
2a x—a x>e 24 x—>® =g
= = 2
=lime =2 =g e =e™
X—>0
. 2a
1) lim =0
X—>w x P a

2) 5> 0;(vx e P(S(oo)( - O) splnéno
x-a

y—=>0 y

oD .
Priklad 2.3: Vypodidte limity lim —>0 X +5mx—1

, viz obrazek 2.1.
V4 1 - i
Bt 28107 ¥ =380 % 1

2sin® x + sinx -1

2sin® x - 3sinx +1

Obrazek 2.1:
Reseni:

2sin’ x+sinx—1

.x_>~:_2sinZ x—3sinx+1
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1) limsinx = l
Hg P

2) 550 ( Vx e P, (%Jj(sin X # %) splnéno

3

(y—-J(VH) L

3) hm22y+\3y"l li@+:liw%=%=_3
¥ Yy - y+l )—’E(y—gj(y—l) )‘—»5)’_ _5

Piklad 2.4: Vypoététe limitu [im Y. S05% ~Vcosx

*—0 sin’ x
4 v I
ResSeni:

lim \/cosx—\/cosx —lim Losx) —(6\/COS.X)2 S

x—0 Sln X r—)O ] (_\/E)‘Z 12
1) lirrg%/cosx =]
2) 5> 0;(vxe P; (O)Xxﬁ/cosx # 1) splnéno

O G i (2o0) B (1)
ol [ =yl y*h+yﬂL— iy%ﬁ+yXHj/ﬁ ;7

-y’(1-y)

_IVIE?(l-f-y X]+y Xl y)(]+y+y‘):v—>‘ (l+y X]-l-y Xl+y+j 12

ax+b,
a,x+b

Priklad 2.5: Vypoététe limitu lim

X—> o0l

J (@, > 0.0, >0),

ReSeni:

. [ax+b Y
lim) ——L
= aE4tb,

-25.-




by ~b,
In| I+———=
@xthy ) (b=by )x

ax+b ) P s by aeh
B 1 . T ayx+b, . x+b,
a) P]‘(_) al=a2—"b1¢b2; hm i S N = hme ajx+b, :hme ayx+b, ==
Eiek), ot b2 X—>+o0 X—>+o0
In H_ﬁi
lim ayx+b, lim (8=, )x
*=> o b=b, x40 a)x+b, by—b,
e ax+b, —e a
. b -b
1) lim——2 =90
X—>+0 a]x + b2

- =
2) 5> 0;(Vx e Py (+ o) b‘—2¢0 . Vyraz =0 se rovnd nule pouze pro
ax+b, ax-+Bb;

b, = b,, ale podle piedpokladu je b, # b,. Podminka Je tedy splnéna.

3) lim M0+2) |

y—0 y
b) Pro a, =a,, b, =b,; lim 1" = lim "™ = lim e’ = |
X—>+0 x—>+w X—>+0
X
ab
192
b, =

X
. | ax+h .| a
) Prog »a,; lim|—t—L| =lim| L2 | - 40
san ¥ "L}

a,b
b = 5%
1
; a a o
lim ————=0; —L>1;pro a>1 je lim a* = 4.
x>+ a,x+ b2 a, X+

. ax+b ) .
d)Pro g <a,; lim[ 1| = lim| L+—=2 | -
x| @, X +b =il g, a,x+b
2 2 2 2 2

ab
p - 4%
!
: a a -
lim —=0; —L<1;pro a<lje lima*=0.
X—>+o0 a2x+b2 A Xton



g% L]
2

Priklad 2.6: Vypocététe limitu lim

x—1 x __1
Reseni:
x2- _
limé =1
x>l x _.1
1) limx>-1=0

x—1

2) 6> 0;(Vxe P, (l))(x2 -1 O), tzn. nalezneme & >0 tak, ze x’ —1#0 pro viechna
x,pronez 0< |x—1] <& . Vyraz x* —1 se rovna nule pouze pro x=1a x =—1. Je-li

tedy 0<.x—1l<2,jejisté x#1, x#—1,atedy x> —1# 0. Smime tedy volit 6 =2.

e’ —1

3) l‘l_r)‘l;)l E

=1

Véta 2.2 (o limité sloZzené funkce se spojitou vnéjsi funkci): Necht' f,g jsou takové
funkce, ze go f=h, tj. g je vnitini funkce, f je vné&jsi funkce a / je slozena
funkcez f.2.

e Necht vnéjsi funkce f je spojitd v bodé b .
e Necht' existuje limita vnitini funkce g vbodé ¢ a je rovna Cislu b

(limg(x)=b).

Potom existuje limita slozené funkce /4 v bodé ¢ a je rovna funkéni hodnoté vnéjsi

funkce f vbodé b (lim f(g(x))= /().

Diikaz 2.2:
Z predpokladl vime, Ze

lim /()= 1(0)= (ve > 0fan > 0y e U, (b) = /() e U. (1 ().

lxlgl glx)=p= ((Vry >0)34, > 0)(x =T} (c)=glx)e U, (b)))

=P



Volime &3>0 a nalezneme k nému podle piedpokladu lim 7 (v)=f(6) 7. K tomuto

» nalezneme podle predpokladu lim g(x)=b 6.

Odtud plyne, Ze
(e P, ()= £lo) e U, )= 7gle) < U, (76))= lim (el ().

Piiklad 2.7: Vypoctéte limitu lirrg f (g(x)) slozené funkce go f . je-li
y=g(x)=0;VxeR,

0, proy =0, . ,
¥ (y) - ¥ viz obrazek 2.2.
I, proy= 0,

0 prox=0

1prox=0

BT A S E— - S

Obriazek 2.2: I

ReSeni:

7(g(x))=1Vx e R, nebot g(x)=0;Vx e R, atedy lirr(} Flglx)=1

1) ling g(x)=0

2) 6> 0;(Vxe P, (0))0 = 0), coz neni splnéno pro zadné x.

3) lmg £(v)=0, atedy limita sloZen¢ funkce neni rovna limité vn&jsi.

Nesplnénim pfedpokladi véty 2.1 ztraci tato véta svoji platnost. NemiZzeme tedy

podle ni rozhodnout, zda funkce go f ma, ¢i nema limitu, a tudiz ani ur¢it hodnotu

pripadné limity.

=R




Piklad 2.8: Vypodtéte limitu ling I (g(x)) slozené funkce go f , kde

glx)= xsin—l— pro x#0, 2(0)=0, viz obrazek 2.3,
X

f(x)= {0, prox =0,

1, prox #0.

Obrazek 2.3:
ReSeni:
£ neni spojita v bodé 0, protoze lirrol flx)=1= f(0)=0, a proto nejsou splnény

piedpoklady vety 2.2.

. i TV T - ; ; .
lim xsin — = 0, jelikoZ vime, Ze limita soucinu nulové a omezené funkce je rovna s
x—0 X

. . 1 . o 1
Funkce x je nulova pro x — 0 a funkce sin— je omezend, tj. —1<sin— Z1.
X ¥

; . . 1

36 > 0;Vx € P,(0): xsml #0. xsml =0 je roven nule pro x= P ke Z—{O},
X x /4

a tedy nelze nalézt takové &, protoZe existuje v okoli bodu 0 nekone¢né mnoho bodi,

.
pro které plati xsin—= 0.
X

DS




Podle Heineho véty o limit¢ funkce mizeme zvolit posloupnosti bodd x, = —,
nr

2 . . %
Y, =7———, které spliuji podminky 0#x, >0, 0%y, —> 0, ale pro vSechna
@2n+)z

neN je glx,)=0 (limg(x,)=0). gly,)=1 (limg(y,)=1), tedy f(g(x,))=0
(lim f(g(x,))=0). fle(v,)=1 (lim f(g(y,))=1). a potom limita lim /(g(x))
sloZené funkce go f neexistuje.

Priklad 2.9: Vypoctéte limitu ling f(g(x)) slozené funkce go 7, kde

a) f(x)=sinx,

b) f(x)= = pro x =0, 7(0)=1, viz obrazek 2.4,
%

9 /()=""% pro x20, £(0)=0.
X

d flx)= =z pro x# 0, f(0) neni definovano
b

a ve viech ptipadech je g(x) = xsin S pro x #0, g(0)=0, viz obrazek 2.3.
x

Obrazek 2.4: |
ReSeni:
a) (podle véty 2.2)

/ je spojitd v kazdém bode¢, a tedy i v bodé 0.

=B =



: - 1 _
lmgxsm— =0, viz priklad 2.8.
x> X
Pfedpoklady jsou splnény, a proto existuje limita funkce go f pro x — 0, tj.

lim sin(xsin l) =0.
x—0 X
b) (podle véty 2.2)

J Jje spojita v kazdém bod¢ i v bodé 0, protoze f (O) =1alim22% =,

=0 x

lin(’)nxsin l =0, viz priklad 2.8.
x> X

Predpoklady jsou splnény, a proto existuje limita funkce go f (viz obrazek 2.5)

sin(xsin lj
Xl =]

pro x = 0,¢. lim ————==1.
=0 ysin—

X

17
sin(x sin -J
x

xXsin—

Obrazek 2.5:

¢) f neni spojita vbodé 0, protoze limSl—mﬁ:l:tf(()):O, a proto nejsou
x

x—0

spinény predpoklady véty 2.2.

lingxsin 1 =0, viz priklad 2.8.
X—> X

Nejsou splnény ani predpoklady véty 2.1, viz p¥iklad 2.8.

531



Podle Heineho definice limity funkce miizeme zvolit posloupnosti bodi

£ = 1 s Y, = ;, které spliiuji podminky 0#x, — 0, 0 y, =0, ale
nw (2n+ )z

pro viechna ne N je g(x,)=0 (limg(x,)=0), g(y,)=1 ( lim g(y,)=1),

tedy f(g(x,))=0 (lim £(g(x,))=0). f(g(y,))=sin1 ( lim £(g(y,))=sin1),

a potom limita lingf(g(x)) slozené funkce go f neexistuje.

d) / neni spojita vbodé 0, protoZe neni v bodé 0 definovand, a proto nejsou

splnény predpoklady véty 2.2.

lirlgxsinl =0, viz priklad 2.8.
x> X

Nejsou splnény ani pfedpoklady véty 2.1, viz priklad 2.8.

Slozena funkce go f opét limitu v bodé 0 nema, protoze neni definovana

v nekone¢né mnoha bodech x = ki’ keZ- {O} okoli bodu 0, a nesplfiuje tedy
v/4

nutnou podminku existence limity.
Priklad 2.10: Vypoététe limitu lingf (g(x)) slozené funkce gof, kde f(x)=xInx?

pro x#0, f(0)=aeR,viz obrazek 2.6, g(x)=xcosl pro x =0, g(0)=0.
X

xln x2

Obriazek 2.6:
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ReSeni:

a) Pro a=0: f jespojita v bod& 0, protoZe lim xIn x2=0= £(0).

2x

In x2 x2
i 2 _ i e — lim 2= = lim{-2x)= 1
ngx Inx Llﬂg 1 ng 1 Llrl’é( _x) 0 )

X xz

. . el B ; 1 2 " :
Vnitini funkce méa limitu lim g(x)=1m3xcos—=0 (limita sou¢inu nulové
x> x—

X

(x pro x—>0)a omezené (—1< c:osl <1) je rovna 0). Proto podle véty 2.2 ma
X

2
- 1 1 i
slozena funkce go f limitu lim (x cos—ln(x cos —) } =0, viz obrazek 2.7.
x—0 X b

[ 1 [ 1)2]
xcos—In| xcos—
i1 x

i
|
|
i

Obrazek 2.7:
b) Pro a#0: f neni spojitd v bod& 0, protoze 1irr(}xln x*=0#a= f(O), a proto

nejsou splnény predpoklady véty 2.2.

s i3 R g 1
Vnitini funkce ma limitu lmg g(x) = lmg xcos—=0.
x—> x—> b 3

'y Uziti L Hospitalova pravidla.
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35>0;VxeP§(0):xcosl¢0. xcosi:O je roven nule pro x=——-—,
z x 2k +1)r

kde ke Z. a tedy nelze nalézt takové &, protoze existuje v okoli bodu 0

g % 5 o 1
nekonec¢né mnoho bodd, pro které plati xcos—=0.
x

Podle Heineho definice limity funkce miiZzeme zvolit posloupnosti boda

s ¥, = —1——, které spliiuji podminky 0% x, >0, 0y —0,ale
/1

pro viechna ne N je g(x,)=0 ( limO glx,)=0), gy,)=1 ( limg g(y,)=1),
tedy f(glx,))=a#0 (lim f(g(x,))=a=0), flg(r,)=0 (lim £(s(»,)=0)

a potom limita lin;l K (g(x)) slozené funkce go f neexistuje.

Predpoklady véty 2.1, resp. 2.2 o limité slozené funkce jsou nezbytné. Jejich
nesplnénim véta ztraci platnost.
a vnéjsi funkce je v ni dal$i podstatny predpoklad. V druhém predpokladu véty 2.1

nesmime pripustit existenci posloupnosti {x,}, pro niz je c#x, »>c a g(xn)=b

pro vsechna n. Je to proto, ze podminka ling f (y)= A nema obecné nic spoleéného
vy

s f (b), takZe ze samotnych predpokladi (prvniho a druhého) nelze nic odvodit.
Na prikladech 2.7, 2.8 a 2.9¢), d) jsme ukazali, ze druha podminka véty 2.1 je opravdu

podstatna, tj. ze zbylé dvé podminky samy o sobé nezarucuji, ze lim f (g(x)) =A4.

Ve vété 2.2 je situace zcela odlisna, protoze b je bodem spojitosti funkce f, rovnost

g(xn ) =b (pro néktera nebo pro vSechna » ) nedini Zadné obtize.

Jak v teorii, tak i v po€etni praxi se Casto vyskytuji i jednostranné limity sloZzenych
funkei. Je proto dilezité védét, jak mame predpoklady véty 2.1, resp. 2.2 modifikovat,
abychom dostali pfislusna tvrzeni. Ve vété 2.1 miize byt bud c=zw (a limita je
ve skutecnosti pouze jednostranna), nebo ¢ € R, naceZ lze mluvit nejen o (oboustranné)
limité funkce g pro x — ¢, ale i o jednostrannych limitach pro x — ¢ +. Analogickych

pét pripadi mlze nastat pro limitu funkce f . Bylo by zna¢né neucelné povaZovat viech
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25 moznych kombinaci za 25 nezavislych tvrzeni a kazdé z nich vyslovit a dokazovat.
Protoze nevime, s€ kterymi z téchto pfipadl se v budoucnu setkame, nebylo by ani
léelné rozhodovat piedem, které z nich vyslovime a dokazeme a které ne.

Jedinym racionalnim pristupem K celému problému limity slozené funkce je pochopit
obecné ulohu druhé podminky véty 2.1, ktera ziejme koordinuje zbyvajici podminky.
Uplné pochopeni principli této koordinace je zarukou spravné formulace 1 aplikace

nejen kterékoli z 25 variant véty 2.1 o limité slozené funkee, ale i viech variant véty 2.2.

Je-li v prvnim predpokladu véty 2.1 pod znakem lim misto x = ¢ symbol x > ¢ +.

resp. X > ¢~ bude tyz symbol pod snakem lim i vtvrzeni a ve tfetim predpokladu

bude misto (oboustranného) prstencového okoli P; () jednostranné okoli P; (c), resp.
3 (c) ;

Je-li ve tietim piedpokladu véty 2.1 pod znakem lim misto y — b symbol y — b+,
resp. y >b—.je tfeba v druhé podmince misto g(x) # b predpokladat g(x) > b, resp.
g(x) <b (v prislusném prstencovém okoli bodu ¢ — bud oboustranném, nebo

jednostranném, jak jsme jiz fekli v predchozim odstavci). Podle téchto zasad lze

modifikovat vétu 2.1.

Ve vété 2.2, v niz je funkee f spojita v bod€ b, 74dna podminka prstencoveho okoli
neni. Nahradime-li v3ak oboustrannou spojitost spojitosti zprava, resp. zleva, je tieba
tuto podminku doplnit a predpokladat, Zze g(x)=h. resp. g(x)<h (v jistém

oboustranném, resp. jednostranném okoli bodu ¢ —Vviz prechazejici odstavce).
Spravné pochopeni pravé uvedenych zasad si mizete ovéFit na nasledujicim prikladu.
Priklad 2.11: Dokazte, je-li g(c Y)=beR, flb+)=AeRa existuje-li Py (c) tak, Ze
o(P7 (©) < (B,+0). je lim f(g(x))= 4.
ReSeni:
Z predpokladd vety 2.1 prepiseme ob¢ limity podle definice limity:

lim flp)=A=% (ve>0)an> Ny e P,y ()= f)el; (4))

"




lim glx)=b= (vn>0)36,> 0)fxe P ()= g(x)eU; ()

x—ct

Volime & >0 a nalezneme k nému podle predpokladu lil’})l f(y)=A4 n.Ktomuto 77
y—b+
nalezneme podle predpokladu lim g(x)=b 4,.
Volime 9, = min(J, .8), aby funkéni hodnoty vnitini funkce g padly do
jednostranného (pravého) prstencového n-okoli bodu b .

Odtud plyne, ze

(re P (0)= (e)eU; () n glx)> b)= g(x)e Py ()= f(e(x) e Us (4))=

= lim £(g(x))= 4.

Viéta 2.3 (o spojitosti sloZené funkece): Necht' go f je slozena funkce, kde [ je vnejsi

funkce a g je vnitini funkce. Necht’ vnitini funkce g je spojita v bodé a. Necht’
vngjéi funkee f je spojita v bodeé g(a). Potom sloZzena funkce f (g(x)) je spojita
vbodé a [lim f(g(x))=/ (g(a)))-

Diikaz 2.3:
Z predpokladd vime, 7e

g je spojita v bodé a = lim g(x)= gla),
£ je spojita v bodg gla)= lim ()= f(gla)).
y—gla

Z toho podle véty 2.2 plyne lim f(g(x)) = f(g(a)) :
i

Viéta 2.4 (o spojitosti sloZené funkce v otevieném intervalu): Necht' go f je slozena
funkce, kde f je vnéjsi funkce a g je vnitini funkce. Funkce g budiz spojita

v otevieném intervalu'?) (a;,B). Funkce f budiZz spojita v otevieném intervalu

12 . .
) Omezeném nebo neomezenem.
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(a;b). Pro kazdé x intervalu (cz; B) necht’ hodnota g(x) lezi vintervalu (a;b).

Potom funkce go f je spojita v intervalu (a: B).
Diikaz 2.4:")

Budiz x, libovolny bod intervalu (a;ﬂ). Tedy je g spojita v bodé x, a hodnota
g(xo) lezi podle predpokladu v (a;b), takze funkce f je spojita v bodé g(xo). Podle
véty 2.3 je tedy funkce go £ spojita v bode€ x; . Jelikoz x, byl libovolny bod intervalu

(a; ﬂ) ,je go f spojitav intervalu (@ ﬁ).

Piklad 2.12: Rozhodnéte, zda funkce In(x’ +1) je spojita v kazdém bode.
ReSeni:
Polozime z=Iny, y=x"+1, €&ili z=ln(x2 +1). Zde je y spojitou funkei x

v kazdém bodé a . Piislugna hodnota b = a® +1 je kladna, takze z je spojitou funkei y

v bodé b . Tedy je podle véty 2.3 z spojitou funkei x v kazdém bodé a.
Priklad 2.13: Rozhodnéte, zda funkce x* je spojita v kazdém bodé¢ a>0.
ReSeni:

& =) = e

Polozime z=e¢’, y=xInx, takze z= +* . Linearni funkce x je spojita v kazdém
bodé a logaritmicka funkce Inx je spojita v kazdém bodé a >0, atedy i funkce xInx
je spojita v kazdém bodé a>0. Funkce e’ je spojitd v kazdém bodé. Z toho plyne

podle véty 2.3, Ze z je spojitou funkei x v kazdém bodé a > 0.

2
X

Piiklad 2.14: Rozhodnéte, zda funkce . —— jespojita v kazdém bodé.

2¢" —1

13) Lze dokazat i pro uzavieny interval.
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ReSeni:

zZ —1 s 9 oo 7 v r W wr w ,
Polozime u = sl z=¢", y=x".Funkce x” je spojita v kazdém bodé. Prislusna
Z —

hodnota y je 0. Tedy prislusna hodnota z je 2e’=1. z je spojitou funkei y

: 1
v kazdém bod&. u je spojitou funkei z v kazdém bod&, vyjma bodu = Ale

o g . 1 5 ;
piislusna hodnota z je jiste >1, takze ta vyjimecna hodnota 5 nevadi, tedy je u

vskutku spojitou funkci x v kazdém bodé.

A pro€ se vlastné zabyvame otazkou limity a spojitosti slozené funkce? ProtoZe bez
t&chto znalosti se neobejdeme v nasledujicich kapitolach. Tézko bychom se mohli
zabyvat derivaci ¢i integrovanim funkce, kdybychom neméli k dispozici tyto nastroje.
V fadé vét se objevuji predpoklady spojitosti funkce a je tfeba nezapominat na né,
jelikoz, jak uz bylo feceno, bez spinéni predpokladd ztraci véta platnost. A nejde jen
o formalni spinéni predpokladu, ale o uvédoméni si divodd, pro¢ musi byt dana
vlastnost spinéna, coz byva pfi vlastnich vypoctech casto opomijeno a pravé toto je
zdrojem nejcastéjSich chyb. Casto bereme piedpoklady jen jako dalsi fakta

a nezamy3lime se nad jejich vyznamem.
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3. DERIVACE SLOZENE FUNKCE

S tématem derivace slozené funkce se setkdvame jiz na n&kterych stfednich Skolach,
ale ve vétsing pripadd nam unika vlastni vyznam a nedokazeme tyto znalosti aplikovat
v konkrétnich praktickych ptipadech. Derivace funkce v bodé je smérnici tecny dané
funkce v tomto bod&. co plati jak pro slozené funkee, tak pro viechny funkce obecné.
Je to pékna definice a jeji geometricky vyznam je snadno gitelny, ale k Gemu nam je tato
informace v praxi? Pokud neméame k dispozici tfeba i jednoduchy matematicky software
pro vykresleni grafu pfislusné funkce, pak si musime poradit sami. Metoda, pomoci
které dokazeme nakreslit graf fady funkci, se nazyva vysetfovani grafu funkce a v té se
velmi ¢asto uziva pravé derivace funkce, a to napiiklad pfi zjistovani extrému funkce,
protoze v takovém bodé je tecna rovnob&zna s osou x, a tedy smérnice, tj. derivace, je

zde nulova.

V této kapitole se budeme vétsinou zabyvat derivaci slozené funkce v daném bode,
kde vnitini i vn&j§i funkce maji v tomto bod¢ vlastni derivace, coZ pravé znamena, Ze
jsou zde spojité. Ale co se stane, kdyZ spojité nejsou nebo jsou spojité, ale i pfesto zde
vlastni derivace nemaji? V praxi se miize vyskytnout i pfipad, kdy vnitini, popf. vnéjsi
funkce nebo ob& maji v tomto bodé nevlastni derivaci nebo derivace viibec neexistuje.
Vypotitat derivace, tak jak se je uéime na stiedni $kole, neni problém. Jedné se vlastné
o rutinni dosazovani do vzorcii, takze jsme schopni derivovat jakoukoli funkci. OvSem
nesmime zapominat na jiz zmifiované predpoklady. Zde jiz neni feSeni tak jednoduché,
protoze vyzaduje jistou pocetni zbéhlost a pravé zamysleni nad tim, co plyne
z nesplnéni predpokladi. Rada vét je ve tvaru implikace, takze nesplnéni pfedpokladi

nam nesdéli vibec nic.
Véta 3.1: Necht go f je slozend funkce, kde f je vn&j§i funkce a g je vnitini funkce.
Necht funkce g maé vlastni derivaci v bodé x,. Necht funkce f ma vlastni derivaci

v bodé y, = g(x,). Potom mé funkece go f v bodé x, derivaci f ’(yo)g’(xo).m)

Yy Za y, dosadime do f '(yo) prislugnou hodnotu g(xo) a ziskdme rovnici ve tvaru
£(g(x))g (xo)-
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Dikaz 3.1:

Jde o limitu podilu f(glx, + h);—f(g(xo ) pro h— 0. Polozili jsme jiz 2, )= Ve

Polozme jesté A(h)=glx, + h)-glx,). t. glx, +h)=y, + A(h)."”) Jelikoz funkce

g ma vbodé x, vlastni derivaci, je g spojita vbodé x,, a tedy 4 je funkce spojita

vbodé h=0a A(0)=0.

Definujeme jesté funkci F takto: Pro k#0 klademe F (k)= S+ k}g = /() ,

pro k=0 pak polozme F(0)= f'(y,).") Je tedy f(y,+k)- f(y,)=kF(k), a to
i pro k=0 (protoze potom ob¢& strany rovnice f (y0 +k)—f (yo)z kF (k) jsou rovny

nule).

Podie F(k)=2 (y°+kk)_f (o) je lim F(k)= f'(v,)= F(0). takze funkee F je

spojita v bodé £k =0.
Ve vyrazu Slglo + h)}?—f (g(x,) ie glx,)=yy. glxo +h)=p, +Alh), takze
Gitatel ve vyrazu ma hodnotu f(y, +A(h))- f (y,) = A(R)F (4(h)). Dosadime-li za Ah)

Flele +m)- 1)
h

podle  A(h)= g(x, + h)—g(x,), vidime, 7e zlomek

pro h# 0 hodnotu

glx, +h2_g(x°)F(l(h)). Zde je 1,,1_1,13 g(x +h2_g(x°)=g'(x0).

A funkce A je vbodé h=0 spojitda a ma v ném hodnotu A(O): 0. Funkce F je pak
spojita v bodé k = 0. Tedy podle véty 2.3 je funkce Ao F spojita v bodé h =0, takze
podle véty o spojitosti funkce je gmg F(A(h)=F (A0)=F 0)=f '(v,). Tedy

glos £ 1)) 1 pogte g £ N8) ) pro >0 timits £)

= ﬂ(h) je oviem definovano pro hodnoty /1, pro néZ je definovano g(x0 + h).

S F (k) je ovéem definovano pro hodnoty k , pro néz je definovano f (yo + k).

=40 =




a F(A(r)) mé podle 1hi£r(}F(l(h))= F(4(0))= F(0)= f'(y,) limitu f'(y,), takZe podle

véty o limit¢ souinu ma vyraz g(x0+h}3 - g(xo) F(A(r)) neboli vyraz

f(g(xo + h))'f(g(xo))
h

pro A — 0 limitu f'(yo)g'(xo).

[m]

Véta 3.2: Necht' go f je slozena funkce, kde f je vngjsi funkce a g je vnitfni funkce.
Necht' funkce g ma derivaci v intervalu (a; 8)."") Necht' funkce f ma derivaci
vintervalu (a;0)."®) Necht' pro kazdé x intervalu (; B) hodnota funkce g lezi

v intervalu (a;b). Potom funkce go f mé v intervalu (a; B) derivaci f'(g(x))g'(x)-
Diikaz 3.2:")

Je-li x jakakoliv hodnota intervalu (a; ,8), existuje derivace g'(x) a hodnota
y = g(x) lezi v intervalu (a:b), takze funkce f ma derivaci v bodé y = g(x). Z véty
3.1 tedy plyne, Ze existuje v bodé x derivace funkce go f rovna &islu f '(g(x))g'(x).

m

Jak uZ jsme se zminili na zac¢4tku kapitoly, aplikace téchto dvou vét je jednoducha,
jen nesmime zapomenout na fakt, Ze jak vnitini, tak vn&jsi funkce musi mit derivaci
v pHisluném bod¢, resp. intervalu. Samoziejmé je také nutnd znalost zdkladnich
derivaci, které najdeme napiiklad v matematickych tabulkach.
Priklad 3.1: Naleznéte derivaci funkce ve™ +1.
ReSeni:

Polozime-li z = =e" +1, u=x", mame
y b y b b

'y To znamena, Ze funkce g ma derivaci v kazdém bod¢ intervalu (0{; ,3)
18 N . £ & r
) Intervaly (a 5 ﬂ) : (a, b) mohou byt i neomezené.

'9) Lze dokazat i pro uzavieny interval.
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1

2 1 |
e” +1) =———e"2x=— - - pro kazdé x e R.
( 2y 2e" +1 e’ +1

CoS———
Pi#iklad 3.2: Naleznéte derivaci funkce e ¥*!, viz obrazek 3.1.

COS-ﬂ
2 X
I i ] i
Obrazek 3.1: i
Reseni:
) . s s _
e(;osﬁ‘1 = o (— s X 1) x+1 (.x ]) & = 1 i it x—1 ,
x+1)  (x+1) (x+17  x+1
xe R-{-1}.

Piiklad 3.3: Naleznéte derivaci slozené funkce f(ax+b).

Reseni:

pokud

Casto se vyskytuje tento specialni pfipad véty 3.1: z = f(y), y=ax+b.Jsou-li a,

b konstanty a ma-li f vlastni derivaci v bodé y =ax+5b, ma slozena funkce vlastni

derivaci vbodé x, a to (f(ax+ b))’ =af'(ax+b) (ale f'(ax+ b) znamena hodnotu

funkce f' vbodé y pro y=ax+b). Tedy derivace funkce f (ax +b) se provede tak,

7e vynasobime derivaci vnéjsi funkce f v bodé y =ax+b konstantou a.
Napt'.:

’

(e3x—2> = 332

SAD =



) =

(sin(2x+ 1)), =2cos(2x+1)

2

TR | [
frein(2is 1) Qx+1)° +1

Priklad 3.4: Naleznéte derivace slozenych funkci:
a) In f(x)
b) f(x)"

ReSeni:

f(x)
f(x)

se nazyva

a) (In f (x)), = ‘—;%if)), pokud £'(x) existuje a f (x)>0. (Inf (x))’ =

logaritmicka derivace.

b) Funkci f (x)g(”) nelze derivovat jako mocninu, protoze mocnitel neni konstantni, ani
jako exponencialni funkci, protoZe zaklad neni konstantni. Véta 3.1 nam dava tuto

metodu: je-li f(x)>0 vjistém bod& x a existuji-li vtomto bodé vlastni derivace

k) '(x), g'(x), dostavame

( f(x)f‘"‘))' - (eg(x)nnf(x))' = 500 (g(x)In £(x)) =

_ sl it s st B
- 16 £ 6hin 6} 2 |.

Tedy funkci f(x)*") derivujeme tak, Ze ji nejprve upravime na tvar st/ () 20y

a poté derivujeme jako exponencialni funkci.

Predchozi dva priklady, tj. 3.3 a 3.4 nemaji slouZit jako vzorce pro pocitani

takovychto ptipadi, ale spiSe jako navod na zautomatizovani nékterych kroki, jako

Ina® blna

20y Uziti vztahu a” =™ =e

g3k




tieba v piikladu 3.4b), kde danou funkci musime upravit na exponencidlni funkci

o zakladu e, na coz by zacateCnik pravdépodobné hned nepfisel.

Nx+a—A+x+b
Jx+a+ x+b

Piiklad 3.5: Naleznéte derivaci funkce In

ReSeni:

lr]\/x+a—\/x+b _
Nx+a++x+b

\/x+b2 —\/x+a2 __\/x+a2 —«/x+b2
:le+a+J;+b Nx+avx+b Nx+avx+b
2Vx+a-x+b ( x+a+ x+b)2

b—a B -1

T (a-bWGtaletb) Jxta)x+h)

pro x>-b a a>b.Pro a<b by neméla

. Nx+ta-+x+b

funkce vlibec smysl, protoze musi platit, ze >0, tedy
x+a++x+b

Nx+a—-x+b>0,t. a>b.

Protoze derivovani této funkce je zdlouhavé a Casové narocné, uvadime postup
s vynechanim nékolika krok®i. V né&kterych pfipadech je vhodnéjsi funkci nejdfive
upravit, nez abychom ji derivovali pfimo bez piedchozi upravy. Nasi funkci upravime

roz&ifenim zlomku v argumentu logaritmu a derivovani se tim znacné zjednodusi.

Jewa+aarb mwzwxaar

a-b

_[ln2x+a+b—2w/(x+aix+bij 3

2x+a+b
O i S
( (x+a(x+b] B =

T 2xtatb-2Mxtavith (x+a)x+b)
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ax’ +1
2

,0<a< 4.
Ax” +1

Priklad 3.6: Naleznéte derivaci funkce arccos

ResSeni:
!

U 2ax{dx? +1)=24x(ax® +1)

ax? +1 -1 1
arccos 3 = : — 7 =
Ax= +1 \/ TR 2fx2+1 (Ax2+l)
- P

Ax2+1 Ax2+1
_ x(a—A) _ & a—A _
\/jx2+l—ax2—lax2+1(/1x2+l)z _\/A—a\/ax2+l(Ax2+l)
A’ +1 Ax? +1

| A- 1 .
=% al TR pro x # 0; horni znameni (+) pro x >0, dolni (=) pro x<0.
ax® +1 Ax" +

Je velmi uzite¢né, abychom po zvladnuti aplikace véty 3.1, resp. 3.2 pocitali
piiklady, kde se objevuji parametry (piiklady 3.5, 3.6 a 3.10), protoZe nas vedou
k zamysleni nad vSemi moznymi variantami a alespon Caste¢né nas odtrhavaji od

rutinniho dosazovani do vzorcii, coz pripomina spiSe poéty nez matematiku.

Priklad 3.7: Naleznéte derivaci funkce ln(ln2 (1113 x)), viz obrazek 3.2.

Obrazek 3.2:

- 45 -




ReSeni:

4

(111(1112(1r13 x))) =

1

;| 5 )
=‘7——)1n2 l]n3x 2ln(ln3x)ln3x3ln“x;=;ﬁm, pokud x>1, protoze musi

platit, ze ln2(1n3x)>0, In*x>0ax>0.

Pi#iklad 3.8: Naleznéte derivaci funkce ln[l + ln(l +In l}:l , viz obrazek 3.3.
x x x

\
\

3

}
In[_l_+ Lr{1—+h1-1-]] l\l.
x ¥ x l”s

Obriazek 3.3: Y

ReSeni:

!

(ln|:l+ ln(l +In —I—)D =
X X X
1+x+l+lnl

1 _] 1 _1 1_1 X X

T 1 e e 1| 1 !
—-+ln(—+ln—) S e (1+xln—j{l+xln(+ln—
X X x b X = x x
cy | | | | 1
pokud plati, zZe —>0, —+In—>0a —+In| —+In—|>0.
% X b 4 x X x

Pro l>Oje x>0.
&
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1
Pro 1 + lnl >0 je . Inx >0 a odtud Gpravou ziskime Inx <—. SnaZime se tedy
X X X X

Fesit rovnici Inx=—, ale ta neni elementarné feSitelna. ReSeni této rovnice lezi
X

vintervalu x, € (l;), atedy 0 < x < x,. viz obrazek 3.4.

™

Obrazek 3.4:

Pro 1 + ln[l +In 1) >0 je ln(l -=In x) > _L a odtud upravou ziskame
X X X X X

1

1 _L . ; o1 - ,
——Inx>e *. Podle pfedchoziho odstavce vime, ze ——Inx>0, a tudiz plati
X x

1 -
i—=Inx>e *,atedy O<x<x,.
®

Viimnéme si jesté teCny v bodé x =1 na obrazku 3.3. Rekli jsme, Ze derivace funkce
v daném bodé je smérnici teény v tomto bodé. Pro x =1 je derivace rovna —3 a tecna
v tomto bodé je pfimka y=-3x+3, coZ potvrzuje zminény geometricky vyznam

derivace funkce.

Priklad 3.9: Zjistéte, zda funkce 4= go f ma derivaci v daném bodé x = xq, jestlize:
a) funkce f ma derivaci v bod¢ x = g(xg) a g nema derivaci v bodé x = xq,

b) funkce f nema derivaci v bodé x = g(xg) a g mé derivaci v bodé x = xg.,

= T




©)

d)

funkce f nema derivaci v bodé x = g(xo) a g nema derivaci v bod€ x = x,

funkce f ma nevlastni derivaci v bodé x = g(xo) a g ma derivaci v bodé x = xq.

ReSeni:

a)

b)

d)

Vezméme si napiiklad funkce f (x)=x2, g(x)=lx| a rozhodnéme o existenci

derivace slozené funkce v bodé xg = 0. Slozena funkce je h(x)= ]xl2 =x?, a tedy
mé derivaci vbodé x,=0. Ale kdyZz vezmeme za vngjsi funkci f (=2,
dostaneme slozenou funkci A(x)= ‘xl a ta nema derivaci v bodé¢ xo = 0. A miZeme
tedy fici, Ze slozena funkce miize i nemusi mit derivaci, kdyz vnitini funkce derivaci
nema a vn&jsi ma.

Pokud vezmeme napiiklad funkce f(x)=|x| a g(x)=x7, bude situace obdobni
i

jako v predchozim piipadg, a tedy slozena funkce h(x) = [x = x? bude mit derivaci

vbodé xy=0. A pokud opét vezmeme za vnitini funkci g(x)zx, nebude mit

funkce h(x)-—-\xl derivaci v bodé xy =0. Mizeme opét fici, Ze slozena funkce

miize i nemusi mit derivaci, kdyz vnitini funkce derivaci ma a vnéjSi nema.

Vezméme si napiiklad funkce f(x)= 2x +|x], g(x)=§x—%]x‘ a bod x5 =0.

zx—llxl = x, a tedy ma derivaci v bod¢

Slozena funkce je A(x)= 2(2 i l[x‘) +
3 3 3 3

xg =0. Ale kdy? vezmeme vnitini funkci g(x):‘x|+3x, dostaneme slozenou

funkci A(x)= 2(]x1+3x)+“x]+3x a ta nema derivaci vbodé¢ x5 =0. A mizZeme

tedy Fici, Ze slozena funkce miZze i nemusi mit derivaci, kdyZz vnitfni i vn&jsi funkce

derivaci nemaji.

Vezmeme-li funkce f(x)=sgnx a g(x)= x2, pokladame si otizku, zda existuje
derivace slozené funkce h=go f vbodé xy=0. Ziskdme slozenou funkci
2

. — " ... sgnx”—0
h(x)=sgn x? a ta nema derivaci vbodé x5 =0, tj. lim e
x—>0 XxX—

neexistuje,
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N . sgn x? 1 : :
protoze  lim =—=+00 a lim =

1 o
— =—w. Pokud ovSem
x—0, X 0, x—>0_ X 0_

zvolime vnitini funkci g(x)=e", ziskame slozenim funkei f a g konstantni

funkci A(x)=1, kterd méa derivaci v kazdém bode¢, a tedy i v bodé xo = 0. KdyzZ si

ale vezmeme jako vnitini funkci g(x)=sgnx avn&si f (x)=e™ (vn&jsi ma vlastni

a vnitini nevlastni derivaci v bodé xo = 0), zjistime, Ze slozena funkce h=gof

sgnx _
mé nevlastni derivaci vbodé xp=0, t. lim ———=+w0, protoze
x—0 X
: 1
sgn x sgn x -
. e =] g=l . e -1
lim = =+ a lim =f _=+mw. A pokud bychom
x—0, X 0, x—0_ X 0_

wewr

skladali funkci sgn samu se sebou (vn&jsi i vnitini funkce maji nevlastni derivaci
vbodé x;=0), tak ziskame opét funkci sgn, ktera, jak jiz bylo feCeno, ma
nevlastni derivaci v bodé x( = 0. Z toho vyplyva, ze slozena funkce muiZze i nemusi

mit derivaci (vlastni ¢i nevlastni), kdyz vnéjsi funkce ma nevlastni, resp. vlastni

derivaci a vnitfni ma vlastni, resp. nevlastni derivaci.

Z tohoto piikladu a véty 3.1, resp. 3.2 vyplyvd, Ze véta nam sice zaruCuje existenci

derivace slozené funkce s ptedpokladem vlastnich derivaci vnitini i vnéjsi funkce, ale

nefikd nic o tom, jak bude vypadat pfipad, kdy pfedpoklady splnény nebudou.

V ptipadé, kdy vnitini nebo vnéjsi funkce nema vlastni derivaci, musime fesit piiklad

bez uziti vyse zminénych vét, a to nejCastéji podle definice derivace.”") Tedy zjistime

derivaci zprava a zleva, a pokud se rovnaji, pak funkce derivaci ma.

Piiklad 3.10: Necht funkce ¢ a w jsou funkce, které maji vlastni derivace v bodé x.

Najdéte derivaci funkce y, je-li:

21y Derivace funkce f vbodé X( je rovna lim

f(x)= f(xo)

X=X X=X

a v pripadé derivace zprava, resp.

zleva se jedna o pfislusnou jednostrannou limitu.
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2) y=+p’(x)+y’(x).

b) y = arctan qo(x) a t//(x) #0,
y(x)

¢) y=log,,w(x)a p(x)>0, y(x)>0.

Reseni:

ol )+ 20 (el () = 22 vl )

- 1
Y E s VP @ )

pro ¢ (x)+y(x)=0.

I (/J'(x)t//(x): oy '(x) _ @' (el (x) - ol (x)
1+(£(x_))2 '’ (x) o> (x)+yw(x)

w(x)

b) ))’ =

pro ¢’ (x)+y*(x)#0.
¢) Funkci logw(x)l//(x) nelze derivovat jako logaritmus o obecném zakladu, jelikoz

zaklad neni konstantni. Musime tedy funkci nejdfive upravit’®) a aZ poté derivovat.

_Iny(x)
In ¢(x)
p'(x)ng(x) ¢'(x)iny(x)
e w(x) p(x)  _ ol (x)Inplx) -y (x)o'(x)ny(x)
In” p(x) o(xhy(x)In* p(x)

v 1 ¢(x) Inylx)
l//(x) In ¢(x) qo(x) In’ (p(x)

y= logw(x) v (x)

Nasledujici ptiklady na derivovani slozenych funkci mohou Cinit jisté potiZe, protoze
se zde vyskytuji ony kritické body, kde by derivace existovat nemusela. Obzvlaste

zajimavé jsou vtomto ohledu funkce periodické, kde musime promyslet nejen

log, x

*%) Uziti vztahu log, x = ;
log, a

% 5l <



opakovani kritickych bodi vzhledem k periodi¢nosti, ale také jejich rozdéleni do skupin
podle jednostrannych derivaci, protoze viechny body, u kterych mame podezfeni na
neexistenci derivace, nemusi mit stejné derivace zprava, resp. zleva. Abychom predesli
piipadnym chybam v uvaze, je dobré prohlédnout si graf funkce, ktery nam vzdy
napovi, jak by derivace mély vypadat, jelikoZ jsme se v ivodu této kapitoly zminili o

jejim geometrickém vyznamu.

Priklad 3.11: Naleznéte derivaci funkce |cos x‘ , viz obrazek 3.5.

ICOS Xl

Obrazek 3.5:
ReSeni:
Derivaci funkce lcosxl zjistime tak, Ze vypocitame derivaci funkce ‘yl v bodé

y =cosx a vynasobime ji derivaci funkce cosx. Derivaci funkce [ y‘ ziskame zvlast

pro interval (= o0;0) a interval (0;+00) a po