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Anotace

Cilem bakalaiské prace je ukazat, jak 1ze pomoci aparatu diferencidlniho poctu vysettit
jisté vlastnosti funkci, pomoci nichz lze popsat prubéh téchto funkci vcetné sestrojeni jejich
grafu. Vlastnosti, jimiz se budu postupné zabyvat, jsou monotonie funkci, extrémy,

konvexnost a konkavnost, inflexni body a asymptoty.

Abstract

The aim of the bachelor’s thesis are the properties of real functions using differential
calculus. With these properties we can describe the course of the functions including the
construction of their graphs. The properties under investigation are monotony of functions,

extremes, convexity and concavity, points of inflexion and asymptotes.
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Uvod

Pracujeme-li s néjakou funkci, chceme o ni ziskat co nejvice informaci.
V ptipad¢ funkci jedné redlné proménné to znamena umét nakreslit jeji graf. To proto,
ze obrazek kolikrat vyda za mnoho stran matematickych vzorcli. Proces ziskavani
rozséhlych informaci o dané funkci, které nam umozni nakresleni jejiho grafu, se
v matematice zpravidla nazyva vySetfovani prub¢hu funkce. VySetfovani prub¢hu dané
funkce znamend splnit viceméné algoritmicky seznam ukold. Tyto tkoly muzou byt
jednoduché, ale nemusi. Proto u slozitéjSich ukolt pouzivame ke zjednoduSeni préace
derivace, a to nejen prvni, ale 1 druhé a vyssi. V jednom z ukolt pak vyuzivame i

znalosti o limitach.



1. Zakladni definice a véty

1.1 Definice funkce

Definice 1.1.1

Zobrazenim mnoziny A4 do mnoziny B rozumime neprazdnou podmnozinu f
kartézského soucinu 4 x B s vlastnosti: ke kazdému x € A existuje pravé jednoy € B
takové, Ze (x,y) € f; oznaceni f- A — B, resp. y = f(x); x je vzor, y je obraz pfi zobrazeni
f. Mnozinu A4 nazyvame defini¢nim oborem zobrazeni f'a f(A4) — B nazyvame oborem

hodnot zobrazeni f.

Definice 1.1.2

Realnou funkci fjedné realné proménné x nazyvame zobrazeni f: 4 — B, kde A,B < R;
zapisujeme y = f(x). Defini¢ni obor A funkce f oznacujeme D(f), H(f) = f(D(f)) < B je
obor funkénich hodnot.

Definice 1.1.3
Necht je v roviné déna kartézska soustava soutadnic (0,x,y). Grafem funkce f rozumime

mnozinu boda (uspotadanych dvojic) Gr f'= {/[x, f(x)]; x € D(f)}.

Definice 1.1.4
Necht f'je funkce. Cislo xy € D(f) se nazyva nulovy bod (kofen) funkce f; jestlize plati
f(xo) = 0. Geometricky znaci koten funkce f'prasecik grafu funkce f's osou x.

Definice 1.1.5

0-okolim bodu xy € R nazveme interval (x) — d, xyp + d) a oznac¢ime O(xy).

Definice 1.1.6

o-prstencovym okolim bodu xy € R nazveme mnozinu (xy — 0, X9 + ) — {xp} a oznacime

P(X()).



Definice 1.1.7

Pravym &-okolim bodu x) nazveme interval (xy, xy + J) a ozna¢ime O+(x0). Pravym 98-

e It v ;e w7 +
prstencovym okolim bodu xy nazveme otevieny interval (xy, x9 + J) a oznaime P (x).

Definice 1.1.8

Levym 6-okolim bodu x) nazveme interval (xy — J, xyp) a oznacime O (xy). Levym o-

prstencovym okolim bodu xy nazveme otevieny interval (x) — J, xy) a oznac¢ime P (xy).

Definice 1.1.9
Funkce f se nazyva suda, plati-li x € D(f) = (-x € D(f)) ~ (f(-x) = f(x)). Funkce f se
nazyva lichd, plati-lix € D(f) = (x € D(f)) ~ (f(-x) = -f(x)).

Poznamka 1.1.1
Graf funkce sudé je symetricky podle osy y. Graf funkce liché je symetricky podle

pocatku soustavy soufadnic.

Definice 1.1.10
Necht f je funkce, p € R, p > 0. Funkce f se nazyva periodicka s periodou p, jestlize

platix € D(f) > x+p € D(f) af(x £p) = f(x).

Poznamka 1.1.2
Funkce periodicka s periodou p je téz periodicka s periodou ip, k € N. Pokud existuje

nejmensi z téchto period, nazyva se tato perioda zakladni (primitivni) periodou.

1.2 Definice derivace
Definice 1.2.1

Necht f je funkce, xy € R. Existuje-li lim PAC ACT))

X=X X — xo

, hazyvame tuto limitu derivaci

funkce f v bod¢€ xy a znacime ji f"(x).



Definice 1.2.2
Necht’ f je funkce. Potom funkci, kterd kazdému x € D(f) ptifazuje derivaci f'(x),
pokud tato derivace existuje, nazyvame derivaci funkce f a znaCime f". Pro definicni

obor funkce /" plati: D(f") < D(f).

Definice 1.2.3
Druhou derivaci funkce f rozumime funkci f "'= (f’) " a pro libovolné n € N definujeme

n-tou derivaci (derivaci fadu n) funkce fvztahem /' = (*")".

Poznamka 1.2.1

Limita  1im £ &=/ (X)

X—)XO x —_ x()

muze byt vlastni nebo nevlastni; podle toho mluvime o

vlastni nebo nevlastni derivaci. Je-li f'(xy) € R, nazyvame derivaci vlastni. Je-1i f'(xy) €

400, nazyvame derivaci nevlastni.

Poznamka 1.2.2

Libovolna funkce ma v libovolném bodé nejvyse jednu derivaci.

1.3 Véty o stiedni hodnoté

Véta 1.3.1 (ROLLEOVA VETA)

Necht' funkce f je spojitd na intervalu (a,b). Necht existuje f'(x) pro kazdy bod
z intervalu (a,b). Necht' f(a) = f(b). Potom existuje alespoii jeden bod ¢ € (a,b) takovy,
ze plati f'(c) = 0.

Véta 1.3.2 (LAGRANGEOVA VETA - o piirtistku funkce)
Necht' funkce f je spojitd na intervalu (a,b). Necht existuje f'(x) pro kazdy bod
z intervalu (a,b). Potom existuje alesponn jeden bod ¢ € (ab) takovy, zZe plati

fB)=f(@)

fley=F2



Véta 1.3.3 (CAUCHYOVA VETA)

Necht’ £, g jsou spojité na intervalu (a,b) . Necht’ existuje derivace funkce f na intervalu
(a,b). Necht’ existuje vlastni derivace funkce g na intervalu (a,b), g'(x) # 0, ¥V x € (a,b).

f'©) _ f)-f(a) '
g'(c) g(b)-gla)

Potom existuje alespon jeden bod ¢ € (a,b) takovy, ze plati

1.4 L Hospitalovo pravidlo
Véta 1.4.1
Necht’ funkce f(x) a g(x) maji vlastni derivaci na néjakém okoli bodu ¢ e R". Necht

limity lim f(x) a limg(x) existuji a jsou bud obé nulové nebo obé nekonecné.

S'() S ()

Existuje-li lim?-"~ | tak potom existuje i lim?-~~ a plati: lim? ) _jim L ,(x).
X—>C g x) X—>C g(x) X—>C g(x) X—>C g (x)

Poznamka 1.4.1

y TSI fs s . . . N 0 o
Predchézejici véta ndm déava navod, jak si poradit s neurcitymi limitami typu 0 a —.
o0

Pfi jejim pouziti vSak musime davat pozor, aby byly splnény vSechny ptedpoklady.
Piedevsim obé funkce musi mit v daném bodé bud’ soucasné nulovou limitu, nebo

limita v Citateli a ve jmenovateli musi byt nekone¢na.

Poznamka 1.4.2

Casto se stava, ze po aplikaci L'Hospitalova pravidla dostaneme opét neurditou limitu
— nebo —. Pfi jejim vypoctu mizeme L Hospitalovo pravidlo pouzit znovu a postup
o0

opakovat tak dlouho, dokud nedospéjeme k hledanému vysledku.

Poznamka 1.4.3
Kromé vyse uvedenych typl neurCitych vyrazii existuje celd fada dalSich limit, pfi
jejichz vypoctu Ize L'Hospitalovo pravidlo po uréitych apravach rovnéz pouzit: 0-o0, 1%,

OO, ooo, 00-00,



2. Derivace elementarnich funkci

1) Pro funkci f:y=c¢ ¢ € R, platiy =0.

2) Pro funkci />y =x",x € R, n € N, plati y” = nx"".
3) Pro funkci f:y =sinx, x € R, platiy" = cos x.

4) Pro funkci f:y =cos x, x € R, plati y" = -sin x.

5) Pro funkci f:y=tgx,x¢l7t+k7?,k€ Z platiy’= ——.
2 cos’x

6) Pro funkci fiy =cotgx, x#kn, k € Z,platiy = -

sin’x

7) Pro funkci fry=x",x € R— {0}, n € Z,plati y"=nx"".
8) Pro funkei /'y =x x € R", ¢ € R, plati y” = ex“".
9) Pro funkci f>y=¢",x € R, platiy =¢".

10) Pro funkci fy=a', x € R,ae R™-{1},platiy’= a*-In a.

11)Pro funkci fy=Inx, x € R', platiy” = l
x

12) Pro funkci fy =log,x, x € R, ae R'- {1}, platiy’ = .
na

13) Pro funkci f:y =arcsinx, x € (-1,1), platiy” =

1
J1-x%

14) Pro funkci f:y = arccos x, x € (-1,1), platiy = -

I-xz.

15) Pro funkci f>y = arctgx, x € R, platiy” =

1+x?

1
I1+x

16) Pro funkci f:y = arccotg x, x € R, platiy” = -

2




3. Pravidla pro pocitani s derivacemi

Véta 3.1
Necht funkce f'a g maji derivace v bod¢ x a necht’ k € R. Pak také funkce kf, f+g, f~g a

f-g maji derivace v bod¢ x a plati:

a) (k-f) =k-f,

b) f+g) ' =1 +g,

©) (f-g ' =1-g,

d F-g'=fe+fg-

f

Je-li navic funkce g # 0, mé 1 podil — derivaci v bod¢€ x a plati:

g g’

0 (1] _Se-f8
Véta 3.2 (O derivaci slozené funkce)
Necht’ funkce g ma derivaci v bod€ x a necht’ funkce f ma derivaci v bod¢ g(x). Potom

slozena funkce 4 = f > g ma derivaci v bod¢ x, pro kterou plati:

h'(x) = [fiex)] " =f(g&) - g'(x).

Véta 3.3 (O derivaci inverzni funkce)
Ptredpokladejme, Ze k funkci f existuje inverzni funkce f;. Je-li y = f;(x) a ma-li funkce
f vbodé y nenulovou derivaci f'(y), ma inverzni funkce v bod¢ x derivaci, pro kterou
plati:

| 1
'O L)

£ ()=

Véta 3.4 (O derivaci obecné mocniny funkci)
Je-li h(x) = f(x)*™, f(x) = 0, pak derivaci h’(x) po¢itdme pomoci rovnosti

h(x) = f(x)5) = £/ jako derivaci slozené funkce. Pak plati:

(f2) = f* (g'-lnf+g-f7'j.



4. Monotonie a extrémy

V této kapitole se budu zabyvat hleddnim podminek (postacujicich, eventuelné
nutnych a postacujicich) pro monotonii funkce na intervalu. Intervaly monotonie jsou
takové intervaly, nalezejici do defini¢niho oboru dané funkce, na nichZ je dana funkce
rostouci nebo klesajici. Tyto vlastnosti se daji ur€it z prvni derivace funkce. Pii
vySetiovani pribéhu funkce budeme hledat maximalni mozné intervaly, na kterych je
funkce ryze monotonni. Také nds budou zajimat lokalni extrémy funkce. Uvadim zde
definice jednotlivych typi lokalnich extrému a také ukazuyji, jak pfi jejich hledani pouzit

prvni a vyssi derivace dané funkce.

Definice 4.1
Necht /" je funkce, I < D(f) je interval. Funkce f'se nazyva na intervalu /
e rostouct, plati-li x;, x; € I, x;<x; — f(x;) < f(x2),
o Kklesajici, plati-li x;, x, € 1, x;< x2 — f{x;) > f{x2),
e neklesajici, plati-li x;, x> € I, x;< x; — f(x;) <f{(x2),
e nerostouci, plati-li x;, x; € I, x;<x, — f{x;) > f(x2).
Funkce f'se nazyva na intervalu / monotonni, je-li zde neklesajici nebo nerostouci. Je-li

dokonce rostouci nebo klesajici, nazyva se ryze monotonni na intervalu /.

Lemma 4.1

Necht’ funkce f je spojitd na intervalu / & D(f) a necht ma na intervalu / vlastni
derivaci, kterd je kladna (nezapornd). Pak je funkce f rostouci (neklesajici) na intervalu
L

Necht’ funkce f je spojitd na intervalu / & D(f) a necht ma na intervalu / vlastni
derivaci, kterd je zaporna (nekladnd). Pak je funkce f klesajici (nerostouci) na intervalu

I

Véta 4.2
Necht' funkce f je spojitd na intervalu / a méa na intervalu / vlastni derivaci. Pak je f
neklesajici na intervalu / prave tehdy, kdyz f'(x) > 0 pro kazdé x € I. Funkce f je

nerostouci na intervalu / pravé tehdy, kdyz /'(x) < 0 pro kazdé x € 1.



Véta 4.3

Necht' funkce f je spojita na intervalu / a ma na intervalu / vlastni derivaci. Pak je f
rostouci na intervalu 7 pravé tehdy, kdyz f"(x) > 0 pro kazdé x € I, funkce f je klesajici
na intervalu / pravé tehdy, kdyz f'(x) < 0 pro kazdé x € I, pti¢emz rovnost f'(x) = 0

v obou piipadech neplati na zddném otevieném podintervalu intervalu /.

Véta 4.4
Necht’ funkce /' ma derivaci na intervalu /. Plati-li f'(x) = 0 pro kazdé x € I, potom je

funkce /" konstantni na intervalu /.

Postacujici podminka pro ryzi monotonii
Necht' funkce f ma derivaci na intervalu /. Plati-li /'(x) > 0 pro x € I, je funkce f

rostouci na intervalu /. Plati-li f"(x) < 0 pro x € I, je funkce f klesajici na intervalu 1.

Definice 4.2
Necht’ /" je funkce, I < D(f) je interval. Funkce f nabude v bod¢ ¢ € R vzhledem k /
extrému:

- maxima ostrého, plati-li (Vx € I, x # ¢), f(x) < f(c);

- maxima neostrého, plati-li (Vx € I, x # ¢), f(x) <f(c);

- minima ostrého, plati-li (Vx € [, x # ¢), f(x) > f(c);

- minima neostrého, plati-li (Vx € I, x # ¢), f(x) > f{(c).

Definice 4.3

Rikéme, ze funkce f definovana na néjakém okoli bodu xy € R ma v bod¢ x, lokalni
maximum, existuje-1i 6 > 0 tak, ze O(xg) < D(f) a plati: x € O(xy) — f(x) <f(xy). Toto
lokalni maximum se nazyva ostré, je-li mozno ¢ zvolit tak, Ze plati: x € P(xg) — f(x) <
Jxo).

Rikame, Ze funkce f definovana na n&jakém okoli bodu xy € R mé v bodé x, lokalni
minimum, existuje-li & > 0 tak, ze O(xy) < D(f) a plati: x € O(xy) — f{x) > f(xg). Toto
lokalni minimum se nazyva ostré, je-li mozno ¢ zvolit tak, ze plati: x € P(xy) — f(x) >

f(xy). Lokalni maxima a minima nazyvame souhrnn¢ lokalni extrémy.



Véta 4.5 (Nutna podminka existence lokalniho extrému)

Necht’ funkce fma v bod¢ xy lokalni extrém a necht’ existuje vlastni derivace f”(xy). Pak

jef (xo) = 0.

Poznamka 4.1
Body, v nichz je derivace funkce f rovna nule, se nazyvaji stacionarni body této funkce.
Libovolna funkce tedy mtze nabyvat lokalnich extrémt pouze ve stacionarnich bodech

nebo v bodech, v nichZ neexistuje derivace.

Véta 4.6

Necht' funkce f je spojita v bod¢€ xy a necht existuje 0 > 0 takové, Ze funkce f ma
derivaci na P(xg). Je-li f'(x) > 0 pro x € P(xg) af(x) < 0 prox € P (xy), ma funkce f
v bodé€ x¢ ostré lokalni maximum. Je-li f'(x) < 0 pro x € P(xg) a f'(x) > 0 pro x €

P’ (xy), ma funkce f'v bodé x, ostré lokalni minimum.

Véta 4.7 (Postacujici podminka existence lokalniho extrému)
Necht’ funkce f'ma v bod¢€ x, vlastni druhou derivaci a necht’ f"(xy) = 0, f"'(xo) # 0. Pak
ma funkce f v bod€ xy ostry lokdlni extrém, a to maximum, je-li f"'(xy) < 0, resp.

minimum, je-li /" "(xg) > 0.

Véta 4.8

Necht’ fje funkce, xg € R an € N. Necht funkce f ma v bod¢ x, vlastni derivaci az do
tadu n a necht’ f(xy) = 0 pro 0 < k < n a f”(xy) # 0. Pak plati: je-li n liché, nema
funkce f v bod¢ xy lokalni extrém, funkce f je v bod¢€ xy ryze monotonni, a to rostouci
v ptipad& /™ (xy) > 0, klesajici v pripad& /7 (xy) < 0. Je-1i n sudé, ma funkce f'v bodé& x,
ostry lokalni extrém, a to maximum v piipadé /™ (xy) < 0, resp. minimum v piipadd

1" (xo) > 0.
Definice 4.4

Necht fje funkce, M < D(f). Necht existuje bod xy € M tak, ze f(xy) = max{f(x); x €

M}. Pak tikame, Ze funkce fnabyva v bod¢ xy globalniho maxima na mnoziné¢ M. Pokud

-10 -



f(xp) = min{f(x); x € M}, pak funkce f nabyva v bod¢ x, globalniho minima na mnoziné

M.

Poznamka 4.2

Funkce f definovand na intervalu / miize nabyvat svych globalnich extrém:
a) v bodech intervalu /, ve kterych je f'(x) = 0,
b) v bodech intervalu /, ve kterych f"(x) neexistuje,

¢) v krajnich bodech intervalu 7, pokud krajni body patii do intervalu /.

Véta 4.9
Necht' funkce f je spojitd na uzavieném intervalu <a,b>. Pak funkce f nabyvéa na
intervalu <a,b> obou globalnich extrémi a to v bodech lokalnich extréml nebo

v krajnich bodech tohoto intervalu.

4.1 Priklady

Pir4.1.1

Urcete intervaly monotonnosti funkee £~ y = P

Reseni:

Derivace funkce je: /'(x) = 3x° — 6x.

Nyni zjistime intervaly, ve kterych je tato derivace kladna a ve kterych zaporna. Resime
nerovnici pomoci metody nulovych bodt.

Zjistime kofeny rovnice 3x” — 6x = 0.

Nulové body jsou x = 0 a x = 2. Ziskdvame tak tfi intervaly: (-,0); (0,2) a (2, +»).
Na intervalech (-o,0) a (2, +) je derivace kladna, funkce f je tedy na téchto
intervalech rostouci.

Na intervalu (0,2) je derivace zapornd, funkce f'je tedy na tomto intervalu klesajici.

Pr.4.1.2
Vysettete lokalni extrémy funkee /* y = x° — 3x°.
Reseni:

Nejprve uré¢ime staciondrni body: x = 0 ax = 2.

-11 -



Z predchoziho ptikladu zname monotonii funkce £, mizeme ji tedy vyuzit.

Vbodé x = 0 se funkce méni zrostouci na klesajici, bod x = 0 je tudiz lokalnim
maximem funkce f.

Vbodé x = 2 se funkce méni z klesajici na rostouci, bod x = 2 je tudiz lokalnim

minimem funkce f.

Pr.4.1.3

Najdéte globalni extrémy funkce f: y = x_; —x” —3x naintervalu (-2,9).

Reseni:

Nejprve ur¢ime stacionarni body.

Derivace funkce je: f'(x) =x° = 2x— 3 = (x + )(x — 3).

Stacionarni body tedy jsou x; =-7 ax; = 3.

Na intervalech (-o,-1) a (3,+o0) je derivace kladnd, funkce f je tudiz na téchto
intervalech rostouci.

Na intervalu (-1,3) je derivace zaporna, funkce fje tudiz na tomto intervalu klesajici.

V bodé x = -1 se nachazi lokalni maximum funkce f.

V bodé x = 3 se nachazi lokalni minimum funkce f.

Vypocteme funkéni hodnoty v lokélnich extrémech a hrani¢nich bodech, tedy v bodech
213,902 = =5 fE) = 2o/ = 9./9) = 135.

Porovnanim téchto funkcénich hodnot dostavame, ze globalni maximum /35 se nachazi

v bodé€ x = 9; globalni minimum -9 se nachéazi v bodé x = 3.
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5. Konvexnost a konkavnost, inflexni body

Vo6

Zhruba teceno, konvexni funkce je takova funkce, jejiz graf ,,zataci* proti sméru
pohybu hodinovych rucicek, zatimco graf funkce konkéavni ,,zatd¢i* po sméru pohybu
hodinovych ruc¢ic¢ek. Chceme-li nakreslit graf dané funkce, mizou se nadm podobné
informace hodit. Proto zde uvadim nezbytné definice a véty, jak vySetfit konvexnost a
konkavnost funkce s pouzitim druhé derivace dané funkce. Déle pak budeme hledat
inflexni body, v nichz se funkce méni z konvexni na konkavni nebo naopak. Uvadim
zde definici inflexniho bodu a také ukazuji, jak pti jeho hledéni pouzit druhou a vyssi

derivaci dané funkce.

Definice 5.1

Rikame, Ze funkce f je ryze konvexni na intervalu 7, jestlize (Y x;, x5, x3 € I):

S - ()
- X

X3 1

(x;<x;<x3— f(x,)

(x, =x)+ f(x))).

Rikame, Ze funkce f je ryze konkavni na intervalu 7, jestlize (Y x;, x5, x3 € I):

S Oxs) = f(x)
-X

X3 1

(x;<x:<x3— f(x;)>

(x, =x)+ f(x))).

Poznamka 5.1

U neryzi konvexnosti a konkavnosti piipoustime rovnost.

Véta 5.1
Funkce f'je konvexni na intervalu / < D(f) pravé tehdy, kdyz pro kazdé tfi body x;, x>,

x3 € I, x; < x; <x;je splnéna n¢ékterd z ekvivalentnich podminek:

JOo)=f(x) _ SOs)=f(x)

a)
Xy =X X3 =X

b) Sx) = f(x) < f(x3)_f(x2)’
X3 =X X3 — X,

C) f(xz)_f(xl) < f(xs)_f(xz)'
X, — X, X; — X,
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Nerovnost v téchto podminkach je ostra praveé tehdy, kdyz funkce f'je ryze konvexni na
intervalu /.
Funkce f'je konkavni na intervalu / < D(f) pravé tehdy, kdyz pro kazdé tii body x,, x2,

x3 € I, x; < x; < x;je splnéna n¢kterd z ekvivalentnich podminek:

)= f&x) o SOs) = f(x)

a)
Xy =X X3 =X

b) S (x)— f(x) > f(xs)—f(xz),
X3 — X, X3 — X,

C) f(xz)_f(x1) > f(x3)—f(x2)'
X, — X, X, — X,

Nerovnost v téchto podminkach je ostra praveé tehdy, kdyz funkce fje ryze konkavni na

intervalu /.

Definice 5.2 (Jind mozna definice konvexnosti, konkdvnosti)

Necht’ funkce f ma derivaci na intervalu I < D(f). Rikame, Ze funkce f je konvexni na
intervalu /, jestlize pro libovolné body xo,x € I, x # xy plati : f(x) > f(xg) + f (xo) *(x - x0).
Funkce fje konkavni na intervalu /, jestlize pro libovolné body xy,x € I, x # xy plati: f(x)

< fxo) + [ (x0) *(x - x0).

Véta 5.2
Necht funkce f ma derivaci na intervalu /. Tato funkce je konvexni na intervalu / pravé

tehdy, kdyz funkce f” je rostouci na intervalu /.

Véta 5.3
Necht funkce f mé druhou derivaci na intervalu /. Plati-li f"'(x) > 0 pro x € [, je funkce

f konvexni na intervalu /.
Véta 5.4

Necht' funkce f ma derivaci na intervalu /. Tato funkce je konkévni na intervalu / prave

tehdy, kdyz funkce /" je klesajici na intervalu /.
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Véta 5.5
Necht funkce /' mé druhou derivaci na intervalu /. Plati-li /"'(x) < 0 pro x € 1, je funkce

f konkavni na intervalu /.

Definice 5.3
Rikame, Ze bod xy € R je inflexni bod funkce f; jestlize plati:
o Existuje f'(xy),
e Existuje 6 > 0 tak,ze pro
x € (x0- 0, xg) je f(x) < f{xg) +f (xo)*(x- x9 ) a pro
x € (xg, X9 + 6) je f(x) > flxg) + 1 (xo)*(x- x9)
nebo naopak pro
X € (xo- 0, x9) je f{x) > f(xo) + [ (x0)*(x-x0) a pro
x € (xg, xo * 6) je f(x) < fxg) + [ (x0)*(x- x0 ).

Véta 5.6

Necht xy je inflexni bod funkce f'a necht’ existuje vlastni druha derivace f”'(xy). Pak je

S (x) = 0.

Véta 5.7

Necht existuje 0 > 0 tak, ze funkce f ma druhou derivaci na O(xy). Je-1i f"(x) > 0 pro x
€ (xg-0,x0)af (x) <0prox € (xg xp + ) nebo naopak, f""(x) < 0 prox € (xyp- 9, x9)
af’'(x) > 0prox € (xg, xg + J), je xy inflexni bod funkce f.

Véta 5.8
Necht’ funkce fma v bodé€ xy € R vlastni tfeti derivaci. Je-1i f"'(xg) = 0, f""(xo) # 0, je xp

inflexni bod této funkce.

Véta 5.9

Necht’ 1 je funkce, xp € Ran € N,n > [. Necht funkce f ma v bod¢ x, vlastni derivaci
az do adu n a necht’ ¥ (x,) = 0 pro 1 < k < n a f(xy) # 0. Pak plati: je-li n liché, je xo
inflexni bod funkce f. Je-li n sudé, neni x, inflexni bod této funkce, funkce f je ryze

konvexni v bod& x v piipadé /™ (xy) > 0, ryze konkavni v bod& x v piipads /7 (xy) < 0.
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5.1 Priklady

Pi.5.1.1

Urcete intervaly, na nichz je funkce - y = x’ — 3x” konvexni, konkavni.

Reseni:

Prvni derivace funkce je: f'(x) = 3x° — 6x.

Druha derivace funkce je: f"'(x) = 6x — 6.

Zjistime kotfeny rovnice: 6x — 6 = (. Rovnice ma jediny kotfen: x = 1.

Dostavame tak dva intervaly (-o0,7) a (1,+x).

Na intervalu (-o0,7/) je druhd derivace zapornd, funkce f je tedy na tomto intervalu
konkavni.

Na intervalu (7,+w) je druhd derivace kladnd, funkce f je tedy na tomto intervalu

konvexni.

Pr.5.1.2

Najdéte inflexni body funkce f> y = x* — 3x°.

Reseni:

Prvni derivace funkee je: f'(x) = 3x° — 6x.

Druhé derivace funkce je: f"'(x) = 6x — 6.

Zjistime kotfeny rovnice: 6x — 6 = (. Rovnice ma jediny kotfen: x = /.

Tento bod je ,,podeziely na existenci inflexe.

Z ptedchoziho ptikladu vime, Ze na intervalu (-oo,/) je druhd derivace zaporna a na
intervalu (1,+) je kladna. V bodé x = [ tedy dochazi ke znaménkové zméné druhé

derivace — funkce fma v bodé x = [ inflexni bod.
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6. Asymptoty

K pfesn¢jSimu a uplnéjSimu vySetfeni funkce slouzi tzv. asymptoty jejiho grafu.
Asymptoty vystihuji chovani dané funkce ve vlastnich bodech, v nichzZ ma nevlastni
limity (asymptoty bez smérnice), nebo chovéani dané funkce v nekone¢nu (asymptoty se

smérnici). Jednotlivé definice nyni uvedu.

Definice 6.1
Necht xg € R. Pfimka x = xy se nazyva asymptotou bez smérnice funkce f, jestlize

funkce /' ma v bod¢ x, alespoii jednu jednostrannou limitu nevlastni.

Definice 6.2

Ptimku y = ax + b nazveme asymptotou se smernici grafu funkce f, jestlize

lim /ff%) - (ax + b)] =0 nebo lim [ffx) - (ax + b)] =0.

Véta 6.1

Ptimka p o rovnici y = ax + b je asymptotou se smérnici ke grafu funkce f prave tehdy,

kdy? plati: @ = lim £

xX—>Fo0 X

, b= lirP (f(x) — ax).

Poznamka 6.1
Libovolna funkce mulze mit nejvySe dvé asymptoty se smeérnici, mize vSak mit

libovolny pocet asymptot bez smérnice.

6.1 P¥iklady
Pr.6.1.1

1
Urcete asymptoty grafu funkce > y =x+—.
X

Reseni:

Nejprve vypocteme a, potom b.
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X+ — 2
a=1im 7 o fim % = i T s Ly =
x>t  yx X—>to0 X x>ty x—>to0 X
b=lim(f(x)—ax)= lirn(x+l—x) =lim—=0
X0 x>0 X ¥k X

Asymptotou se smérnici je tedy ptimka p: y = x.
Nyni budeme hledat asymptoty bez smérnice. Funkce f neni definovana v bod¢ x = 0.

Zjistime, zda existuji jednostranné nevlastni limity v tomto bodé¢, nejprve zleva a potom
zprava:

lim (x4 ) = lim x+ lim 4 = 0+ (=s0) = o0

x<0~ X x—0" x=0" x

. 1 . .1
lim(x+—)=limx+ lim — = 0+ (40) = +o0
x—>0" X x—>0" x—>0" x

Funkce f ma tedy asymptotu bez smérnice x = 0.
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7. Prubéh funkce v prikladech

VysSetfovanim pribéhu funkce rozumime zjiSténi vlastnosti, které ndm umozni
nakresleni grafu funkce. Pfi vySetfovani pribéhu funkce f(x) budeme postupovat podle

nasledujiciho schématu:

1) Pro danou funkci

ur¢ime maximalni defini¢ni obor D(f), popt. obor hodnot H(f)

- urcime priseciky s osami soufadnic (pokud existuji),

- ur¢ime nulové body funkce f a intervaly, kde je funkce f kladna a kde
zaporna,

- zjistime, zda funkce f* je ¢i neni suda, licha, periodicka,

- je-li D(f) tvofen otevienymi intervaly, vypocfteme jednostranné limity

funkce f'v jejich krajnich bodech.

2) Spocitame a vysettime f'(x):
- uréime (maximalni) intervaly, na nichZ je funkce ryze monotonni,

- najdeme lokalni extrémy funkce.
3) Spocitame a vySetiime f”(x):
- urime (maximalni) intervaly, na nichz je funkce ryze konvexni a ryze
konkavni,
- najdeme body inflexe funkce.

4) Najdeme asymptoty grafu funkce.

5) Pomoci vypoctenych udaji nakreslime graf funkce.
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Poznamky

Maximalni defini¢ni obor funkce

Funkce jsou obvykle zadavany piedpisem bez uvedeni jejich definicniho oboru. Potom
se za definicni obor funkce povazuje mnozina vSech cCisel, pro kterou méa dany predpis
smysl. Zjistujeme tak maximalni defini¢ni obor. Pfi jeho vysetiovani musime dbat
zejména na to, abychom nedélili nulou nebo neodmociiovali zaporné ¢islo. Dale bereme
v ivahu omezené defini¢ni obory nékterych funkci — logaritmickych, goniometrickych,

cyklometrickych apod.

Pruaseciky s osami

Priseciky funkce f s osou x nalezneme feSenim rovnice f(x) = (. PrusecCik funkce f

s osou y je dan funk¢ni hodnotou £(0).
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Pi.7.1

Vysetfete priibéh funkce /* y = x° + 4x° + 5x.

Reseni:

1.

Defini¢ni obor: funkce fje definovand pro vSechna reédlna ¢isla — D(f) = R.
Obor hodnot: H(f) = R.

Priseciky s osami: funkce f prochdzi poc¢atkem soustavy soufadnic /0,0].
Nulovym bodem funkce fje x = 0; na intervalu (-o0,0) je funkce f zdporna a na intervalu
(0,+) je funkce f'kladna.

Sudost, lichost, periodiénost

f-x) = (x)’ + 4(x)” + 5(-x) = x° + 4’ = 5x £ f{x) . . . funkce fneni suda
f(-x) = (x)° + 4(x)* + 5(x) = x* + 4x* = 5x # -f(x) . . . funkce fneni lich4

Funkce fneni ani periodicka.

Limity v nevlastnich bodech:

lim x* +4x% +5x = lim x3(1+i+izj:+oo

X X

X—>—00 X—>—00 2

lim x* +4x% +5x = lim x3(l+i+ij:—oo
X X

2.
Prvni derivace funkce: f"(x) = 3x7 + 8 + 5.

Polozime prvni derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body

., 5
stacionarnimi: x = —5, x=-1.

Na intervalech (— 00,— gj a (-1,+) je prvni derivace kladna, funkce f je tedy na téchto
intervalech rostouct.

Na intervalu (—2,—1) je prvni derivace zapornd, funkce f je tedy na tomto intervalu
klesajici.

V bodé x = —% se nachézi lokalni maximum funkce £, v bod¢ x = -1 se nachazi lokalni

minimum funkce f.
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3.
Druha derivace funkce: f"'(x) = 6x + 8.

Polozime druhou derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zarovei body

podezielymi z inflexe: x = ——.

Na intervalu (— oo,—jj je druhd derivace zaporna, funkce f je tedy na tomto intervalu

konkavni.

Na intervalu (—:,Jrooj je druhd derivace kladnd, funkce f je tedy na tomto intervalu

konvexni.
y 4 - . s Lo 4 .
V bodé x = 3 dochazi ke znaménkové zméné druhé derivace, bod x = 3 je tedy

inflexnim bodem funkce f.

4.

Asymptoty

Asymptota bez smeérnice neexistuje, protoze funkce je definovana na celém oboru
realnych cisel R.

Asymptota se smérnici:

3 2
g = Tim XTI i (2 4 4x 4+ 5) = lim x2(1+i+ij=+oo

x—>too X x—>too x—to0 2

X X

Ani asymptota se smérnici neexistuje.
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5.
Graf — graf funkce f'vypada nasledovné:

M .
= _2 '5 i}-"l 2 ?

Min

Poznamka: K vytvofeni grafii bylo pouZzito programu Graphe Easy 2.25.
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Pr.7.2

3
X

Vysettete priibéh funkce f7 y = T
x _—

Reseni:

1.

Defini¢ni obor: jmenovatel musi byt riizny od nuly: (x — 1) #0 — D(f) =R —{1}.

Obor hodnot: H(f) = R.

Priseciky s osami: funkce f prochdzi poc¢atkem soustavy soutadnic /0,0].

Nulovym bodem funkce fje x = 0; na intervalu (-o0,0) je funkce f zdporna a na intervalu
(0,+) je funkce f'kladna.

Sudost, lichost, periodi¢nost

_ (= =X o
f(-x) Cxol)? = T ioral # f(x) . . . funkce fneni suda

(—x)3 ~ S

(=x—1) X2 +2x+1

f(x) = +-f(x) . . . funkce fneni licha

Funkce fneni ani periodicka.

Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

3 3 3

. X . X X
llm—2=hm2—= m = —
xa—oo(x_l) x>0y —2x 4] xo- 2( 2 1 j
X 1—*+72
X X
3
4 (x — 1) N
3
lim - =
x>t (x—])
3
lim -~ =
x—>1- (x—l)
2.

3x*(x=1)° —x’(2x-2) B x*(x=3)
(x-1* e

Prvni derivace funkce: f'(x) =

Polozime prvni derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body

stacionarnimi: x = 0, x = 3 ax = I (bod vylouceny z defini¢niho oboru).
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Na intervalech (-0,0),(0,1) a (3,+x) je prvni derivace kladnd, funkce f je tedy na
intervalech (-o0,7) a (3,+o0) rostouci.

Na intervalu (1,3) je prvni derivace zaporna, funkce f je tedy na tomto intervalu
klesajici.

V bodé x = 3 se nachazi lokalni minimum funkce f.

(Bx* —=6x)(x 1)’ = (x* =3x*)3(x-1)* _ bx

Druha derivace funkce: f"(x) = 1)’ = R
x— xX—

Polozime druhou derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body
podezielymi z inflexe: x = 0 a x = I (bod vylouceny z defini¢niho oboru).

Na intervalu (-,0) je druha derivace zapornd, funkce f je tedy na tomto intervalu
konkavni.

Na intervalu (0,1) a (I,+x) je druha derivace kladna, funkce f je tedy na intervalu
(0, +o0) konvexni.

Vbodé¢ x = 0 dochazi ke znaménkové zméné druhé derivace, bod x = 0 je tedy

inflexnim bodem funkce f.

4.
Asymptoty
3
b r I3 v , . x
Asymptota bez smérnice: funkce f neni definovand v bod¢ / a plati lim 1) = +00
x> (x —
Asymptota bez smérnice je tedy: x = 1.
Asymptota se smérnici:
x3
. X . (x=1)? . x’ . x’
a:hmf():hm( ) =lim ———=lim —————=1
x—>too X x—>too X x—>too x(x — 1) x—>too X — 2x +Xx

3 ) 2x? —x
—-Xx= hmz—:
ok x° —2x +1

2

b= lirg)(f(x)—ax)z lim

x—>to0 (x — 1)

Asymptotou se smérnici je pfimka y = x + 2.

_25.-



5.

Graf — graf funkce f vypada nasledovng¢:
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Pr.7.3

VySetfete pribéh funkce f* y = x —4/x .
Reseni:

1.

Defini¢ni obor: odmocnina je definovana pro vSechna x > 0: D(f) = (0,»).
Obor hodnot: H(f) = (—4,0).

Prusediky s osami:

Dosadime x = 0 do ptedpisu funkce f(x) a dostaneme prisecik s osou y : /0,0].
Resenim rovnice y = x — 44/x = 0 dostaneme prasecik s osou x : /0,0], [16,0].

Nulovymi body funkce fje x = 0 a x = 16; na intervalu (0,16) je funkce f zdporné a na
intervalu (16,+x) je funkce f kladna.

Sudost, lichost, periodi¢nost

Funkce fneni sudé ani lichd ani periodicka.

Limity v nevlastnich bodech:

lim (x — 4+/x) = +o0

X—>+0

2.

Prvni derivace funkce: f'(x) =1 _ 2 )

N

Polozime prvni derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body
staciondrnimi: x = 4.

Na intervalu (0,4) je prvni derivace zaporna, funkce f je tedy na tomto intervalu
klesajici.

Na intervalu (4,+o) je prvni derivace kladnd, funkce f je tedy na tomto intervalu
rostouci.

V bodé x = 4 se nachazi lokalni minimum funkce f.

3.

Druha derivace funkce: f"(x) = L .

\/x_3
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Druha derivace funkce f je na intervalu (0,00) stale kladna, funkce f je tedy na tomto

intervalu konvexni.

Inflexni body neexistuji.

4.
Asymptoty
Asymptota bez smérnice neexistuje, protoze funkce f nemé zadné body nespojitosti.

Asymptota se smérnici:

a=1im 29 _ fim x—4x =1
x—>+0 X X—>+0 X

b= lim (f(x)-ax) = 1ir£o(x—4&—x)=_oo

Asymptota se smérnici také neexistuje.

5.

Graf — graf funkce f vypada nasledovné:
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Pi.7.4

VySetiete pribéh funkce f- y = x + sin X.

Reseni:

1.

Defini¢ni obor: funkce fje definovand pro vSechna reédlna ¢isla — D(f) = R.
Obor hodnot: H(f) = R.

Pruseciky s osami:

Funkce f prochéazi pocatkem soustavy soufadnic: /0,0].

Nulovym bodem funkce fje x = 0; na intervalu (-o0,0) je funkce f zdporna a na intervalu
(0,+x) je funkce f'kladna.

Sudost, lichost, periodi¢nost

f(-x) = x + sin(-x) = -x — sin x # f(x). . . funkce fneni suda

f(-x) = -x + sin(-x) = -x — sin x = -f(x) . . . funkce f'je licha

Funkce fneni periodicka.

Limity v nevlastnich bodech:

lim (x + sin x) = —©

X—>—%0

lim (x + sin x) = +o©

X—>+0

2.

Prvni derivace funkce: f'(x) = I + cos x.

Polozime prvni derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body
stacionarnimi: x =« + 2krm, k € Z.

Na intervalu (-x + 2kn, © + 2kn) je prvni derivace kladna, funkce f je tedy na tomto
intervalu rostouci. Funkce fje rostouci na celém definicnim oboru.

Lokalni extrémy neexistuji.

3.
Druhé derivace funkce: f"'(x) = -sin x.
Polozime druhou derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body

podezielymi z inflexe: x = kx, k € Z.
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Na intervalu (-z + 2kx, 2kr ) je druhd derivace kladna, funkce f je tedy na tomto
intervalu konvexni.

Na intervalu (2kzx, # + 2krx) je druhd derivace zaporna, funkce f je tedy na tomto
intervalu konkévni.

V bodech x = kx, k € Z dochazi ke znaménkové zméné druhé derivace, body x = iz
jsou tedy inflexnimi body funkce f.

Tteti derivace funkce: /" "'(x) = - cos x.

Dle véty 4.8: tieti derivace ve stacionarnich bodech je rizné od nuly (je vétsi nez nula) a
n je liché, tudiz funkce f opravdu nema lokalni extrémy a je na celém defini¢énim oboru

rostouci.

4.

Asymptoty

Asymptota bez smérnice neexistuje, protoze funkce je definovand na celém oboru
realnych Cisel R.

Asymptota se smérnici:

f(x) ~ lim X +sinx 1

a = lim
X—>*to0 X x—>to0 X

b= lirp (f(x)—ax)= lirp (x+sinx —x). .. neexistuje

Asymptota se smérnici neexistuje.

-30 -



5.
Graf — graf funkce f vypada nasledovné:
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Pr.7.5

Vysetiete pribéh funkce 1~ y = (x + 1)e".

Reseni:

1.

Defini¢ni obor: funkce fje definovand pro vSechna reédlna ¢isla — D(f) = R.

Obor hodnot: H(f) = <—L2,+OO).
e

Pruseciky s osami:

Dosadime x = 0 do ptedpisu funkce f(x) a dostaneme prtiseCik s osou y : [0,1].

Resenim rovnice y = (x + 1)e" = 0 dostaneme prise¢ik s osou x : /-1,0].

Nulovym bodem funkce f je x = -/; na intervalu (-,-/) je funkce f zépornd a na
intervalu (-1,+x) je funkce f'kladna.

Sudost, lichost, periodi¢nost

f(-x) = (x + 1)e™ # f(x) . . . funkce fneni suda

f(-x) = (x + 1)e™ # -f(x) . . . funkce fneni licha

Funkce fneni ani periodicka.

Limity v nevlastnich bodech:

lim (x +1)e* =400

X—>+00

lim (x+ e* = lim 3D —

X—>—0 x>0 ¥

0

2.

Prvni derivace funkce: f'(x) = I-¢" + (x + 1)e" = (x + 2)¢".

Polozime prvni derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body
staciondrnimi: x = -2.

Na intervalu (-,-2) je prvni derivace zapornd, funkce f je tedy na tomto intervalu
klesajici.

Na intervalu (-2,+o) je prvni derivace kladnd, funkce f je tedy na tomto intervalu
rostouci.

V bodé x = -2 se nachazi lokalni minimum funkce f.
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3.

Druhé derivace funkce: /"'(x) = I-¢" + (x + 2)e" = (x + 3)e".

Polozime druhou derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body
podezielymi z inflexe: x = -3.

Na intervalu (-o0,-3) je druhéd derivace zapornd, funkce f je tedy na tomto intervalu
konkavni.

Na intervalu (-3,+%) je druhd derivace kladna, funkce f je tedy na tomto intervalu
konvexni.

V bod¢ x = -3 dochazi ke znaménkové zméné druhé derivace, bod x = -3 je tedy

inflexnim bodem funkce f.

4.

Asymptoty

Asymptota bez smérnice neexistuje, protoze funkce je definovand na celém oboru
realnych Cisel R.

Asymptota se smérnici:

a=tlim £ = i D _

X—>—00 X X—>—00 X

b= lim(f(x)—ax)=lim(x+1e” =0

Asymptotou funkce f (v - ) je pfimka y = 0.
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5.
Graf — graf funkce f vypada nasledovné:
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Pr.7.6

Vysetfete priibéh funkce /> y = 2x’e™.

Reseni:

1.

Defini¢ni obor: funkce fje definovand pro vSechna reédlna ¢isla — D(f) = R.

Obor hodnot: funkce f nabyva pouze nezapornych hodnot — H(f) = (0,+x).

Priseciky s osami: funkce f prochdzi poc¢atkem soustavy soutadnic /0,0].
Sudost, lichost, periodi¢nost

f(-x) = 2(x)’e™ = 2x?¢" # f{x) . . . funkce fneni sudé

f(-x) = 2(-=x)’e™ = 2x’¢" # -f{x) . . . funkce fneni licha

Funkce fneni ani periodicka.

Limity v nevlastnich bodech:

lim 2x%e™ =0

X—>+00

lim 2x%e™ = 4

X—>—00

2.

Prvni derivace funkce: /'(x) = 4xe™ — 2x’e™ = 2xe™(2-x).

Polozime prvni derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body
stacionarnimi: x = 0, x = 2.

Na intervalech (-,0) a (2,+) je prvni derivace zaporna, funkce f je tedy na téchto
intervalech klesajici.

Na intervalu (0,2) je prvni derivace kladna, funkce fje tedy na tomto intervalu rostouci.
V bodé x = 0 se nachazi lokdlni minimum funkce f, v bod¢ x = 2 se nachazi lokalni

maximum funkce f.

3.
Druhé derivace funkce: f”'(x) = [2xe™(2-x)] " = [e"(4x-2x")] = -™(4x-2x°) + €™ (4-4x)=
=2 (= 4x + 2).

Polozime druhou derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body

podezielymi z inflexe: x =2 — V2, x=2++42.
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Na intervalech (-0, 2 — V2 Ja(2+ V2, +o0) je druha derivace kladna, funkce f'je tedy na
téchto intervalech konvexni.

Na intervalu ( 2-2,2+42 ) je druhé derivace zaporna, funkce f je tedy na tomto

intervalu konkavni.

Jak vbodé x=2- \/5 , tak vbodé x=2+ \/5 dochazi ke znaménkové zméné druhé

derivace, oba body jsou tudiz inflexnimi body funkce f.

4.

Asymptoty

Asymptota bez smérnice neexistuje, protoze funkce f je definovand na celém oboru
realnych Cisel R.

Asymptota se smérnici:

2 —x
a=1im 4P _jim 2 _im P oo

X—>+00 X X—>+00 X X—>+0 e

b= lim(f(x)—ax)= lim(2x’e™ -0)=0

Asymptotou funkce f* (v +o0) je ptimka y = 0.
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5.
Graf — graf funkce f vypada nasledovné:

I -.082682 1 :'l'fﬂx
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Pr.7.7

Vysetiete priibéh funkce f- y = li .
nx

Reseni:

1.

Defini¢ni obor: argument logaritmu musi byt kladny, tedy x > 0, ve jmenovateli nesmi
byt nula, tedy In x # 0,t. x # 1: D(f) = (0,1) U (1,+x).

Obor hodnot: H(f) = (-0,0) U (e,+x).

Priseciky s osami neexistuji. Na intervalu (0, 1) je funkce f zapornd, na intervalu (7, +o)
je funkce f'kladna.

Sudost, lichost, periodi¢nost

Funkce f'neni ani sudé ani licha.
Funkce fneni periodicka.

Limity v hrani¢nich bodech defini¢niho oboru:

. X .1 .
lim — =Ilim —=1limx =0 (pozn.: vypocet limity pouzitim L Hospitalova pravidla)
-0 lnx  x-0* x—>0"

. X .1 .
lim — = lim — = lim x =400 (pozn.: vypoéet limity pouzitim L Hospitalova pravidla)
x—+0 | x x—+0 | X—>+0

X

1
l-lnx—x-; _ Inx—1

In® x In* x

Prvni derivace funkce: f'(x) =

Polozime prvni derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body
staciondrnimi: x = e, x = [ (bod vylouceny z defini¢niho oboru).
Na intervalech (0,1) a (l,e) je prvni derivace zapornd, funkce f je tedy na téchto

intervalech klesajici.
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Na intervalu (e,+o) je prvni derivace kladna, funkce f je tedy na tomto intervalu
rostouci.

V bodé x = e se nachazi lokalni minimum funkce f.

l-lnzx—(lnx—l)-2lnx-l 2 Inx
Druhé derivace funkce: f"'(x) = =~ X _

In* x Cx-In’x

Polozime druhou derivaci rovnu 0 a zjistime tak nulové body, které jsou zaroven body
podezielymi z inflexe: x = ¢, x = 0 ax = I (body vylou¢ené z defini¢niho oboru).

Na intervalech (0,1) a (¢’,+) je druha derivace zaporna, funkce f je tedy na téchto
intervalech konkavni.

Na intervalu (7,¢°) je druhd derivace kladna, funkce f je tedy na tomto intervalu
konvexni.

Vbodé x = ¢ dochazi ke znaménkové zméné druhé derivace, bod x = ¢’ je tudiz

inflexnim bodem funkce f.

4.
Asymptoty

- . . y f o X
Asymptota bez smérnice: funkce f neni definovana v bod¢ x = [ a plati hml— =40,
1" Inx

Asymptota bez smérnice je tedy: x = 1.

Asymptota se smérnici:

X
a=1im 4 ® i Inx _ i L
x40y x40 x x>+ |n x

b = lim (f(x) - ax) = 1im(i—oj - 40
X—>+0 x—+o\ In x

Asymptota se smérnici neexistuje.
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5.
Graf — graf funkce f vypada nasledovné:
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Pr.7.8
1
Vysetiete priibéh funkce f- y = 2x + arctg —.
x

Reseni:

1.

Defini¢ni obor: funkce f je definovana pro vSechna realna ¢isla kromé 0:
D(f) = (-0,0) U (0,+x).

Obor hodnot: H(f) = (— ,—%) U (—,-‘rooj.

Priseciky s osami neexistuji.

Sudost, lichost, periodi¢nost

f(-x) = 2(x) + arctg[— lj =-2x — arcz‘gl = -f(x) . . . funkce f je lich4, jeji graf bude
X X

soumérny podle pocatku, a proto se omezime pfi vySetiovani funkce na interval (0, +o)
Funkce fneni periodicka.

Limity v nevlastnich bodech:

lim (2x + arctg lj =400

X—>+00 X

lim(2x + arctg lj =

x—0" X

NN

Prvni derivace funkce: f'(x) =2 +;2 . [— Lj =2- !

(1 x’ x2 41
I+ —
X

Protoze je prvni derivace funkce f'vzdy kladna, je funkce f na intervalu (0, +o) rostouci.

Lokalni extrémy neexistuji.

3.

2x

Druhd derivace funkce: f"(x) = ———.
/@) (x* +1)°

Protoze je druha derivace funkce f na intervalu (0,+o) kladnd, je funkce f na tomto

intervalu konvexni.
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Inflexni body neexistuji.

4.

Asymptoty

Asymptota bez smérnice: funkce f neni definovana v bod¢ 0, ale limita v bodé 0 neni ani
zleva ani zprava nevlastni, a proto asymptota bez smérnice neexistuje.

Asymptota se smérnici:

() 2x +arctg 1 arctg 1
a = lim = lim L = lim| 2+ L =2

x40 x X—>+00 X X—>+00 X

b= lim(f(x)—ax)= lim (2x + arcz‘gl — 2xj =0
X—>+0 X—>+00 X

Asymptotou funkce fje ptimka y = 2x.

5.
Graf — graf funkce f'vypada nasledovné:
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8. Priklady na procvicovani

Pr.8.1: Urcete intervaly ryzi monotonie funkce £, jestlize:
a) f(x) =x -3,
b) f(x) =2x + 3x = 36x + 4,
¢) flx) =x¢,
d) fix) =x’—Inx’,
e) fix) =arctg(x—1)°.

Pi#.8.2: Najdéte ostré lokalni extrémy funkce f, jestlize:
a) flx) =x"-3x,
b) fix) =2x° + 3x’ - 36x + 4,
c) f(x) =x-2Inx,
d) f(x) =x + In(cos x),

e) f(x) = xJl—-x.

Pi.8.3: Najdéte globalni (absolutni) extrémy funkce f'na intervalu I:
, 16
a) fix)=x"+—-16,1=(1,4);
X

b) fix) =tgx—4x,1= <—%,%>;

c) f(x) =x’—2lnx,1= <1,ez>.

e

Pr.8.4: Urcete intervaly ryzi konvexnosti a konkavnosti funkce £, jestlize:
a) flx) =x"-3x,
b) fix) =3x —40x° +x-2,
¢) flx) =In(l +x°),
d) f(x) =x-arctgx,

DS o
e) f(x) = 2x R
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Pi#.8.5: Najdéte inflexni body funkce f, jestlize:

a) fix) =x’ - 3x,
b) fix) = 3x’ —40x° +x -2,

) fix) =

x* 41
d) fix) =3Ix+3,
e) f(x) =3x + arccotg 2x.

Pi#.8.6: Najdcte asymptoty grafu funkce f:

3

_ X
W S =0
b) fo) = dr—
x—1
0 fg = EHA
x—1

P#.8.7: Vysetiete pribehy funkeci:
a) flx)=2x+3x"—12x+7,
b) f¥) =in(x’ +x+ 1),
¢) fix) = sin® x + cos’ x,

d) fix) =2x—1gx,

ex
l+x’

) fix) = Nx* +1-In(x +/x> +1).

e) fix) =
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Z.aver

Ve své bakalafské praci jsem se zabyvala problematikou vySetfovani prib¢hu
funkce. V Gvodni c¢asti, dalo by se fici teoretické, jsem se zabyvala zakladnimi
vlastnostmi funkeci, jejich derivacemi a vlastnostmi derivaci. V dalsi ¢asti, prakticke,
jsem pak navazala na ¢ast ivodni a vSe nazorn¢ ukazala na piikladech.

Snazila jsem se ukdzat, jak lze pfi vySetfovani pribéhu funkce vyuzit
diferencialniho poctu, derivaci. Kdyz vySetfujeme prabeh funkce, snazime se ziskat o ni
co nejvice informaci, které by ndm pomohly funkci graficky zndzornit. Pii sestrojovani
grafu ndm pomtize zejména piedstava o monotonii a extrémech funkce. Pravé pii
zjistovani monotonie funkce a extrémil funkce vyuzivame diferencidlniho poctu. Jako
doplilyjici informace pak slouzi konvexnost a konkévnost funkce a inflexni body
funkce. Pro uplnou pfesnost grafického zndzornéni hledame jesté asymptoty grafu

funkce, kdy pii vypoctu pouzivame nase znalosti o limitach.
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Priloha

Vvsledky piikladii na procvicovani

Pt.8.1
a) /'(x) = 3x’ — 3x, na intervalech (-o0,-1) a (1,+o) je funkce frostouci, na intervalu
(-1,1) je funkce fklesajici,
b) f(x) = 6x° + 6x — 36, na intervalech (-0,-3) a (2,+o) je funkce f rostouci, na
intervalu (-3,2) je funkce f'klesajici,
¢) f(x) = x’e*(3-x), na intervalu (-0,3) je funkce f rostouci, na intervalu (3,+o) je
funkce f'klesajici,

2x2 =2

d f'ix) = , na intervalech (-,-1) a (0,1) je funkce f klesajici, na

intervalech (-1,0) a (1,+ ) je funkce frostouci,

2(x—1)

, na intervalu (-oo,/) je funkce f klesajici, na
xt—4x’ +6x7 —4x+2 (1)) / )

e) fix) =

intervalu (1,+ o) je funkce frostouci.

Pt.8.2
a) /'(x) = 3x° — 3x, lokalni maximum se nachazi v bod& x = -1, lokalni minimum
vbodéx =1,
b) f(x) = 6x° + 6x — 36, lokalni maximum se nachdzi vbodé x = -3, lokalni
minimum v bod€ x = 2,

x-2 . ., <
, lokalni minimum se nachazi v bod¢ x = 2,
X

¢ fx)=

d) f'(x) =1 —tgx, lokdlni maximum se nachazi v bodech x = % + 2kr (k € Z),

2-3x 2
e) f(x)= , lokalni maximum se nachazi v bodé¢ x = —
241—x 3



Pi.8.3
, 16 y LAt it .
a) f(x) = 2x — —, vbod¢€ x = 2 se nachézi lokdlni minimum funkce £, funk¢ni
X

hodnoty: (1) = 1, f(2) = -4, f(4) = 4 — vbod¢ x = 2 je globdlni minimum a

v bod¢ x = 4 globalni maximum;

b) f'(x) = 12 —4,vbode x = % se nachazi lokalni minimum funkce f, funkcni
Cos” X
hodnoty: f(— ”j - 0 o+ oz o= 214 f(ﬂj NN
4 3 3
lim (tgx —4x) =+0 — vbodé¢ x = % je globdlni minimum a globalni
xaz
maximum neexistuje;
: 2x? -2 3 e "
¢) f(x) = ——, vbodé¢ x = I se nachazi lokalni minimum funkce f, funkéni
X
hodnoty: f(lj = L2+2 =214;f(1) = 1, f(e’) =€’ —4 = 50,6 > vbodé x = I
e) e

je globalni minimum a v bod& x = ¢’ globalni maximum.

Pt.8.4
a) f'(x) = 6x, na intervalu (-0,0) je funkce f konkavni, na intervalu (0,+x) je
funkce fkonvexni,
b) f'(x) = 60x3 — 240x, na intervalech (-o0,-2) a (0,2) je funkce f konkavni, na
intervalech (-2,0) a (2,+) je funkce f konvexni,

_ 2
¢) f(x) = 2—25)2, na intervalech (-oo,-7) a (I,+x) je funkce f konkavni, na

(1+x

intervalu (-1, 1) je funkce f konvexni,

d) f(x) =

W, funkce fje konvexni na celém defini¢nim oboru,
+ X

e) f(x)= —ﬁ, na intervalu (-o0,2) je funkce f'konvexni, na intervalu (2,+x)
x f—

je funkce f'konkévni.



Pt.8.5
a) f'(x) = 6x, inflexe nastava v bodé x = 0,

b) f'(x) = 60x’ — 240x, inflexe nastava v bodechx = -2, x =0 ax = 2,

3 a—
¢) f'x)= (2)6216));, inflexe nastava v bodech x = -ﬁ,x =0,x = \E,
X"+
d f'x)= - 2 inflexe nastava v bodé¢ x = -3
9-3/(x+3)° ’
e f'(x)= _ dox inflexe nastava v bodé x = 0
(4x> +1)*° '
P1.8.6

a) asymptoty bez smérnice — x = -2, x = 2, asymptota se smérnici — y = -x,
b) asymptota bez smérnice — x = /, asymptota se smérnici — y = 4x,

¢) asymptota bez smérnice — x = /, asymptota se smérnici — y =x + 3.

P1.8.7

a) D(f) = R, H(f) = R, prusecik s osou y: [0,7], prase¢iky s osou x: [1,0], {—;,0},

na intervalu (— oo,—;j je funkce f zdporna, na intervalu (—;,Jrooj je funkce f

kladna;

lim (2x° +3x> =12x+7) = —o0, lim(2x’ +3x> =12x+7) = +0;

fx) = 6x° + 6x — 12, na intervalech (-0,-2) a (1,+o0) je funkce f rostouci, na
intervalu (-2,1) je funkce fklesajici, v bod¢ x = -2 se nachazi lokalni maximum,

v bod¢€ x = / lokalni minimum;

f(x) = 12x + 6, na intervalu (— oo,—;j je funkce f konkéavni, na intervalu

[— ; ,+ooj je funkce fkonvexni, inflexe nastava v bod¢ x = —; ;

asymptoty neexistuji;
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b) D) = R, H(f) = (ln§,+00), praseciky s osou x: /0,0, [-1,0], na intervalech

(-0,-1) a (0,+x) je funkce f kladnd, na intervalu (-7,0) je funkce f zaporna;

lim In(x* + x+1) = 400, lim In(x*> + x+1) = +o0;

fx) = 22x7+1’ na intervalu (— oo,—lj je funkce f klesajici, na intervalu
X +x+1
[— — ,+ooj je funkce frostouci, v bodé x = — 5 se nachazi lokalni minimum,;
—2x? —2x+1 . 13 13
na intervalech | — oo,—5 - By - 5 + B oo | je

2 5

N I

funkce f konkdvni, na intervalu [ 57

3 1 -3
ax = + :

1 3 1 ﬁj je funkce f konvexni,

inflexe nastava v bodech x = — 5T,

asymptoty neexistuji,



Graf:

¢) D) =R, H(f) = <%,1> , funkce fje suda a periodicka s periodou %;
prusecik s osou y: /0, 1], funkce fje na celém defini¢nim oboru kladna;

f'(x) = 4sin’x-cos x — 4cos’x'sin x, na intervalu (0+ k%,%+k%) je funkce f
klesajici, na intervalu (% + k%,% + k%) je funkce frostouci, lokalni minimum

funkce f'se nachazi v bod¢ x = % + k%, lokalni maximum v bodé x = % + k%

(k € Z);

() = 24sin’x-cos’x — 4sin’x — 4cos’x, na intervalu (_%Jrk %’%+k %j je

funkce f konkdvni, na intervalu (%+k3,?+k%j je funkce f konvexni,

. L Vs T
inflexe nastava v bodech x = —§ + kz ;

asymptoty neexistuji;



Graf:

d) D) = (—%Hm,%ﬂmj ,k € Z, H(f) = R, funkce fje lich4;

lim (2x—igx)=+00, lim (2x-igx)=-o0,

x—)(erkﬂ'] X—)[£+kﬂj
2 2

2 _—
fx)= Rszl , na intervalech (— L kzz,—Z + kﬂ'j a (1 + kﬂ',z + kﬂ'j je
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