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1 Uvod do matematiky

1.1 Piedmét matematiky

Matematiku obvykle fadime k pfirodnim védadm, ale zaujimd mezi nimi zvlasStni
postaveni. Zatimco pfedmétem studia ostatnich véd jsou vlastnosti hmoty vySetfované
z riznych hledisek, pfedmétem studia matematiky jsou prostorové formy a kvantitativni

vztahy hmotného svéta uvazované v Cistém abstraktnim tvaru.

1.2 Matematika ve vztahu k realnému svétu

Z vymezeni pfedmétu matematiky plyne, Ze matematické pojmy a teorie matematiky
souviseji s hmotnym svétem, ktery nas obklopuje. Tato souvislost neni vSak vzdy na
prvni pohled zjevna. Je déna tim, Ze matematické pojmy jsou odvozeny z realné

skute¢nosti a logika matematiky je taz jako logika ostatnich véd.

1.3 Nékteré pojmy logické povahy
1.3.1 Rozsah a obsah pojmu

V matematice pracujeme s pojmy, jako jsou napi. bod, Ccislo, trojihelnik,
rovnobéznik, rovnice, mnozina, funkce apod. U kazdého pojmu rozezniavame jeho
rozsah a obsah.

Rozsahem pojmu rozumime souhrn vSech jednotlivych pfedmétii, na néz se
uvazovany pojem vztahuje. Napiiklad rozsah pojmu trojuhelnika zahrnuje vSechny
mozné trojuhelniky, napt. kosouhlé, pravouhlé, riznostranné, rovnostranné apod., a to

jak zhotovené ze dieva nebo celuloidu, tak narysované nebo pouze myslené.



Obsahem pojmu rozumime souhrn vSech znakt, které jsou pro uvazovany pojem
charakteristické. Naptiklad obsah pojmu rovnobéznika zahrnuje dva znaky, a to
¢tyfuhelnik a tthelnik s rovnob&znymi protéj$imi stranami.

Rozsah a obsah pojmu spolu uzce souvisi; rozsifime-li rozsah pojmu, zmensi se tim

jeho obsah a naopak.

1.3.2 Definice

Abychom se mohli dohovofit o jednotlivych pojmech, které jsou predmétem naseho
mysleni, sta¢i n€kdy, pokud jde o pojmy zcela obecné a bézné, uvést pouze nazev
tohoto pojmu. Obvykle se vSak obsah matematickych pojml uréuje pomoci definic.
Spravna definice méa mit dvé vlastnosti:

1. Nesmi byt ani pfili§ 0zka, ani pfili§ Sirokd, tj. musi se v ni vymezovat pouze
charakteristické znaky.

2. Nesmi tvofit tzv. logicky kruh, tj. nesmi se v ni definovat novy pojem pomoci
pojmu, ktery zavisi na tomto novém pojmu.

Casto se zavadi definice pojmu tak, Ze uvedeme jeho nejblizsi rod a potom jeho
druhovy znak, popt. druhové znaky. Definujeme naptiklad: pfirozené cislo je kladné
(druhovy znak) celé (nejblizsi rod) Cislo.

Protoze pfi definici kazdého nového pojmu mizeme pouzit jen pojmil jiz zndmych,
existuji urcité pojmy tak obecné, ze jim nepiredchazeji zddné jiné predem znamé pojmy.
Tyto pojmy se nazyvaji zakladni matematické pojmy a nelze je definovat, aniz vznikne
logicky kruh. K nim v matematice patii napt.: ¢islo, bod, ptimka, rovina, mnozina. U
takovych pojmti misto definice podavame pouze popis a vycet jejich charakteristickych
znaki, poptipad¢ je definujeme pomoci tzv. axiémtl.

Vyslovime-li novou definici, musime zjistit, zda predméty, které ji vyhovuji,

skutecné existuji. Jinak by to byla definice prazdna, bezobsazna.

1.3.3 Matematické véty a jejich stavba

Soud je kazda myslenka, kterou néco konstatujeme; naptiklad myslenky, kterymi

konstatujeme, jak se predméty, které nas obklopuji, od sebe lisi nebo spolu souvisi.



V matematice nas ovSem zajimaji pouze takové soudy, o nichz méa smysl fici, zda
jsou pravdivé ¢i nepravdivé. Takové matematické soudy nazyvame vyroky. Vyrok,
jehoz spravnost je jiz prokézéna, budeme nazyvat vétou (pouckou).

Spravnost véty dokazujeme pomoci vét jiz dokdzanych nebo pomoci axiomu
(fec. axioma = uznani) neboli zdkladnich vét, které povazujeme za pravdivé jen na
zaklad¢ zkuSenosti a které se tedy nedaji odvodit zjinych vét. Pfitom véta, kterd

vyplyva pfimo z jiné véty (popt. axidmu), se nazyva jeji disledek.

Matematické véty, i kdyz maji rizné slovni vyjadieni, miizeme po formalni strance
uvést na tento standardni tvar: plati-li vyrok A, (pak) plati téz vyrok B.
Proto u matematické véty miizeme rozeznavat tyto dve ¢asti:
1. podminku, ktera udava predpoklady véty;
2. tvrzeni, které udava zavér plynouci z prvni ¢asti.

¢

Ptedpoklady zacinaji zpravidla slovem ,,je-1i*, popt. ,,necht* apod. Tvrzeni uvadime
casto slovem ,,pak®. V nékterych vétach byvaji uvedend slova vynechéana. Tak naptiklad
véta ,,Rovnostranny trojihelnik ma stejné velké thly* by podle vzoru méla mit napf.

tvar ,,Je-li trojuhelnik rovnostranny, (pak) ma stejné velké thly*.

1.4 Matematické analyza

Matematickd analyza ve svém zkoumdni vychazi ze studia meznich hodnot. Jak
tomu rozumét?

Zenon z Elea (495 — 435 pf. n. 1) popisuje ve svych Paradoxech nekonecna
smysleny zavod Achillea, nejrychlejsiho z feckych hrdint, se Zelvou. Achilleus vidi
pted sebou lezouci Zelvu a snazi se ji predhonit. Nez vSak dobéhne do mista, kde jeste
pted chvili byla, Zelva poodleze o kousek dal. Achilleus musi tedy ub¢hnout jesté tento
kousek, ale mezitim zelva popoleze jesté dal atd. Achilleus nemtze tedy podle
Zenonovy uvahy zelvu nikdy dohonit.

Je to pfirozené nesmysl, ale zplisob Zenonova uvazovani se zda bezchybny. Uvedeny

ptiklad patii mezi tzv. Zenonovy aporie (paradoxy).



Matematickou analyzou rozumime nékolik matematickych disciplin, jejichz zakladni
pojmy spocivaji na pojmech funkce, limity funkce a spojitosti funkce. Vzhledem k tomu
zafazujeme do matematické analyzy zejména tyto discipliny:

1. diferencilni a integralni pocet funkci jedné i vice redlnych proménnych,
. nekonec¢né fady (s konstantnimi i proménnymi ¢leny),

. vektorovou analyzu,

. teorii funkci komplexni proménné (zejména teorii analytickych funkei),
. obycejné a parcialni diferencidlni rovnice,

. integralni rovnice,

N N AW

. variacni pocet

a dalsi discipliny.

1.5 Historie pojmu funkce

vvvvvv

jiz odedéavna, aby vyjadfili vzajemné vztahy mezi veli¢inami, se kterymi se setkdvali
v dennim zivoté pii sledovani zmén riznych jevi, at’ jiz pfirodnich nebo téch, které
souvisely s lidskou praci, a to ve snaze tuto praci zracionalizovat. Plivodné se pouzivalo
tabelarniho zdznamu, pfi kterém se veli¢iny sob& odpovidajici zapisuji do dvou

(nebo 1 vice) fad umisténych vedle sebe.

Aby vSak bylo mozno souvislosti mezi vySetfovanymi veli¢inami spravné zachytit
a védecky studovat, bylo k tomu zapotiebi zavést soutadnicovou soustavu a vybudovat
souvislost mezi geometrii a algebrou. O to se zaslouzili francouzsti matematikové
Pierre de Fermat (1601 — 1665) a René Descartes (1596 - 1650). Tim se dospélo
k pojmu proménné veli€iny. TiebaZze od pojmu proménné veliCiny je pouze krucek
k pojmu funkce, trvalo pomérné velmi dlouho, nez se k tomuto pojmu dospélo.

Prvni pokus o zavedeni pojmu funkce ucinil vroce 1718 Svycarsky matematik
Johann Bernoulli (1667 — 1748). Avsak brzy se ukazalo, ze jim zavedeny pojem funkce
je nedostacujici. Proto se v pozdé¢jSich dobéach snazili mnozi vynikajici matematikové,
jako napt. Leonhard Euler (1707 - 1783), Bernard Bolzano (1781 - 1848), Augustin
Louis Cauchy (1789 - 1857), Nikolaj Ivanovic Lobacevskij (1792 - 1856) a zv1asté Peter



Gustav Lejeune-Dirichlet (1805 - 1859) a Karl Weierstrass (1815 — 1897), zformulovat
piesnou definici funkce. PIn¢ se to podaftilo az po objevu teorie mnozin (1879), kterou

vybudoval némecky matematik Georg Cantor (1845 - 1918).

Grafické znazornéni empirickych funkci se vSeobecné rozsitilo teprve tehdy, kdyz ho
zacali pouzivat fyzikové a technici. To se poprvé stalo v roce 1834 v pojedndni, jehoz
autorem byl francouzsky fyzik Benoit Paul Emile Clapeyron (1799 - 1864).
V poslednim ¢tvrtleti 19. stoleti se grafické znazornéni dostavalo i do Skolniho
vyucovani. Az Skolskd reforma provedend v Némecku v roce 1900 z popudu Felixe
Kleina (1849 - 1925) ucinila pojem funkce a jeji grafické znazornéni ustfednim pojmem

matematické vyuky.

Obecné oznaceni funkce se objevuje pomérné pozde, pokud ovSem nepovazujeme

pismeno y, kterého pouzival Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) k oznaceni

proménné veli€iny, za oznaceni funkce. Od Leibnize pochézi také nazev funkce. V roce

1718 pouzil k oznaceni funkce symbolu ¢@x jiZ zminény Johann Bernoulli. NaSe
nynéjsi oznaceni f (x) pochazi od Leonharda Eulera (z roku 1735). Naproti tomu v roce

1754 pouziva Jean Le Rond d’Alembert (1717 — 1783) oznaéenip(z).

1.6 Funkce v dennim zivoté

V dennim zZivoté, v ptirod€, v technice a hlavné v matematice se neustale setkdvame
s funkénimi z&vislostmi jedné veliiny (napf. y ) na druhé (napf. x ). Napf. cena jizdenky

druhé tfidy osobniho vlaku zavisi na poctu kilometra.

Pomoci funkei Ize matematicky vyjadfit mnoho fyzikalnich a technickych jevi, které
za urCitych ptfedpokladii vedou k jednozna¢nému vysledku. Vysledek je v takovém

ptipadé mozné vypocitat bez pomoci experimentu.



Stanoveni matematické zavislosti mezi vychozi a vyslednou veli¢inou
(matematického vzorce) je Casto obtizné, stava se vysledkem uvah i experimentli. Na
druhé¢ strané je vyhodou, Ze jednou stanoveny funkéni vztah lze ve stejnych situacich
vzdy znovu pouzit. Pokud napf. stavebni inZenyr projektuje novy mrakodrap, muze

vyuzit dfive odvozenych vzorct pro stavbu obdobnych mrakodrapt v minulosti.

Pripady funkcni zavislosti

Délka drahy auta jedouciho stalou rychlosti ¢ zavisi na dob¢ jizdy. Dostrel déla
zavisi na elevacnim uhlu hlavné déla. Teplota vzduchu zdvisi na denni dobg,
barometricky tlak zavisi na vySce pozorovaciho mista nad motem.

Pfitom misto slova ,,zavisi“ fikame téZ ,,je funkci‘.

Priklady
Elektricky proud / podle Ohmova zdkona zavisi pfi daném napéti U na odporu R

vodice podle vztahu / =U /R (- realna funkce dvou redlnych proménnych: U, R).

Objem V' kruhového kuzele o poloméru r pii dané vySce v zavisi na velikosti

poloméru » podle vzorce V = %ﬁrzv (- realnd funkce dvou realnych proménnych: r,v).

Vezméme v Gvahu rovnici y=23x>+1. Zvolime-li libovolné konkrétni realné
&islo x, , je touto rovnici uréeno pravé jedno &islo y,, které se rovna 3x, +1.
Napt. ¢islu x;, =0 odpovida ¢islo y, =1, kdeZto pro ¢islo x, =—1 dostaneme y, =4,
apod. Zvolime-li tedy libovolné ¢islo x (— oo,oo), je mu rovnici y =3x” +1 piifazeno

prave jedno Cislo y € <1,oo) )
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2 Relace, zobrazeni

2.1 Relace

Dvé proménné veli¢iny mohou byt vzajemné provazany, mize mezi nimi byt
vzajemny vztah neboli relace. Napf. hodnoty jedné z veli¢in mohou byt vétsi

nez hodnoty druhé z nich.
Pted definici relace nejprve zadefinujeme kartézsky soucin.

Definice kartézského soucinu

Necht M, N jsou neprazdné mnoziny. Kartézskym sou¢inem M x N mnozin M', N
(v tomto potadi) rozumime mnozinu vSech uspofadanych dvojic [x, y] , kde

xeM,yeN.

Poznamka
Uspotadanou dvojici [x, y] dvou prvka x,y € M rozumime dvojici, u které zalezi na
potadi prvkix,y, pficemz prvekxje prvni Clen, kdezto y druhy cClen dvojice [x, y].

Pfitom pro x # yje [x,y]# [v,x].

Definice relace

Bud’te M, N libovolné mnoziny, relaci p mezi mnozinami M a N se nazyva kazda
podmnozina kartézského soucinu p c M x N .
Klademe D(p)={x;xe M,3ye N:[x,y]e p}
H(p)={y;yeM,Ixe N:[x,y]e p}
D(p) c M se nazyvé defini¢ni obor relace p, H (p) < N se nazyva obor hodnot

relace p nebo také obraz.

11



Priklad 1

V ur¢itém vyrobnim podniku dodavéd dilna A4 své vyrobky k dalSimu zpracovani
diln¢ B a ta je po provedeni svého ukolu predava dilné¢ C. Naproti tomu dilna D
vyrabi urcité vyrobky samostatné. NapiSme pouzitim uspotadanych dvojic relaci, kterd
vyjadiuje vyrobni ovlivnéni téchto dilen.
Reseni

Hledana relace Rse da psat ve tvaru R =1{4,B][B,C][4,C][D,D]}, nebot pti
nedodani vyrobkl dilnou A4 diln€ B je postizena také dilna C, kdezto dilna D zavisi

vyrobné jen sama na sob¢.

Definice binarni relace

v .y ’ ’ ;o v 3 2
Bud’ M mnoZina. Binarni relaci na M nazyvame kazdou mnozinup < M ~.

2.2 Ciselné obory
Oznaceni Ciselnych oborl (mnozin):

N = {1,2,3,...,11,...} - mnozina piirozenych ¢isel,

N,=Nu {0} - mnozina celych nezapornych cisel,

Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} - mnozina celych ¢isel (mnozina N rozsifena o 0 a Cisla opacna),

O={p/q; pe N,qeZ,q+0,;p,qnesoudéln¢} - mnozina racionalnich ¢isel
(mnozina Z rozsifena o zlomky; desetinny rozvoj musi byt

ukoncen nebo musi byt periodicky),

I - mnozina iracionélnich ¢isel (mnozZina ¢isel, kterd nelze napsat ve tvaru Q; maji
nekoneény neperiodicky rozvoj),

R - mnozina redlnych Cisel (R=0U 1),

R * - mnozina rozsifenych redlnych ¢isel (R* = R U {— o0, oo}),

C - mnozina komplexnich ¢isel.

12



2.3 Zobrazeni

Definice zobrazeni

Zobrazeni f z mnoziny M do mnoziny N (ozn. f : M — N ) je takova bindrni relace
na kartézském soucinuM x N, ze kazdy prvek x e M se vyskytuje nejvyse v jedné
usporadané dvojici [x, y] e f . Kdyby se tyz prvek x € M vyskytoval aspoii ve dvou
usporadanych dvojicich [x, yl], [x, yz], kde y, #y,, pak bychom pfislusnou relaci

nepovazovali za zobrazeni.

Zobrazeni:

f:M — N,kde M < R,N c R nazveme realnou funkci realné proménné,
f:M — N,kde M c R,N < C nazveme komplexni funkci redlné promeénné,
f:M — N,kde M < C,N < R nazveme realnou funkci komplexni proménné,

f:M — N,kde M < C,N < C nazveme komplexni funkci komplexni proménné.

13



3 Funkce

Funkci rozumime realnou funkci jedné realné proménné.

Definice funkce

Necht M je neprazdna podmnozina mnoziny redlnych ¢isel (M € R). Zobrazeni f
mnoziny M do mnoziny realnych c¢isel nazyvame realnou funkci jedné realné

proménné a znaime f:M — R,M < R # 0, nebo x o f(x),x eM.
Mnozinu vzori M nazyvame definicnim oborem funkce fa znaCime ji D( f ),

mnozinu obrazii {f(x): x € D(f)} nazyvame oborem hodnot a zna¢ime ji H(f).

3.1 Zadani funkce

3.1.1 Analyticky

Funkce f byva v praxi zpravidla dana néjakou rovnici (vzorcem) pro vypocet jejich
hodnot. Zapisujeme ji ve tvaruy = f (x) a fikame, Ze funkce fje ddna ptedpisem
(analyticky). Proménnad x se nazyva nezdvisle proménna nebo argument, proménna y
se nazyva zavisle proménna nebo hodnota funkce f v bodé x .

Naproti tomu pro pevné zvoleny bod a D( f )symbol f (a)znaéi hodnotu funkce f

v bodé a.

Pouziti pismen pro oznaceni proménnych neni pevné dano. MizZeme proto psat také
napt. p = f(r).

Konkrétni funkce &asto uvadime zapisem napf. f(x)= cosx, g(s)=s* 1.

Soucasti definice funkce je zadani defini¢niho oboru D( f ) Neni-li vyslovné udan

defini¢ni obor funkce, budeme jim rozumét mnozinu téch realnych cCisel, pro néz ma
vzorec, kterym je funkce urc¢ena, smysl. O tomto defini¢énim oboru n€kdy hovoiime jako

o pfirozeném defini¢nim oboru.

14



Napr. pro f(x)= je D(f)={x;xeR,x¢i5}.

x? =25

Priklad 2

M¢jme rovnici y =3x+1. Zvolime-li jakékoli redlné ¢islo x, je touto rovnici ur¢eno
pravé jedno odpovidajici ¢islo y . Vidime tedy, Ze dand rovnice pfifazuje kazdému &islu
Xe (— oo,oo) pravé jedno ¢islo y . Vypoctéte y, pro x, =0, y, pro x, =—1 a y,
pro x; =2.

Reseni
Za x dorovnice y =3x+1 nejprve dosadime x, =0 a dostaneme y, =1. Potom

za x dosadime x, =—1 amame y, =-2 apro x; =2 je y, =7.

Priklad 3

Ur¢eme defini¢ni obor funkce y =
Reseni

Funkce f(x)=x>+1 md definiéni obor D(f)=(-o0,), kderto funkce
g(x)=+1-x" obor D(g)=(-L1). Prinik D(f)nD(g)=D =(-11). Musime vSak
z oboru D vyloucit oba body x,, = 1, nebot’ pro n¢ je jmenovatel g(x) =+1-x* =0.

Proto definiénim oborem dané funkce je interval (~1,1).

Poznamka
Pokud vezmeme konkrétni funkci — naptiklad f (x) =2x—1, leva cast pfed znakem
»= oznacuje, ze dand funkce je f a jejim argumentem je x. Symbol f (x) ¢teme jako
funkce f'v bod¢ x. Prava ¢ast zapisu za znakem ,=" oznacuje vlastni ptedpis, ktery
v tomto ptipad¢ zni: ,,vynasobme proménnou x dvéma a poté odectéme jednicku®.
Funkéni hodnoty nemusime oznaGovat f(x), pouziva se také oznaceni g(h), h(r)

atd. V tomto oznaceni jsou obsazeny vSechny informace tykajici se oznaceni funkce

1jejiho argumentu.
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Jiny zpisob zapisu funkce, ktery vyjadiuje totéz: f :x — 2x—1. Pismeno f udava
nazev funkce, po dvojtecce nasleduje proménna x. Symbol — zndzoriiuje pfifazeni,

¢teme ,,zobrazuje do*. Zapis f :x — 2x—1 tedy ¢teme: funkce f zobrazuje xdo 2x —1.

3.1.2 Tabulkou

Funkce mize byt nékdy dana tabulkou, tj. dvojicemi hodnot argumentu a funkce. Tak
muzeme funkci uplné definovat pouze v tom piipade, ze jeji defini€ni obor je kone¢na
mnozina.

V jedné fad¢ jsou uvedeny hodnoty argumentux a ve druhé fadé (s ni rovnobézné )

je proti kazdé hodnoté x napsana ptislusna hodnota f (x) .

Napr. druhd mocnina

flx)[1]4]9

Obr. 1 — Tabulka hodnot pro druhou mocninu
Vyhodou tohoto vyjadfeni je, ze hodnoty funkce v tabelovanych hodnotach

argumentu miZeme thned vycist. Nevyhodou vSak je, Ze tabulka obvykle neobsahuje

hodnoty funkce ve vSech potiebnych hodnotach argumentu.
3.1.3 Graficky
V praxi byva funkce n€kdy zaddna graficky — kartézskym grafem nebo diagramem.

Z grafu mizeme hodnoty funkce odecitat jen ptiblizné, dava vSak dobrou predstavu

o chovani funkce.
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Ukazka

Obr. 2 — Ukézka grafu funkce

3.2 Tvar funkce

Rovnice funkci maji vétSinou tvar y = f (x) Tento tvar rovnice funkce se nazyva
explicitni (tj. rozvinuty, nebot’ veli¢ina y je z rovnice vypoctena).
Funkce y argumentu x se nazyva implicitni (tj. nerozvinuta), je-li ddna rovnici

tvaru F (x, y)= 0, ktera neni rozieSena vzhledem k zavisle proménné y . Napiiklad

funkce y dand rovnici x> + y> =4 je implicitni. RozfeSenim této rovnice vzhledem

k proménné y dostaneme y =+/4—x>, popt. y =—-4—x", tedy vlastné funkce dvé.
Rovnici F (x, y) =0 nebyva vzdy implicitni funkce urena jednoznacné, takze k zvolené
hodnoté proménnéx mize byt rovnici F (x, y)z 0 pfifazeno vice nez jedna hodnota
proménné y. Z toho divodu vlastné nejde ani o funkce ve vlastnim slova smyslu.
Abychom zde o funkci mohli mluvit, je nutno tuto viceznacnost veli¢iny y dal$imi
podminkami odstranit, naptiklad u rovnice x°+ 3y’ =4 podminkou y >0, popt.

podminkou y <0.
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W

Obr. 3 — Graf funkce y =v4—x> pro y >0

WO

Obr. 4 - Graf funkce y =v4—x> pro y <0
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3.3 Rozdéleni funkci

Funkce v explicitnim tvaru y = f(x) miizeme rozdélit takto:

Funkce <

\

| celistvé neboli polynomy
_ | racionalni ]
algebraicke lomené o
o elementarni
iraciondlni
funkce
) nizsi
transcendentni .,
VYSSi

Obr. 5 — Schéma rozdéleni funkci

Definice jednotlivych druhii funkci

Funkce y = f (x) se nazyva:

1. algebraicka, ptedpisuje-li se v analytickém vyrazu f (x) pro argument x konec¢ny

pocet zakladnich operaci: sCitani, od¢itani, ndsobeni, déleni, mocnéni a odmocnéni

celym Cislem;

. transcendentni, neni-li algebraicka;

3. racionalni, ptedpisuje-li se v analytickém vyrazu f (x) pro argument x konec¢ny

pocet Ctyt zakladnich (racionalnich) operaci: s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni;

. iracionalni, obsahuje-li vyraz f (x) argument x pod odmocnitkem (neboli

v mocnindch s raciondlnim exponentem). Racionalni funkce se déli na celistvé

racionalni funkce neboli polynomy a na lomené racionalni funkce.

3.4 Operace s funkcemi

3.4.1 Aritmetické operace

Necht' f, g jsou redlné funkce s definicnimi obory D( f ) a
mnozina nulovych bodl funkce g, tj. N = {x € D(g): g(x) = O}.

D(g). Necht' N je
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3.4.1.1 Rovnost
Rovnost f =g funkci f, g, je-li f(x): g(x) pro x € D(f)m D(g).

3.4.1.2 Soucet

Souctem funkci f, g nazveme funkci f + g definovanou predpisem
(f +g)(x)= f(x)+glx) pro xe D(f)nD(g).
Priklad 4

Urcete soucet funkci f(x),g(x): f(x)=x>, D(f)=R; g(x)= ﬁ, D(f)=R-{1}.

Reseni

3.4.1.3 Rozdil

Rozdilem funkci f, g nazveme funkci f — g definovanou predpisem

(/- 2)(x)=f(x)-g(x) pro xe D(f)n Dlg).

Priklad 5

Urcete rozdil funkei f(x),g(x): f(x)= ,D(f)=R-{-5};
g(x):x3,D(f):R.
Reseni

(f-g)x)=——-x". D(f)=R-{-5}.

3.4.1.4 Soucin

Souc¢inem funkci f, g nazveme funkci fg definovanou predpisem

(/8)(x)= 1 (x)g(x) pro x € D(f) D(g).
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Priklad 6

Urcéete soucin funkei £(x), g(x): f(x)=x, D(f)=R;g(x)= is ,D(f)=R-{-3}.
x
Reseni
(/&)= =2 D(f)=R-{-3},
x+3 x+3
3.4.1.5 Podil

Podilem funkci f, g nazveme funkci f/g definovanou piedpisem

L)e-2 om0 se(0lr)ple) - .
g) gl

Priklad 7

Uréete podil funkei f(x),g(x): f(x)=6x, D(f)=R; g(x)=3x—-1,D(f)=R

Reseni

m(x): O D(r)=R-{1).

g

3.4.2 Skladani funkci

Definice slozené funkce

SloZzena funkce je specidlni piipad slozen¢ho zobrazeni. Bud'te g, f funkce a necht’
H (g) c D( f ) Jestlize kazdému redlnému Cislu xeM  pfifadime ¢islo
( f og)(x) =f (g(x)), tj. hodnotu funkce v bodé¢ g(x), pak se funkce f og na mnoziné
D( fo g) = M nazyva slozena funkce. Funkce g se nazyva jeji vnitini slozkou, funkce
f jeji vngjsi slozkou.

Snadno ovéfime, Zze f og je skute¢né funkce, pro niz D( fo g) = D( f ) Nutnou
a postacujici podminkou pro existenci slozené funkce o vnitini slozce g a vnéjsi slozce
f jetedy H (g) c D( f ) Neni-li tato podminka ptfedem splnéna, Ize ji nékdy dosdhnout

vhodnym zizenim defini¢niho oboru funkce g .
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Poznamka

Vytvateni slozenych funkei je asociativni: (f o(g ok )x))=((f og)oh(x)).

Priklad 8

Funkce y = \/i4—\/;i je slozena funkce. Vnéjsi funkce f je f(u): Ju , vnitini
funkce g je g(x) =4—+/x. Vnitini funkce g ma definicni obor x>0. Vnéjsi
funkce f ma defini¢ni obor u > 0. Protoze u =4 —Jx , musi byt 4 x> 0, a tudiz

x £16. Definicnim oborem slozené funkce f og je interval <0,16> .

Proces skladani funkci 1ze n€kolikrat opakovat a obdrzime tak funkci vicenasobné
sloZzenou. Naptiklad, mame-li tii funkce ¢ = h(x),u = g(t), yv=f (u), pak postupnym
piifazovanim ¢&isel dostaneme slozenou funkci F(x) tvaru F(x)= f(g(h(x))). Jejim

defini¢nim oborem je mnozina téch x, pro ktera ma tento vyraz smysl.

Priklad 9
Rozlozte funkci y = log” +/cosx na jednotlivé slozky.

Reseni

Funkce y =log®+/cosx obsahuje tyto slozky: y =w?, w=1logv,v=u, u =cosx.

Priklad 10

Uréeme slozenou funkci y = F(x), ktera ma vnitini slozku £ = u(x)=1-x" a vn&jsi
slozku y = f(t) =t .
Resent

Hledand funkce je tvaru y = F(x)= f(u(x)) =~/ -x*)" .
Funkce ¢ = u(x) ma defini¢ni obor D(t)=(~oo,), funkce y = f(¢) ma defini¢ni obor
D(y)=(0,0). Oborem D(F) funkce F je mnoZina pravé téch &isel x, pro které je

u(x)=1t € D(y), neboli mnozina pravé téch &isel x, pro kteraje £ =1-x> > 0.
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Odtud plyne x* <1 neboli x e (~11).

Slozena funkce ma tvar y = F(x)= f(u(x))=+ (1 - x’ )3 a je definovéana pro Vx <— 1,1> .
3.4.3 Restrikce funkce

Definice restrikce funkce

Je-1i definovana funkce f:M — R aje-li N c M, pak funkci #: N — R, pro niz
plati i(x)= f(x) pro viechna xe N, nazgvime zizenim (restrikci) funkce f na

mnozinu N . PiSeme f | N.

3.5 G@Graf funkce

Grafické zndzornéni funkce ndzorné ukazuje chovani funkce v celém jejim
defini¢énim oboru. Je z ngj patrné, zda a jak rychle funkéni hodnoty rostou nebo klesaji.

Z vypoctu uspotfadanych dvojic vzorl a obrazl neni tato vlastnost tak ziejma.

Definice grafu funkce
Grafem funkce f rozumime mnozZinu G = {[x, f (x)]; Xe D( f )}, kde [x, y] jsou

pravouhlé soufadnice bodl v roving.

Z definice zobrazeni vyplyva, ze kazda piimka ||s osouy muze graf dané funkce
protnout nejvyse jednou.

Graf funkce je tedy jistd mnozina bodt v roving. Prvni soutadnice x bodu [x, f(x)],
leziciho na grafu funkce, ptedstavuje hodnotu x € D( f ) nezavisle proménné. Druhd
soufadnice udava pfiislusnou hodnotu funkce /' v bod€x. Prisecik osy x,y se nazyva

pocatek soustavy soutadnic, znaci se 0.
K sestrojeni grafu byva vyhodné sestavit si nejprve tabulku nékterych funkcnich

hodnot:
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X x] xz X3 cee X

F&) ) | s | ) | /(x,)
Obr. 6 — Tabulka funkénich hodnot

Na osach x,y je tfeba stanovit méfitka, tj. velikost jednotek.

Cisla x,,x,,x;,...,x, volime z defini¢niho oboru D(f ) dané funkce, funk¢ni

hodnoty ur¢ime z ptedpisu pro uvazovanou funkci f dosazovanim x=x,x =x,,....
Znazornime-li ve zvolené souradnicové, napft. kartézské soustavé (na obou osach stejna
meéfitka), vSechny takto uréené body [x, f (x)] a spojime-li je plynulou ¢arou, dostaneme
a pouzijeme-li jest¢ dalSich dulezitych poznatki o vlastnostech funkce, kterymi se
budeme pozd¢ji zabyvat. V nékterych piipadech byva graf funkce nespojity (diskrétni)

a neni hladky (tj. ma hroty, v nichZ neexistuje te¢na).
Poznamka

Bod, v némz graf funkce prozina osu x, se nazyva nulovy bod funkce. Funkéni

hodnota je v tomto bodé rovna nule.
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4 Vlastnosti funkci

4.1 Zakladni definice

4.1.1 Prosta funkce

Definice prosté funkce
Funkce f je prosta (injektivni) v D(f), jestlize pro libovolné V x,,x, € D(f) plati

Xp # X, :f(xl)if(x2)~

Priklad 11
Zjistéte, zda je funkce f (x) =3x—2 prosta.
Resenti
Ziejmé D(f) =R, H(f) =R . Necht x, #x,, potom je 1 3x, #3x,, takZe funkce

f(x1)=3x1 -2 #3x, —2=f(x2) a f(x)=3x—2 je funkce prosta.

4.1.2 Surjektivni funkce

Funkce f se nazyva surjektivni, jestlize kazdy prvek ye H ( f ) ma alespoinl jeden

vzor x € D(f).

4.1.3 Bijektivni funkce
Prosta funkce se nazyva bijektivni, jestlize je funkce injektivni a zaroven surjektivni.

Bijekce ,.,paruje” prvky mnoiinD( f ) a H ( f ), proto musi byt tyto mnoziny stejné

velké.
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4.1.4 Inverzni funkce

Definice inverzni funkce

Necht y = f (x) je prosta funkce s definicnim oboremD( f ) a oborem funkénich
hodnot H(f) Funkci /' danou predpisem x= f~' (y), Ve H(f), kde y= f(x),
nazyvame inverzni funkci k funkei /.

Jelikoz jsme zvykli oznacovat funkéni hodnoty y a argument x, funkci inverzni

k funkci y = f(x) znagime y = £ '(x).

Véta
Necht’ f je prosta funkce s definiénim oborem D(f)a s oborem hodnot H(f). Potom

k funkci £ existuje jeding inverzni funkce £ ~'. Funkce /™' m4 tyto vlastnosti:

a) Je prosta.

b) D(f )= (r) H{r)=D(r),

o) =7,

& (7 0)=r () =x,

e) grafy funkce f a funkce ™' jsou soumérné sdruzené podle piimky y = x.

Diikaz

Vyplyva z definice prosté funkce a funkce inverzni.

Priklad 12

Je-li funkce f dana predpisem y =3x—-2,x € (— o0, oo), potom inverzni funkce £ ' je
dana predpisem x = yT”, yeE (— oo,oo).

Funkci £~ piSeme ve tvaru x = yT—i_Z, y € (—o0,00). Ziejmé plati

R R A O
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Obr. 7 — Graf funkce y =3x—2 a jeji inverzni funkce

4.2 Omezena (ohrani¢end) funkce

Definice omezené funkce
Funkci f nazyvame na mnoziné D( f )

a) shora omezenou (ohrani¢enou), pravé kdyz existujek € R (k je pro vSechna ¢isla

Xe D( f ) konstantni) tak, Ze pro vSechnax e D( f ) plati vztah f (x) <k. k se nazyva
horni zévora funkce f na D(f).

b) zdola omezenou (ohrani¢enou), pravé kdyz existuje/ € R (/je pro vSechna ¢&isla

Xe€ D( f ) konstantni) tak, Ze pro vSechnax e D( f )plati vztah f (x) >[.l se nazyva

dolni zavora funkce f na D( f )

c) omezenou (ohrani¢enou), je-li na D( f ) ohrani¢ena shora i zdola. Funkce je
omezend, pravé kdyz existuje m € R tak, ze pro vSechnax e D( f ) plati | f (x] <m.

Stru¢né lIze ftici, ze funkce f je na D( f ) ohranicena, je-li jeji obor hodnot H ( f )

ohrani¢enou mnozinou.
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4.2.1 Geometricky vyznam ohraniCenosti funkce

Je-li funkce f na D( f ) ohranicend shora, lezi jeji graf pro kazdé Cislox e D( f )
stale pod pfimkou y =k nebo na ni, kde £ znaci horni zdvoru funkce f na D( f )

Je-li funkce f na D( f ) ohrani¢ena zdola, lezi jeji graf pro kazdé Cislo x e D( f )
stale nad ptimkou y =/ nebo na ni, kde / zna&i dolni zavoru funkce f na D(f).

Je-li funkce f na D(f ) ohranigena, lezi jeji graf pro kazdé &islox € D(f) stale

mezi piimkami y =k a y =/ nebo na nich.

Priklad 13

Dokazme, ze funkce f (x) = (1%) je vSude (tj. pro vSechna redlna ¢isla x)
+X

ohranicena.
Reseni
Protoze pro Vxe R plati nerovnost (x+1)’ >0 neboli x*+1> 2|x , dostavame
2
x°+1 . |X| 1 . 1
odtud >2 neboli ——— < —. Plati tedy pro Vxe& R nerovnost |— <—.Je
] X4l 2 X+l 2

1 : :
tedy m = 5 takZe dana funkce je vSude ohranicend. (Podle véty | f (x) <m).

4.3 Funkce kladna, zdporna

Funkce kladna nebo zdporna znamena, Ze je funkce vetsi nebo mensi nez 0.
Funkce nemusi byt kladnd nebo zéporna na celém svém defini¢nim oboru, potom

se jedna o intervaly, kde je funkce kladna nebo z&porna.

Priklad 14

Urcete, zda je funkce f (x) =

5 ! kladna nebo zaporna.

x°—4x+3
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Reseni

kladnd: — — => x> —4x+3>0
+ —
(x=3)x-1)>0
x=3>0 A x-1>0 x—=3<0 A x-1<0
x>3 x>1 x<3 x<1
X e (— oo,l)u (3,oo)
zaporna: — — => x’—4x+3<0
(x—3)(x—l)<0
x—=3>0 A x-1<0 x—3<0 A x-1>0
x>3 x<l1 x<3 x>1
xe(1,3)

Funkce f(x)= je kladna na intervalu x € (—o0,1)U (3,0) a ziporna

x?—4x+3

na intervalu x € (1,3).

Priklad 15
Urcete, zda je funkce f(x)= );+ § kladna nebo zaporna.
Reseni
kladna:
x+2>0 A x-3>0 x+2<0 A x-3<0
x>-=2 x>3 x<-2 x<3

x € (—o0,-2)U(3,0)
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zaporna:

x+2>0 A x-3<0 x+2<0 A x-3>0
x>-2 x<3 x<-2 x>3
xe(-23)
Funkee f(x)= x+2 je kladna na intervalu x € (—o0,~2) U (3,0) a zdporna na intervalu

xe (— 2,3).

4.4 Monotonni funkce

Definice monotonni funkce

O funkci f fikame, Ze je na mnoziné M
a) rostouci, prave kdyz pro vSechna x,,x, € M,x, < x, plati f(x1 )< f(x2 ),
b) nerostouci, pravé kdyz pro vSechna x,,x, € M,x, <x, plati f (x1 ) > f ()c2 ),
¢) klesajici, pravé kdyz pro viechna x,,x, € M,x, < x, plati f(x,)> f(x,),
d) neklesajici, pravé kdyz pro vSechna x,,x, € M, x, < x, plati f (x1 ) <f (x2 )

Funkce neklesajici a nerostouci se nazyvaji monoténni, funkce rostouci a klesajici
jsou ryze monoténni. Rostouci funkce je specidlnim ptipadem neklesajici funkce,

klesajici funkce je specialnim ptipadem nerostouci funkce.

Veéta

Je-li y=f (x) na svém D( f ) rostouci, je piislu$nd inverzni funkce x = £~ (y) také
rostouci na funkénim oboru H(f) funkce f. Je-li viak funkce y = f(x) na oboru
D(f) klesajici, je také inverzni funkce x = f~'(y) klesajici na oboru H(f).
Diikaz

Piedné je zfejmé, ze kazda ryze monotdnni funkce ma inverzni funkci, nebot’ je vzdy

prostou funkci.
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Je-li funkce y= f(x) rostouci na D(f), dokazeme, 7e funkce x=f"'(y) je
rostouci na H ( f ) Pouzijeme neptimého diikkazu. Budeme piedpokladat, ze funkce
X= f"l(y) je nerostouci na oboru H(f), tj. Ze pro y, <y, vzdy plati f(yl)Z f(yz).
Avsak vy, = f(x,)y, = f(x,), takze odtud je x,=f"'(y)x, =f"(y,). Podle
ptedchoziho ptfedpokladu je tedy pro y, <y, neboli pro f (x1)< f (xz) vzdy x, 2 x,.
To viak znamena, e funkce y = f(x) neni na oboru D(f') rostouci. Tim jsme doli
ke sporu, ¢imz je prvni tvrzeni dokazano.

Je-li funkce y = f (x) na oboru D( f ) klesajici, probiha dikaz zcela obdobn¢.

Priklad 16

Dokazme, 7e funkce y=2x+1 je rostouci na intervalu (— oo,oo), ale funkce
y =-2x+1 je na tomto intervalu klesajici.
Reseni

1. Zvolme libovolnd cisla x,,x,, pficemZz je x, <x,. Pak je 2x, <2x, a také
y, =2x, +1<2x, +1=y,. Je tedy funkce y = 2x +1 na intervalu (~oo,) rostouci.

2. Vdruhém piipadé¢ pro libovolnd ¢isla x,,x,, pficemz je x, <x,, dostdvame
—2x, >-2x, neboli y, =-2x, +1>-2x, +1=y,. Proto funkce y =-2x+1 je

na intervalu (—oo,0) klesajici.

y=2x+1

B

Obr. 8 — Graf funkce y = 2x +1 a zéroven funkce y =—-2x+1
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Priklad 17

Dokazme, ze kazda funkce y = f (x), ktera je na oboru M < R ryze monotonni, je
na tomto oboru prosta.
Reseni

Necht funkce f je na oboru M rostouci. Pak, je-li x, < x,, je nutné¢ f (x1 ) <f (x2 )
Je-li viak x, < x,,je f(x,)< f(x,). Je tedy vyrok Vx,,x, e M,
X, =X, = f (x1 ) = f (xz) pravdivy, a proto funkce f je na oboru M prosta.

V ptipadé, ze funkce f je na oboru M klesajici, je ditkkaz zcela analogicky.

Priklad 18
Ukazme, Ze existuji prosté funkce na daném oboru M < R, které nejsou na tomto
oboru ryze monotonni.
Reseni
-X pro Vx e <— 1,0>

Zvolme funkci definovanou vztahy y = f (x) =
x+1 proVxe (0,l>

Tato funkce je na intervalu <— 1,1> prosta, tfebaze tam neni ryze monotdnni.

4.5 Funkce suda a licha

Definice sudé a liché funkce

Bud’ D( f ) defini¢ni obor funkce £, ktery ma tu vlastnost, ze s kazdym bodem x
obsahuje 1 bod —x. O funkci f fikdme, Ze je na mnoZing D( f )
a) suda, prave kdyz pro vSechna x D( f ) plati f (— x) =f (x),
b) licha, pravé kdyz pro vSechna x D( f ) plati f (— x) =—f (x)

Priklad 19
DokaZzme, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n je funkce f (x) = x”" suda, kdezto funkce

£(x)=x>"" je licha na intervalu (- oco,).
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Reseni
Plati f(-x)=(-x)" =x" = f(x) a
fex)= (2" = (-2 (-

x)=— 2”+'=—f(x)at0pr0 Vxe(-o,0)a VneN.
Z toho vidime, e funkce f(x)=x*" je suda, funkce f(x)=x"" licha.

Priklad 20
Zjistéte, zda je funkce f (x) = FER sudé nebo licha.
Reseni
Za x dosadime —x, tedy f(-x)= c ;)f+1 _ _(x2x+ 1] =—£(x). Z toho vidime

f(— x) = —f(x), funkce je tedy licha.

Veéta
Graf sudé funkce je na pfislusném intervalu J soumérny podle osy y, graf liché

funkce je na pfislusném intervalu K soumérny podle pocatku.
Diikaz

Je-li totiz funkce f suda na intervaluJ , pak jeji graf obsahuje s kazdym bodem [x, y]
také bod[— X, y] soumérné¢ sdruzeny s pivodnim bodem podle osy y, nebot
f=x)=rflx)=».

Je-li f'licha funkce na intervalu K, pak jeji graf obsahuje s kazdym bodem [x, y]
také bod [— x,—y] soumérn¢ sdruzeny s plvodnim bodem podle pocatku, nebot’

flex)==f(x)=-y.

Véta

Soucet, rozdil, soucin a podil dvou sudych funkci je funkce suda.
Soucet a rozdil dvou lichych funkci je funkce licha.
Soucin a podil dvou lichych funkci je funkce suda.

Soucin a podil jedné sudé a jedné liché funkce je funkce licha.
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Diitkaz

Dokazeme napft., ze podil sud¢ a liché funkce je funkce licha. Necht’

tedy F(x) = s(x)/1(x), kde 1(x) % 0 . Potom F(-x)= %) 2 50 gy

i(-x) —ix)
Podminka pro defini¢ni obor je ziejmé splnéna, a proto je /' licha funkce. Dikazy

ostatnich tvrzeni jsou obdobné.

Schematicky mtzeme psat (/,/,,/, oznacuji funkce liché, s,s,,s, funkce sudé
naD(f)):
Na D(f) plati:

s, ts, =s, l,-l,=s, sl =1,
1, =1, s, /8, =5, s/l =1,
S8, =8, L/, =s, l/s=1

4.6 Periodicka funkce

Definice periodické funkce
Bud’ p ¢islo rizné od nuly a M mnozina, ktera ma tu vlastnost, ze pro kazdé x e M
je také x+ p € M . Funkce f se nazyva periodickd na M s periodou p , pravé kdyz pro

kazdé x € M plati f (x + p) =f (x) Nejmensi kladné Cislo p s uvedenou vlastnosti

se nazyva primitivni perioda.
Existuji periodické funkce, které nemaji minimalni periodu. Napr. funkce y =5 ma

za periodu libovolné realné ¢islo » > 0.

Nejznaméjsimi periodickymi funkcemi jsou goniometrické funkce (viz dale).
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4.7 Spojitost funkce
Pted spojitosti funkce nejprve objasnime pojem okoli bodu a limita funkce.

Definice okoli bodu

Okoli U(a) bodu a je libovolny interval U(a)=(a—r, a+r), kde a je stied
intervalu a » je polomér okoli U (a), tedy > 0.

Existuje levé okoli bodu ( k bodu a jdeme zleva) a pravé okoli bodu ( k bodu a

jdeme zprava). Levé okoli bodu znacime U~ (a) apravé U” (a).

Priklad 21

Je dan bod a =2 . Zapiste okoli bodu jako otevieny interval, pokud » =2.
Reseni

Pokud do definice okoli bodu dosadim a =2 a r =2, zapiSeme okoli bodu takto:

Ula)=(0, 4).

Definice limity funkce

Necht f je funkce, kterd je definovana v né¢jakém okoli bodu a . Funkce f ma v bod¢
a limitu rovnu &islu L, jestlize k libovolnému okoli V(L) bodu L existuje takové
okoli U(a) bodu a, e pro viechna x e U(a), x # a plati f(x)eV(L).

Limitu zapiSeme lim f (x) =L,tzn. x >a=f (x) — L. Tento zéapis vyjadiuje, Ze

xX—a

patfi-li x do dostate¢né malého okoli U(a) bodu a, pak f(x) patti do okoli V(L)
bodu L. Hodnota f (x) se ma postupné dostavat do nejtésnéjsi blizkosti bodu L, proto

jde o libovolné€ malé okoli (okoli s libovoln¢ malym polomérem ) bodu L.

Definice jednostrannych limit

Rekneme, Ze funkce f ma vbodé « limitu zprava rovnu &isluL, jestlize existuje
pravé okoli U (a) bodu a takové, Ze pro viechna x € U(a), x # a plati f(x)eV(L).
Rekneme, Ze funkce £ ma v bodé @ limitu zleva rovnu &islu L, jestlize existuje levé

okoli U (a) bodu a takové, Ze pro viechna x € U(a), x # a plati f(x)e V(L).
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Limitu zprava zapiSeme lim f (x) =L alimitu zleva lim f (x) L.

x—a x—a

Veta

Funkce f ma v daném bod¢ nejvyse jednu limitu.

Priklad 22
Vypodtéte lirn(x3 —~ 2).

x——1
Reseni

3

Za x dosadim -1 a dostanu tedy (— 1) —2 =-3. Pfedchozi véta nds opraviiuje zapsat

vysledek piikladu ve tvaru lim (x3 - 2) =-3.

x—-1

Priklad 23

2
Vypoctéte lim x -4 .
x—>2 X — 2

Reseni
Nejprve upravime funkci linzlw(;_z) , vidime, Ze lze zkratit na lirrzl(x + 2) .
xX—> x —_ xX—>

2_
X 4:4.

Déle za x dosadim 2, limita se tedy rovna 4. Mizeme tedy zapsat 1i1121 5
X—> X —

Pravidla pro pocitani limit

L lim(f (x) + g(x)) = lim f(x) + lim g (x).
2. limef (x) = - lim f(x),

3. limx" =a", n je celé nezaporné Eislo.

X—a

Definice spojitosti funkce v bodé
Bud f (x) funkce, a bod. Rekneme, Ze funkce f (x) je spojita v bod¢ a, jestlize

existuje lim f(x) a plati lim f(x)= f(a).
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Obdobn¢ definujeme spojitost zprava a spojitost zleva v bod¢ a . Funkce f (x) je

spojita v bod€ a zprava, resp. zleva, pravé kdyz lim f (x) =f (a) , Tesp.

lim f(x)= f(a).
Veéta

Funkce f (x) je spojita v bod¢ a, prave kdyz je v bod¢ a spojitd zprava i zleva.

Veta
Je-li [ (x) prosta funkce spojitd v bodé a, pak inverzni funkce £~ je spojita

v bod& f(a).

Veta
Bud'te f(x) a g(x) funkce spojité v bodé a . Pak jsou také funkce f(x)+ g(x),

f(x)
g(x)

f(x) g(x) v bod¢ a spojité. Je-1i g(a) # 0, je také funkce v bod¢ a spojita.

Definice spojitosti funkce v intervalu

Rekneme, Ze funkce f (x) je spojita vintervalu/, jestlize je spojitd v kazdém
vnitinim bod¢ tohoto intervalu. Patfi-li levy, resp. pravy krajni bod do intervalu 7, je
v ném funkce spojita zprava, resp. zleva.

Napf. tedy, funkce je spojitd v intervalu/l = (a,b), jestlize je spojita v kazdém bodé
intervalu [ = <a,b>. Jestlize je spojitd v kazdém bod¢ x e (a,b), v bodé a je spojita

zprava a v bodé b spojita zleva.

Weierstrassova veta
Bud f (x) spojitd v uzavieném intervalu <a, b> . Pakje f (x) v intervalu <a, b> omezena

a nabyva v ném své nejveétsi a nejmensi hodnoty.
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4.8 Funkce konvexni, konkavni

Definice derivace funkce

Rikame, ze funkce /' ma derivaci v bod¢ x, (nebo Ze je diferencovatelna v bod¢ x, ),

jestlize existuje lim M
X—>Xg x— x()

. Tuto limitu znagime f'(x,) a nazyvame derivaci

funkce f vbod¢ x,.

Poznamka

Ma-Ii funkce f v bodé x, derivaci, potom je v tomto bodé€ spojita. Neni-li funkce

v bod€ x, spojita, pak v tomto bod¢ nema derivaci.

Derivace vyssiho radu
Pro derivaci vy&iho fadu plati £(x,)=(£""(x,)) . Znacime £, ", ", atd.

Pro druhou derivaci plati f"(x,)=(f"(x, )), = lim M .

X=X, X — xO

Pravidla pro pocitani derivaci

1. Jestlize existuji derivace f'(x,) g'(x,) a A(x)= f(x)+g(x), pak existuje také
derivace /'(x, ), pticemz h'(x)= f'(x)+ g'(x).

2. Jestlize g(x)=cf(x) a existuje f'(x,), pak existuje také g'(x,), pti¢emz plati
g'(x)=c- f(x).

3. Jestlize f(x)=x", n je celé kladné ¢islo a x, € R, pak f'(x,)=n-x!".

4. Jestlize f(x)=c je konstantni funkce, pak f'(x,)=0 pro viechna x, € R.

5. Maji-li funkce f,g vbodé x, derivaci, pak ma vbodé x,derivaci i funkce
h(x)= f(x)- g(x) a plati #'(x,) = /"(x )g(x, )+ £ (x,)g (o)

6. Jestlize maji funkce f,g vbodé x, derivaci a g(x,)=0, pak i funkce

f(x) f’(xo)g(x )_f(xo )g'(xo)'

) = L2 m dervac v bod s, el )= KGO S

g(x)
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Priklad 24

Vypodtéte prvni a druhou derivaci funkce y = x° —6x” +9x.
Resent

Prvni derivace: f'=3x> —12x+9.

Druha derivace: f"=6x—-12.

Geometricky vyznam derivace

Derivace funkce f v bodé x, je smérnice te¢ny k = f'(x,) ke grafu funkce f

v bodé [x,, £(x, )]-

Definice konvexnosti a konkavnosti na intervalu

Rikame, ze funkce f (x) je ryze konvexni na intervalu 7, jestlize pro

(x2)<w-(x2 _x1)+f(x1)'

Vx,,x,,x; €1,x, <x, <x; plati f
X3 =X

Pokud by ve vzorci platila 1 rovnost, byla by funkce konvexni na intervalu 7 .

Rikame, Ze funkce f (x) je ryze konkavni na intervalu 7, jestlize pro

o> =S ().

Vx,,X,,x%;, €1, x, <x, <x, plati f(x2 N
37N

Pokud by ve vzorci platila i rovnost, byla by funkce konkavni na intervalu 7 .

Postacujici podminka konvexnosti a konkdvnosti na intervalu

Necht’ 7 je interval libovolného typu. Necht’ existuje druha derivace f" na

intervalu/ .
Jestlize " > 0,Vx € I, potom je funkce f ryze konvexnina 7 .

Jestlize " < 0,Vx e I, potom je funkce f ryze konkavnina 7 .
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5 Elementarni funkce

Zakladnimi elementarnimi funkcemi nazyvame tyto funkce: konstantni, mocninné,
goniometrické, cyklometrické, exponencidlni a logaritmické.

Elementarnimi funkcemi nazyvame takové funkce, které¢ vzniknou ze zakladnich
elementarnich funkci kone¢nym poctem zékladnich aritmetickych operaci (s¢itanim,
odc¢itanim, nasobenim a d€lenim) a skladanim téchto funkci. Elementarni funkce tvofi

dostatecné pocetnou tiidu funkci uzivanych v technické praxi.

5.1 Konstantni funkce

Definice konstantni funkce

Konstantni funkce je ddna rovniciy =a, kde a je redlné Cislo. Je to funkce, kterd
pro vSechna ¢isla x e D( f ), tj. pro vSechny body urcitého definicniho oboru, nabyva
stale téZe hodnoty y =a . Je definovdna na R, neni prostd, je suda, spojita a periodicka
s libovolnou periodou. Znagime: f(x)=a pro Vx e D(f).

Jejim grafem je pfimka rovnobéznéd s osou x ve vzdalenosti |a| od ni v pfislusné
polorovingé. Z definice funkce je jasné, Zze ke konstantnim funkcim neexistuji funkce

inverzni.

Derivace konstantni funkce y =a je y' =0.

Priklad 25

Znazornéme graf konstantni funkce y =a, kde a je urcité redlné Cislo.
Reseni
At zvolime jakékoli realné Cislo x e (— oo,oo), stale je y =a. Proto defini¢nim

oborem této funkce je D(f)=(-o0,0), ale obor hodnot H(f)={a}. Grafem dané

funkce y =a je tedy rovnobézka s osou x ve vzdalenosti |a| od ni, a to nad osou x,
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pokud a >0, pod osou x, je-li a <0. Pro a =0 ptedstavuje jeji graf osax, pro kterou

plati y=0.
Ay
y=a (a>0)
y=0 =
0 -
y=a (a<0)

Obr. 9 — Graf konstantni funkce

5.2 Mocninna funkce

Uvodni poznamka
Mocninnou funkci miizeme nazvat funkci, ktera ma mocninu, jejiz mocnitel

(exponent) je pfirozené ¢islo, nula, celé zaporné ¢islo nebo raciondlni ¢islo.
5.2.1 Mocninna funkce s pfirozenym exponentem n € N

Funkce je ddna vzorcem y = x".

Defini¢ni obor této funkce je x € (— o0, 0)

Pro n sudé funkce neni prosta, je zdola omezena a kladna. Na intervalu (— oo,0>
je klesajici, na intervalu<0, o) rostouci. Je suda, spojita a obor hodnot je <O,oo) .

Pro n liché je to funkce prosta, na intervalu (- 0,0) zdporna, na intervalu (0,0)

kladnd a rostouci na intervalu (— o0, oo). Je lich4 a spojitd. Obor hodnot je (— 00, 00).
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Priklad 26

Dokazme, Ze funkce y = f(x)= x* neni na intervalu (- c0,o0) monoténni, ale
na intervalu (—oo, O> je klesajici a na intervalu (O,oo> je rostouci.
Reseni

1. Zvolme napf. x, =-2,x, =1, takZe je x, <x,. Pak je f(xl)=(—2)2 =4,
fx,)=1,1. f(x,)< f(x,). Zvolime-li viak x, =-2,%, =3,je f(x,)=4<9=f(},).
Proto funkce y = x” neni na intervalu (- o0,00) monoténni.

2. Omezime-li se na Vx e (—o, 0>, pak pro libovolnd ¢&isla x,x,, pficemz je
X, <x, <0, je —x,>-x,20, a tedy (-x) =/f(x)>(x,) =f(x,). Vzhledem
k tomu, Ze Vx,,x, € (—o, 0>,x1 <x, = f(x,)> f(x,), je funkce y = f(x)=x?

na intervalu (—oo, 0> klesajici.

Obr. 10 — Graf funkce y = x°

Priklad 27

Uréeme inverzni funkci k funkci y = x”.
Resent

Funkce y = x” je definovana pro Vx € (— o0, oo), ale neni na tomto intervalu prosta,
nebot’ pro x, = a, x, = —a dostaneme tutéz hodnotu f(a)= f(~a)= a*. Proto

na intervalu (- oo,00) neexistuje k funkci y = x” inverzni funkce.
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Omezime-li se viak u funkce y = x* na interval <0,oo) , je na tomto intervalu funkce
y =x" stale rostouc a prosta. Pfitom nabyva hodnot y € (0,). Proto existuje

pro Vy e <0, o) inverzni funkce x = \/; , kterd nabyva vSech hodnot x € <O, ).

-q‘f =

Obr. 11 — Graf funkce y = x” a jeji inverzni funkce

Priklad 28

Uréeme inverzni funkci k funkci y = x°.
Reseni

Dana funkce y =x’ je rostouci, a tedy také prosta pro Vx e (— oo,oo). Pfitom jejim
funkénim oborem je H(f)=(~o0,o0). Proto k ni existuje inverzni funkce tvaru x = \/; ,

které je definovana pro Vy e (—o0,).
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Obr. 12 — Graf funkce y = x” a jeji inverzni funkce

5.2.2 Mocninné funkce se zapornym celym exponentem —n, n € N

1

P

X

n

Funkce je dana vzorcem y=x"" =

Defini¢ni obor této funkce je (—0,0) U (0,0).

Pro n sudé funkce neni prosta, je zdola omezend a kladna, rostouci
na intervalu (- o0,0), klesajici na intervalu (0,0). Je sudé, spojita na intervalu (- o0,0)
a (0,00), obor hodnot je (0,0).

Pro n liché je to funkce prostd, na intervalu (— oo,O) shora omezend, na intervalu
(0,00) zdola omezend, a klesajici na intervalu(—o0,0) a (0,0). Je to lichd funkce,

spojita na intervalu (- 0,0) a (0,%0), obor hodnot je (—0,0)u (0,).

Priklad 29

1 : .
Dokazme, ze funkce f (x) =~ =x" je neohraniend na oboru M = (0,00), ale
X

na oboru M, = <a2 ,0), pro a >0 libovolné, je ohranicena.

Reseni
1. Pouzijeme nepiimého dikazu: Piedpokladejme, ze funkce f je na oboru

M ohraniCena. Pak pro vSechna Cisla x > 0 je nutné ohrani¢ena shora. To znamena, Ze
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L L . . o« . 1 . ,
existuje takové Cislo £ > 0, Ze pro vSechna ¢isla x >0 je 0 < —< k. Zvolme libovolné
X

Cislo x € (O,l/k), takze je 0 < x <1/k. Odtud plyne, ze 1/x > k . Tim jsme dosli

ke sporu. Proto dana funkce nemiize byt na oboru M ohranicena.

2. Necht' je x € <a2,oo) , takZe je 0 <a’ < x. Odtud dostaneme 0 < 1 < LZ Protoze
X a

X

1
S—Z:m.Proto
X

= l, plyne z ptedchoziho vztahu, ze 0 <
X a

pro uvedena ¢isla x je

je dana funkce na uvedeném intervalu <a2 ,0) ohrani¢ena. (Podle véty | f (x] <m.)

5.2.3 Mocninna funkce s redlnym exponentem r e R

Funkce je ddna vzorcem y = x". Tato funkce se nazyva obecnd mocninnd funkce

rinx

s exponentem 7. Lze ji také zapsat ve tvaru y =x" :=¢

Defini¢ni obor zavisi na r .

Necht’ exponent 7 je racionalni kladny: » = p/q.

Je-li p liché a g liché, potom je D( f ) = (— oo,oo), funkce je prosta, zaporna
na intervalu (— oo,0> , kladn4 na intervalu <0, o), rostouct, licha, spojita, H ( f)= (— o0, OO).

Je-li p liché a ¢ sudé, potom je D( f ): <O,oo), funkce je prosta, zdola omezena,
kladna, rostouci, spojita na D(f ) aH ( f ) = <0, ©).

Je-li p sudé a g liché nebo p sudé a g sudé, potom jeD( f ): (— oo,oo). Funkce
neni prostd, je zdola omezend, kladnd, klesajici na (— oo,0> a rostouci na <O, ), suda,

spojita a H(f)= <O,oo) .

Priklad 30
Na nasledujicim obrazku je graf funkce y = x*"°. Je to piiklad funkce, kdy je p sudé

(p=2) a qliché(g =3).
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213

y=x

Obr. 13 — Graf funkce y = x*"°

Necht exponent 7 je racionalni zaporny: » = p/q.

Je-li p liché a g liché, potom je D(f) = (— oo,O)u (0, oo), funkce je prosta.
Na intervalu (— oo,O) je shora omezend, zaporna, klesajici a spojitd. Na intervalu (O,oo) je
zdola omezena, kladna, klesajici a spojita. Funkce je licha a H(f)=(~0,0)U(0,0).

Je-li p liché a ¢ sudé, potom je D( f ): (0,00), funkce je prostd, zdola omezena,
kladna, klesajici, spojitana D(f) a H(f)=(0,0).

Je-li p sudé a g liché nebo p sudé a g sudé, potom je D(f) = (— oo,O)u (O, 00).
Funkce neni prosta, je zdola omezena, kladna, rostouci a spojita na (— oo,O), klesajici

a spojita na (0,00)a suda. H(f)= <0,00) .

Necht' exponent rje iraciondlni kladny. Pak je defini¢nim oborem interva1<0, ®),

funkce je prostd, zdola omezena, kladna, rostouci, spojita a obor hodnot je <0, ).

Necht’ exponent r je iracionalni zaporny. Pak je defini¢ni obor interval (0,00) , funkce

je prosta, zdola omezena, kladna, klesajici, spojitd a obor hodnot je (O,oo).
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r<0 r>=1

0<r<1

Obr. 14 - Grafy funkci y = x” pro nekterd r
5.2.4 Vlastnosti mocninné funkce

Je-li =0, je funkce y = x" =1 konstantni funkce.
Je-li r#0, je funkce y=x" na intervalu(O,OO) ryze monotéonni a zobrazuje tento
interval opét na interval (0,o0). Existuje k ni tedy na intervalu(0,00) funkce inverzni,
ktera je opé€t mocninnou funkci s realnym exponentem.

. . ’ . -1
Derivace mocninné funkce y =x" je y'=n-x"

Veta
Pro x>0, r,r, € R, m € Q libovolné, plati:
n T n+r

a) x"-x? =x"",

n=r

b) x" +x® =x"",

0 ) -
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Veta

Pro a,b>0,r € R, plati:

a) (ab) =a’'b’
a\  a
b) (Zj b

5.2.5 Funkce n-t4 odmocnina pro ne N,n>2

Funkce je definovana vzorcem y = 2x.

Funkce n-t4 odmocnina je specialni pfipad mocninné funkce pro exponent raciondlni

kladny.

Pro n sudé je tato funkce definovana na intervalu<0, ), je prosta, zdola omezena,
kladnd, rostouci, spojitd a obor hodnot je<0, o). Je inverzni funkci k funkciy = x"
uvazované na intervalu<0, ).

Pro n lich¢ je tato funkce definovana na intervalu (— o0, oo), je prosta, zaporna
na intervalu (— oo,O), kladna na intervalu (O, oo) , rostouct, licha a obor hodnot je (— 00,00).

Je inverzni funkci k funkci y = x".

5.3 Goniometrické funkce

Goniometrickymi funkcemi nazyvame funkce y =sinx, y =cosx, y =tanx,

y =cotx (funkce sinus, kosinus, tangens, kotangens).

Poznamka

Goniometrické funkce (z teckého slova gonia = uhel) se casto také nazyvaji
cyklickymi funkcemi (cyklus = kruh) nebo kruhovymi funkcemi, nebot’ je 1ze definovat
pouzitim jednotkové kruznice. Definujeme-li je na zaklad¢ pomeéra délek stran
v pravouhlém trojuhelniku, nazyvame je trigonometrickymi funkcemi (z feckého slova

trigon = trojuhelnik).
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Maji velmi dilezité aplikace jak v matematice, tak v pfirodnich a technickych
veédach. Vyskytuji se napt. tam, kde se uplatiiuji periodické déje, napt. pii1 akustickych,
mechanickych a elektrickych kmitech, pfi kruhovych pohybech, pfi studiu pruZznosti

materialu apod.

5.3.1 Geometricka definice goniometrickych funkci

Goniometrické funkce uhlu x definujeme pomoci soutadnic priseciku koncového

ramene uvazovaného uhlu s jednotkovou kruznici.

e

COs X r\ ) ®

sin X

Obr. 15 — Funkce sinus a kosinus na jednotkové kruznici

g

cot X /

tan x

Obr. 16 — Funkce tangens a kotangens na jednotkové kruznici



5.3.2 Grafy goniometrickych funkci

Graf funkce y = sin x se nazyva sinusoida, graf funkce y = cos x kosinusoida.

O grafech y =tanx a y =cotx hovofime jako o tangentoid¢ a kotangentoid¢.

Funkce sinus

Obr. 17 — Graf funkce y =sinx

Funkce kosinus

:

L33

Obr. 18 — Graf funkce y =cosx
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Funkce tangens

¥ =tan x

[ME]
[ME]

Obr. 19 — Graf funkce y = tanx

Funkce kotangens

¥ =cotx

Obr. 20 — Graf funkce y =cotx
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5.3.3 Zékladni vlastnosti goniometrickych funkeci

a) Funkce y =sinx a y =cosx jsou definované proxeR:>D(f):(—oo,oo).
Funkce y = tan x je definovana pro xeR—{;z/2+k7z:keZ}.

Funkce y = cot x je definovana pro x e R—{kz:k e Z}.

b) Funkce y =sinx a y =cosx jsou na D( f ) ohranicené, pfi¢emz pro vSechna ¢isla
x € R plati vztahy: |sin x| <1, |cos x| <1

—wo<tanx <o, —o<Ccotx <o,

¢) Funkce y =sinx je rostouci v intervalu <— w/2, 7w/ 2> , funkce y =cosx je klesajici
v intervalu <0, 7r> . Funkce y = tanx je rostouci v intervalu (— w2,/ 2) a funkce

y =cotx je klesajici v intervalu (O, 7z).

d) Funkce y =sinx a y =cosx jsou periodické s primitivni periodou 27 ,
tj.sin(x + 2k7z) = sin x, cos(x + 2kz) = cos x, kde k je celé &islo.
Funkce y =tanx a y =cotx jsou periodické s primitivni periodou r,

tj. tan(x + k7) = tan x, cot (x + k7 ) = cot x, kde k je celé &islo.

e) Funkce y = cos x je sud4, tj. cos(—x)=cosx,
funkce y =sinx, y =tanx, y = cotx jsou liché, tj.

sin(— x) = —sin x; tan(~ x) = —tan x; cot(~ x) = —cot x.

f) Funkce y =sinx a y =cosx jsou spojité v D(f), funkce y =tanx je spojitd

v intervalu (— 7z/2,7z/2)a y =cotx je spojita v intervalu (0,7[).

g) Derivace funkce y =sinx je y'=cosx. Derivace funkce y =cosx je y'=—sinx.
, ., . o 1
Derivace funkce y =tanx je y'=——— aderivace funkce y =cotx je y'=————.
COS™ X sin” x
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5.3.4 Zikladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi t€hoz argumentu

sin? x+cos’x=1

sin x
tan x =
cos X
COS X
cotx = —
sin x
1+ tan® x = —
cos” x
1
1+cot? x =—
sin” x

tanx cotx =1

5.3.5 Goniometrické funkce souctu a rozdilu argumentu, dvojnasobku a

poloviny argumentu

sin(x + y) =sinxcos y £ cosxsin y
cos(x + y) = C0SXCOS ) 1L sinxsin y
sin2x = 2sin xcos x

cos2x = cos’ x —sin’ x

tan x *+ tan
tan(x + y) - x= By
lptanxtan y
cot x cot 1
Cot(x i y) — x—w
cotyxtcotx
2tan x
tan2x = —
l+tan~ x
cot’x—1
cot2x = o
2cotx

5.3.6 N¢které dalsi vzorce pro goniometrické funkce

sinx+siny = 2sinx+Tycos%
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. . X+ . X—
sinx —sin y = 2COSTySIH—y

XY osX =Y

cosx +cosy =2cos cos 5

. X+ . X—
COSX —COSy = 2sin T Ysin T =Y

sinxsin y = %[cos(x - y)— COS(x + y)]

COSXCOSy = %[cos(x - y)+ COS(X + )’)]

sinxcosy = %[sin(x - y)+ sin(x + y)]

5.3.7 Hodnoty goniometrickych funkci

Hodnoty goniometrickych funkci pro y =sinx a y = cosx nalezneme piimo

z definice na jednotkové kruznici, pro funkce y = tanx, y =cotx ze vztaht

sin x cosx
tanx = , Cotx = — .
cos X sin x
fehx |0 |1 1 1 1 2 3 5 T |3 |2«
-7 |\—-7n |- | -7 | =7 |7 | ==& —r
6 4 3 2 3 4 6
sin x 0 |1 J2 3] J3 V2 1 0 -1 10
2 |2 |2 2 |2 |2
coS X 1 3 2 |1 0 1 J2 J3 -1 10 1
2 |2 |2 2 | 2| 2
tan x 0 | /3 |1 NE -3 | -1 N 0
3 3
cotx - N N N —J3 |- 0 -
3 3

Poml¢ka — znaci, Ze v pfislusnych bodech neni uvaZzovana funkce definovana.

Obr. 21 — Tabulka hodnot goniometrickych funkei ve vyznacnych bodech
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Prehled znamének goniometrickych funkci v kvadrantech a nulovych bodech

Kvadrant | T II II IV | Nulové body Defini¢ni obor
(keZ)
sin x + + - - x=krx xe(—oo,oo)
cos x + - -+ | x=Q2k+1)iz | xe(~o,0)
tan x + - + - | x=kx VxeR,x# 2k +1)Lzk=02x142,..
cot x + -+ - x=Qk+1)iz | VxeRx#knk=0£1%2,..

Obr. 22 - Tabulka znamének goniometrickych funkei v kvadrantech a nulovych bodech

5.4 Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou inverzni funkce ke goniometrickym funkcim. Protoze
inverzni funkce jsou definovany jen k prostym funkcim, je tfeba se pfi jejich definovani
omezit na vhodné intervaly, v nichz jsou pfisluSné cyklické funkce ryze monotonni.
Obvykle volime ty intervaly, v nichZ je po€atek soufadnicové soustavy. Cyklometrické

funkce jsou: y =arcsinx, y =arccosx, y =arctanx, y =arccotx (slovné: arkussinus,

arkuskosinus, arkustangens, arkuskotangens).

5.4.1 Funkce arkussinus

Protoze funkce y =sinx je pro Vx e <— /2, 7r/2> prosta, rostouci, spojita a nabyva
zde vSech hodnot y e <— 1,1> , existuje k ni inverzni funkce, kterou nazyvame arkussinus

(latinsky arcus = oblouk) a zna¢ime x = arcsin y.

Odtud dostavame definici:

Funkce y = arcsinx pfifazuje kazdému ¢islu x € <— 1,1> takové Cislo

yE <—7z/2,7z/2>, pro které plati sin y = x.
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Funkce y = arcsinx je funkce prosta, rostouci, licha a spojita na intervalu <— 1,l>

a inverzni funkci k ni je funkce y =sinx, x € <— 7r/2,7z/2> .

. o 1
Derivace funkce y = arcsinx je y' = .
1-x?
Dulezité hodnoty funkce y = arcsin x
- _1 1

X 1 I3 -2 -3 (0 [ 5V2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1
arcsinx | -1z | -1z | -Llzx | -Lizx 0|\ ix |1lzx |1z |1z

Obr. 23 — Tabulka hodnot funkce y = arcsinx ve vyznacnych bodech

Graf funkce y =arcsinx pro Vx e <— 1,1> a s hodnotami y e <— w2,/ 2>
dostaneme napfiiklad tim, Ze sestrojime nejprve graf funkce y =sinx

pro Vx e <— /2! 2> a pak jej ,,preklopime* kolem piimky y = x.

v
vy = arcsin X

y=sinx

Obr. 24 — Graf funkce y =arcsinx spolu s funkci y =sinx

Priklad 31
1

x=——ax=1.

. 1
Urceme hodnotu y = arcsinx pro x =0, x = > 5
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Reseni

Podle definice je arcsin 0 takové Cislo y z intervalu <— /2l 2> , pro které plati

) ) ) ! ) 1
siny =0, tj. arcsin0 = 0. Obdobn¢ ur¢ime arcsma =7/6, arcsm[— EJ =-/6,

arcsinl=7/2, nebot’ sin(z/6)= %, sin(—7/6)= —%, sin(z/2)=1.

Priklad 32

Funkce y =sinx je prox e <7r/ 2,37/ 2> prosta. Urceme predpis pro funkci inverzni.
Reseni

Volme novou proménnou X = x —r, takZe pro x <7z 12,37/ 2> je
X e <—7z/2, 7z/2>. Potom y =sinx = sin(X+7z): —sin X , takZze sin X =—y.
Uvazujme funkci z =sin X, X € <— 7[/2,7;/2> , . z=—y.Kni existuje inverzni funkce
X =arcsinz = arcsin(— y). Jelikoz arcsin(— y) = —arcsin y, plati x — 7 =—arcsiny
aodtud x =7 —arcsiny .

Provedeme-li obvyklé oznaceni pro zavisle a nezdvisle proménnou, dostaneme hledanou

inverzni funkce ve tvaru y = 7 —arcsin x .

5.4.2 Funkce arkuskosinus

Funkce y = cosx je prosta a klesajici na intervalu <O, 7r> a nabyva v ném
hodnot y € <— 1, 1> . Inverzni funkce x = arccos y je definovana na intervalu(— 1, 1>
a nabyva hodnot z intervalu <O, 7z> . Nazyva se arkuskosinus.

Odtud plyne definice:

Funkce y =arccosx pfifazuje kazdému Cislu x € <— 1, l> Cislo y e <0, 7r> , pro které
plati cosy =x.

Funkce y =arccosx je prosta, klesajici na intervalu<— 1, 1> , neni ani suda, ani licha,

je spojita a funkci k ni inverzni je funkce y =cosx, x € <0, 7z> .
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Derivace funkce y = arccosx je y'=—

I-x
Dulezité hodnoty funkce y = arccosx
X -1 | -1 —1 -110 L L 1 1
L3 | -1V2 | -3 L2 [ 143
5 3 2 1 1 1 1
arccosx | 7 | 3 iz g \in | itx|ix | iz |O

Obr. 25 — Tabulka hodnot funkce y = arccosx ve vyznacnych bodech

Graf funkce y = arccosx dostaneme tim, Ze nejprve sestrojime graf funkce

Y =COSX pro x € <0, 7z> a pak jej ,,preklopime* kolem ptimky y = x.

Y = arccos x

\

¥ =cos X

Obr. 26 — Graf funkce y = arccosx spolu s funkci y = cosx

Priklad 33

Ur¢eme arccosx pro x =—3+/3,x=3,x= %\5, x=-1.
Reseni
Podle definice je arccos(—% 3) takové Cislo y z intervalu <O, 7r> , Ze pro né plati

cosy = —%\/5 ,tj. y =2 . Analogicky ur¢ime

arccos§ =7/3, arccos(% ﬁ): 7 /4, arccos(—1)= 7.
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Veta
Pro |x| <1 plati arcsinx+arccos=7x/2.

Diikaz

K funkci y = arcsinx je inverzni funkce y =sinx, kde x € <— 1 l>
aye <— 7w/ 2,7[/2> . Plati siny = cos(% - yj, pricemz 7 /2 — y nabyva hodnot
z intervalu <0, 7r> . Na tomto intervalu existuje k funkci x = cos(z /2 — y) inverzni

Vs V4 . f -
funkce arccosx = ——y = ——arcsinx . Tim je véta dokdzana.

5.4.3 Funkce arkustangens

Funkce y =tanx je pro Vx e (— /2, 7r/2) prosta, rostouci a nabyva vSech hodnot
NS (— oo,oo). Existuje k ni inverzni funkce arkustangens, zna¢ime y = arctanx .
Odtud plyne definice:

Funkce y = arctanx piitazuje kazdému x € (—oo,) takové &islo y e (- 7/2,7/2),
pro které plati tan y = x.

Funkce y = arctan x je funkce prosta, omezena, rostouct, licha a spojita. Inverzni
funkci k ni je funkce y =tanx, x € (—7[/2,7[/2).

1
1+x2°

Derivace funkce y = arctanx je y' =

Dulezité hodnoty funkce y = arctan x

pe
8

x “wo |3 |1 1B 010

W~

_ 1 % _1 _1 _1
arctan x Lz L Lr Lz (0] iz

N |—=
ENE
W=
D=

Hodnoty oznacené hvézdickou jsou limitni hodnoty.

Obr. 27 — Tabulka hodnot funkce y = arctanx ve vyznacnych bodech

Graf funkce y = arctanx dostaneme tim, Ze nejprve sestrojime graf funkce y = tan x

pro x € (— /2, 2) a pak jej ,,preklopime* kolem pfimky y = x.
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Obr. 28 — Graf funkce y =arctanx spolu s funkci y =tanx

Priklad 34
Ur¢eme arctanx pro x = —l/\/g, x=0,x= \/5
Reseni

Podle definice zjistime, Ze arctan(— 1/ \/3 ): - /6, arctan(0 =0, arctan\/_ =7x/3.

5.4.4 Funkce arkuskotangens

Funkce y =cotx je pro Vx e (O, 7r) prosta, rostouci a nabyva vSech hodnot
Ve (— oo,oo). Existuje k ni inverzni funkce arkuskotangens, zna¢ime y =arccotx.
Odtud plyne definice:

Funkce y =arccot x piitazuje kazdému x € (—oo,00) takové &islo y z intervalu (0, z)
pro které plati coty = x.

Funkce y =arccotx je funkce prosta, omezena, klesajici a spojitd. Inverzni funkci
k ni je funkce y = cotx, x € (0,7).

1
1+x2°

Derivace funkce y =arccotx je y' =-—
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Dulezité hodnoty funkce y =arccotx

x o [ [Zi3 [0 [

p=
8

W=

arccotx | 7 * 0*

N[
EN[Y)

T T |37 T Vs

ENES
N
S

1
3

o=

Hodnoty oznacené hvézdickou jsou limitni hodnoty.

Obr. 29 — Tabulka hodnot funkce y =arccotx ve vyznacnych bodech

Graf funkce y =arccotx dostaneme, jestlize ,,pfeklopime* kolem pfimky y = x graf

funkce y = cotx pro Vx € (0,7).

¥y = arccot x

Obr. 30 — Graf funkce y =arccotx spolu s funkci y =cotx

Priklad 35
Uréeme arccotx pro x=—1,x=0,x = %\/3
Reseni

Podle definice zjistime, Ze arccot(—1)=37/4, arccot0 = 7 /2, arccot (% V2 ): /3.

Poznamka

Mezi cyklometrickymi funkcemi existuje fada vztaht, které se daji odvodit
ze znamych vzorcl pro goniometrické funkce.
Napr.

arcsin(sinx)=x pro |x| <r/2,
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sin(arcsinx)=x pro |x| <1,

arctan x +arccotx = 7/2 pro x € (—a0,),

1
arctan x = arccot— pro x>0,
X

: X
arctan x = arcsin———— pro x € (—o0,),

\/(l+x2)

arctan x — arctan y = arctan

pro x>0,y>0.
1+xy

5.5 Exponencialni funkce

Kazdou funkci f definovanou na intervalux € (— o0, oo) predpisem y =a”, kde
a>0,a#1,x e R, nazgyvame obecnou exponencialni funkci o zdkladu a . Obor hodnot
je interval y € (0,00).

Napr. funkce y=2", y=e",y=03",y = (%)x jsou exponencidlni funkce, jejichz
zaklady jsou: 2;e; 0,3;0,5.

Pro a >1 je exponencialni funkce prosté, zdola omezend, kladn4, rostouci, spojita
a ryze konvexni.

Pro 0 <a <1 je tato funkce prostd, zdola omezen4, kladna, klesajici, spojitd a ryze

konvexni.

Derivace funkce y=a” je y'=a" -Ina.
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Eulerovo ¢islo, definované limitou, se nazyva ptirozend exponencialni funkce.

Derivace funkce y=e"je y' =e”.

Poznamka
Pro a =1 bychom dostali funkci y=1" =1, tedy konstantu rovnou pro vsechna
redlna ¢isla x Cislu 1. Je-li x > 0, lze ptedchozi definici rozsitit i na ptfipad, kdy a =0,

pak klademe a* = 0 pro vSechna realna ¢isla x > 0.

5.6 Logaritmicka funkce

Jelikoz exponencialni funkce y = a* je na intervalu (- o0,0) ryze monoténni
a zobrazuje ho na interval (O,oo) , existuje k ni na intervalu x € (0,00) funkce inverzni,

tzv. logaritmickd funkce o zdkladu a. Logaritmickou funkci o zdkladu a, kde

a>0,a#1,x>0,znaime y =log, x.
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Z vlastnosti exponencidlni funkce a zvlastnosti funkci inverznich vyplyva, ze
defini¢ni obor logaritmické funkce je x e (0,00), obor hodnoty e (—o0,). Pfitom
log,1=0. Logaritmick4 funkce je na svém oboru x (0,00) prosta a spojita.

Pro a >1 je logaritmické funkce rostoucti, pro 0 < a <1 je klesajici.

1

x-lna

Derivace funkce y =log, x je y' =

Obr. 32 — Graf funkce y=log, x proa>1a0<a<l

Casto se uziva logaritmické funkce o zakladu 10 (zna¢ime y =logx) a o zakladu e

(zna¢ime y =Inx ). Hovofime o dekadickém a ptirozeném logaritmu.

: . 1
Derivace funkce y=Inx je y'=—.
X
Grafické zndzornéni logaritmickych funkei y =logx,y =Inx dostaneme snadno

z grafl ptislusnych exponencidlnich funkci y =107, y = e* na zaklad¢ soumérnosti

podle ptimky y = x.
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05T

Obr. 33 — Graf funkci y=e"a y=Inx

Poznamka

Ob¢ funkce y =log, x,a’ =x vyjadiuji tyz funkéni vztah; prvni vztah je ve tvaru
logaritmickém, druhy ve tvaru exponencialnim. Pfitom pfevedeni vztahu a” = x na tvar
vy =log, x se obvykle nazyva logaritmovani vyrazu a” = x . Opaény pochod, tj. postup
od vztahu y =log, x k vztahu a” = x, se Casto nazyva odlogaritmovani.

Je samoziejmé, ze zéklad a kazdého logaritmu je kladny, tj. a >0,a #1.

Ztejmé je Inx =log, x.

Veta
Necht @ >0,a#1,b>0,b#1. Potom plati:
l. VyeR:y=log,a",
2.V x>0:x=q"%",
3.VxeR:a" =e"",

1
4. Vx>0:logax:M,
log, a

5. Vx>0V aeR:x*=e"",
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Veta
Je-li a >0, a#1, pak pro libovolna redlna ¢isla x,,x, > 0,m # 0 plati tyto vzorce:

1. log, (x,x,)=1log, x, +log, x,,

2. log, LIl log, x, —log, x,,
X,

3. log, x" =mlog, x,
4.log,a=1,

5. log, x=—log,,, x.

Véta
Necht a >0,b > 0,a # 0,b # 0,x >0 jsou libovolna realna ¢isla. Pak plati:
1. log, x =log, x -log, a,
2. log,a-log,b=1, lge-In10=1,
3. lgx=Inx-1ge, Inx=Igx-Inl0.
Dukaz

1. Polozme y =log, x. Odtud je a” = x . Logaritmovanim pfi zdkladu b dostavame
z posledni rovnosti vztah ylog, a =log, x. Je tedy log, x =log, x -log, a.

2. Vzorec log, alog, b =1 plyne ze vzorce log, x =log, x -log, a pro x = b, nebot’
log, b =1. JestliZze ve vzorci log, x =log, x -log, a polozime x =10,b=10,a = e,
dostaneme lge-In10=1.

3. Vzorec Igx =Inxlge (popt. Inx =Igx-1n10) je disledkem vzorce
log, x =log, x log, a (popt. log, alog, b=1,1geln10=1), polozime-li b=10,a=e

(popt. b =e,a=10).

Veta

Ziejmé plati (pro Vs € R,Vx e R,x > 0;a>0,a #1):
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Diikaz

1. Polozme y = x". Odtud mame In y = s Inx a piechodem k inverzni funkci je

slnx

y=e"" Jetedy x* =e'"™.

log, x

2. PoloZzme y =log, x; odtud a” = x neboli a =x.

3. Posledni vzorec je disledkem ptedchoziho pro a =e.

Priklad 36
Dokazme, ze je a* =e*"*, kde a > 0.
Resenti
Polozme y =a”. Odtud mame Iny =Ina =u . K funkci u =Iny je inverzni funkce

xlna

y=e".Proto y=a"=e" =¢
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6 Zavér

Funkce jsou obsaznou kapitolou matematické analyzy a jsou vyjadifenim vztaht mezi
riznymi veli¢inami. O zformulovani pojmu funkce se lidé snaZili jizZ od samého pocatku
17.stoleti. S funkcemi se setkdvame denné, 1ze jimi vyjadiit mnoho jevi.

Elementarni funkce a jejich vlastnosti tvofi zékladni stavebni kdmen matematické
predevsim pak diferencialni a integralni pocet. Zvladnuti zdkladnich vlastnosti funkci je
nezbytnou podminkou pro kazdého, kdo ma v iimyslu studovat tuto problematiku na
vyssi urovni. Predklddand prace si klade za cil byt ktomuto ucelu vhodnou a
piehlednou pomuckou. Je zde uvedena a na konkrétnich ptikladech ilustrovana vétSina
obvykle pouzivanych pojm, které se tykaji redlnych funkci jedné readlné proménné.

Domnivam se, ze piinos této prace by mohl spocivat i ve vyuziti pfi vyuce

matematické analyzy.
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