1. UVOD

Cilem této diplomové prace je seznamit se s mdZna&ti Riemannova
integralu pro vypéty obsali riznych ploch a objeinriznych gles. Pro dostateou
moznost pochopeni n#eSenych fikladech a st&nou teorii se mze stat tato
diplomova prace pofitkou i studiu této problematiky na VS nebo pro reesi wiva
integrat na SS.

Predpokladam, Zétend jiz zna pojmy, které se tykaji integial

Diplomova prace je roztena do ti hlavnich kapitol. V prvni se setkame
pievazrié s teorii 0 Riemannavintegralu, ve druhé o jeho uziti geti je wnovana
cviceni. Prvni kapitola obsahuje obecné zavedeni Rieawan integralu, vlastnosti
a zpisoby vypd@ta pomoci Newton-Leibnizovi formule, metody Per parte metody
substiténi. Druha kapitola popisuje uziti Riemannova inébgra je rozdlena na d¥
podkapitoly, ve kterych jsou mimo teoretickyalasti i vzorovéreSené fiklady
s obrazovou dokumentaci, ktera slouzi k lepSi misir a usnatlje pochopeni celé
problematiky.Cten& méa moznost vyzkouset si &které fiklady, které jsou obsazeny

ve treti kapitole a jsou dopdny vysledky.



2. RIEMANN UV INTEGRAL

Nejprve se seznamime s obecnym zavedenim Riemanntgralu pomoci
hornich a dolnich s@tii. Tuto problematiku naleznete v publikaci [9].

Mame funkci f(x), ktera je spojita a kladna v intervéiyb). Sestrojime obor

P, ohranéeny osoux, primkami x=a, x=b a Kivkou y= f(x). Jak definujeme

obsah obort (Obr. 1)?

y y=f(x)
p
(0] a b X
Obr. 1

Nejprve se snazime intervédi, b> rozctlit a tak ziskat menSi dily, které ndm

pomohou Iépe «it obsah oboruP. Proto zavedeme pojentldni a zjemani dleni
piislusného intervalu.

Definice: Déleni intervalu(a,b)

De&lenim intervalu(a,b) oznaime konénou posloupnost bédD = {x;} [L,, pro
kterou plati, Ze posloupnost je rostouci prol, 2, ...,n; x,_, <X, a platix, = a,
X, =b. Prvky této posloupnosti se nazywaglici body @leniD, intervaly(xi_l,xi> pro
i =12,...,n jsoucaste’né intervaly (Obr. 2)

(ZjednodusSe#&t D¢leni je ,rozkouskovani” interval(na, b> na vic interval.)



/\\
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y=1f(x)
l
X
0 a=x, X X, b=x,
Obr. 2

Definice: Zjemreni D* daného dleni D intervalu(a, b)
Nech' D* aD jsou d¢ déleni intervalu(a,b). D&leni D* je zijemrgnim dkleni

D, jestlize kazdy dici bod &leniD je také dlicim bodemD*, D 00 D*.

(Zjemreéni daného deni ma tudiz alespioo jeden bod navic oprotiipodnimu
déleni (Obr. 3). Zjednoduseén: Zjemreni daného &eni neni nic jiného nez jest

jemnjsi rozkouskovani* pvodniho intervalu(a,b).)

\
y — \
y = f(x)
[
X
0 a=x, X X, X b=x,
Obr. 3



Definice:Norma &leni D

Nectt D je libovolné @leni na intervalu(a,b), které je ukené{x}",. Potom

.....

nej\etsi z délek&chto podinterval.

Vytvoiime takovou posloupnosgléni {Dn}, vV niz je dleni D,,, zjemrénim

déleni D, pro vSechnakON. Jestlize limv(D,)=0 nazveme posloupnodiD,}

X— 00

normalni posloupnostiteni.

Normalni posloupnost ékni mizeme utvéit nag. tak, Ze fivodni interval

(a,b) rozpilime, vzniklé intervaly znovu rofime a znovu rozidime, atd.

a nakonec nam vyjde, Ze limita norem takovéto pgsiosti éleni je 0.

Ted’ kdyz jsme rozdili interval na ugity pocet dilki, mizeme nad kazdym
z téchto dilki vytvorit obdélnik a to jak menSi (dané&idce vepsany), tak i &Si
obdélnik (dané ikvce opsany). Saitem €chto obdélnik ziskame fibliznou hodnotu
obsahu obort. Sotem mensSich obdélnikndm vznikne tzv. dolni sdat, ktery bude
mensSi nebo roven nez je celkovy obsah old@rzatimco sottem WtSich obdélnik
nebo-li hornim sottem dostanemeislo &tSi nebo rovno celkovému obsahu obBru

Cim budou dilky men3fn - ), tim vic se budou séty bliZit ke skuténému obsahu

oboruP.

Definice: Dolni sou'et s(D,f) gislusny k funkci f adieni D intervalu(a, b> (Obr. 4)
Predpokladame, Ze funkdeje omezena na intervela,b) aD = {x;} [, je

libovolné dleni tohoto intervalu. Potom dolnim so&m nazveme sdat :

s(D, f)= iinfw_lm f(X) X —X_,).



K3
K2

K4

K1

Obr. 4

Definice: Horni souet S(D,f) pisludny k funkci f adieni D intervalu(a, b) (Obr. 5)
Predpokladame, Ze funkdeje omezena na interval(a,b) aD = {x} [, je

libovolné cleni tohoto intervalu. Potom hornim $tem nazveme sdet :

s(D, f)= isugM> f (X)X = % _,) -

y y =|f(x)
L2 L3
L4

‘Ll

Obr. 5

Dolni soiet je mensi nebo roven hornimu &iou
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Véta: Nech existuje funkcd a je omezena na intervafa, b) :
1. a nechiD je libovolné dleni intervalu(a,b), pak plati:
s(D, )< S(D, f)
2. anechiD je libovolné d@leni intervalu(a, b>, D* je zjemreni D, pak plati:
s(D, f) < (D, f)< S(D*, f) < S(D, f)
3. anechiDy, D, jsou libovolna dleni (a,b), pak plati:

s(D,, f) < S(D,, f)

Dusledek:D je zjemréni D;, D,, potom
0< S(D)-s(D) < S(D,) -s(D,)

Véta: Mnozina vSech hornich sttt SD,f) je omezena zdola.
s(D, f)= inf ., () {b-a)

MnoZina vSech dolnich st s(D,f) je omezena shora.
s(D, f)< sup,, f () 0b-a)

Jestlize t& vytvorime pro normalni posloupnosteleni {Dn} posloupnost
dolnich sodtii (tj. posloupnost {s(D,, f),s(D,, f)...}), miZzeme tvrdit, Ze je
konvergentni, protoZe je neklesajici a shora onm@ezéaké o posloupnosti hornich
SOLEtt {S(Dl f),S(D,, f),..} miaZzeme tvrdit, Ze je konvergentni, protoZe je nenasta

zdola omezena.

Definice:Necti f je funkce ohrartiena na intervalya,b).
b
Horni Riemantv integral jejf(x)dx: inf { S(D, f) ; D je libovolné @leni

intervalu(a, b)}.
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b
Dolni Riemandv integral jeJ'f(x)dx:sup{ s(D, f) ; D je libovolné @leni
intervalu (a, b)}.

b b
Véta: Plati j f (x) dx < j f (X) dx.

Dusledek: Pro libovolnédeni D plati:

0<

QD ey [T

f (X) dx- f f (x) dx< S(D,f) —s(D,f)

Definice: Riemandv integral
Rekneme, Ze omezena funkcea Riemaniv integral oda do b, jestlize maji

horni i dolni Riemaniv integral stejnou hodnotu:

D Sy [T

f(x)dx:j'f(x)dx

Spol&énou hodnotu nazveme Riemannovyntitym integralem funkcef na

intervalu(a,b) a znai se

b

j f (x) dx.

a

V tomto ozndeni jsoua,b integr&ni mezegisloa je dolni mez integralwislob
je horni mez integralu, intervala,b) integrani obor, funkcef je integrand ax je

integrani proménna.
Rikame pak, Ze funkcef je riemannovsky integrovatelna (dale jen

integrovatelna) neboli integrabilni na intervaayb).
Mnozinu vSech funkci integrovatelnych na intervéb.,lb> zn&ime symbolem
R(a,b). Skuténost, ze funkcé je integrovatelna na intervala,b) budeme zapisovat

f OR(a,b).
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Véta: Je-li funked integrovatelna na interval{a, b) , pak plati:

b
lim S(D,,, ) =lim(D,,, ) = [ f (x)dx

V¢éta: Kazda funkcd (po ¢astech) monotonni na interva{a, b> je na tomto intervalu

integrovatelna.

Véta: Kazda funkcé (po gastech) spojita na intervalia, b) je na tomto intervalu

integrovatelna.

Tyto Wty vSak vyjaduji pouze postaljici podminky integrovatelnosti. (Tudiz
Riemanriv integral miZe existovat i k funkci, kterd nesipie vlastnosti uvedenych

podminek.)

Poznamka:

Je-li funkcef po ¢astech spojita na interval(a,b), pak je na tomto intervalu
ziejme integrovatelna. Statotiz interval(a, b> rozlozit na konény paet intervali, na

nichz bude funkcd spojita a omezenda, a tedy i integrovatelna. Jnéude, kdyz

piipustime, aby funkcémela na intervalu(a, b> nekoné€n¢ mnoho bod nespojitosti.

nag. Dirichletova funkce na interval(0,1>, ktera racionalnintislam prirazuje funkni

hodnotu 1 a iracionalnindistim prifazuje hodnotu 0. TudiZz pro kazdy podinterval
(%-0%) D (01) je:
inf{ (9,x0(x_,x)} =0
sup{f(x),xD(x_l,x)}:l
Odtud plyne, Ze dolni Riemaimintegral Dirichletovi funkce fes interval{ 01)

je 0 a horni je 1. To znamend, Ze Dirichletova &@mkneni na intervalu<0,1>

integrovatelna.
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2.1 ZAKLADNI VLASTNOSTI RIEMANNOVA INTEGRALU

Definice: Nechi f je funkce integrovatelna na,b). Pak

Tf(x)dx: —J% f (X)dx.

a b
Dﬁsledek:J' f(x)dx=0, J'ldx: b-a.

DalSi vlastnosti witého integralu odvozujeme z vlastnostive definovanych
soutt. Budeme pouzivat nize uvedené pomocty \a jejich disledky k lepSimu

pochopeni ékterych vlastnosti.

Aditivita urc¢itého integralu vzhledem k integrandu:

Pomocna ¥ta: Neclhr existuji funkcd, g a jsou omezené na intervdluPotom plati
sup (f(x)+9g(x) <sup f(x)+sup g(x)
inf, (f(x)+g(x)) <inf, f(x)+inf, g(x)
Dusledek: §D,(f+g)) < §D.f) + SO,9)
s(D,(f+g)) < s(D.f) +s(D,g)

b b b
Véta: Nech existuiji integréIyJ. f () dx, j g(x)dx = ex. integral j (f(x)+g(x))dx a

platl'J'(f(x)+g(x))dx: j f(x) dx + jg(x) dx..

(,integral souwtu je sowet integrah®)
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Véta: Aditivita urcitého integralu vzhledem k integr@mu oboru:

b
Nectv cO(ab), existuje-li integral J'f(x)dx potom  existuji

a

[ integrélyj; f(X) d)gi f(x)dxa platii f(x)dx= j f(x)dx+ T f(X) dx.

c

Homogenita wtitého integralu:
Pomocna #ta: Neclr existuje funkcd a je omezena na intervdllicLJR. Potom plati
1.c>20= sup(clr(x))=clBup f(x)
inf, (cC¥ (x)) = clnf, f(x)
2.c<0= sup (cf(x))=clnf, f(x)
inf, (¥ (x)) =cSup f(x)
Dusledek: 1c>0= S(D,cl[f)=clS(D, f)
s(D,clf)=cls(D, f)
2.c<0= S(D,cif)=cls(D,f)
s(D,clf)=cl[S(D, f)

b b
Véta: Neclr existuje integrélj' f(X)dx, cLOR = ex. integré[c[lf (x) dx a plati

jchf(x)dx=c Eif(x)dx

(,integral nasobku je nasobek integralu®)

V¢éta: Nerovnost mezi integraly

b b
Nech’ existuji integrél;j' f(X) dx, jg(x) dx na intervalu(a, b>. Pak plati:

b b
Je-lif(x) < g(x) pro kaZdéxD(a, b> ,je J' f(X) dx< Ig(x) dx
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Veta: Necli existuje integra

b b
I i (x)d>+ Potom také existuje integré[ f (x)|dx a plati

jaf(x)d{ < T| f (x)[dx.

Véta: O stedni hodnat
Je-li funkcef spojita na intervali{a,b), existuje aspip jedno¢islo &0 (a,b),

pro reéz plati:
b
[ f(9dx=(b-2a)f(&).

Cislo u = f (&) se nazyva #dni hodnota funkcena intervalu(a,b).

Véta: Nechi funkcef je suda a integrovatelna na intervatua, a), pak plati:

j} f(X)dx = ZT f (x)dx

Véta: Nechr funkcef je licha a integrovatelna na interva(lu a, a>, pak plati:

ja'f(x)dx:O

Véta: Nechr funkcef je naR periodicka s periodop, n je libovolné cel&islo, pak plati:

.T f(X)dx = b_ﬁ‘ (X)dx
-a a-nlp
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2.2 METODY VYP@TU RIEMANNOVA INTEGRALU

Zde si uvedeme velmiutezité metody k vyp&tu Riemannovych integrél
Jedna se o Newtdm-Leibniziv vzorec, metodu integrace per partes nebo-li metod

casténé integrace a metodu substiu

2.2.1 Newtoiiv-Leibniziv vzorec
Véta: Nechlt f(X) je spojita funkce na interval<ua, b> a F(x) primitivni funkce k této

funkci na tomtéz intervalu. Pak:

Tf(x)dx:F(b)—F(a).

1

Nap¥. Vypasitejte j (L+3x + x?)dX.
-2

Reeni:

1 2 371
j(1+3x+x2)dx: x+si+x— :1+§+}—[—2+1_2—§j:§
2 3], 2 3 2

-2

2.2.2 Integrace Pgrartes

Véta: Nechi funkce u(x ), v(x) maji v intervalu(a, b> spojité derivace. Potom plati
b b
[ugv' ()dx = u(b)v(b) - u(a)v(a) - [u'()v(x)dx
v intervalu(a,b).
2
Nap. Vypatitejme J' x*e*dx.
0
Reseni:

per - partes:
2 2 2 2
Ixzexdx: u(x) =x>=u'(x) =2x = [xzex]0 —j2x [@*dx = 4e” - 2jx@xdx
0 0

° v(X) =€ = V'(x) = e
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2
Na integréljx@xdxopét pouZzijeme metodu per partes.
0

per — partes: ,
Ix@xdx u(x) =x=u'(x) =1 :[XEX]E—Iede=ZeZ—e2+1:e2+1

° V(X) = X = V(X) = e 0
Tudiz

J%xzexdx: 4e? - 2(e? +1)= 46 - 26> —2= 26* -2

2.2.3 Substitétni metoda

Véta: Nechi funkce f(x) je spojita vintervalu(a,b> a nechki funkce ¢(t) ma
vintervalu(a, 8) spojitou derivacig'(t ) Pro kazdé intervalu(a, ) nect’ hodnota
é(t) lezi vintervalu(a,b). Polozime-lia=¢(a ) b=¢(B), potom plati v intervalu

(a,B) rovnice

b B
[ £(9dx= [ f(g()¢' (t)dt.

Tohoto vzorce zeme pouzit pro vyget integrélu vlevo, zname-li integral
vpravo nebo k vyp#iu integralu vpravo, zname-li integrél vlevo. Musimat pozor na

to, Ze se také mezeeni podle substitucex = ¢(t ,totiza=¢(a), b=¢(B).

. v . 2Inx
Nap#. Vypmltejmej—dx.
X
1

Reseni:

, substituce meze na n3 ,in3
In x Ine' _, t

[—dx=|x=¢@t)=¢" |x=1=t=0 |=[— Eedt_jtmt— S| =
X e

1 dx=¢'(t) =e'df| x=3=t=In3) ° 0

1In23

2
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Existuji tabulky uéitych integrah, a to gevazi téch, které se praénpcitaji.

Uvedu dva piklady.

2 _
sin®" >dx:J'cosz” xdx = 13050 (2n~1) e
) 2460.2n 2

ot—nIY

s

2ABO.2n
1BBO.2n+1)

2
sin®™! xdx = J' cos™ dx =
0

oty
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3. UZITI RIEMANNOVA INTEGRALU

3.1 OBSAHY N! KTERYCH PLOCH

Mgjme mnozinuM (a,bf) = {{x, yJORxR x0(a,b) Oy0(0, f(x))}, kdef je

spojita, nezaporna funkckl predstavuje rovinny Utvar.

Definice: Obsahem rovinného Gtvam (a,b,f), ktery oznaujeme P(a,b,f), nazveme
¢islo, pro které plati:
1.P(abf)>0

2. (0 cO(a,b)) P (abf) =P (acf) +P (c.b/f)
3. Je-li{c,d) O(a,b)a (O xO(c,d)), g(X) < f(x), kdeg je spojita nezaporna funkce na
intervalu(c,d), potomP (c,d,g) <P (ab/f)

4. Je-lic 0 R', pakM (a,b,c) (c je hodnota, kterou nabyvéa tato konstantni funkce),
potomP (a,b,c) = (b—a)m: (Obr. 6).
y

c f(x)=c

Obr. 6

Véta: Funked je spojita a nezaporna na intervayb) , potom

P (ab/f) :f f(X) dx.
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Tento vzorec nam tedy vyjage obsah rovinné oblasti ohréené gimkami

0 rovnicich x=a, x=b, osoux a kivkou y= f(x), kde f(x)= 0 pro vSechna

xO(a,b). (Obr. 7)

y
KW
P
X
a Obr. 7 b

Pokud je oblast ohratena dvéma krivkami y=f(x), y=9g(x), kde

f(x) = g(X) pro kazdéx(a,b), je jeji obsah wen integralem:

P= T(f (x) — g(x))dx. (Obr. 8)

f
W

h P

1
X

a | y=9(x b

Obr. 8

Pokud je oblast ohraténa jednoduchou uz#gnou Kkivkou (tj. kiivka, ktera

sama sebe neprotind), kterd je vygddh parametrickymi rovnicemi X = ¢(t),
y=y(t), kde tO(a,B) a tato kivka je kladré orientovana (tj., Ze ip pohybu

po kiivce ve smiru rostouciho parametru je oblast ohéané Kivkou vievo od ni),

muzeme obsah obrazcediat podle libovolného vzorce z nasledujiciiih t
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B
P=-[y®) DO,
B
P= [ @()dt,

B
P =2 (00O B0 - pOpE)

Pokud je oblast ohratena Kkivkou, ktera je vyjatena vpolarnich
souradnicich a ma tvarp = f(¢ ) kde ¢ 0(a,B), a pologimkami g =a, ¢ =3,

pocitame obsah této oblasti podle vzorce:

B B
=11t @)2dp =2 p2ds.
2(7 2(7
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Vypaet obsahu rovinnych Utvapomoci Riemannova integralu:

PF.1. Vyp@itejte obsah obdélniku ABCD o rozfrech a, b.
ReSeni:
ObdélnikABCD o rozngrecha, bje obrazec[O, a, f(x)], kde f(x) =b. Potom

je tedy jeho obsah roven:

P:fhdx:b[x]g: ab
0

Pi.2. Vypaitejte obsah pravouhlého trojuhelnika.
Reseni:

Pravouhly trojuhelnik rizeme zakreslit tak, Ze ogsnu bude tvit libovolna
linearni gimka prochazejici pétkem. Na os& bude jedna z odgen a vzhledem k jeji
velikosti bude ve vzdalenostiod paatku kolmo na osx vztyéena druha odisna,

ktera se bude protinat s lineartiinpkou ve vrcholu trojuhelnika.
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Jde tu tedy o obraze[O, v, f (X)], kde f(x) = % X.

Pi.3. Vypditejte obsah elipsy.
ReSeni:

Nejprve si vyjagéime rovnici ellpsy— +§ 1 a nakreslime si obrazek:

Vidime, Ze elipsa seistdem v poatku je sourrna jak podle osy, tak i podle osw.
Muzeme tedy obsah elipsy @itat jakoctyinasobekitvrtiny elipsy pro kladnix avy.

substituce

a 2 0
P=jb 1—(§j dx = gzcost :bjxll—coszt[ﬂ—aﬁsint)dt=

dx =-alsintdt 2

n

a[bf sin“tdt = a[ﬁ)j
0

21— costhtzaEﬂ)DT_aEﬂ) sin2t EzaEﬂ)DT
4 20 2] 4
P. =mla

Poznamka: Je-la =b =r, potom se jedna o kruznici, ted/= 771 °.
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Pi.4. Vypditejte obsah obrazce ohrafgéného Kivkou y =sinx a osoux. Pfi¢emz
x0(0,7).

Reseni:

0.5

05

P= J'sin sdx = [~ cosx]7 = —cos+cos0 =2
0

PF#.5. Vypaitejte obsah Kvocarého licho¥Znika prislusejicino funkciy = 4x — x®
a intervalu (13).

Reseni:

2R

N

=

N

=

w
L 1
w

w

o)

N
°°|\1
N
Wl
)
H‘*’|r\3
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PF.6. Vypaitejte obsah obrazce omezeného obloubdvék, které jsou grafy funkci
y=2x ay = x°.
ReSeni:

Vypocitame si nejprve fisesik obou funkci.

Funkcey = x? a y = 2x se protinaji v bodecf00] a [24].

2( 2) 4 , 210 [T 8 4
P ={(ox-x2)ax=[ 20x— [x2dx=2 X | -| X | =4-2=2
o R I e o

Pi.7. Uréete obsah obrazce omezeného ospwbloukem hyperboly, ktera je grafem
1 ” . 1

funkce y == a pfimkami x=§, X=4.
X

Reseni:
V tomto giklacdk nemusime péitat zadné prsetiky, protoze mame jiz zadané

ohrantujicimi piimkami x :% ax=4

3:

¥ 2

P

I —

I RN R R R EEEEE R R EEE

1 05 1 15 2 25 35 4
¥
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P=

dx=[Inx]} :In4—In%:In22 ~-In2*=2In2+In2=3In2

2

N | P —
X |~

Pi.8. Uréete obsah obrazce omezeného obloukéasti paraboly, ktera je grafem
funkce y = Jx, pFimkou y = X —2a 0SOUX.
ReSeni:
Nejprve si utime phse&ik piimky s osow a pfiseik piimky s parabolou.
Priseiik piimky a osyx je bod [2,0]. Priasetiky ptimky y=x-2 a paraboly
y= Jx vypaiitame z rovnice/x =x-2 z které dostaneme kvadratickou rovnici
x> —5x+4=0, ta ma keeny: x, =4a x, =1. Zrovnice y=x- 2 ziskame druhé
souadnice. ProtoZze/ = (e moZny pouze jedenis&iik a to se sdtadnicemi[4,2].

P, ozn&ime obsah obrazce pod parabolou p<r<0,4> a P, obsah obrazce

(trojuhelniku) pod imkou prox1(24). Potom tedyP = P, - P,.

¥ 21

[gul
=
=N
o

3
4 s 1 e | o[ 3 o 4
= = 2 =] == == =
P {&dx {x dx 3 3 X 3[8 3
— 0
2 1o
4 X2 4
Pzzj(x—z)dx:{——ZX} =8-4=4
2 2
p-16_,_4
33
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P#.9. Ur¢ete obsah obrazce omezenéhitvkami y=e™ -1, y=e™* +1, x=0.
Reseni:

Souadnice piisetiku exponencial ziskame z rovnice™ -1=e* + a Ipak
vypostem gFisluSné hodnotyy. Rovnici feSime substitucie™ =t. Dostaneme
kvadratickou rovnicit’ —-t-2= 0 ze které vypsitame kdeny t,=-1 a t, =2 .
Rovnice e * =—1 nema v oboru redlnychliisel ieSeni. Rovnicee™ = 2ma reSeni
x=-In2, pak y= 3 Pris&ik exponencidly=e® - la y=e*+1 je tedy bod

[-In23].

0 0 0 0
P= J'(e‘X +1)dx— J' (e -1dx= J'(e‘X +1-e® +1)dx= J'e‘X —e ¥ +2x =

-In2 -In2 =In 2x =In 2x

-2X 0
:{ez —eX +2x} :1—1—4+2+2In2: 2In2—g

-In2

PFr.10. Vypd@itejte obsah plochy obrazce mezi grafem funkge x* + 2x* —3x a osou
x na intervalu (- 32).
ReSeni:

Na obrazku vidime, Ze obrazec mac&sti. Vypaet provedeme pro kazdou

Z nich zvlag a nakonec obsahy&eme.
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(mn]

o
[

i

P 2 P3
4{32118F}12
0 4 3 270
F)l = I(X3+2x2 —3x)dx:|:x_+zi_si} :4_5
’ 3 2|, 4
L o |7
B, =-[ (¢ +2x¢ ~3dx=— "+ - | =L
5 4 3 2 o 12

‘ xtooxd 3| a7
P3=j(x3+2x2—3x)dx: - ==
) 43 2| 12

45 7 47 _ 189
e AR T T )

P=P+P,+P,

PF.11. Pro xD(O,ﬂ>uréete obsah obrazce ohraféného osoux a grafem Wivky

y =sin®X.

Reseni:

Kiivku y=sin®x mizeme vhod#é zapsat jakoy = (L-cos’ x)sinx, kde uz

vidime, Ze budeme moci vho#lrpouZzit substitucit = —cosx. Dolni mezi x= 0

odpovidat =— la horni mezix = n odpovidat = 1 Dale vidime, zel-t* je suda

funkce, tudiz Mzeme obsah obrazce vyfitat jako dvojnasobek integralu pro kladna

t0(01).
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1fy
057 L

1 po substituci:
053 y =sin®x y=1-t2
0,4
0,24

] P X

I:I:IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII IIIIIIIIIIG:IIIIIIIIII

o005 1 15 2 25 3 A 08 0 05 £

- - substituce| meze
P=J'sin3 )dx:J'(l—coszx)simdx:t:—cosx Xx=0=>t=-1|=
0 0 dt =sinxdX\ x=7=>t=1

1 1 1 3t
= [@-t7)sinx— = [ @-t1)dt = 2 @ t))dt =2 t - = =2(1—5j _4
4 sinx 2 0 31, 3) 3

Pr.12. Vypditejte obsah rovinného obrazce ohraeného Wivkami y=2-x2,

3 2

y® = Xx°.
ReSeni:

Souadnice piasesiki kiivek y=2-x* a y®=x* vypateme zrovnice
y® +y—-2=0. Jediny realny kien této rovnice jey = .1TudiZ x, =-1, X, =1. Obsah
obrazce najdeme jako rozdil Riemannovych intégr@bs funkce jsou sude, a tak

obsah niZzeme pé¢itat jako dvojnasobek obsahuweného pouze pro kladxa
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p= j(z x2 —3x?)dx = 2](2—x ~3/x%)dx = 2{2x—

Pi.13. Vypditejte obsah rovinného

4y = x* a pfimkou y =1.

v

ResSeni

i
Vypocitdme si piisetiky krivek:
Primkay = 1 protina paraboluy =x* v bodech [11] a [ 11] a parabolu

Bl

2-&—§]:
3 5

obrazce ohra@eného parabolamiy = x

4y = XV bodech[2,1] a[ 2,1]. Obe paraboly se protinaji v béc[OO] a jsou to funkce

P>

sudé.
3 2
-1 2
P= (1—)(— dx+j(x2—x—
37t 372
_ZBL + _X_ g
12| " 12) "3

Pr.14. Vypditejte obsah

_ 1
y 1+x%°

rovinného obrazce ohra®iného WKivkami

-31-
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Reseni:

Prisesiky kiivek y=x* ay = jsou body[-11] a[11].

1+ x2

1

L2 2 3T
P= .[[ > —xzjdxzzj( > —xzjdx:Z{Zarctgx——} =
J\1+X 1+X 3,

0

1
2 (Zarctgl— 1) — (2arctgo-0)| = 2[7—7 - Ej = -2
3 1273 3

PF.15. Vypditejte obsah rovinného obrazce ohraeného exponencialnimi funkcemi
y=¢e*, y=e ™ apimkouy=e.
Reseni:

Priseiky piimky y =e s exponencialamy=e* ay=¢e* jsou [— 1,1] , [11]

-
I T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

-2 -1 1 1 2
¥
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0

P={{-e*)

1 1
dx+J'(1—ex)dx= 2J'(1—ex)dx: 2[x—ex]t =2(1-e+1)= -2e+4
-1 0 0

PF.16. Vypditejte obsah rovinného obrazce ohraeného parabolamiy = x> a
y =2x-X°.

Reseni:

Prisesiky paraboly = x? a y = 2x— x2 jsou body[0,0] a [11].

1
P=J§(2x—x2 —xz)dxzzix—xzdxzz[x—;— XT

i :1—3
3 3

Pi.17. Vypditejte obsah

rovinného obrazce ohraeného grafem funkce
y = x® —3x* + 2x a ta'nou sestrojenou k tomuto grafu v b&dk = 0.
Reseni:

Protoze y(0) =0, derivacey =3x? -6x+ 2= y' =2, ma rovnice teny tvar
y =2X.

Déle hledame fiseiiky primky y =2x s kivkou y = x® - 3x* + 2x. Z rovnice

x® —3x? +2x = 2x dostavame bodf0,0] a [36].
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3
P:J::(Zx—()@ - 3x? +2x))dxzi(_xs+3Xz)dxz{_x7:+xg} :_%1+27:g

0

Pi.18. Vypditejte obsah obrazce ohradény asteroidou s parametrickym vyjéhim:
x=acos't, y=asin’t, a> 0.

Reseni:

Proa=1

1P

=
=7 T T 1T 17 1T T 10| 1T T T T T T T T +T1

Nejprve rovnice zderivujeme:¢@(t) = x = -3acos’ tsint
Y(t) =y =3asin’tcost

Potom si wime parametry a jimi dené body: t, =0= [a,O],
7l
t2 = E = [O, a] ,

t,=nm= [— a,O],
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3
t, =§77:> [O,—a],
t; =2mr= [a,O]

Asteroida je tedy kladnorientovana fivka. Paramett 0 0,277) .

B
MuzZeme pouZzit vzored = %J' () Wy (t) —@(t)y(t))dt.
1 2
=5 J'(aco§t [Basin’ t [Gost + 3acos’ t [$int [asin®t)dt =
0

2 2 2
=§a2 j(cos“t [8in’t + cos’ t [3in t)dt :gaz J'(Zsint [Gost)?dt :gaz J'sin2 2tdt =
0 0 0

2

=— jﬂdt——a t—lsin4t =
16 4 o

mZ

ool w

PF.19. Vypditejte obsah obrazce ohrafgéného Kivkou zadanou parametrickym

vyjadienim x = 2t —t?, y=2t* -t?

Reseni:
1,23
" Proa=1
08
: P
0B
0,41
02
DI:||||||||||||||||||||||||||
0 02 04 0F 08 1

Nejprve rovnice zderivujeme:@(t) = x=2-2t = 2(1-t)
Yy =y=4-3t>=t(4-3)

Potom si wime parametry a jimi éené body: t, =0= [0,0],

-35 -



t, =1=[11],
4 [8 32}
t3 === D I
3 9 7
t, =2=[00]
Ktivka je tedy klada orientovana. Parameti1(0,2) .

B
Pouzijeme vzorecP = - j W(t) B(t)dt

P=-

O =y N

(2t - 3t) 2(L—-t)dt :T(th -3t) R@1-t)dt= 2} (22 -t* - 26> +t*)dt =

0 0 4 4 5
= 2j (2t? -3 +t*)dt = zFﬁ S +1t5} S (N S
> 3 4 5 |, 3 4 5) 18
Pi.20. Vypd@itejte obsah obrazce ohrateného Wivkou zadanou parametrickym
vyjadienim x = asintcos’t, y = acostsin’t, 0<t < g

Reseni:

D,3:
] Proa=1

024

0,14

Nejprve rovnice zderivujeme: %(t) = acost(cos’ t - 2sin’t)

y(t)= asint(20082t —sin? t)
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coz je krajni bod intervalu, nelmmtgt = V2= t,

a’sin tCOSzt(ZCOSZt sin t) a’sin*tcos’ t(cos’t — 2sin’t) dt =

mZ

sin? 2tdt = —
32

a.2

—J' in“tcos’ tdt =—
27 8

oty

Pr.21. Vyp@itejte obsah obrazce ohradeéného Wivkou x°® + y* = 3axy tzv. Descautv

list. (viz[7])
ReSeni:
Rovnici x® + y* = 3axy si vyjadime v polarnich sdadnicich
X = pCOsP
y=psing

Po dosazeni do rovnice’ + y* = 3axy dostaneme:
o° (cosf’ @ +sin® ¢) =3p*acospsing

_ 3acosgsing
cos’ ¢ +sin’ ¢

ProtoZe prog D<O,7—T> je p= 0, pro hledany obsah dostavame
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Proa=1

_ substitucj _ 9’ {_ cos ¢ f _
c )

_9a2f cos ¢sin’ ¢ 46 =
0( tgg =t 2 | 3lcos’g+sin’g

cos’ ¢ +sin’ ¢)

Pir.22. Vypd@itejte obsah obrazce ohraféného kardioidou zadanou polarnimi
souwrednicemi: p = a(l+sing) , a> 0, ¢ 0(0.27)

Reseni:

—ja (1+sing) d¢_—22j”(1+2sm¢+sm #)dg =

2 2

% JZT(1+ 2sing +%jd¢ = —{¢ +2cosp +— ¢——sm¢}

_a
O =3 (277+77)

mZ

I
N w
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Pr.23. Vypditejte obsah obrazce vytkeného rozdilem kvek rl(¢)—r2(¢), kde

r,(¢)=1-cosp ar,(9) =§.

Reseni:

Prisetiky kiivek r,(g)=1-cosp a r,(¢)=> vypcitime z rovnice

N w

1-cosg :g = ¢= i%ﬂ. Vznikly obrazec je osa@vsoungrny podle osw.

|
P
IHHHHHHHIHH;IHDI,EHHHHHLEI
1% ) 173y T )
P=§J(1—cos¢) d¢——j(§j d¢_2a%j{(1—cos¢) ——}dqﬁ:
=j(cosz 4 - 2coss —;]d¢ - j(%—zcow —gjd¢ -
1y ainog—osing =21 =2, Ltand in2p--9/3_1
—{2¢+4sm2¢ 2sing 4}277 2(77 377) 4S|n3ﬂ+25|n377 4 8\/5 1

-39 -



3.2 OBJEMY NEKTERYCH TELES

Mgjme mnozinuK (abf) = {[x, y|ORxRx0(a,b) Oy0(0, f(x))}, kdef je

spojita, nezaporné funkck.piredstavuje rovinny utvar.

Definice: Objememdesa vzniklého rotaci rovinného utvaku (a,b,f) kolem osyx,
ktery ozn&ujemeV(a,b,f), nazvemeislo, pro které plati:

1.V(a,b)>0

2. (0 cO(a,b)) V(ab/f) = V(ach +V(cb)

3. Je-li {c,d)O(a,b) a (O xO{c,d)), g(x) < f(x), g je spojitd nezaporna funkce na
(c,d), potomV (c,d,g) <V (a,b/)

4. Je-lic U R, pakK (a,b,c) (c je hodnota, kterou nabyva tato konstantni funkce),

potomV (a,b,c) = 77 [&(b-a).

V¢éta: Vypatet objemu rotéaniho tlesa

Funkcef ma spojitou nenulovou derivaci r(a,b>. ObjemV rotainiho tlesa,
které vznikne rotaciikvky, vytvorené jako graf spojité nezaporné funkge= f(x , )

x[(a,b), kolem osyx je uren vztahem:

VA= nf(f () Fdx

Véta: Funkcef ma spojitou nenulovou derivaci r{a,b). ObjemV rotainiho &lesa,
které vznikne rotaci ikvky, vytvorené jako graf spojité nezdporné funkge= f(x , )

xD(a, b> , kolem osyy je uken vztahem:

b
V= 2njfo (X)dx
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Véta: Nechr funkce f(x) a g(x) jsou spojité na(a,b) a necti 0<g(x)< f(x)

pro x(a,b). ObjemV rotatniho &lesa, ktery vznikne rotaci obou funké(x) a g(x)

a) kolem osyx, platiV = T(f 2(x)- gz(x))dx,

b
b) kolem osyy, platiV = 27Tj x(f (x) - g(x))dx.

Véta: Nech funkce f(x) je na intervalu(a, b> zadangparametrickymi rovnicemi
x=¢(t), y=¢(t), tO{a,B), kde funkce ¢(t) a ¢(t) maji spojit¢ derivace na

intervalu <a,,8> . ObjemV rotainiho €lesa vyjadime vzorcem

B

V =y’ (t)e(t)dt.

a

Véta: Nechl funkce r :r(¢) m4& spojitou derivaci na interval(u,ﬂ>. Pro objem

Vrotainiho €lesa, které vznikne rotaci mnoziny zadané nerowmost

a<¢<pB,0<r<r(p), kder ag jsoupolarni souradnicev roving, kolem

B
a) polarni osy, platv =§ﬂjr3(¢)sin¢ dg,

B
b) ,piimky ¢ =g plati V = %nj r*(¢)cosp dg .
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Vypaet objeni nekterych rotanich #les uzitim Riemannova integralu:

PF.1. Vyp@itejte objem valce o vySeea polon#ru podstawr.
Reseni:

Po nakresleni obrdzku zjistime, Ze valec viitwme rotaci konstantni funkce
y=r proxd(0,v).

49

w
L

¥ y=r

Pror=15v=4

[ s e B s s s B L e e e

1 1 2 3 4

¥

14

\Y% :njv'rzdx:ﬂz[x]g =m’v
0

Pi.2. Vypd@itejte objem rotdniho kuZzele.
Reseni:
Nejprve si nakreslime obrazek &imne funkci, ktera nam bude rotovat kolem

oSy X a vytvdi tak rot@&ni kuzel s polorrem podstavy a vySkouv. KuZel vznikne

rotaci trojuhelniku, ktery ohrahije giimka se srérnici —, osax a plonméremr, kolem
v

OSyX.
27 o
1; y:'i[k 1"};ﬁl
U V 71,5- '/’
1]
1 Pror=2v= 14
0,57
Ii T T T T .I1 T T T T I2 T T T T é T T T T ‘:1
0,51 ¥
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Je to tedy linearni funkdéx) = r X .
\
v 2 v 2 237
V=jn(£xj dx:jn(ij xzdx:nr—2 L R
o \V o \V vil 3o 3

PF.3. Vypd@itejte objem roténiho komolého kuzele.
Reseni:
Rotani kuZel zvolime tak, Ze bude mit vySka jeho kruhové podstavy maji

polomery r, #r,. Rot&ni kuzel vznikne, otti-li se kolem osy pravouhly lichokznik

L U A
ohranieny gimkou se srérnici 2—=, osoux a polongry r,,r, .
v

f(x):r2\7r1x+r1

Pror, =1r,=2v=4

A ';Wv%’; o

Yo

o

£

v _ 2 _ 2 v _ v v
\V; :nj(%x+rlj dX:n((rl V';z) qXZdX+2rl r Vl’z Efxdx+r12jdx]:

0

\Y

—r ) 3 — 2
- n[(rz 2rl) G\% sor, L7l E-IVE N rlzv] _ % n(rf rrr,+ rzz)\/
\

PF.4. Vyp@itejte objem koule
Reseni:
Nejprve si nakreslime obrazek &imme funkci, ktera ndm bude rotovat kolem

osyx a ktera nam vytvd kouli s polongremr.
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X2+y2_r2
y = r2 —x2
r 0 Vv r

V= j.n(\/rz —xz)zdx: ﬂj.(r2 —xz)jx: erj(r2 —xz):ix:gne'
-r -r 0 -

PF.5. Vypaitejte objem kulové Use.
ReSeni:
Vy3Sku kulové Usé&e zvolimev, 0 < v < 2r . Potom kulova Usevznikne rotaci

kiivky y=+r?=x* naintervalu(r —v,r).

y
r
\ X2+y2=r2
y= [r2_X2
_ri“ 0 V r X

e
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Pi.6. Vypditejte objem elipsoidu vyt¥eného rotaci elipsy zadané rovnici

X2 y2

— += =1, a>0 kolem osy.
a b

ReSeni: 21

Proa=3b=1

2

2
Rovnici elipsy si upravime .]y| =b 1—%
Vidime, Ze elipsa seisdem v poatku je sourrna jak podle osy, tak i podle
osy X. Budeme tedy objem elipsoidu gitat jakou dvojnasobek objemu poloviny

elipsoidu vytv@eného rotaci poloviny elipsy pto> .0

a NG a NG a2 X3 a
V =27 by[1-= |dx=271[0%| 1~ |dx= 2707 [1- = dx=27b%| x~— | =
0 a 0 a , a 3a

0
:2m2§:ﬂmb2
3 3

PF.7. Vyp@itejte objem anuloidu.
Reseni:
Anuloid vytvaiime rotaci kruhu o poloénu r kolem osyx, kde sted kruZnice

Sje ve vzdalenost od paatku.

4

||||||||||||||||||||
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prarez

anuloidem

T 0 r X

\Y :_rjrn(ah/rz —xz)zdx—:rfrn( —Ar? —xz)zdx:

:ﬂj(ah/rz —x2)2 —(a—\/r2 —xz)zdx:

-r

r 2 2
:ZNI(a+\/r2 —x2) —( —r? —x2) dx =
0
r
:27TJ‘a2 +UrZ=x?+r?2=-x*-a*+2avr®—-x*> -r? + x?dx=
0

substituce
meze

r r 2
:Smjx/rz—xzdx:&arj' 1—(% dx =X = sint Xx=0=t=0 |=
. | r r

r [cost [dt =d x:r:>t=7—27

2 1+ cos2t
2

=8rar dt =

ot— NIy

2
cost [t [tost [tt = 8mr2J‘cos2 t [dt =8rar?
0

oY

m

=8rar? 1t+lsin2t ? =8rar? 1ﬂ+0j=2772ar2
2 2 2 2

0

Pi.8. Vypdaitejte objem roté&niho telesa, které vznikne rotaciifvky pFislusejici
funkci y = 3Vxa intervalu (04) kolem osy.

Reseni:
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4

3 4

v =7 (8Vx dx=3 X—; = 2n{x2}
— 0
2

PF.9. Vypdaitejte objem roténiho télesa, které vznikne rotaci obrazce omezeného

g

EBERS
”7

i

|/

parabolou y = 4-x* a pfimkou y = 3x, x> 0 kolem osyx.

Reseni:

Priseiky paraboly y=4-x?

4-x>=3x, ze které dostaneme, =1, X, =-4. Podmincex> Ovyhovuje pouze

X =1

a pimky y=3x vypaitdme z rovnice
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1 1 1 1
V= 7TJ‘ (4— xz)zdx— 7TJ‘ (3x)7dx = 7TJ‘ (16—8x2 + X4)dX—97TJ‘ x2dx =
-2 0 -2 0

3 571 3t
= 16X—BL+X_ -9 X_ =—J7
3 5 > 3 o 5

P#.10. Vypditejte objem rotdniho télesa, které vznikne rotaci obrazce omezeného

obloukem parabolyy = 2x*, piimkami y, =1 a y, =3, kolem osy .

Reseni:
Bud’ pouzijeme Fimo vzorec pro objeméliesa vzniklého rotaci kolem osy
nebo jednoduse ,prohodime* os§yimz ziskame inverzni funkci atbeme nechat

kiivku rotovat kolem osyy. K prikladim, kde je vhod§sSi vyuzZit vzorce se jedt

dostaneme, difme si tedy inverzni funkci:

Z rovnice y = 2x*vyjadiimex = x = \/g nebo-li f(y) = \/%

v = 72 (F (y)2dy

Y1

e, y?
d=o[W=37] 72

N <

3
V=7Tj
1

i
b
M ﬁ—-— =S
s B A
w@:%"_zi"'
R e = Py s L4,
pr """'_' 1-
=
i
Y
!

N
i
\

PF.11. Vyp@itejte objem rotédniho télesa vytvédeného rotaci obrazce ohraieného

parabolou y = x* a pfimkou y = 2x kolem osyx.
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Reseni:

Prasesiky paraboly y = x* a ptimky y=2x vypositame z rovnicex’ =x a

odtud dostaneme bodp,0],[24].

2 2
V= nj (2x— xz)zdx: nj4x2 —4x% + x%dx =
0 0
32 64 32)_16
T ="
3 4 5 15

4 axt x| B
- + =
3 4 5]

PF.12. Vypditejte objem dlesa vytvéleného rotaci obrazce ohrai®ného Wivkami
y=x*, x=y?, kolem osw.
Reseni:

Vypositame si pisesik kiivek y=x? a x=y?: x=y?= y=+/x. Tedy

hledame, kdy nastane rovnost = Jx ato plati pro jedin& = .IPris&ik je tedy[ll].
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NNy
(@)

0 _

1 1
V= ﬂj(&)zdx— ﬂj(xz)zdx: 77_1[ xax - 77_1[ x*dx = H{X—ZZ} - ’{?T = —g= 1377
0 0 0 0 0
Pi.13. Vypditejte objem dlesa, které vznikne rotaci obrazce ohrdeného Kivkami
popsanymi rovnicemx® - y? =4, y=2, y=-2, kolem osy.
Reseni:
| u tohoto pikladu provedeme vyget pres inverzni funkci.

Z rovnice x? — y® = dvyjadiime x = x =44+ y® a hledana inverzni funkce je tedy

2

y=+4+Xx".

o o
LI I S B I B I D B N I D I I N I B B R |0 I I B I I S I B 2 B Y B N B N B B B N A i

-4 1 4 -4 -2 1 2 4

-850 -



wlh

2 2 372 3
V=ﬂj(\/4+x2)2dx:2ﬂj(4+x2)ix=2 ax+X | zor 4+ Z | =167
-2 0 3 0 3

64
=—r
3

Pi.14. Vyp@itejte objem rotédniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrégeného
kiivkami y = 2x— x>, x =0, kolem osyy.
Reseni:

V tomto @pack uz by se nam z rovnicg = 2x — x* vyjadrovalo x 0 rgco hite.

Je tedy pravy okamzik pouzit vzorce pro objéhasa vzniklého rotaci kolem ogy

21

||||||||||||||||||||

2
V=2ﬂixﬂ(x)dx=2ﬂfx(2x—x2)1x:2ﬂf2x2—x3dx:2 2_§_x_“} =
a 0 0

4

0

N

4 4
2 2__2_ :§
3 4 3

Pi.15. Vyp@itejte objem roté&niho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohré&aeného
parabolou y= 2—%x2 a pfimkou y =2-x kolem gfiimky y =2-x.
Reseni:

Prasesiky parabolyy = 2 —%xz a pimky y=2-x jsou[02],[20].
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Posuneme piatek [0,0] do bodu[0,2] a ota@ime sotiadné osy o ﬂhel—%.

Dostaneme tak ssadnou soustavu ([02u,v), kde u=(x-y+ 2)% a
_ 2o _ y L1, ,
v=(x+y- 2)7. Vtéto sotiadné soustav bude parabolay = 2—§x zadana
parametrickymi  rovnicemi u(x) = (x - y(x) + Z)g v(x) = (x+ y(x)- Z)g kde
1.,
y(x):Z—EX , x0(02).
2 2 2
V= ITJ-VZ (x)u(x) dx= ﬂj—(ZX— xz)2 £(1+ x)dx = Qﬂj (4x2 -3x* + x5)dx:
0 0 2 16 ¢
2

Pi.16. Vyp@itejte objem roté&niho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrg&aeného
kiivkou x* + y* = a’x*, a0, kolem osyx.

Reseni:
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Nejprve si pedstavime #vku, ktera bude rotovat. dfeme tvrdit, Ze je

soungrna jak podle osy, tak podle osy. Prochazi peatkem soustavy seadnic. Osu
x jeSg protina v bodeciﬁ— a,O],[a,O] .

W
1

il

L,
jl.'f"f f1

1
V 1. kvadrantu rizeme rovnici kivky psét ve tvaruy = (azx2 - x“)i,x 0(0,a).

V= 27TI f2(x)dx = ZHJ\/aZXZ -x*dx= 277[ xva® —x*dx=
0 0 0

substituce
m:t’az_xzztz meze 0
=1 ox [Hx = 2t [dt x=0=t=a :Zﬂjx[ﬂ[ﬁ—lxjdt:
t x=a=t=0 2
dx:—;dt

0 a 3 3
= —2njt 3 Celt = 2njt2dt = 2{%} - ’%
a 0 o~

Pi.17. Vypaditejte objem roténiho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrgaeného

2 2 2
asteroidou zadanou rovnick® + y® = a3, a> 0, kolem osy.

Reseni:
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2 2 2 2 2 3
Nejprve si vyjadimey z rovnicex® +y® =a® = y=(a®* —x3)2. Asteroida je

sounérna podle poatku a jeji pisetiky s osami jSOl[— a,O] , [a,O], [O,—a] a [O, a].

2 2 3 a 2 2 2 4

a 2 23 2 2 a 42 2 4
V= 27TJ.((a3 -x%)2)%dx = 277_[(83 -x3)%dx = 277J.(a2 —-3a3x3 +3a3x3 - x*)dx =
0 0 0

a

4 5 2 7
3y3 3y3 3
=2 azx—‘?'a X +3a X :ZH(as—ga3+ga3—la3j:2ﬂl—6a3:
5 7 3 5° ' 7° 3 105
3 3 0
2
10E&

Pi.18. Vypditejte objem roténiho télesa, které vznikne rotaci obrazce omezeného

funkci urdenou parabolickymi rovnicemi x =r(t -sint), y=r(1-cost), tOR
a intervalem(0.277), kolem osy.

Reseni:

Pror =1

V= ﬂfwz(t)|¢(t)| dt = ﬂzfr 2(1-cost)’r(1-cost)dt = /7 32JZT(l— cost)’dt =

0
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2 2
=’ j(l—Bcost +3cos’t - co§'t)dt = 773['[ - 3sint +gt +%sint -sint +%sin3t} =
0 0

= 57°r°

Pi.18. Vypditejte objem roténiho télesa, které vznikne rotaci obrazce omezeného
lemniskatou zadanou rovnicfx2 + y2)2 =a’ (x2 - yz), a> 0 kolem osy. (viz [10])
Reseni:
Lemniskélta(x2 + y2)2 =a’ (x2 - yz) protina osw v bodechO[00], B[-a,0],
A=[a0].
Z rovnice lemniskaty vyjadme y*:
x*+2x%y? +y* —a’x? +a’y? =0,

y4 + y2(2x2 +a2)+x“ —a?x? =0,

, _—(2x+a?)+alex +a?)

y© = 2 :
153
17
D; 7
] 4
B ] A
r 17T T T LKETTTTTTTTO-ITT T TTTTTTJITITTTT
15 -1 0 il 5 1 15
-0.5] X
13
-1 53

V= 7Tja. yZdx= 277jil yZdx= ﬂj3 (aw/ (8x2 +a2)-2x* - a2 )dx
-a 0 0

K vypostu integrélujﬂsz +a’ jdx pouzijeme Ostrogradského vzorce*.
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( * K vypodtu integréalu typu j ] a':.;(j-()b(l)l(x+ .

, kde P, je mnohglen n-tého

stupré a ax® + bx+c > 0, se pouziva tzv. Ostrogradsky vzorec:
P, (x)dx

dx
= Q.. +b k :
J.\/ax +bx+c) -9 (x)\/(ax ' X+C)+ 'l.x/ax2+bx+c

kde Q,, je mnohglen (n—l)-nl'ho stupg a k je konstanta. Mnohiden Q,_, urcime

(*)

ze vztahu
P,(6) = Qe +bx-c) 2y, (X) 28+ b) +k )

metodou neuitych ¢&initela. Vztah (**) dostaneme ze vztahu (*) derivovanim

a nasobenim vyrazeaﬁ(ax2 +bx+ cj )

A tak plati:
2 2
.HEBXZ +a’)dx= B A gy= (Ax+B)y(8x* +a?) + kJ- d
Jex? +a?) 8x* +a’
Derivujeme-li posledni rovnici a odstranime-li zlkyndostaneme
8x* +a” =8AX® + Aa’ +8AX" +8Bx+K,
Odkud porovnanim koeficiettvypoteme
2
! B=0, k=%
2
Dostaneme tedy
2
J- 8x* +a’ o’ + 20 +a_J- dx
Jex? +a ) 8x* +a’
Integral
substituce
dx /8 a dz 1 [ 5 ]
j— =W8x=az :—j—:—ln z+w/f1+z ) :
JBx? +a?) v8° [la?y? +a?) /8
J8dx = ad Y
a tedy
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a ’ 8 8x* +a? )
8x2 +a?ldx= 5 8x2 +a2)+ a In X N _
[+ M—) s, B

0

:afj{%m(m\/é)m]

Po dosazeni a Upradostaneme, Ze hledany objem

(3+\/§)+ 6} - Zﬂi x2dx - naZ:f)dx: %T%In(& @)—ﬂ

m3

AL
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4. CVICENI

4.1 OBSAHY PLOCH

1.) Vypctitejte obsah plochy omezengvkami:

a)

b)

c)

d)

f)

9)

h)

j)

k)

m) y=x, y="

y=6x-x*-7,y=x-3

x? 3
=—,y=2-—X
y 2 y 2

y=X-X°, y=xJ/1-X

y=|inx, y=0, xzé, X=2

y=T*+1.y=?”+1’y=§

6
X+5’

y= y=|X, prox=-2

x? 3
=X y=4->x,y=4
y 4 y 5 y
y=-x>+4x, y=-x>+8x-12, y=0, x=5
1. .
y = sinx, y = 2sinx, pro xJ(0,77)
X
y=e", y:—§+l, X =-1a 0SoWw

y=+/x+1, pro x0(03)

y? =16-8x, y* = 24x+ 48

3
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2
2.) Vnittek kruznice x> +y® = 8 je rozdlen parabolou yz% na d¢ casti.

Vypocitejte obsah mensSi plochy. [Zn—ﬂ
X2 y2

3.) Vypitejte obsah plochy, kter4 je omezena eIipse;HF:l, tecnou k této
a

elipse v bod B%b} a gimkou y = Q. [ab%—ﬂ

4.) Vypceitejte obsah plochy omezené parabolpe x* —2x+ , t&nou k ni v bod

[36] a osami sotadnic. E}

5.) Vypciitejte obsah plochy omezené hyperboloti- y> =a* a gimkami y= 0 a

y=Yx, kde bod[x,, y,] leZi na dané hyperbole, > 0, y, > 0).
X

0

{ X0+yo

6.) Vypcitejte obsah  plochy omezené fikkami x= a(cost +tS|nt),
y=a(sint—tcost), 0st<2n, x=a, y<0. { 77+ n‘*ﬂ

7.) Vypcitejte obsah plochy omezené fikou x= (3005t+cos3t

a/, . . 3|’
=—(3sint —sin3t).
y=>( ) { 5 }
c? c?
8.) Vypciitejte obsah plochy omezend&ivkou x=-—cos’t, y :Fsin3t , kde
a
¢’ =a®-Db’. 3’
8ab
9.) Vypitejte obsah plochy omezenévkou r =3+ 2cosg . [1171]
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4.2 OBJEMY TELES

1.) Vypaitejte objem roténiho €lesa vytvdeného rotaci obrazce ohréeného danymi

kiivkami, kolem osy:

a) Yy =sin2x a 0sow, pro xD<0,7—T> i
2 4
2 2 2
by 2+X =1, x*-L =1, prox= 0 [207]
25 9 15
1
C) y=x y==,x=3 [877]
X
d) x*+(y-a)’=r%a~r>0 |272%r %]
e) y=2x-x* a0sow [En}
15
f) y=4(x+4)® aosow [647]
g) y=x"+1, y=3-x’ {%277
h) yzl,y:x,y:Oax:Z Fn
X 6
) y=2-x*,y>0 [%177\/5

2.) Vypaiitejte objem roténiho €lesa vytv@eného rotaci obrazce ohréeného danymi

kiivkami, kolem osyy:
a) y=¢e“,y=0, x:\/z?j [{e-1)]

b) y=sinx, y=1, x=0 [77:(”2_8)}

3.) Vypciitejte objem rot&niho €lesa vytvdeného rotaci obrazce ohréemého

kiivkami y =(x—a)(x-b), y=0, 0<sa<b.
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a) kolem osy x [— (b- 3)5}

b) kolem osyy [’—67 (b+a)(o- a)ﬂ

4.) Vypocitejte objem roténiho tlesa vytvdeného rotaci obrazce ohréemého
kiivkami y=€* + 6, y=¢e*, x=0.
a) kolem osyx [477(2 +9In 3)]
b) kolem osyy [37(2In3-1)In 3|

5.) Vypocitejte objem roténiho €lesa vytvdeného rotaci obrazce ohréaného

krivkami y =%/x a y = x? kolem grimky y = 1. B—i ﬂ}

6.) Vypocitejte objem roténiho €lesa vytvdeného rotaci obrazce ohraeného

konchoidou zadanou rovni¢k —a)’ (x2 + y2) = 4a%x? kolem gHimky x =a.

{2’:‘3 (o3 - 471)}

7.) Dvojvypuklacocka je omezena souosymi rétdmi paraboloidy. Rimér ¢ocky je D

(pramér kruznice, ve které se paraboloidy protinaji)oaiffka ¢ocky na ose jdn.

2
Vypocitejte objemcocky. {m; }
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5. ZAVER

Diplomova prace byla pojata jako ,studijni pdcka“ pri studiu Riemannova
integralu a orientovana na vyfig obsali ne¢kterych ploch a objeinnekterych gles
pomoci Riemannova integralu.

Jednim z cil prace bylo fiblizit ¢ten&i pojem Riemaniiv integrél a motivovat
k jeho uziti. Ktomuto €elu bylo pouzitocetnych pikladi s ndzornou obrazovou
dokumentaci, ktera je v matematicéleZita pro lepsi pochopenfiten& se v prvnich
kapitolach seznamil s Uvodni teorii k Riemannovuegrélu, jeho vlastnostmi a
moznostmi vypotu. U kapitol Obsahy &kterych ploch a Objemyéskterych €les, nel
¢ten& moznost vypditat sireSené fiklady a na za procviit a owrit ziskané znalosti
a dovednosti na dalSichiipladech s uvedenymi vysledky.

Chela jsem touto diplomovou praci ukazat, Ze pomoaniinnova integralu
muzeme spditat nizné druhy rovinnych ploch a objéntéles a Ze jeho pouzivani na
feSeni takovychto podobnych probi&fe vhodné.

Obrazky, které dopliji ptiklady jsem vytvdila v programu Maple 9.5, obrazky

Z teorie jsem vytv&la v programu Cabri Geometri Il Plus a doplinilislalovani.
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7. PRILOHA

Prikladam proceduru, kterou jsem vytila v programu Maple 9.5. Pomoci této
procedury jsem tvdla prostorové obrazky.

Proceduru jsem nazvalatate s parametry: funkc€& hrantni body intervalu
min amaxpro osux, barvouaSiFi = tlou&’kou ¢ary ktera znazaiwuje kruznici opisujici
jednotlivé body funkcéd po ukitém kroku= step V procediie jsem pouzivala lokalni
proménnéi, r, A, stepaindex které jsem také nadefinovala a pgezgem jim giradila
hodnotu.

I ... urcuje x-ovou sotadnici kruznice

r ... je poloner kruznice, ktery ziskame z rovnice dané funkceadesimx-ové
souadnice

Step ...uréuje vzdalenost mezi jednotlivymi kruznicemi a vyfia se podle
délky intervalu a daného it 20 kruznic

Daéle jsem vytvitila pole pomoci fikazuarray Aa nastavila jeho velikost na 20.

Index ...ma funkci ukazatele naditou c¢ast pole, fi kazdém pitbéhu cyklu se

jeho hodnota zvy3i o 1 a ulozi se deitdreasti pole Alindey konkrétni kruznice

Jednotlivé kruZznice kreslim pomocfilazu spacecurvektery je uloZzen vde
cyklu. Kruznici jsem zadala pomoci parametrickyotanic. Spoléné zobrazim vSechny

kruZnice pomoci fikazudisplay.

> rotate := proc( f, mn, max, barva, sire)
| ocal i, r, A step, index;
st ep: =(max-m n)/ 20;
A =array(1..21):
I ndex: =1,
for i frommn by step while i <= max do
r:=eval (f, x=i):
Al i ndex] : =spacecurve([i,r*cos(t),r*sin(t)], t=-
Pi..Pi, color=barva, thickness=sire,
axes=boxed):
i ndex: =i ndex+1;
end do;
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di splay( Al1], A 2],

Al 3],A[4],A[5],A6],A[7],A8],A 9], A 10],

A[11], A[12],

Al 13], Al 14], Al 15], A[ 16], A[ 17], A[ 18], Al 19], A[ 20] ) ;
end proc;

Napz. Obrazek Anuloidu

> Dl:=rotate((2-sqrt(1-x72)), -1, 1.1
> D2:=rotate((2+sqrt(1-x72)), -1, 1.1, red, 1):

> di spl ay(D2);
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ay(D1, D2);

> di spl
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