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Anotace

Tato diplomova prace se zabyva problematikou Euigrio gamma a
beta funkcigasto vyuzivanych v matematické statistice, matark@tanalyze,

ekonomii a fyzikalnich aplikacich.

Je koncipovana tak, aby podala uceleny pohled finick viastnosti a
uzitetcné vztahy gamma a beta funkci. Sa&sti prace je téZz nastm
praktického pouziti &chto funkci ve statistice {p definovani rkterych

rozcleni) a g integralnim pdtu v matematické analyze.

Annotation

This thesis put mind to questions of Euler's gamand beta functions.
The main application of these functions is in stais, mathematical analysis,

economy and physics.

The topic is draw up to show compactly the defoms, properties and
useful relations of gamma and beta functions. Tae pf this thesis is the
practical application in statistics (to define sommain distributions) and

integral calculus in analysis.
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Uvod

Ukolem této diplomové prace je zafit se na problematiku Eulerovych
gamma a beta funkci. Tyto funkce &esto pouZzivaji v matematické statistice,

matematické analyze, ekonomii, ale take ve fyzikdraplikacich.

Vzhledem k tomu, Ze informace o dané problematicalogtupné
literature nejsou ucelené, bylo cilem tyto poznatky sjednofiidit a zpracovat
do jednotné formy. Snahou bylo téZz poukazat tletema prakticka vyuziti

téchto funkci.

Diplomova préce je zahdjena kratkou zminkou o histaniku gamma a
beta funkce a déale pokwge zakladnimi definicemi a vlastnostmi obou funkci
Jsou zde také uvedenykteré dilezité vzorce pro jejich vyuziti,skteré téz s
odvozenim. Kapitola je uzéena pojednanim o propojeni mezi gamma a beta

funkci.

Nasledujici ¢ast je zamdena na aplikaci gamma a beta funkci ve
statistice. ResrEji na definovani skterych zakladnich rozteni vyuzivajici
téchto funkci, jako jsou Chi-kvadrat, Fisher-Snedecor Studentovo, Beta a
Gamma rozéleni a nastigeni metody Value at Risc (VaR) vyuzivajici

Studentovo rozleni.

Nasled®’ je proveden vypiet Laplaceova integrélg]e‘xzdx , ktery Ize s
0

vyhodou provést igvedenim na hodnotu gamma funkce. Tento integral ma

velky vyznam pedevsim ve statistice a prapsddobnosti.



Poslednitast zahrnuje aplikaci gamma a beta funkce v integmapastu
a jejich srovnani s konveénimi metodami integrace (substituce, metoda per

partes, Eulerova substituce) na konkrétniidkladech.



Definice gamma a beta funkce

Historie vzniku gamma a beta funkce

U zrodu gamma a beta funkce stal vyznamny Svycarskfematik
Leonhard Euler (1707-1783). Gamma a beta funkcto (fjpéna jim dali
matematikové Binet a Gauss) jsou téZ nazyvany Bwjeni integraly (druhého

a prvniho druhu):

r(x)= [te™dt gamma funkceR funkce)

0

1
B(x,y)= [t"*{1-t)"dt beta funkce B funkce)
0

V roce 1729 pouzil Euleripnalezeni funkce gamma Wallisovu formuli.
Tento vztah nemé&wvyznamného anglického matematika Johna Wallis@g16

1703)iika, Zecislo 1 Ize spdaitat jako sotiin fady:

= (2n)(2n)
[l zn-1)2n+2)

Eedride e e de 4o NN
355779 2

=2
13

Euler zapsal gamma funkci jako nekonmg sowin a porovnal ho

s nekonénym souinem Wallisovy formule, aby nalezl hodnofx{%)zn.



Tyto poznatky publikoval v knize Institutiones aaicintegralis(1768-1770),
v které se téZ zabyva integrdly, které Ize zapsatqei elementarnich funkci.

Gamma a beta funkci se také ve svych pracich zhb§amacouzsky
matematik Adrien-Marie Legendre, ktery publikovajigh zakladni vlastnosti

a tabulky hodnot.
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Definice gamma funkce a jeji zakladni

vlastnosti

Definice gamma funkce

Gama funkce @Ekdy také oznéovana jako Euléwv integral druhého
druhu) je zobeamim faktorialu pro obor komplexnictisel. Pouziva se v
mnoha oblastech matematikyiedevsSim pro popis ékterych rozdleni ve

statistice.

Funkce gamma, kterou budeme &@hd , je definovana podle Adrien-

Marie Legendre takto:

[

r(x)= jtx’le‘tdt :

0

piicemz x je komplexndislo s kladnou realnotasti.

11



Obr. 1 Graf gamma funkce.

Obr. 2 Graf absolutni hodnoty gamma funkce (zobrazealna a imaginarni

Cast).
Ackoliv integrél samotny konverguje jen je-li redlkést kladna, gamma

funkce je definovana pro libovolné komplexni (aytedealné)cislo, krome
nuly a celych zapornyctisel (-1, -2, ...).

12



Poznamka:

a) Obeck neni  primitivni  funkce  kfunkci f  tvaru
f(xt)=t**e'elementarni, ale hodnoty funkcgsou vypdteny
numerickymi metodami a jsou tabelovany, hapge statistickych
tabulkach.

b) Funkcd je velmi uzit€na @i vypoctech nevlastnich integfal
Jestlize Ize nevlastni integral funkce jedné phomé substituci

prevést na hodnotu funkcd v jisttm bod Xx,, nalezneme

v tabulkach hodnotli(x, g dany integral je dgen.

Nékteré dilezité hodnoty

Nyni vypaiteme rikteré zakladni hodnoty Gamma funkce:

a) Urcime hodnotur (1):

J't“ tdt—J'e‘dt—Ilm etdt—llm[ e ] —Ilm( —(—eo))

=lim(-e®+1)=0+1=1

C—

13



b) Urcime hodnotur (2):

o0 0 c
r(2)= i etde= [redt=lim [retde " 5
0 0 s

C -0

= Iim[[—te“]g +je‘tdtJ = Iciﬁrr;lo[—te‘t —e'[=0+1=1
0

C— 00

Poznamka:

a) Tabulka hodnot funkcese zpravidla uvadi pro intervgl.2) (viz
nize uvedena tabulka). Hodnoty funkicee zbyvajicich intervalech
se utuji pomoci rovnosti 2. uvedené v uZigch vztazich.

3

Urcujeme-li nap. Fej uzitim tabulky, protoieérejﬂ'(ij,

dostavamd™ ej = ZF(gj =2[0.88623=177246.

b) Jak si Ize povSimnout Wedchozich fkladech a) a b)
r(®)=r(2)=1, proto ma funkcel v intervalu (12) minimum
vzhledem k celému svému definimu oboru. Jak je zmdno ve

vlastnostech funkc€ , minimum nastava v bédx, =1,4616.
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X r(x) X (x) X (x) X r(x) X r(x)
1,00 1,00000 1,2 0,91817 1,40 0,88726 1,60 0,89352 1,80 0,93138
1,01 0,99433 1,21 0,91558 1,41 0,88676 1,61 0,89468 1,81 0,93408
1,02 0,98884 1,22 0,91311 1,42 0,88636 1,62 0,89592 1,82 0,93685
1,03 0,98355 1,23 0,91075 1,43 0,88604 1,63 0,89724 1,83 0,93969
1,04 0,97844 1,24 0,90852 1,44 0,88581 1,64 0,89864 1,84 0,94261
1,05 0,97350 1,25 0,90640 1,45 0,88566 1,65 0,90012 1,85 0,94561
1,06 0,96874 1,26 0,90440 1,46 0,88560 1,66 0,90167 1,86 0,94869
1,07 0,96415 1,27 0,90250 1,47 0,88563 1,67 0,90330 1,87 0,95184
1,08 0,95973 1,28 0,90072 1,48 0,88575 1,68 0,90500 1,88 0,95507
1,09 0,95546 1,29 0,89904 1,49 0,88595 1,69 0,90678 1,89 0,95838
1,1 0,95135 1,3 0,89747 1,5 0,88623 1,7 0,90864 1,9 0,96177
1,11 0,94740 1,31 0,89600 1,51 0,88659 1,71 0,91057 1,91 0,96523
1,12 0,94359 1,32 0,89464 1,52 0,88704 1,72 0,91258 1,92 0,96877
1,13 0,93993 1,33 0,89338 1,53 0,88757 1,73 0,91467 1,93 0,97240
1,14 0,93642 1,34 0,89222 1,54 0,88818 1,74 0,91683 1,94 0,97610
1,15 0,93304 1,35 0,89115 1,55 0,88887 1,75 0,91906 1,95 0,97988
1,16 0,92980 1,36 0,89018 1,56 0,88964 1,76 0,92137 1,96 0,98374
1,17 0,92670 1,37 0,88931 1,57 0,89049 1,77 0,92376 1,97 0,98768
1,18 0,92373 1,38 0,88854 1,58 0,89142 1,78 0,92623 1,98 0,99171
1,19 0,92089 1,39 0,88785 1,59 0,89243 1,79 0,92877 1,99 0,99581
1,20 0,91817 1,4 0,88726 1,60 0,89352 1,80 0,93138 2,0 1,00000

Tabulka rkterych hodnot gamma funkce.

Vlastnosti gamma funkce

D(r) =(0,%).

Funkcd je spojitd prox >0, ma vtomto intervalu derivaci vSech
Fada.

Funkcd™ diverguje prox< 0
Pro n-tou derivaci plati vztah™ (x) = jtx’let In"tdt.
0

V oblasti kladnych redlnych ¢isel ma funkce I minimum
v bodt x, ~14616, pricemz I'(x,)= 0885602 zceho? vyplyva, Ze

funkceT je v celém svém defitinim oboru zdola omezena.

Plati, 2el"< & (0,x,)a > 0v(x,,%), tudiZ funkcel je klesajici

v intervalu(O,x0>a rostouci v interval{x, ) (viz. Obr. 1).

15



7. Zcela jist "' >0v intervalu (O,oo), proto je funkcel konvexni

v celém svém defidnim oboru.
Uzitecne vztahy

1. OnON, F(n)=(n-1).

2. Ox0(0,00),M(x+1) = xI(x).

3. DxO(02), r(r @t-x)=—2
SIN7X
4. Dxm(o,oo),r(x)r(x+%)=%r(2x)

K nalezeni hodnot gamma funkce v dalSich bodectajenava identita

2., kterou si nasledmodvodime pomoci integrace per partes:

u=t*, u'=xt*

-1
v=el, v=—¢™

:[— t ™ ]Z;’ - T - xt*Yedt =
0

F(x+1)=Ttxe'tdt=
0

= —Iim(te—tj +x[t*"edt = 0+ xI"(x) = x(x)
0

t o0

Limita vtomto odvozeni se pid nikolikanasobnym pouzitim

I'Hospitalova pravidla.

Vidime tedy, Ze pro kladng dostavame:

M(x+1) =xr(x)

16



Pokud tuto rovnost aplikujeme néimpzenécislo n, dostdvame rovnost

viz. 1.
rn)=(n-Jr(n-9=(-1(n-2r(n-2)=...=(n-1)(n-2)..200Q) =

=(n-2)!
Vidime tedy, Ze gamma funkce je zob&uim faktorialu.

Oproti definici gamma funkce (podle Legendre), &tebbyla vySe
popsana, existuji i jiné alternativni definicetikhadem niize byt Eulerova

definice:

e n'n*
rix)=m x(x+1)..[x+n)’

nebo také definice vyznamnéhémmeckého matematika Weierstrasse:

e_yx © X -1 X
I'(x)=—|_l(1+—j en,
x 1 n
kde y je Euler-Mascheroniova konstanta.

Poznamka:

Euler-Mascheroniova konstanta je pouZzivana zejmétmmni cisel. Je
definovana jako limita rozdilu mezi harmonickaiadou a frozenym

logaritmem:

S

17



Lze primo ukazat, Ze Eulerova definice Gamma funkce vyjeovatahu
M(x+1) =xI(x):

. nin**
r 1)=1 =
) = im e 2) (e 1o )

X

= ,UTO(X X(X+1)(:j'n2).-(X+ n) (X+2+ ”)j )

= xr(x)m (x+1+ n) =X (x)

18



Definice beta funkce a jeji zakladni

vlastnosti

Definice beta funkce

Beta funkce (také oztavana jako Euléiv integral prvniho druhu), ma
velky vyznam v technickych aplikacich a ve statistiale také v souvislosti

s funkci gamma.

Funkce beta, kterou budeme &8, je definovana takto:

B(X,y) = Jl'tx'l(l—t)y_ldt ,

piicemz X, y jsou komplexriisla s kladnou realnatasti.

Oproti této klasické definici (nejvice uzivané),istyji i alternativni
definice:
ml 2

1. B(x,y)=2 J'sinzx’lé?co§y‘16tjé?, x>0, y>0
0

x-1

(L+1)

2. B(x,y):j dt, x>0, y>0
0

19



Bix, y)

Obr. 3 Graf beta funkce.

Poznamka:

Funkce Buzce souvisi s funkcir a pouzivd se hlaénpii vypoctu
n¢kterych nevlastnich integil u nichz nelze elementarrurcit primitivni
funkci.

Nasled® budou uvedeny dkteré vlastnosti funkceB a ukéazana
souvislost s funkcr .

Vlastnosti beta funkce

1. D(B)=(0,00)x(0,»), funkce Bje spojitd v celém svém defimiim
oboru a ma v této mnozirparcialni derivace vSec¢td.

2. Ox0(0,0),0y0(0,0) (B(x,y)>0)

3. Ox0(0,00),0y0(0,0) (B(x,y) = B(y,x))

4. 0Ox0(0,0),0y0(0,00) {B(x,y)=]g (1ixt_)lx+y dtJ

20



5. Ox0(0,00), 0y 0(0,0) (B(x,y): r(x)ur(y)]
6. Ox0(0,0), 0y 0(0,x) (B(x+ly):XTXyB(x, y))

7. Ox0(0,00), 0y 0(0,) [B(x,y+1) :xTyyB(X’ y)j

Poznamka:

a) Nekdy je vhodné pouzit vztah:

Ox0(01) (B(x;l— ) =B@L-xX) =T (x)T1-x)= Sin(ZD()j

b) Je dobré si usdomit, Ze

DXD(O,l)(B(x,l):r(X)Dr(l): r& =1J

Mx+1) xO(x) x

Pomoci substituceu=1-t lehce nahlédneme, Ze plati bod 2.,
ti. B(x,y) = B(y.x):

B(x,y) = jtx‘l(l—t)y‘ldt = —j)'uy‘l(l— uf~*du=B(y,x)

21



Poznamka:

Tak, jako gamma funkce pro cetsla popisuje faktorial, Ize pomoci
beta funkce definovat kombiéri ¢islo:

(E): (n+1)B(n—lk+],k+1)

Vztah mezi gamma a beta funkci

MuzZeme si povSimnout, v b&db. viastnosti beta funkce, Ze beta funkci
Ize definovat pomoci funkce gamma. Abychom na§lihjevzajemny vztah, je
titeba provést powsmné komplikovany vypdet zahrnujici transformaci
proménnych (z kartézskych na polarni) ve dvojném intlegridyni si ukazeme

odvozeni tohoto vztahu:
r(9ry)= Jueaufv ey [ fuy e dudy
0 0 00

Nyni zavedeme substituci=r cos ¢, v =r sin’ ¢ . Pricemz jakobian:

J= de{C(_JSZ2 o - §os¢ sinq)j =2r sinp cosd
sin“g  2rsingcosd
r(xr(y)= jjzer L eos™H(¢)sin® (o) dr do =

= ZT e drﬂjzcoszx‘l (6)sin®*()dd =

0

22



= (x+ 1)2nj2cos”‘l (9)sin™(¢)do

0

Substitucit = cos’ ¢, dt=2sinpcospdd prevedeme posledni integrél

na beta funkci,

F(r(y) = (s -t de = (c+ )B{x,y)

0

z ¢ehoz vyplyva vztah:

Stirlingtv vzorec

Gamma i beta funkce lze vyjd mnoha zgsoby, nap jako sodet
nekongné fady, sodin nekonéné posloupnosti, limity posloupnosti atd.
VSechna tatoigsna vyjatkeni jsou nekonmé procesy, které se az na vyjimky

nedaji pesre v jednotlivych bodech sgdat.

Proto je r®kdy vyhodrgjSi nahradit uvedené charakterizace jednodussim
vzorcem, ktery aproximuje danou funkci. Nasledupiastup Ize dafe sledovat

(az na posledni krok):
r(x+1)=[e't*dt= e’ "dt =,
0 0

nyni pouzijeme substituai =t — x

23



— (zjx Texlog(hu/x)—u/xdu -
e

=X
nyni pouzijeme substituai = u/ Jx

:&[zjx :’fexlog(hv/x/;)»v/x/;dvz\/ﬁ[zj
e x e

kde v poslednim kroku byla pouzita rovnost:

lim wexlog(1+v/x/§)—v/x/§dvz\/2_l

X — 00
- X

~—

Vztah f(x)= g(x) tedy znamena, Ztm % =1.

~—

Tim se dostava aproxiréai Stirlingiv vzorec:

n!'= \/ﬁ(ﬂjn.

24



Definice zakladnich rozdeni

Jak jiz bylo fe¢eno, jednim ze zakladnich pouziti nami sledovanych
gamma a beta funkci je definovarskterych statistickych rozdeni. Nekteré

dulezité typy rozdleni budou uvedeny v této kapitole.

Chi-kvadrat rozédeni

Dulezitym spojitym rozdlenim, které ma Siroké uplaimi, je chi-kvadrat
rozcleni. Toto rozdleni je odvozeno ze sdtu nezavislych nahodnych vél

S hormovanym normalnim rogdeénim.

Pokud X, X,,...,X,, jsou nezavislé nahodné wafiy, z nichz kazda ma

rozdtleni N(01), pak nahodné velina

Y=XZ+ XTI+ A XE =D X?

i=1

ma rozdleni y?(chi-kvadrat) o k stupnich volnosti s hustotou tvar

f(x)=0, x<0

Jedinym parametrem tohoto reékehi je p@et stupgit volnosti ka je

ziejme, Ze toto rozdleni je definovano pouze po> .0



1.0
0.8
L6

04

Obr. 4 Graf hustoty Chi-kvadrat rageni (parametik ).

Charakteristiky rozéleni

Stredni hodnota nahodné vitiy s x> rozclenim sk stupni volnosti je

E(Y)=k
Rozptyl ndhodné veliny s k stupni volnosti je

VarX =k

Pro zvySujici se pmt stugia volnosti se hustota tohoto rageni stale

vice blizi tvaru hustoty normalniho ratehi.

Pro nezavislé nahodné véliy s x> rozdlenim se da dokazat, Ze jejich
souwet ma opt x? rozckleni a pdet stugitt volnosti je roven saiiu stupt

volnosti jednotlivych veliin v sowtu.
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Vyuziti

Jak jiz bylo uvedenoy?rozcleni ma Siroké uplatmi predevsim fi
statistickych aplikacich. Uvedeme alespockteré vlastnosti a moznosti
pouziti.

1. Pokud nahodné veliny X, X,,...,.X,maji normalni rozéeni

N(,u, az)ajsou navzajem nezavislé, pak ¥sgwy rozptyl

Zn:(xi a X)Z
SZ - i=1

n-1
vynasobeny(n-1) a vydsleny o® méa rozdleni x*(n-1).

Tuto skuténost mizeme striné zapsat takto

” (Xi _X)Z
s? =—i2=1: = ~ x*(n-1)

2. x’rozaleni se pouziva pro éteni nezavislosti nahodnych witi.

3. Déle se pouzZiva k @ieni (na zaklag dat), zda dvai vice vykEra
jsou homogenni vzhledem k jisté wahic. Nag. se posuzuje, zda

politické nazory obyvatel jsouizné v fiznych regionech apod.

4. Pokud testujeme, zda nahodné &ialy pochéazeji z uitého
rozckleni, mizeme s usfchem pouzit chi-kvadrat rodéni. Tento

test je znam pod nazvem "test dobré shody".
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Fisher-Snedecorovo rogdeni

Fisher-Snedecorovo rodéni (F rozdleni) je odvozeno z podilu dvou
nezavislych nahodnych véin (s chi-kvadrat roztlenim) dlenych stupni

volnosti.
Nech’ X a Y jsou nezavislé nahodné iy, pricemz X ~ x2(m) a

Y ~ x*(n). Potom nahodné velha

N
]
s <[3 |

ma Fisher-Snedecorovo rageni F(m,n) o m a nstupnich volnosti.

Tento fakt budeme zapisovat ~ F(m,n). Z definice nahodné velny

Z je Zejme, Ze hustota je nenulova pouze gre . 0

Hustota rozdeni F(m,n) ma tvar:
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Obr. 5 Graf hustoty Fisher-Snedecorova ebendli (parametryd 1d2).

Charakteristiky rozéleni

Sttedni hodnota nahodné wgiiy s F(m,n) rozdslenim s sm a nstupni

volnosti je
n
E(Z)=—— pron> 2
n-2
Rozptyl nahodné veliny s F(m, n) S m a nstupni volnosti je

2n?(m+n-2)
m(n-2)*(n-4)

VarZ = pron> 4
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Vyuziti

Toto rozaleni ma opt Siroké uplatani, predevsim §f hodnoceni
vysledki statistickych analyz. Pouziva se@gevsim:

1. K testu o shodnosti rozptydvou nahodnych vyoi.

2. Ktestim o shod sttednich hodnot pro vice ndhodnych ¥wth

3. Ktestim v regresni analyze.
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Studentovo rozgleni (-rozckleni)

DulezZité spojité rozéleni, se kterym se #ieme ve statistice setkat, se
nazyva studentovo rozldni, ¢astji vSak oznéované jakot-rozckleni. Toto
rozc&leni vzniklo z poteby anglického chemika Williama Sealyho Gosseta,

ktery z&atkem minulého stoleti pracoval v pivégasuiness.

Pt své préaci paebovalcasto vyvozovat na zakladelmi malych vzork
pouzitelné za&¥ry, coz zapicinilo vznik vySe uvedeného rodéni. Teoriet-
roz&kleni veSla ve znamost diky praci R. A. Fishera,rjktbo nazval

Studentovym (podle Gossetova literarniho pseudofymu

Odvozeni Studentova roddni

Lze ukazat, Ze Studentovo r&kehi Ize odvodit jako podil dvou
nezavislych nahodnych vein, z nichz jedna ma normované normalni

rozctleni a druh& chi-kvadrat roddni.

M¢jme dw nezavislé ndhodné véiy X a Z. Nahodn4 velina X m&
rozdsleni N(01) a nahodna valina Z ma rozdleni x? sk stupni volnosti,

pak veltina

N >
=
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ma Studentovo rozteni s hustotou tvaru

1

o\ ~(k+1)/2
X
fk(X):T[E]."'?j , XOR
B( jE«L/E

2'2

nebo také vyjaieno pomoci gamma funkce:

s k stupni volnosti.
Poznamka:

Dulezité je, Ze toto rozdeni je jednovrcholové a symetrické a tvar
hustoty je velmi podobny hustonormalniho rozéleni a je definovano pro

t[0(-o0,+e). Li&i se od #j v podstat jen tim, Ze Studentovo rodeni na

w

rozdil od normalniho maggsi“ konce (piblizuji se vyrazgji k ose x).

0.45

o4 —E ]

—ad

0.3 k=S
=10
o3 P eiis]

025
oz

045

o A N

Obr. 6 Graf hustoty Studentova reéihi (parametik).
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Charakteristiky rozéleni

Stredni hodnota nahodné u#liy st-rozdlenim sk stupni volnosti je

E(T,) =0 prok > 0.

Rozptyl nahodné valiny st-rozdélenim sk stupni volnosti je

VarT, :ﬁ prok > 2.

Vyuziti

Studentovo rozéleni m& Siroké uplatmi. Uvedeme alesponekteré

mozZnosti pouziti:

1. UzZiva se k testovani hypotéz desini hodnat nahodného vydu,
pokud je rozptyl neznamy. &8lb by platit, Ze tento ndhodny Wb
pochazi z normalniho roZieni.

2. Uziva se k testovani hypotéz o shodtednich hodnot dvou
nahodnych vyéra se stejnymi pedpoklady jako v 1. - navic musi byt
tyto vybeéry nezavislé. Jakorfklad mizeme uvést test pro porovnani
vynosnosti dvou tiznych druli pSenice, porovnanicinnosti dvou

diet apod.

3. t-rozckleni je vhodnym progtdkem pro analyzu vysledkregresni

analyzy.
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Beta rozdleni

Beta rozdleni souvisi s vy3e definovanou beta funBgk, y).

Hustota beta rozdeni s parametryn> 0n > 0 je ugena vzorcem

X" 1- )" = X" (1- x)",

f(x;m,n) = B

Beta rozdleni je definovano proc0(0}).

Charakteristiky rozéleni

Stredni hodnota nahodné wely s beta rozélenim s parametrym a

nje dano vztahem:

m
m+n

E(x)=
Rozptyl nahodné valiny s beta rozélenim je:

mn

Var X = .
o (m+n)’(m+n+1)
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Obr. 7 Graf hustoty Beta ro&léni (parametrya, 3).
Vyuziti
1. Betarozdleni se pouziva v takzvané Bayesovské statistice.

2. Dale byva pouzivano v modelech udalosti, které jsmnezeny

v intervalu maximalni a minimalni hodnoty.

3. Kvuli vlastnosti popsané ipdchozim bo# se beta rozdeni také
pouziva v PERT, CPM (viz. Cipra T.: Kapitalov&irnpéienost ve
financich a solventnost v pajdvnictvi, Ekopress, Praha 2002) a

dalSich metodach projektového managementu.

35



Gamma roz#8eni

Posledni rozéleni, které budeme definovat je gamma gbedi. Toto
rozcleni definuje sotet k nahodnych valin s exponencialnim roztenim,

Z nichz kazda ma pmer 4.

Hustota gamma rozteni je definovana takto:

[ x

f(xk,6)= x1—— .
bek.6)=x 6T (K)

Gamma rozé#eni je definovano pro<D<O,oo).

Charakteristiky rozéleni

Stredni hodnota nahodné ety s gamma rozflenim s parametrk a

@ je dano vztahem:

E(X)=k8.

Rozptyl ndhodné veliny s gamma roztlenim je:

Var X = k6?.

36



0.5

M P i e P
Hmwamw
S5 Ria kaa ek o
TS oD @
e mnng
S =t
==

04 B

LA

Obr. 8 Graf hustoty Gamma rageni (parametryk, 0).
Vyuziti

Vyuziti Gamma rozéleni byva rozdleno vSeobeahdo dvou hlavnich
bodi:

1. Aplikace zaloZené na intervalu mezi udalostmi, &tsiou odvozeny
ze soutu jedné nebo vice véln s exponencionalnim rozignim.
V této podol se pouziva na sekvar modely. Nap toku vyrobki
béhem vyroby a distribtnich procesech. Dale takéi pryzkumu

zatizeni webovych sender

2. Vzhledem k vlastnostem tohoto r@kehi byva vyuzivano v mnohych
védnich oborech. Nap v meteorologii pro fedpowd dedovych
srazek. Dale ve finanich sluzbach pro modelovani pdép§acich

poZadavk a vysek fjcek.
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Metoda VaR

Zakladni popis a historie metody VaR

V sowasné dob jde o jednu z nejpouzivalich metod pro ®teni
trzniho rizika portfolia. Jeji hodnota vyjagle velikost potencialni mozné
ztraty portfolia pi stanovené pravgodobnosti a za stanovetgsovy interval.
Nejcastji se VaR n&ii pri pravdépodobnosti 95 % &asovém horizontu jeden
den. Interpretace hodnoty VaR, na@den milién pi zminénych parametrech
zZznamena, ze ztrata fiplusného portfolia nasledujici den s95 %

pravdpodobnosti naggsahne jeden milion.

Pro vypa@et hodnoty VaR Ize pouzittkolik zpisohi, které budou déle
popsany podrokiji. Mezi nejpopulargjSi pati historicka simulace, dale

variatng-kovaria:ni metoda, nebo simulace Monte Carlo.

Jest nez fejdeme k detaikjSimu popisu metody VaR, rad bych zminil
par bodi z historie. Prvni pokusy zavést miru rizika, ktdna v absolutni
hodnot vyjadiovala potencialni ztraty hodnoty portfolia Sgpfsuji roku 1888
Francisovi Edgeworthovi. OvSem moderni érareni rizik pozici drzenych
v zahraninich ménach zaptala roku 1973. V tomto roce zanikl Breton-
Woodsky systém, ktery se zakladal na vzemelativie pevnych paritach
meén c¢lenskych zemi, které pak byly ukotveny na vedoué&num- americky
dolar (mezinarodni smové a finatni konference, konané 1. — 22.7.1944 za

Ucasti 44 stét v americkém lazeském ngste Bretton Woods).

Zanik Bretton-Woodského systému a rychifgeghod na systém vice a

nebo meén voln¢ plavajicich kurzech meziaiznymi zendmi s podstatnym
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podilem na sstovém obchodu poskytl poé#h k meéreni a managementu
kurzovych rizik. Jako konceépi zaklad byl pouzit Blafl-Scholés
matematicky model @¥ovani aktiv, zaloZzeny nargdpokladu, Ze cena aktiva
se vyviji jako stochasticky proces, jinymi slovygna aktiva \ase 1 je

nezavisla na cerv ¢ase 0, vyviji se nahodn

Prudky néiist obchodovani scizimi énami a cennymi papiry
v souvislosti se viistajici tendenci zahramiho obchodu vedl k poptavce po

kvantitativnich mirach trhového rizika jako je Valat risk.

Metoda VaR

Jak jiz bylofe¢eno v uvodu, vysledkem metody VaRibe byt nap.
vypcetrg podloZzené tvrzeni, Ze denni hodnota v rizdmi 10 mil. K& se
spolehlivosti 95 %. To znamena, A#ppadna denni ztrata vyssi nez 10 mid. K
hrozi s pravépodobnosti pouze 5 %. Za n&mych podminek Ize ztratu vyssi
nez 10 mil K ofekavat nejvySe v jednom z dvacetigpich obchodnich dni.

Vysledky tohoto typu mohou byt pouZityanym zgisobem:

s

1. Pro stanoveni kapitalovych pozadavjako nejdilezitéjSi aplikaci

metody VaR.

2. Pro alokaci investhich prostedki (napg. pro stanoveni hornich
hranic omezujicich investi aktivity jednotlivych obchodnikbanky
dle jejich gedchozich vysledkformulovanych pra¥pomoci metody
VaR).

3. Pro ohodnoceni jednotlivych obchodiikohlediujici také hledisko

rizikovosti jejich investinich aktivit.
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4. Pro nézoryySi a operativ§Si informovanost jak vrcholného
managementu, tak akciafiao rizikovosti provadnych investtnich

aktivit.

5. Profizeni finanich rizik (risk management) nejen v bankach, ale i
jinych finartnich institucich (fipadré i v nefinargnich institucich,

jako jsou pojigovny, penzijni fondy apod.).

6. Pro integraciiznych typi rizik do jedné hodnoty umdaajici mimo

jiné vzajem®d porovnat éizné systémy.

Specifikace metody VaR

Metoda VaR je specifikovana &wa zakladnimi faktory, které musi byt

piredem nastaveny. Jsoudasovy horizonaspolehlivost

Casovy horizontholding period) specifikuje,ips jaké obdobi se mozna
ztrata uvazuje (mluvi se pak rfap denni hodnétv riziku, o metod VaR pges
deset dni apod.). Volbtasového horizontu v konkrétni situaci ovilijfe fada

okolnosti:

1. Likvidita trhu - znamena schopnost rychle prodat nebo koupitéur
komodity bez nebezpée vyznamné zrmy ceny. Likvidni trh se
vyzna&uje dostattnym mnoZstvim kupujicich a prodavajicich.
Dobrou charakteristikou likvidniho trhu je schophoskuténit dalSi
opakovany obchod za stejnou cenu jako téedghozi. Jestlize je
obchodni portfolio banky tweno z ¢tSi ¢asti vysoce likvidnimi
ménami je na mist pouZit denni VaR. Jestlize spravce portfolia
slozeného z meénlikvidnich cennych papir provadi vykaznictvi

ctvrtletre, pak je vhodny devadesétidenni VaR.
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2. Nemennost portfolia— ¢asto se fedpoklada H vypoctu hodnoty
v riziku. Vzhledem k tomu, Ze jsowtem delSichtasovych Usek
zmeny ve slozeni portfolia reélné, je vhagii pouzivat pro vypéet

VaR kratSicasoveé horizonty.

3. df Owritelnost vysledk — postupy ow¥iovani vyzaduji ¥tSi objem
skute&né pozorovanych hodnot (zigka ztrat v portfoliu), tudiz i toto
hledisko hovéi ve prospch volby kratSichcasovych horizorit pri
vypoctu VaR.

Spolehlivost (confidence levedpecifikuje, s jakou pra¥godobnosti
nepevysi skuténa ztrdta hodnotu v riziku ¢hem gFisluSnéhocasového
horizontu). | zde zalezi na okolnostech, ingwo snazsi asfitelnost vysledi
je vhodrjSi nizsi spolehlivost, neldgak by reald mélo dojit k vySSimu pétu
pozorovanych fekroieni hranic VaR. Naopak proc¢ély vlastni kapitalové

pifimérenosti je namistspolehlivost vySSi.

Kromé casoveho horizontu a spolehlivosti jsou pro speadikmetody
VaR pripadreé nutna dalSi ufesreni, nag. pri vypoctu kapitalovych pozadavk
se hodnota VaRékdy nasobi ,bezpmostnim" koeficientem, jehoz vysi (nap
v predepsané minimalni vysi)je také nutné fedem specifikovat.

Metody vyp@tu VaR

Ackoli ma metoda VaR poénn¢ jednoduchou a jasnou koncepci, jeji
vypocet je pondrné sloZity statisticky problém. Existuje vice metogpactu
hodnoty VaR, avSak vSechny tyto metody zachovgwagiobnou strukturu ve

tfech zakladnich bodech:

1. Vypocet sodasné hodnoty portfolia (Market to Market Value).
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2. Odhad rozdeni vynosu portfolia.
3. Vypocet VaR portfolia.

Hlavni rozdil mezi jednotlivymi metodami je ve vypepsaném bad
dva, tedy jakym zgsobem jefeSen problém odhadu rageni zmén hodnoty

portfolia.

Vypocet VaR je mozné uskuteit raiznymi zpisoby. Tradiné se

pouzivaji fi:
1. Historick&a simulace.
2. Variatné-kovariani metoda (nazyva se téz analyticka metoda).
3. Simulace Monte Carlo.
Nektefi autdi uvadkji rozdkleni pouze na dvmetody:
1. Delta metody (zné varianty analytické metody).

2. Simulace Monte Carlo (simwai metody ¥etre historické

simulace).
Podle nejno¥jSich trend se metody VaRdi do nasledujicich skupin:
1. Parametrické (RiskMetrics a GARCH).
2. Neparametrické (historicka simulace a hybridni nipode
3. Poloparametrické (teorie extrémnich hodnot a CAYiaR

4. Metoda Monte Carlo.
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Poznamka:

Odhady VaR vypéitané jednotlivymi metodami se mohou vyratisit.

Parametricky vypéet VaR

Pokud lze rozéeni miry zisku pes gislusny ¢asovy horizont popsat
pomoci rjakého parametrického rodeéni s odhadnutelnymi parametry, pak
|ze provést parametricky vypet hodnoty v riziku. Pro tentocél se nejastji

pouziva normalniho rozteni.

Aproximace normalnim roztenim ovSem nemusi byt vzdy vyhovuijici.
Z hlediska vypoétu hodnoty v riziku vadi na aproximaci normalninzadeni
vétSinou ,nedostatmé téZké konce“ tohoto rozdeni. A to vilastg jen
nedostatén¢ t¢Zky z4porny konec na stramztrat (nedostate¢ tézky kladny

konec na stranziski, se i vypoctu hodnoty v riziku neuplatni).

Pti nevhodném pouZziti normalni aproximace vyjde hddnoriziku nizsi
nez by spravé m¢la byt, coz je fi pouziti metody VaR v praxi nebezje.
Pro pgekonéni tohoto problému byly navrZzenyzmé alternativy k normalni
aproximaci. Pokud se zabyvame vyuzitim gamma funkcele nas zajimat
piedevsSim vypéet VaR pomoci Studentovarozcleni. Jako jiné varianty
mohou byt uvedeny: vyget pomoci smsi normalnich rozéleni, pop.
pomoci rozdleni GED (generalized error distribution).
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Vypocet VaR pomoci t-rozdeni

Studentovd-rozcileni ma pravépodobnostni hustotu tvaru:

k+1 ez
fk(X):rEEfﬂ/jE[E“i]( | , xOR,

2

kde girozenécislo k je p@et stupit volnosti al je gamma funkce. |
kdyz pribeh jeho pravdpodobnostni hustoty je podobny jako u normalniho
roz&kleni, ma ¥z8i konce nez odpovidajici normalni réledi. Proto jeho
pouziti v metod VaR misto normélniho roztbni casto dava konkré§si
vysledky, jak dokazujg¢ada realnych ikladi. Jediny parametnse nastavi

tak, aby rozptyln/(n-2) odpovidal vyirovému rozptylu vyp&tenému z dat.
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Vypocet Laplaceova integralu

Otazka integrovatelnosti

Vzhledem k tomu, Ze integrace je pane sloZzita procedura, vékterych
piipadech se stava, Zze pro mnohé funkce nébew mozna. Jakoiflad

muzeme uvéstdkterou skokovou funkci.
Pomoci nam rize znama §ta z diferencialniho pidu:

Jestlize f je spojitd funkce na uZemém intervalu |, pak ma v tomto

intervalu primitivni funkci.

Tato wWta nam siceiika, Ze za danych podminek primitivni funkce
existuje. Bohuzel vSak nikoli, jak ji najit. Tatoimitivni funkce mize byt jen
teoretickd ¢imz je mirno, Ze existuje a da se nakreslit jeji graf. Tagrtf je
vSak natolik netypicky, Ze jej nelze popsat Zadiadgebraickou kombinaci

elementarnich funkci.

Nyni se dostavame Kigladu jedné z&chto funkci, na kterou zattime

nasi pozornost. Jedna se o funkci ve tvaru:

f(x)=e™.

Jak vidime je tato funkce zadana velice jednodudbouuli. Jedna se o
slavnhou zvonovitou Gaussovuiwku (Obr. 9), kterd je hopnpouzivana ve
statistice a pravgbodobnosti. Tento integral je Uzce spojeny s hastot
normalniho rozéeni. Ri dikazu, zda je funkce opravdu hustototjakého
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rozckleni, se pouziva vztahujexdxzﬁ. Tento integral se nazyva

—00

Laplaceiv integral.

Obr. 9 Gaussovarkka.

ProtoZe je tato funkce spojitd na celém svém dafim oboru, existuje

k ni primitivni funkce. Na Obr. 10 vidime jednu zim

_
-

Obr. 10 Primitivni funkce Gaussovyikky.

Tuto funkci na grafu v3ak nelze popsat pouzitimmeletarnich funkci.

At jiz vymyslime jakoukoli primitivni funkciF , nikdy nebude platit'= f .

Pro vypa@&et hodnotylLaplaceova integraluexistuje rkolik zpasohi.

Nasledr® budou rkteré z nich uvedeny naza@rnPi vypoétu vyuzijeme toho,

Ze integrujeme sudou funkci, tudiz&taypacitat je‘xz dx.
0
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1. VypocitameLaplaceiv integralpies pomocny dvojny integral:

Ozname | = je‘xz dx. Nyni budeme pgitat pomocny integral:
0

ﬁe‘xz‘yzdxdy: Te‘xzdxfe‘yzdy: 12,
00 0 0

PrepiSme nyni pomocny integral do polarnichisdnic. Tzn. pouzijeme
substitucix =rcos¢p, y=rsin¢, s jakobianemJ =r. MnozZina, pes kterou
se integral pé&itd je prvni kvadrant, nebojak x tak y nabyvaji pouze

kladnych hodnot.

ﬁe‘xz‘yz dxdy=nj'27er2rdrd¢ = nj'z[_ e } dp = nj'zl do = n
00 0 0 0 2 4

00

L L m
Zawérem dostavame ? = 2 a proto:

o5

Z ¢ehoz vyplyva:

It

ie‘xzdxzzze‘xzdxzm =2 > TI.
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2. Vypocitame Laplaceiv integrél prevedenim substitucix=t? na

hodnotu gamma funkce:

1
x=t2
1
dx:}t 2dt
2

2 = 1 @ 1
je‘xzdx: :ljt Ze‘tdtzljtz 1e‘tdtzlr(lj.
0 0 20 2

2 2

Z ¢ehoz vyplyva:
je‘xz dx = Zje‘xz dx = 21 I‘[Ej = F(Ej =Jm.
e 0 2 \2

Nyni ukdzeme, Ze*ej =Jm:

1. Vyuzitim vlastnosti gamma funkc€& (x)I 1—x) = s':nx vypocteme
[

1
1-x°

1
2. Vypocitame integréIJ' dx nejprve pimym vypatem a
0

posléze pevedenim na funkci beta. Porovnanim obou vysiedk
dostaneme, 2el’(%j:\/1_1. Oba tyto integrdly jsou vygteny

v piikladu 1 v kapitole Vyuziti gamma a beta funkcentegralnim

poctu.
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Porovname-li oba vysledky dostaneme:

G-

Tedy:
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Vyuziti gamma a beta funkce

Vv integralnim potu

Gamma a beta funkci lIze pro jejich vlastnosti soddu vyuzit
v integralnim potu. Za jejich pomoci Ize sgdat integraly, které obvyklymi
postupy nelze vypoitat. Popipact Ize obejit gkteré obtizné peetni postupy,
nebo také zkratit délku vyptu oproti klasické integraci. ProtoZze jsouéob
funkce tabelovany, je vyhodné v praktickych v§eeh vyjadovani hodnot
integrali pomoci échto funkci.

Je vSak dlezita jistd zkuSenostipintegrovani funkci, protoze neni
pravidlem, Ze vyuZziti gamma a beta funkce vede kedgnad§Simu vypatu.
Jak bude v této kapitole nazeao, pro skteré funkce je naopak lepSi pouzit

klasickou integracigi jiné substituce (nap Eulerovy).

Priklad 1

UvaZujme integral J' 4dx Tento integral nejprve vygdame

2 V1-x?

piimym integrovanim (jde o nevlastni integral vliveorni meze):

1
j ! dx—Ilm —dx—Ilm[arcsmx]o—Ilm(arcsmc arcsin0) =
0

1-x° Lovl-%x et

N
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Dale spdteme tento integralipvedenim na funkci beta s pouzitim 5. o
vlastnostech funkce beta:

1
x=t2
1
dx=£t 2dt
2

o
Igdx=

o\/l—X2

L) :gr@ 12 (r@] F (rm

_1 -1
2 2 1) 2 1 2

Jak je zde vi#, je klasickA metoda integrovani peod jednoduSsi
oproti p‘evedeni na beta funkci.

Priklad 2

1
Uvazujme integrél | :J'\/x—x2 dx. Nyni ho vypgitame pomoci
0

Eulerovy substituce:




X+ xt? =t2

x(L+t2)=t2

t2

X:‘1+tzj

B R . - . S SR
dx= (1+t2)2 dt = (1+t2)2 dt—(1+t2)2dt
x=0-1t=0
X::I.—»t:ool

Nyni pokra&ujeme ve vyp&tu integralu:

! zi(l_x)\/%dxzz(l_(lft jt ) +e2) = j(:LJrlt:t_t ](1?:2)2 =

2t T2 +1-1 ° 1 ©q
(1+t2)3 dt=2j; (1+t2)3 dt=2£ (1+t2)2 dt—ZJ; (1+t2)3 dr=21, -2l,.

Integréaly typuJ'( ) vypatitame pomoci #ad vysSiho integralu:
+1

K”:I(1+t Y dt=[1 » ) dt
v=1 v=t
u= (1+12)n u ——2n(1+t ) t
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2 —
K :—+2njt tl-lgo

1
(1+t2)n+1 - (1+t2)n

[L+?)

+2nj dt—ZnJ';Zdt

(1 +t )n+1

K =

n

(1+t2)n +2nK, - 2nK,

K = t +2nKn—Kn
" o2} 2n

j( = + j(

1+2)" 2nfietz) 20 fee?)

Vratime se kvyp&tu pavodniho integralu a pomoci tohoto vztahu

00 00

spaiteme integralyl, =I%dt al, :j !

0(1+t2) 0(1+t2)3‘dt:

00

71 ot 17 1 [t 1
. _J;(1+t2)2 =K = 2(1+t2)+§£(1+t2)0|t{2+2t2 +§arCtgt}

0

=g t 3
I2=£(1+t2)3 =K = YT

t 3(t 1 )
= S t— > +—arctgt | | , tedy
4+4t° 4\(2+2t° 2 o

t 1 t 3( t 1 N
| =21, -2, =2 +—arctgt — - + —arctgt =
v {2+2t2 M T 4(2+2t2 2 49 HO
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=2 O+1E—O—§[O+lﬂj —2(0):2[1_-[—3_1sz
22 4 22 4 16

4n-3n)

:2( :E_
16 8

1
Nasled® pro porovnani vypdtame integral I:.[\/x—x2 dx
0

pievedenim na gamma funkci:

-(3.3)- 2rs). HZ’D (@) -

Hodnota gamma funkce v b@dg byla vypa&itana v matematickém

softwaru Maple 7.0.
Poznamka

Jak lze vidt z obou postup je vtomto v pipad nesrovnateld

efektivngjSi vyuzit metodu fevodu na gamma funkci.
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Priklad 3

Vypocitame integrélj' e dx pomoci gamma funkce:
0

xt3
2

dx=1t 3dt
3

o 2 @ 1
:Ejt 3e‘tdtzljt3 le‘tdt:}r(lj.
3 39 33

0

je dx=

PovSimneme si nyni podobnostLaplaceovym integralena nizeme
nasSe poznatky zobecnit a vyt integrél typu j e*dx. Tento integral ma

smysl pouze pr@a> @vzhledem k definici funkcé ):

== ta ‘tdt-—r(lj
a \a

xta

je dx=

dx—lta dt

Priklad 4

Vypocitejme integrélj' xe™ dx nejprve pomoci klasické substituce:
0

% 2
Ixexdx:

0

t=—x2

ax= 9L

oa=—e i 2fme -

X - 00

N

Vypocet pomoci funkce gamma vypada nasledovn

_t2

jxe dx = |* jt et 2t = jt° ‘tdt——jtll edt =2 L

dx—l 2dt
2
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Priklad 5

Nyni odvodime obecnou formuli pro integraly poddibmétypu za
predpokladu, zea> @b > -1 (vzhledem k definici funkcé& ):

><ta
1_

dx== ta dt

ij e dx= 1jtae“ta dt —iTtbﬂ_ “dt-— (bﬂj

ay a

Pokud bychom podle této formule g@li integral z pedchoziho
piikladu, vyjde nam:

b=1,a=2: jxe‘X dx—ll'(1 1)—1|'(1)
2 2 2

Priklad 6

Dale odvodime vztah pro integraly typfu(be‘axzdx:
0

b 1

2 t=ax? ° 2

J.Xbe_ax dX = |dt=2axdy = j(ljze_ti(lj dt=

0 2| pla 2a

© b 1 ® b_1
:ilibij'tz 2a7tdt = 1 - J’tz 2 tdt =

a_E aE 2a 0 2a_2+5+l 0

1 ¢ 1 _(b+1 1 b+1
- —1+b+2 jt ? Cdt = b+1 r( j - ( j

2 = 2 2\/ab+1 2

2a 2a
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Priklad 7

M¢jme integral J' x%e ™ dx. Vypocet klasickou substituci bude vypadat
0

takto:

00

_AyA
Ix3e X dx =
0

t=4x*
d)(:i3
16x

lim-e™’ +1]=i.
X e 16

:ije‘tdt=i[
164 16

A nyni pomoci pevodu na gamma funkci:

—4x4 § 3
? e L sty 1ty 1%,
'([Xge 4 dx= (:F:x —.C[[Zj et]__G(Zj dt—1—6.([toe tdt—
1%(%) * dt=d
1%, 1 1
-Ej;t“ tdt_ﬂsr(l)_ﬁs

Vidime, Ze zde je vhodysi pouzit klasickou metodu oprotigvodu na
funkci gamma.

Priklad 8

00 XZ

Urcete realnou konstantkl tak, aby J' ke 2dx=1.

—00

XZ

Funkce f (x) =ke 2 je suda v intervalif— co,e), proto:
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T ke_%zdx = ZT ke_%zdx .
—o0 0

1

2

ije 2dx— f

k\z/_jt Ze“dt—k\/_jtz “dt-k\/_r( j

dx=—t 2dt

2

Vidime tedy, zej ke 2dx=kv2ym=1, tudiz k = % Tak dostavame
e Tt

funkci jedné proranné f definovanou fedpisem:

kterd se nazyvédustota normovaného normalniho relahi (tedy se
stredni hodnotou 0 a rozptylem 1) a je tabelovanaatestickych tabulkach.

Priklad 9

Nech’ jen a o kladné realnéislo. Ukete realnou konstantk tak, aby

o _(x=n)

Ike 20 dx=1:

o _(x-n)? oy
jke 20 gy = [X=VH :ojke 2 dy.

dx=ody

Vyuzitim vysledku z pedchoziho fikladu dostdvame:

@ Y
o ke *dy=okar 3 | = okv2 V.
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o _(x-u)?

Tedy [ke 2 dx=oky2Vm=1, tudiz k= Tak dostavame

1
ovor’

funkci jedné prorinné g definovanou fedpisem:

g b
— 20 (-
g(x) Gme , x0(-0,0),

ktera se nazyvaustota normalniho rozteni (tedy se sedni hodnotou
I a rozptyleno?). Toto rozéleni hraje zasadni roli v ptu pravépodobnosti

a matematické statistice.

Priklad 10
[ X5
Vypocitejme gevodem na funkci beta integrﬁlﬁ dx:
0

1

~Nlo
|
~Nlo

1
x=t7

[

5
J' X —dx=|"
s 1+ X

t dt—— T g2 1f
1+t 1+t 77

1t
dx= ;ﬁdt 7%

0 1+t

Poznamka:

Ruené pomoci klasickych postupintegral této racionalni lomené funkce
vypocitat nelze. Pro Gpravu integrovaného vyrazu bychommseli pouzit
matematicky software (napMaple). Pokud bychom zadali vy§ei tohoto

integralu do matematického software Maple 7.0, @yjdam vysledek
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%F(gjr(lj coz zndi, ze vypa@et tohoto integralu, je jistvyhodné pomoci

beta funkce.

Priklad 11

Vyuzitim analogického postupu jako yeplchozim fikladu, jsme
schopni vypéitat integraly racionélnich lomenych funkci s paymy vysSich
stupu, které klasickou integraci nelze vyjikat.

97

dx:

Vypocitejme tedy integral ———
!;1+ X99

97 _98 _1 %8_,
b 97 1 co o )
X .99 1 t99t 99 1 t 99 1 tgg
_[ o dX="" & |= t:—j dt:_j—gs —dt=
e o o0 1ot " o0 o0 g5

99 99 99/ 99

" 99 (98 1) 99 1 99

- Le(® 1) !@r@ 1 oo los - Le(%r(L)

99 99

Priklad 12

Z poznatk z predchozich fiklada 9 a 10, nizeme odvodit obecny vztah

, . , . L, ; © Xm—2
pro vypaket integralu racionalni lomené funkce ve tvérlu—m dx:
+ X
0
o0 Xm—2 1 1 wtﬂtk?m 1 . t—%+l—l 1 . tm?_l_l
I —dx= x=tm ' :—j dt:—j dt:—j ———dt=
LN faeheal My Tt Mg DR Mo )iy
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Priklad 13

X3

1+ x*

UvaZujme integral J' dx, ktery vyp@&itame nejprve pomoci
0

klasické substituce:

=%J;1—itdt =[In|1+t|]°0°= 0.

t=x*
dt=4x3dx

oo 3 co 3
I X 4dXZEI4—X4dX:
1+x 451+ X

0

Nyni pouZijeme k jeho vypitu prevedeni na beta funkci pomoci stejné

substituce:
3.3
[ERESOS PR R P S S S
£1+ x* = dx:%t‘idt - 4{ 1+t d _4J;1+t _4£(1+t)1+° de=
=28 )=Er(1)r(o) -1r@r(o) =1r@r)=tiim r(x)=o.
AT(@+0) 4 1 4 Ax-0,
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Priklad 14

/2
Vypocitejme integrél J'sin5xco§xdx nejprve pomoci klasické
0

substituce:
/2 /2 /2 5
jsinf’xcos2 xdx = jsin4 xcos’ xsinxdx = J'(l—cos2 x) cos xsinxdx =
0 0 0

t=cosx
dt=-sinxdx

A R B s
-—Jl'(l—tz) tzdt—{ §+?+—l-

=_cos3x+200§x+cos7x+mz_ 1 2 1_8
3 5 7

0

A nyni pomoci pevodu na beta funkci:

/2 /2

jsin5xco§xdx: Isin5x(1—sin2x)dx: xarcsiny | =
dx= dy

0 0 /l—yz

1

1
2=l o
- 0

1
y=t?

1
L
dy=1t 2 dt
=2

yl-y?)

O ey
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Lefad)- 2
2 2) 105

Hodnota beta funkce v béd[& g} byla vypditana v matematickém

softwaru Maple 7.0.

Priklad 15

Nyni miZeme s poznatky z@dchoziho fikladu vypditat integrél typu
/2

jsin"‘ xcos’ xdx. Nec' m a n jsou kladna reéalnéisla. Spéteme integral
0

/2
J'sin’“‘1 xcos ! xdx:
0

/2 /2

-1
J'sinm‘lxcoé“lxdx: j sinm‘lx(\ll—sinzx)n dx =
0 0

dx=

0 1-y? Yl o 1-y°
L - : Lml o a, d
:jym—l(l_ yZ)Tzdy_ y=t2 . —ljt 2 (1—t) 22t 2dt =
0 dy:%t 24t 20
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Poznamka:
Z tohoto gikladu vyplyva, Ze pro kazdé real&iglo m plati:

(3H(2)_ (K

_1
(o )
2 2 2

N—

/2 /2
Isinm‘lxdx: J-coé"‘lxdx::EB(1 ,mj =1
0 0 2 2 2 2

Priklad 16

/2
Uvazujme integral j sin® xdx, ktery vypd@itame nejprve klasickou
0

metodou:

/2

/2 /2
[sinxdx== [[1-cod2x)f dx= % [1-3cod2x) + 3cos’ (2x)- cos'(2x)dx =

w0l

/2 b /2
1

_ 1 3 /12 3 /2
=5 .([ dx=2 J;COS(ZX)dX+E J; 1+ cos(4x)dx—§ J;co§(2x)dx.
Vypocitdme pomocné integraly. Zvolime substittici 2x, dt = 2dx:

1 1. 1.
1. J-cos(2x)dx=§.[costdt =5 sint+C, :Esm(2x)+ C,.

Zvolime substituct = 4x, dt = 4dx:
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1 1. 1.
2. jcos(4x)dxzzjcostdt =5 sint+C, :ZSIn(4X)+CZ'

Zvolime substituct = 2x, dt = 2dx:

3. [cos'(2x)dx= %jco§ tdt =%jcosztcostdt = %j(l— sin’t)costdt =

= 1sint —Ejsinztcostdt.
2 2

Zvolime substitucu = sint , du=costdt:

sin’t

3
Isinztcostdtzjuzdu:u—+03= +C,.
3

Je tedy:

/2 /2
[ sin® xdx = {Ex —Esin(2x) +isin(4x) +isin3(2x)} =
0 16 4 64 48

0

5

16

5n

N
N

Vidime tedy, Ze vyp&et klasickou substitini metodou je poginé

zdlouhavy. Pouzijeme-li vztahuj‘sinm txdx = odvozeného
: 2 I_(m+1j
2

v predchozim gikladé 7, dostavame:
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jsinﬁxdle ==,
) 2 r(4) 32

Hodnoty gamma funkce byly vypidany v matematickém softwaru
Maple 7.0.
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Zavwer

Tato diplomové prace je koncipovana tak, aby podakdadni informace
0 beta a gamma funkcich a jejich vyuziti. V tétagpjsem se pokusil sjednotit
jednotlivé informace o této problematice, zejméngahledu praktického
vyuziti. Hlavnim zdrojem materidlu bykgdevsim internet, protoZe informace

v literature (zejména ¥eske) nejsou ucelené.

Z hlediska praktického vyuziti jsou uvedeny definiczakladnich
statistickych rozéeni, které jsou definovany pomoci gamma a betkdera
jejich charakteristiky. Tyto informace jsou téz damy barevnymi grafy. V
praci jsem také uvedl metodu VaR (value at riskgr& se vyuziva zejména ve

finan¢nictvi a ekonomii.

Zawr prace se zabyvériglady pro vyuziti &chto funkci v integralnim
poctu. Fi vypoctu jsem vyuzil jak postupu pomocfgvodu na gamma pép
beta funkci, tak metodu klasické integrace pomadisstuce, metody per
partes a Eulerovy substituce. Z vysléd& znatelne, Ze za ditych podminek
je vyhodrjSi pouzit znalosti o éthto funkcich, ale velmi zalezi na

zkuSenostech s integrovanii pdhadu, ktera metoda je nejvyhegin.

Zawérem bych rad podotknul, Ze tématika gamma a betiecfye daleko
obséahlejSi nez je ramec této prace a proipapiného zadjemnce o prohloubeni

znalosti a informaci odkazuji na pouzité zdroje.
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