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Uvod

NumerickA matematika se zabyvéeSenim matematickych problém
prostednictvim numerickych vypioa. Je pro ni typické uplagni vypaietni techniky.

Numerickd metoda je zakladni pojem numerické matiéy Jde ®kdy o
relativné presny postup - algoritmus, jindy o SirSiugpb gistupu kireSeni wtitého
druhu numerickych uloh. Zakladni charakteristikyZzd@ numerické metody jsou
stabilita a konvergence.

Ve skuténosti I1ze jen malo probléimvzniklych matematizaci reélnych situaci
vyieSit esre, a to i tehdy, jsou-li f@sr® zadana vstupni data, cozZ takasto neni
splréno. Pak je feba sahnout k numerické matematice (o &sivvyznam pak ma
piesnéreSeni gjakého problému v dostateé obecnosti). K tomu ale dochazi velmi
ziidka, WtSinou je nutnoieSit problém numericky. Z tohototdbdu jsou snyry
vyzkumu numerické matematiky davany potebami fyziky, chemie a ostatnich
exaktnich ¥dnich obod.

Numerické metody jsou pro fyzikuakZité, protoze &Sinu fyzikalnich Uloh
muzemereSit pouze numericky.

Mezi zakladni numerické metody fiatinterpolace, aproximacefeSeni
diferencialnich rovnic nebo metoda Monte Carlo. #&inetoda je podrobnrozebrana
a nazory ukazana nafifkladu. ReSeni kterych gikladia je také znazormo pimo
v programu Matlab, ktery je pi@Seni &chto metod ideélni. Po nadefinovani vstupnich
parametii dané funkce nam Matlab vykresli graf, ktery je mmzilozit jako obrazek a
dale s nim pracovat.

Matlab ma uplaténi v oblastech jako je vyvoj algoritm analyza dat a
vizualizace, modelovani a simulacejzmé matematické vygty nebo ¥decka a

inZenyrskéa grafika.



1. Interpolace funkci

PoZadavky, podle nichz vybirame funkg(x) jako nahradu za funkcif (x)

mohou byt ézné. Nahradu pouzivame za funkci, ktera je danaijegeni diferencialni
rovnice nebo se jedna o empirickou funkci, v jingtipact se nahradi ifliS slozita

funkce. Pokud chceme, aby funkgﬁx) méla v predepsanych bodech stejné fank
hodnoty jako ma funkcd (x), pak hovéime ointerpolaci
Omezime se nafipad, ze funkceg(x) bude algebraicky polynom. Existuje&kolik

moznych metod k dosazeni Zzadané aproximace.

1.1.Pfima metoda
Nejcastji se rizné funkce nahrazuji polynomy, protoZze polynom bbga i

z&kladni operace: ¢gani, oditani a nasobeni. Velmi jednodu3e se nalezne tzv.

interpolacni polynom Je to algebraicky polynom tvalFB(X) =Zak X , pro ktery plati

k=0
P(x)=f(x), k=021K,n. Funkce f(x) je funkce, kterou nahrazujeme
interpol&nim polynomem a uzly x,, x,K , x, jsou navzajem tuzné. Nalézt
interpolani polynom P, (x) k funkci f(x) s uzly x,, x,,K , x, znamena it hodnoty
koeficienti a,, k = 0,1, K , n. Protoze pkteré koeficientya, mohou byt i nulove, je

interpol&ni polynom k funkcf vzhledem k uZim nejvySe stuphn.

Jestlizen= 1 tzn. mame dva uzly,, X,, je interpol&ni polynom linearni funkce.
Grafem je pimka, ktera prochazi body,, f (x, )], [x,, f (x )]. Hovoiime pak o linearni
interpolaci. V gipacs n=2 jsou dany ii body [x,, f(x, )], [x., f(x).[%. f(x,)],
kterymi bude prochéazet interpotd polynom P, (x) NelezZi-li tyto ti body na pimce,
pak grafem interpotmiho polynomuP,(x) je kvadraticka parabola (proto se htivo

kvadratické interpolaci). Podobie tomu i pro vySsi pet uzlovych bod.



1.2. Lagrangeova metodaP(x) :Zn:ak XK
k=0

Lze dokazat, Ze tento interpdid polynom je pra¥ jeden. | kdyZ postupy pro
sestrojeni interpotaiho polynomu jsou tzné, vzdy se nakonec dojde ktémuz
polynomu. Hledani pomoci soustavy rovnic je nepdai@d

LepSi postup navrhl Lagrange. Interpwiapolynom vyjadil ve forme

P (x)= Zn: f(x )L, (x), kde polynomy(x)jsou stupi n a majf tvar

i=0
izk

g (o) | b e Yoo o)
R I RN i RN

a nezévisi na funkcf (x), ale na uzlovych bodech.

L(x)=1 proi=k
L (x) =0 proi # k, kde i,k = 0,1,K ,n

1.3. Newtonova metoda

Je to dalSéasto uzivana metoda. Pro jeji popis musime zavgsirmiference

f[Xl’ Xo]' X — f(x1)_ f(xo)
o)==

pro X, # X,.

Pri limitnim prechodu prog — X diference f [xl, xO] prejde na derivaci ’(xo).

Z&kladem této metody je vztah:

9(x) = £ (%) + (x= %) TF [, %]+ (x =%, ) 0fx =%, ) OF [, %, %] ..

et ()= ) (X =2 ) (X=X ) [

Specialnim fipadem pron = Jje linearni interpoléni polynom. Uzlové body
mohou byt v intervalya, b) rozctleny nerovnonirng.

Pro pravidelné #éeni se interpokni vzorce zjednoduSi. Obvykle se tato metoda

provadi za pomoci tabulky diferenci.



Pro vyp@et p@itatem miZzeme pouZzit vzorec pro difererféidu n:

f[xn,---,xo]=ian
=0 El(x -%)

k#i

Vyhodou je to, Ze fidanim dalSich vstupnich dattgeme zvySovat igsnost
interpolace. Newtonova metoda dovoluje odhadovatbeh které se uzitim vztahu

daného stuphdopoustime. Jako odhad chyby se bere nejldiégivyssihaadu.

1.4. Metoda interpolace kubickymi splajny
Mame funkci y = f(x) zadanou hodnotami v uzlovych bodech, tzn.
y, = f(x.), k = 0,1K ,n. Pro uzlové body nectplati: x, < x, <K < x,.
Kubicky splajn s(x) je funkce, ktera splje tyto ti podminky:
1) s(x) = f(x ), k = 0,4,K , n, graf funkces(x) prochazi viemi bodfx,, f ().
2) funkce je spojita se svou 1. a 2. derivaci terirlu (x,, X, ) .
3) v kazdém interval@xk_l, xk>, k =1, 2,K , n tato funkce splyva s jistym polynomem

3. stupas.

Kubickému splajnu sé&ké téZpo castech polynom 3. stupnTo vyplyva z podminky
3), ktera vyzaduje, aby mezi uzlovymi body byl vizzblynom 3. stup¥ ale nemusi byt
spoleny pro cely interval.

Pokud ozname s'(x,)=M,, k= 0,1K ,n, pak 2. derivace splajnu v libovolném

boc x je

s”(x):Mk_lE-TY“h—_X+MkE-T%, kde h =x -x_, je vzdalenost mezi po sbb
k k

jdoucimi uzly. Potom plati:

2 2
sW =M P, sl g,
Kk

2h,

_ 3 _ 3
s(x):Mk_lE(Xk6hix)+MkE§X6+‘l)+Clx+Cz
k k



Integra&ni konstanty ¢a G urcime z podminky

3 3
S(Xk):Mk M-'-Clxk +C, =y,
Xkl k1é7+cxk1+c = Yka

Po Upra¥ dostaneme soustavu linearnich rovnic:
2
C1Xk+C2:yk_Mkd16L
2
CX4+Co =Yy ~M, E‘%

jejiz reSeni je:

Po dosazeni ziskavame:

M, E(Xk6;kx)3 o, :{—1)3 +(yk_1 M I j g +(yk -2 j g
(1.1))
Je Zejme, Ze objednostranné limity zprava i zleva v uzlovych balue, ,
k =1 2K,n,jsou stejné,
lim s°(x)= lim s°(x)=M,

.
X - Xy X = X

lim s(x)= lim s(x)=y,

X — X X %

Jednostranné sfmice funkces(x) v bodechx, maji velikost:

lim S'(X)=£[ﬂ]k [Mk_l+i|]]k M, + Y ;]yk—l

X=X K

lim 5( ) Emk+l M, [mkﬂ M., + yk+l Y

X=%" hk+1



Pro splgni podminky spojitosti musi mit tyto limity %, stejnou hodnotu:

1 1 1 Vea Ve Y Vi
Emk[Mk—l+§|:qhk+hk+1)|:Mk+gmk+1Mk+1_ kﬁkﬂ k — khkkl

Pro k=1,2K,n-1 jde o soustavun- 1linearnich rovnic pron+ 1
neznamychM,, M,;,K , M. Proto musime dodates zvolit dw podminky pro d¥
neznamé. ZvolimeM, =M, = Oa to odpovida podminkam, Ze v krajnich bodech

intervalu <xo, xn> jsou druhé derivace rovny nule. To znamend, Zajrsgkechazi

v piimku.

Soustava ma jednteSeni a po @eni hodnot neznamych ziskame v kazdém

intervalu (X, X.) rovnici splajnu.

Po jednoduché Upravze soustavu psat v maticovém tvaru:

Alx=b
2fh, +h,) h, 0o .. 0
h, 2fh, +h,) h, .. 0
A= 0 h, 2ifh, +h,) ... 0
0 0 0o .. 2ith, , +h,)
1 1.1 1
— - — 4+ + —
y hlEy" h hzjwl h, Y,
1 1 1.1 1
M - - =+ = +
X= 2 b= h2 Bﬁ h2 hsjEyz hga@
M) | e
n 1 1.1 1
S — +
hn—l l:yn_z hn—l hn l:yn_l hn l:yn

Matice A ma nenulové prvky pouze v hlavni diagoreatea dvou sousednich
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diagondlach, a to nad a pod hlavni diagonalou. @lsousta¥ iikdme tridiagonalni
soustavaMatice je téZ oseé diagonala dominantni.

Piiklad 1.:

Raznymi metodami nalezte funkci g(x) prochazejici body

xi |1]2]3] 4
fx) |14 3

Reseni:
1) Rima metoda
Hledame koeficientw,, a,, a,, 8, polynomu 3. stuph K dispozici mametyri
rovnice.
ata +a, +a; =1
a,+2[H +40a, +8[a, =4
a, +3[& +9[&, +27[&, =3
a, +4[& +16[a, +64[&, =3.

2) Newtonova metoda

Sestrojime tabulku pro interpolaci

boxi | fO)  fXienXi] X2, X] fXis3,,,%]
0 1| 1

3
1 2| 4 -2

-1 0,8333
2 3| 3 0,5

0
3 4| 3

Tabulka diferenci pro Newtonovu interpolaci.

Aproxima&ni polynom nalezneme timto postupem
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9(x) = £ (%) (X=X ) TF [, X ]+ (=%, ) 0fx =%, ) CF [%,, %, %, ]+ (x =% ) Hfx = x, ) O

[x — X, ) OF [X5, %, X, %, ] = 0,8330¢ - 7x? +18167X~11.

3) Lagrangeova metoda

Interpolé&ni polynom bude mit tvar

e e LS L

(1-2)f-3)f-4 2-1)[{2-3){2- 4)
+3E(x—1)[ﬂx—2)[ﬂx 4)+3E%X 1)f{x - 2)ifx - 3)
(3-1)rf3-2){3-4) 4-1)fa-2)fa-3) -

Rima, Newtonova i Lagrangeova metoda davaji stejisiedek.

4) Metoda kubickymi splajny

Nejprve musime sgat druhé derivace v uzlovych bodech, které gajur
z podminek spojitosti

g’(1)=-68
g(2)=32
g'(0)=g"(®)=0.

Na zéklad téchto hodnot nalezneméiglusné aproximace v jednotlivych &déh
intervalech:

interval ( 12)

g(x)=-11333fx-1)° +(2-x)+51333fx-1) ;

interval ( 23)
g(x)=-11333{3- x)° + 05333 {x - 2)* +
+51333(3- x)+ 2,4667({x-2) ;
interval ( 34)

9(x)=05333(4- x)° +2,4667{4— x)+3[(x-3) .

-12 -



Uvedenymi postupy jsme ziskali @wodliSna reSeni — jednak interpdliai
polynom 3. stup&definovany pro cely obor a dale kubicky splajnig@fany na dilich
intervalech. ObfeSeni si vyneseme do jednoho obrazku (graf 1).

Interpol&ni polynom je ozn&en carkovar, splajn cerchova®. Z obrazku
vidime, Ze interpolace splajnem ma opravdu égad hladSi pibéh nez obvykly

interpol&ni vztah.

g(x)4 4
/
,/
4 = !
//P X /
/77 /
// s \\\ /
/
3 /// \\ ....... ’/#
/ .I \\_1/
I
i
/
2 i
I/.
I
4
1 $
!
]
!
! Y A ot
0 i1 2 3 4 x
graf 1

Priklad 2:

Funkce f () je dana tabulkou.

k | 0 1 2 3
x« | ‘L4 | 02| 12| 26
f(xy) | 2,108 -0,484| -2,416] 4,668

najcéte pomoci metodyifmeé interpolani polynom funkcef (x) s uzlovymi body:

a)Xy, X,
D)Xy, X;5 X,
C) X5 %15 %o Xg

-13 -



Resen:
a) V tomto pipact se jedna o linearni interpolaci. Rovnig¢imky, prochazejici body
[-1,4; 2,108], [1,2; -2,416] eieme ukit prostedky analytické geometrie:

—-2,416- 2,108(
12+14

y+2416= x-12)

apravou ziskame
y=-174x-0,328.

Odtud vyplyvéa, Ze polynom pro zadanou funkci s uzlyx, je P(x)=-174x-0,328.

Tento polynom se vyziaje tim, Ze ma s funkcf (x) spoléné dva body, a to

Dor £ ()] D £06,)].

b) Nyni mameif uzlové body, tudiz interpatai polynom bude nejvySe druhého
stupm, tzn.

P,(x) =8, + ax+a,x’.

Pro k =01 2 bude platit P,(x)=f(x), po dosazeni do této rovnice za

x=x, a f(x,)znamé z tabulky dostaneme tuto soustavu rovnigesei ineznamymi
8y, 8y, &y .
a, +a, [{- 14) + a, [{- 14)° = 2108

a, +a [{- 02)+a, [~ 02)° =-0484
8 +a ({12)+a, [{12)° = -2,416
kterou nizemeresit gfimou metodouReseni této soustavy je
a8, =-0832a =-1684a, =03

z toho plyne, Ze interpatai polynom ma tvar

P,(x) = 03x? - 168x - 0,832.

-14 -



c¢) Uzlovymi body jsou tentokrat bodyy, x;, X,, X5, interpol&ni polynom bude tvaru

Py(x) =8, + ax+a,x* +a,x°,

kde koeficientya,, k = 0,1, 2,3 spkiuji podminkyR,(x )= f(x ) pro viechny body

X, k=01 2, 3. Kdyz vyreSime soustavu rovnic pryii nezname, ziskame tento

interpola&ni polynom
P,(x) = 05x® + 05x* - 25x - 10.

Znézorreni vSechit interpol@&nich polynoni si miZzeme prohlédnout na grafu 2.

P1(x)
— = P2(x)
= = = P3(x)

-15 -



Piiklad 3:
Vstupni data si budeme simulovat vypm z funkcef(x) v Sesti uzlovych
bodech 0, 1, 2, 3, 5 a 6. Ukolem je nalézt intexptl polynom pomoci Newtonovy

metody prox[1(0,6) . Za zdrojovou funkcif (x) si vezmemef (x) = 2+10x+5x* - x°.

Sestrojime tabulku pro interpolaci:

i X; f(x)  fll] fl] fl1] fl]
0 0 2
g
1 1 16 T 2
18 1
2 2 34 1 0
16 1
3 3 50 5 0
1 1
4 5 52 9
26
5 6 26

Reseni:
Pro vypa@et interpol&niho vyrazu sestrojime tabulku diferenci, ktera ebud
v jednotlivych sloupcich obsahovat fadovacisla uzh i, uzlové bodyx , funkeni

hodnoty f(x ) a diferenceiznychradi.

Nejprve budeme body (xi) interpolovat polynomem prvniho stupn
Pu(x) = f (%) + (x =) OF [, 3| = 14x+ 2
Chyba bude fiblizn¢ rovna
R (%) = (x =%, ) fx = % ) OF [ %5, X, %] = 2x° = 2x..
Zbytek je v daném intervaluifis veliky, proto musime pokéavat

p,(x) = py(X)+ R (X) = 2x +12x+2
R, (x) = (x=%,) tfx = %) lfx = %, ) O [ x5, X, %, %] = =x* +3%% = 2x

-16 -



Budeme kotit interpolaci polynomentétiho stups

py(x) = -xC +5x% +10x + 2,
protoZe zbytekR,(x) = 0.
Pri tomto vypatu jsme v tabulce diferenci sledovali vytaZzedm mezicisly.
Tabulkou je vS8ak mozno prochazet libovolnou cegitiuzachovani siru k vysSim

diferencim a vzdy dostaneme stejny vysledek.

Prabéh nalezenych interpataich polynont riznych stugia je zndzorgn na grafu 3.

f (x) 80 -
60
40 -

20

20 -

graf 3

Interpol&ni polynomy pk(x) postupi zahrnuji dalSi body a interpolace se

zpresiuje. Tabulka diferenci nam ukaze, jaky stup®lynomu mame pro interpolaci
skut&né pouzit. Mize se stat, Ze vSechny diference atitéino stupg patinaje budou
nulové a my pak fizeme zadané body aproximovat zcetasge jiZz interpol&nim
polynomem tohoto stugn

Pokud zjistime, Ze diference Witém sloupci tabulky jsou jiz tak malé, ze
zbytekR bude pro kazd#g z vypaietniho intervalu zanedbatelnyjigeme interpolaci na
tomto stupni ukotit a ziskany polynom pouzit jako aproxiénafunkci.
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2. Aproximace metodou nejmenSigierai

Pri interpolaci byla nahrazovana funkce dana tabullsau zcela fesnymi
funkénimi hodnotami. Nejsou-li hodnoty funkcg = f (xk), k=01K,hn vuzlovych
bodechx,, x,,K , x, dany gesr¢, neni vhodné volit za aproxia funkci interpoléni
polynom¢i splajn (reprodukuji chyby &iieni). Potebujeme chyby ,vyhladit®.

Mame uzlové bodyx,, x;,K , x, a gislusné funkni hodnoty y,, y,,K ,y, funkce
f(x), kterou nezname, ale pro kterou plggi= f (x,), k=0,1K ,n.
Polynom P,(x) stup m<n ursime metodou nejmensidhivera tak, e ze véech

polynomi stupré m vybereme ten, pro ktery je hodnota nasledujicirazu nejmensi.
Q=2 (Vi = Pu(x)) (1.2)

Lze aproximovat i jinymi funkcemi neZ jen polynomyyusi ale roviéZ
obsahovat volné parametry, které stanovi metodaergjichtveral.
Pri aproximaci funkcef (x) polynomemP(x) musime volit kompromis mezi @ma

protichidnymi skuténostmi:

1) PolynomP(x) by msl byt dostateng vysokého stuph aby byl dobrou
aproximaci funkcef (x).

2) PonnomP(x) by nengl byt prilis vysokého stuph) protoze by vystihoval
merené hodnoty iliS vérng, ¢imz by se nef@snosti niteni zachovaly.

3) Polynomy vysokych stuii vykazuji oscilace, které aproximované funkce

nemaji.

Tento rozpor séeSic¢asto statistickymi metodami.

-18 -



¥ 30 -
25
204
15 -

10

graf 4

Situaci mame znazog¢nou na grafu 4, kde 7 bﬁc{xk, yk] jsme dostali jako

vysledek ngieni. Vime, Ze s rostouci vé&hou x hodnoty vekiny y také porostou.
(Hledana funkce je ryze monotdnni.) Musime najdpis pro vyjateni zavislosty na
X. Interpol&ni polynom ani splajn neni vhodny. Vhodnou aproximaude polynom
prvniho stupi (piimka), m= 1(graf 5).

24

200

+ vl

I

0 2 4
graf 5

Vime, Ze hledani minima funke@ se gevadi naeSeni soustavy rovnic. Kazdagzhto

rovnic vypada takto: Z—Q=0, i=0,1,....,m (1.3))
2

m

kde ajsou koeficienty polynomuP, (x)=>"a X' . Rovnicim seika normalni rovnice.
i=0
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Piiklad 1:
Pomoci zpsobu interpolace ifimky prochazejici ptatkem zpracujte gteni
tuhosti pruziny. B uré¢ovani tuhosti pruzink statickou metodou vychazime z Hookova

zakona pro pruzinu

Fl=Kiyi

kde F je pisobici sila realizovana zavazim o hmotnastay je prodlouzeni pruziny.

M¢erime ovSem statické prodlouzeni pruziny v zavisloatzatizeni

y=ulm .

Dale vime, Ze konstanta @mostiu souvisi s hledanou tuhosti pruziny vztahem
k=2
u

Je tedy #ejmé, Ze jde o interpolaci linearni zavislogtingkou prochazejici pétkem.
Hmotnostm je realizovana zavazimi, jejichzgsnost je vyrazhvyssi, nez je f@snost
odeitani prodlouzeni pruziny.

M¢étenim prodlouZzenim pruziny v zavislosti naspbici sile (tize zavazi) byly ziskany
hodnoty uvedené v tabulce:

mlg] |O] 5 | 10 15] 20] 25| 30| 3p 40 | 45
ylcm] [0 2,5[4,7[7,1]9,4|11,7|13,7| 17| 18,4] 19,7

m[g] | 50 | 55] 60 | 70| 80| 90] 104 11p 120 130
ylcm] | 22,8 25| 27,1 31,3| 34,8| 39,9| 44,5| 48,5| 52,9] 57,3

Pro zpracovani zavislosti = u-muspdadame rdrené hodnoty do tabulky:
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C.mét. | m (x) Yi XY XiX; (U % - y)?
© cm) | (@cm) | (9 (cm)?

1 0,00 0,00 0,00 0,0 0
2 5,00 2,50 12,50 25,0 |0,07756225
3 10,00 4,70 47,00 | 100,0 | 0,066049
4 15,00 7,10 106,50 | 2250 [0,18966025
5 20,00 9,40 188,00 | 400,0 | 0,264196
6 2500 | 11,70 | 292,50 | 6250 |0,35105625
7 30,00 | 13,70 | 411,00 | 900,0 | 0,137641
8 3500 | 17,00 | 595,00 | 12250 |2,10105025
9 40,00 | 1840 | 736,00 | 1600,0 | 0,394384
10 4500 | 19,70 | 886,50 | 20250 |0,08614225
11 50,00 | 22,80 | 1140,00 | 2500,0 | 0,342225
12 55,00 | 25,00 | 1375,00 | 3025,0 |0,31753225
13 60,00 | 27,10 | 1626,00 | 3600,0 | 0,195364
14 70,00 | 31,30 | 2191,00 | 4900,0 | 0,039601
15 80,00 | 34,80 | 2784,00 | 6400,0 | 0,553536
16 90,00 | 39,90 | 3591,00 | 8100,0 | 0,007569
17 100,00 | 44,50 | 4450,00 | 10000,0 | 0,0049
18 110,00 | 48,50 | 5335,00 | 12100,0 | 0,139129
19 120,00 | 52,90 | 6348,00 | 14400,0 | 0,173056
20 130,00 | 57,30 | 7449,00 | 16900,0 | 0,210681
n X Y XY XX R,
20 1090,00 | 488,30 |39564,00| 89050,0 | 5,6513345

HodnotyXY a XX jsou vypdteny v poslednintadku tabulky. Vypgitame tedy:

q XY _ 3956400glcm

= X 890500007 = 0,4443cmy™.

VyuZitim vypaitené hodnotyu miZzeme vytvdit posledni sloupec tabulky acsenim
radki ziskame minimalni sumttveral odchylelez.

Dale mizeme stanovit disperzi hodnotly:

2
=)= LR oo 1 pOSIS8 e - 334011107 enf .
XX n-1 890500 19

Po zaokrouhleni, odmoéni disperze a Upré&wna jednotky systému S| dostaneme

0 = (4443+ 0018 mkg™ .
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Pro vyp@&et hledané tuhosti vyuZijeme hodnotu grasnidao zrychleni
zaokrouhlenou tak, aby zaokrouhlovaci chyba bylanée o ftad mensi, nez chyba
hodnotyu .

Pti zaokrouhleni gravitmiho zrychleni na hodnotg =  98é relativni zaokrouhlovaci
chyban, =500,
ProtoZe relativni chyba hodnoty je n, 0401072, je mozno zaokrouhlovaci

chybu gravitaniho zrychleni zanedbat. Potom
k = (2,208 + 0,009 Nn™ .
Vysledky neieni prodlouzeni pruziny v zavislosti na zatizeréizomnime graficky.

Prodlouzeni pruziny v zavislosti na zatizeni

0 20 40 B0 &0 100 120 140
m (g)

Piiklad 2:
Napiste normalni rovnice:
a) pro polynom 1. stuph
b) pro polynom 2. stugh
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Resent:

a) Hledame linearni ponnonPl(x) =a, +a,X. FunkceQ ma tedy tvar:

QZZ(Yk_ Xk)2
k=0
Podle vztahu 1.3. dostaneme soustavu:
Q n
—_— X —
=23 (.~ -a)i-)=0
a n
T2 =2~ i x)=0
k=0

Soustavu fevedeme pomoci jednoduché Upravy na tento tvar:

(n+l)@0+ixk m1:Zjlyk
anxk

k=0

mo+kz_:x|§@1:kz_:xk Y

protoze Zn:ao =a, Eﬁ:l:a0 M+1+..+2)=(n+1) 3, .
k=0 k=0

Tuto soustavu iizeme zapsat v maticovém tvaru:

n

n n

0 1 XO
PRI [anj 2%
n n n
x2Sy,
k=0 k=0 k=0

kde plati, iexk0 =1 a xk1 =X,. Ponechavame tyto vyrazy v nazeaych mocninach,

aby vynikla zakonitost prukmatic.

b) Hledame kvadraticky polynonP,(x) = a, +a, k+a, X.
Vyraz 1.2. bude vypadat takto:

= Zn:(yk

k=0

~ay-a, % —a, ¢
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Vyuzitim parciélnich derivaci dostaneme tento vztah

(Yk -8 X —a, D(E):O

(Xk Eyk_aOD(k_aiD(lf_aZD(If):O

R N

(¢ O — a0 ¢ -2, 6 -2, ¢ )= 0

=
1
o

A odtud uz ziskame normalni soustavu greéznaméa,, a,, a, :

(n+1)2y+ Y % B+ Y B, =,
S x B+ > B+ Y KB, =Y X, [,
k=0 k=0 k=0 k=0

n n n n
PRALESRALESRALIED R AT
k=0 k=0 k=0

k=0 =

VétSina fyzikalnich zavislosti je ve fointabulky, a proto je interpolace a aproximace
empirickych vztah pro fyziku tak dlezita.
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3. Richardsonova extrapolace (obecna idea)

Pfi numerické derivaci (ale i integraci — obeégoro jakoukoli operaci, ktera je
diskretizovana krokenh - )0jsou davany rozporné pozadavky na volbu krokw Te
ma& na jedné strénbyt co nejmensi, abychom snizili chybu metody,dnahé stra&
nesmi byt flis maly, abychom neznehodnotili vysledek zaoktouacimi chybami.
Jednim z obecnych posiugkteré Ize v takovychifpadech uplatnit, j&Richardsonova
extrapolace Jejim cilem je zesnit odhad vysledku pro krok jdouci k nule, aniz

bychom ve vypétu prfimo pouzili malé hodnoty kroku.

Uloha:
Nech’ spravny vysledek d&akého vypdétu je funkceg kroku h. Predpokladame, Zg

ma v okoli bodw Tayloniv rozvoj tvaru

kde p (fad metody) zname a> p. Z hodnot funkceg v kon&né mnoha nenulovych

bodech mame odhadnout hodna@i).

v v sy

NejjednodussSiteSeni dostaneme, pokud zanedbatteny radi vysSich nezp a
aproximujemeg polynomem

g(h)=s+ch®, scOR.

Ke stanoveni dvou neznamych pararets,c zvolime dva uzlové body
h,h, kde q # 1.
q
¢(h)=s+ch®=g(h),

fopretpedt

cozZ je regularni soustava dvou linearnich rovnic @& neznamés, c, z nichZz nas

zajim4 pouzes = ¢(O); stai vynasobit druhou rovnicj” a odeist od ni prvni rovnici:
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(qp—l)E*s:qugtﬁgj—g(h),

_ q° Egtﬁzj—g(h)
" .

-1

(4.
Dostali jsme odhad hodnoty g(O), ktery je zatizen pouze chybami vySsiadi nezp.
Richardsonova extrapolace umoznila zvydd metody.
Jedna se &sSinou o extrapolaci, neBabvykle neniZzeme mnit znaménko vetiny h
(kroku). Extrapolaci bychom sedivyhybat, ale zd€inime vyjimku diky nasledujicim
argumenim:
1) extrapolujeme v blizkosti uzlovych bind
2) predpokladame, Ze zndme teoretickou zavislost; nawiglikacich tato
Nepostradatelny jefpdpoklad, Ze znani@d metody.
Dale je nutno se zabyvat volbou pomn krokii . Bude-li tento porér velky

(napt. 10), pak pouzivame jednu hodnotu, ktera je blizkly (EJ druhou(h), ktera je

natolik vzdalend, Ze by aproximace prvnitteny Taylorova rozvoje mohla byt velmi
nepg'esna. To nelze dopdfitt TotéZ Izerici o velmi malych hodnotéatp
Bude-li pongr g blizky jedné, pak extrapolujeme z kratkého intervdo pongrné

vzdaleného bodu, coZ #&pnelze doportit. Casto volimeq=2 (requ :%j pak

rovnice (1.4.) nabyva tvaru

zptgtﬁgj—g(h)
s= > 1 .

Pokud nam dosazZertgd metody nestd miZzeme Richardsonovu extrapolaci opakovat

(pokud znamead chyby). K tomu péebujeme vypéitat hodnotu funkce v alespa

jednom dalSim bag obvykle volime bodﬂz. VySe uvedeny postup nam poskytne 2
q

odhadyradur, jeden z hodnog (h) g(ﬂj druhy z hodnom, g (12] , 1j. pro krok
q q q
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g-kradt mensi. Z nich pak ieme dalSi Richardsonovou extrapolaci Wiz odhad,
v némz bude kompenzovana i chyb#&horadu, zbudou chyby vysSichda.

Nyni budep ve vzorci nahrazeno, coZz je novyiad chyby. Takto rizeme
teoreticky libovolr zvySovattad metody, pokud vime, ktedéeny Taylorova rozvoje
chyby metody mohou byt nenulové. Tento postupé&eynvyuziva, na druhé stratee
namitnout, Ze vyZadujeme spojitost stale vySSichvae a vysledek odpovida
extrapolaci B aproximaci polynomem stale vysSSiho stépncoz miZe byt

problematické.
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4. Diferencialni rovnice

Omezime se na obgjné diferencialni rovnice, navic na diferenci&minici

1.tadu. Pro ni budemi&sit nejjednodussi moznou ulohu, Cauchyh&gapsni alohu.

Na daném realném interva{lxo, xn> mameresit diferencialni rovnici

y (%)= f(x y(x)) (15.)
s paateini podminkou

y(%)=Yo &)

kde f je funkce dvou realnych pramnych (prava strana diferencialni rovnice) a
Yo OR. Pokudf nezavisi nay, tj. f(x y)=g(x) pro rtjakou funkcig jedné reainé
promenné, pak dostavame vyt ucitého integrélu jako speciélnitipad reSeni

diferencialni rovnice

y(X)=yo + [a)dt,  xO(x,,x,).

Obyejné diferencialni rovnice vyssidladi |ze vhodnou volbou pomocnych
proménnych evést na soustavy diferencialnich rovnic prvniidou. Ty IzeieSit
analogicky jako pro jednu prafmnou s pislusré upravenymi typy prognnych,
tj. y je vektorova funkce realného argumentu.

Nejdiive bychom se #i ujistit, Ze reSeni Cauchyho pateni ulohy existuje a ze je
jediné. Obecéitomu tak byt nemusi.
Prikladem je diferencialni rovnice s geini podminkou:

y(x)=/y(x), y(o)=0.

2
Pro x> 0 ma trividlnireSeniy(x) = 0, aletesi ji i funkce y(x) :X?.
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Nedostatkem j@dchoziho fipadu je, Ze prava strana neni definovénay(no) <0, lze

vSak najit podobnéfiiklady, které jsou definovany vSude. Nagdiferencialni rovnice

s paateini podminkou:

y(x)=3/y(x).  y(0)=0,

kde fteti odmocninu povaZzujeme za realnou funkci definowa i pro zaporny

2 )2
argument. M&e$eni nap y(x)=0 a y(x):t(g D(j .

Z fyziky jsme zvykli, Ze diferencialnimi rovnicemopisujeme systémy, jejichZz
chovani se zda byt pinurceno p@atenimi podminkami. Z fedchozich fiklada je
vidét, Ze po matematické strance by ¢@@Eni podminky nemusely stih
k jednozn@nému uéenireSeni. Nasledujici podminka vyldunejednoznénostieseni
v mnoha dlezitych gipadech.

Lipschitzova podminka:

Necht funkcef je definovana a spojita e, x,)* R (4. f (x,y) je uceno pro

vdechnax(x,,x,) a pro vdechngy OR). Nech’

CLOR OXO(%,,%,) Oy, Y, DR (%, y2) = (% ¥, ) < Ly, — v

Pak existuje pravjedna realna funkcg na intervalu(xo, xn>, ktera jefreSenim rovnice

(1.5.) s poatesni podminkou (1.6.).
Cauchyho p&ateni Ulohu Ize pepsat na ekvivalentni integralni rovnici

X

y(x) = yo + [ 1 y(O)mt

Xo

Integral na pravé stranze chapat jako integrél funkggedné promnné,

g(t)= f(t,y(t)); tuto funkci v8ak obeénnezname, nelfoobsahuje hledanésentiy.
Miizeme jej také chapat jakdikkovy integral fies Kivku s parametrizadft, y(t)),

t0(X,,X,); tuto Kivku v3ak nezname.
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Protoze nMiZzeme pracovat jen s koim& mnoha body, rozdime interval

(Xn - Xo)

n

<xo, xn> nan dilcich interval, pro jednoduchost stejné délky= . Ziskame

uzlové bodyx = x, +ih, kdei =0,K , n. Spravné hodnotyeseni v uzlovych bodech,
y(xi), nahradime jejich odhady, které budemeciing. Odpovidajici hodnoty prave

strany diferencialni rovnice budeme pro zjednoduZe&it
fi="f (Xi Y] )

Postup® budeme generovat posloupngsti = 0,K , n. V kroku i + 1zname odhady
Yo, K, Y, sjejichz pomoci pgtame odhady, + 1Podle analogie se vztahem pro
piesnéreSeni

Xj 41

y(%.a.)-y(x)= jf(t,y(t))mit

budeme hledat sloZkgSeni takove, Ze

Yia " Y =AY,
kde Ay, bude odhad integralu

Tf (t, y(t))ceit . 1.7.)

X
Pomoci tohoto odhadu piedme dalSi hodnotu
Yiu =Y TAY; .

Jednotlivé metody se liSi pouzeizpbem odhaddy, integralu (1.7.).
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4.1. Jednokrokové metody

Pomoci &chto metod péitdme nové hodnoty pouze na zakladysledku
predchoziho krokieSeni. Typickymi a néastji pouzivanymi metodami z této skupiny
jsouRungovy-Kuttovy metody.

Rungovy-Kuttovy metody
1) Eulerova metoda

Je to nejjednodussi metotkseni diferencialnich rovnic. Jedna se o situaty, k
integral (1.7.) péitame metodou levého odhadu (s jednim intervalgnfunkci

f(t,y(t)) nahrazujeme konstantou rovnou jeji hodnot levém krajnim bod

uvaZzovaného intervaly. Druhy argumeny; mame jiz odhadnuty zZz‘edchoziho kroku

(nebo proi = Qyplyva z p&ateeni podminky).

By, = [ 105, vt =hF(x, y,),

%

Yia =Y +h|:f(xi’ yi) =y, +hif, .

Uvedeny vzorec ma nazorny geometricky vyznam: htadrip= f (xi : yi) je sngrnice

useky vedené z bod(ix,y,) do bodu(x.,,y..,).

2) Prvni modifikace Eulerovy metody

Tak jako Eulerova metoda je zobéofm integrace metodou levého odhadu,
nasledujici metoda je zobemim obdélnikové metody. Funkcif (t, y(t)) v ni
nahradime ofi konstantou, kterou vSak bude hodnota upedsintervalu integrace,

tedy v bod

Xt Xa _ 4 h
2 AP
Problémem vSakistava, co dosadit za druhy argument furkcexla by to byt
hodnota hledanéh@seni. Tento nedostatek sé&asi tim, Ze provedeme pomocny krok

polovi¢ni délky (Eulerovou metodow)imz dostaneme odhadSeni v bod x +g:

h
=V +— [T .
7 =Y, 5
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Funkci f(t, y(t)) nahradime konstantotj(xi +g, nij a dostaneme

_Xi+1 h B h
Ayi—jf xi+§,/7i ldit = h(F xi+§,/7i :
%

Tato metoda je Zadu.

3) Druha modifikace Eulerovy metody (Heunova metoda

Metoda je zobeemim lichoksZnikové metody integrace. Funkéit, y(t)) v ni
nahradime linearni funkci, proloZzenou hodnotamiajriich bodech intervalu. Hodnota
v levém krajnim bod je f,=f(x,y,). V pravém krajnim bad viak narazime na
neznalosty-ové sotadnice, coZz ofi reSime pomocnym krokem (tentokrat délky

Eulerovou metodou, kterym dostaneme odteggni v bod x; , :
g =y, +hiT,.

Funkci  f(t,y(t) nahradime linearni funkci, jejiz graf prochazi yod

06, 106, %)) (%1 f(x.1, 6 ). Dostaneme

ay, =51 v) + 1. 4).

Tato metoda je Zadu.

4) Rungova-Kuttova metoda/édu

Podstatou uvedenych modifikaci Eulerovy metodyopyk jsme v pomocnych
krocich stanovili hodnoty, které umoznily kompenabwejnizsicleny Taylorova
rozvoje chyby. Takto Ize poktavat dale a s vice pomocnymi kroky ziskat metody
vySSichiddi. To je princip obecnych Rungovych-Kuttovych metod.
Z nich nejroz&enrgjSi je Rungova-Kuttova metoda #du, ktera pouziva hodnoty pravé
strany ve 4 bodech.

Postup je nasledujici: nejprve vypeme pomocné body a hodnoty pravé strany v nich,
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ki, = f(Xi'Yi)'
h h
k  =fx+—,y+=0k , |,
i, 2 Xl 2 yl 2 |,lj
h h
k .=f|x+—,y +—[k ,
i, 3 (Xl 2 yl 2 |2j

Integrél (1.7.) nahradime linearni kombinachto hodnot:
h
Ay, :EEﬁkm +20K , + 20K ; + ki,4)-

Zacatek vypd@tu pripomina prvni modifikaci Eulerovy metody. Hodnoky,
pocitdme v bod, ktery jsme dostali Eulerovou metodou s pataiin krokem, tu pak
pouZijeme i vypoctu k; , podobr jako v prvni modifikaci Eulerovy metody,

s tim rozdilem, Ze wtime pouze krok polovni délky. S hodnotolk; , pak nalozime

obdobrt jako v prvni modifikace Eulerovy metody.
VSechny dosud uvedené metodyipdb rozsahlejsiridy Rungovych-Kuttovych metod.

Xi+1
Jejich spolénym rysem je, Ze odhaduji integrélf (t, Y(t))mt z rekolika hodnot funkce
%

f v bodech, ziskanych z vychozich hodnety, a pomocnych krak Tyto hodnoty

jsou zkombinovany tak, aby se vykompenzovaly chgbjnizSichradi. Takto lze za

cenu tSi slozitosti obdrzet metody libovavysokéharadu.

Rungova-Kuttova metoda 4adu se obvykle jevi jako optimalni kompromis, kgby#

vypoitu pouziva hodnota pravé strany dtyiech bodech; je dokazano, Zze péd

p > 4 neexistuje obdobny postup, ktery by vydtpouze s hodnotamip bodech.
Rungovy-Kuttovy metodyfadime mezi metody jednokrokove, nébqii

vypoctu hodnotay,,, pouzivame zidve vypatenych hodnot pouze jedinoy..
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Tabulkaradi probiranych metod

metoda fad
Eulerova 1
prvni modifikace Eulerovy 2
druha modifikace Eulerovy 2
Rungova-Kuttova 4tadu 4

4.2. Vicekrokové metody

Tyto metody vyuZivaji obeénvice nez jednu poslednvypaitenou hodnotu.
MysSlenka je zaloZzena na tom, Ze z posloupndsuedvypatenych hodnot dostavame

informaci o pfbéhu teSeni, ktera nam umidje |épe odhadnout integral

Xi+1
j f (t, y(t))@t. To dovoluje nafiklad zvysitiad metody, aniz bychom gebovali dalsi
%

pomocné kroky, jaké jsme pouzivali v Rungovych-Kufich metodach.
Jednoduchost &iterych vicekrokovych metod je lakava. Bohuzel $&d,

neba k nastartovaniskrokové metody pdebujeme shodnot y,,y,,K,y,. Ty

ziskdvame zvolenostartovaci metodquobvykle rékterou z jednokrokovych metod,
nag. Rungovou-Kuttovou, jejimuz naprogramovani se teeyyhneme. Na druhé
straré nasazeni vicekrokové metodyide snizit vypoetni slozitost. Hlavni vyhodou je
moznost zpesreni feSeni v metodagbrediktor-korektor

Z hlediska zavislosti chyb na kroku by bylo Zadpaby startovaci metoda byla
zhruba stejnéh&adu jako vicekrokova metoda, kterou se bude gokiat. Zejména by
bylo nevhodné zvolit startovaci metodu podstatizSihoiadu, neb® pak hrozi, Ze
hned v prvnich krocichijpustime velkou chybu, ktera znehodnoti naslednyotst,
provedeny s vysSi fpsnosti. ResrgjSi analyza chyb vede k dopémni, aby fad
O jednu niZsi proto, Ze startovaci metodu pouzZijemenstantnim p&u kroki
(minimalnim pro nastartovani vicekrokové metodygtirmco pdéet kroki vicekrokové

metody je nefimo unerny délce kroku.

1) Adamsovy-Bashforthovy metody (explicitni)

Tyto metody vychazi ztoho, ze s hodnotami pratwréanyg f,, f_,K, f_,
(odpovidajicimi uzlovym badn x,, x_,,K , X_,;) prolozime interpokéni polynome; a

ten integrujeme misto neznamé funkif, y(t)).

-34 -



Tedy

Ay, = fqﬁi (t) it
X

Ve skuténosti neni pdeba pimo pdcitat interpol&ni polynom ¢;. Podle Uvahy o

linearit integralu zavisi vysledek linearma hodnotachf,, f_,K , f,__,,, je tedy tvaru
s-1
Ay, =hD @ ],
j=0

kde @; jsou fedem vypéitané konstanty pro danou metodu. (Lze ji ziskeggraci

polynomi z Lagrangeova tvaru interpéf@ho polynomu nebo metodou neéitych
koeficienti.) Jeden krok metody tedygquistavuje pouze jeden vyfa pravé strany a
jednu linearni kombinaa hodnot.Rad metody jes, tedy p@&et pouZitych bodl.

Je nutné jestzdiaraznit, Ze nahrada polynomem se zde pouziva proprstranu

f(t, y(t)), nikoli profeseniy(t).

2) Adamsovy-Moultonovy metody (implicitni)

Tyto metody pouZivaji obdobnou mysSlenku jako mgtoddamsovy-
Bashforthovy, pravou stranii(t, y(t)) aproximuji interpolanim polynomem. Abychom
se vyhnuli velké chyb zpisobené extrapolaci, interpolujeme (v uzSim smydliy
tomu, Ze interpokni polynomg; prolozime nejen hodnotami,, f,_,K , f, ale i

v Ti-s+l

hodnotou pravé strany v bdc,,, tj.

fi+1 = f(xi+1’ yi+1) '

Ta ovSem zavisi i na vysledné hodhot,,. Stejre jako u Adamsovy-Bashforthovy

metody se postup redukuje na vypblinearni kombinace hodnot pravé strany

s-1
Y Y =AY, :hDij [ P

i=1
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kde @; jsou fedem vypotené koeficienty pro dankad metody. Po dosazeni g,

dostavame rovnici

s-1

Vi =Y thigw, [f (Xi+1’ yi+1)+h|£mj i,
j=0
(1.8.)

pro neznamou hodnotw,,,, kterda je timto uena implicitré; proto se takovym
metodamiika implicitni. Nevyhodou je, Ze jeniidka se rovnici (1.8.) da reSit
analyticky a tim realizovat twodni zandr. Pripadné numerickéeSeni této rovnice
zvySuje vypdéetni nargnost. Pouziva se ve zjednoduSené psdako sodast metod

prediktor-korektor ty jsou hlavnim mistem uplaini implicitnich metod.

3) Metody prediktor-korektor

Jedné se o Siroké spektrum metod, které se lpmjoZivaji, zejména v ulohéch,
kde je dosazeni pozadovangegnosti obtizné. Zakladem je korektor, coz ¢&tera
z implicitnich metod, modifikovana tak, Zze se r@ei(1.8.)feSi numericky. \j-té
iteraci z ni vypéitame odhady.,,, hodnoty y.,,, piicemz na pravé stranpouzijeme

odhad v,,,;, ziskany v pedchozi iteraci. Je-li korektorem Adamsova-Moultemo

metoda, dostaneméqapis

s-1
Yi; =Y, +hD @, F_, +hio, [ (xiﬂ,yim_l).
i=0

Jedna se vlastno ieSeni rovnice (1.8.) metodou prosté iterace. Pmspalgoritmu
zbyva stanovittidici mechanismus itafaiho pouziti korektoru. Jednotlivé kroky
vypoétu je zvykem ozn&ovat zkratkami jejich anglickych naiv P pro prediktor
(predictor), C pro korektor (corrector). Krémmich miZze byt (z hlediska sloZzitosti)

nezanedbatelnatasti vypdétu i vyhodnoceni pravé strany (evaluation), tj. iaid
fi+Lj = f(xi+1!yi+],j)| J =O,l...,

ozna&ované pismenem E.
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Jak je zvykem u metody prosté iterace] by se cyklus korektoru provédtak
dlouho, dokud nedosahneme dostatemalého rozdilu po sémésledujicich vysledk

Yisj = Yiesja- T@kovy postup ma vSak problem v tom, Zedem nevime, kolik iteraci

budeme pdtebovat. V praxi se to @e projevit radikalnim zpomalenim metody
v pribéhu feSeni. AHtom nemusi mit smysl usilovat o velmigsnéieSeni, nehd
samotna rovnice (1.8.) je jiz jen rfepnou aproximaci spravnéheSeni fvodni
diferencialni rovnice. Zéthto divodi se obvykle voli konstantni pet k opakovani
korektoru a odpovidajicfidici mechanismus se formdlzapisuje P(EC)‘E. Tento
postup odpovida jednomu kroku numerickéeeni diferencialni rovnic€asto se voli

k =1, pak se korektor — bez ohledu na obdrzené vysledsguzije jen jednou #dici
mechanismus lze zapsat jako PECE.

Piikladem metod prediktor-korektojsou Adamsovy metody. V nich je
predikatorem Adamsova-Bashforthova metoda, korektorAdamsova-Moultonava
metoda. Kombinaciuznych prediktol a korektoé dostavame velmi Sirokou Skalu
metod.

Metody prediktor-korektor se v poslednich letecllifgy natadé novych UspsSnych
aplikaci tam, kdeidvejSi postupy selhavaly, jako namii predpowdi vyvoje slunéni
soustavy na desitky miliard let.

Ptiklad:

Na €leso misobi tihamlg smérem dofi a odporova sila prastdi A [v smErem

vzharu. Pa&éateni rychlost ¢élesa je nulova. Pak plati

ma‘;—‘t’:mcg—/lw ,v(0)=0

Pokud

muzeme napsaeseni

Veliciny y, y, a funkcef mohou byt také vektory. Zapisujeme je do sldupc
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Y1(t) Yo1 fl(t’ y)
_ | v.(t) Yoo _| Rt y)
v =7y | YO =]ty =)t
Yat) Yon f.(t. y)
Derivaci zngime takto
dy_
at 7

dy _
it = >
Nyni porovname vektorovy zapis
y=fty)
Y(to) =Y

a slozkovy zapis

v = H(t Vo VoK L Ya)

Y, = £t Vi Y2 K L )
M

Vo = Ft Vo V2. K L )

Y1 (to) = Yo
Y, (to) =Yoo
M

Yolto) = Yon

Rovnice vysSichradi nez prvniho Ize vhodnymi substitucemiepeést na soustavu

rovnic prvniho  fadu. Rovnice n-tého tadu y(")...k-té derivace

y") = g(t, y, Y, K,y ) S p@atenimi, resp. okrajovymi podminkami
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Y(to) = Yo
y (to) = Yoz
M

Y to) = Yo

Po grepsani do systénmurovnic 1.fadu substitucemi:

V=Y, Y, =Y, Ky, =y

y,i =Y, Y,

Y.=Y; _ Y;

v fty)= y

Yo =0t V0 V2. K Vit glt.y)

Yi(to) = Yor Y
Y, (to) = Yo Y, = Y3
M 0 M
yn (tO) = yOn yOn
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5. Metoda Monte Carlo

Metodou Monte Carlo se nazyva souhrn postugovolujicich pomoci
mnohonasobnych ndhodnych pokudskatieSeni Uloh z najznéjSich oblasti ¥dy a
techniky (matematiky, fyziky, chemie). Zakladem owbt je experimentalni simulace
n¢jaké udalosti.

Tato metoda pé#t mezi metody numerické matematiky poussténé. Pri pouZiti
jinych numerickych metod musime znat algoritmi@Seni Ulohy a sjeho pomoci
nalezneme hledanou v@hu s danou fesnosti. Cely postup vyp je pisns
determinovan. Metodou Monte Caiesime ulohy tak, Ze pro kazdy problém sestrojime
nahodny proces se statistickymi parametry (chariskteami), které se rovnaji
hledanym veliindm Uulohy. Provedemd&adu nahodnych experimdénta vysledky
najdeme statistickym vyhodnocenim ziskaného méateri& vyhodnocovani se
vyuZivaji zakony teorie pra¥gdodobnosti. Vyp&tovy proces je nedeterminovany —
feSeni ¥tSinou neniZzeme pesre reprodukovat. B opakovani vypétu postups
dochazi k vyhlazovani chyb.

Metoda se pouziva ¥ipadech, kdy fesny algoritmugesSeni ulohy nezname nebo je
piilis slozity. K provedeni vyptiu st&i znat cely komplex podminek, za kterych
k danému jevu dojde, a tyto podminky napodobit. dddly proces nebyva realizovan
skut&nym experimentem, ale modelovanim v samoém pgitaci, tj. provadnim
operaci s nahodnyméisly. Na zaklad analyzy skuteného procesu vybudujeme
dostaten¢ jednoduchy model, ktery jiz naSimi pristky dokaZzeme \esit.

Zakladnim a neg¥nr¢jSim obratem metody je modelovani takové nahodii€ing &,
jejiz stedni hodnote&EE je rovna hledané veing.

Budeme hledat neznamou hodna@u Podle schématu metody Monte Carlo

vytvoiime nahodnou valinu ¢ se stedni hodnotolE£ = a. Ocekavanou hodnotiEéE
(a tim i hledanéa) odhadneme tak, Ze provedemenezavislych realizaci ndhodné

veliciny &:¢,,K , ,. Podle zakona velkyatisel plati, ze jejich gimer
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pro dosti velkan se blizi ka. Dale budeme fedpokladat, Ze velina & ma koneény
rozptyl D& = E({z)—(Eg‘)Z. Za pomoci centralni limitniéty teorie pravépodobnosti

dostaneme

lim P{—x< néDf Di(fi—a)<x}:2m>0(x).

i=1

V tomto vztahu je integral pragdodobnosti

®,(x) = = ij'exp(—ﬁjmt.
201 2

:

Jeho hodnoty téz @ieme u&it pomoci funkced)(x). V tabulce je uvedenoé¢kolik
hodnot.
Hodnoty integrélu pravgbodobnosti
X 0,675| 1,212| 1,645| 1,96| 2,58| 3,0 | 3,29
2dy(x) | 0,50 | 0,80 0,90, 0,950,99|0,997| 0,999

Pro dosti velka tedy plati
P{

P pouziti tohoto vzorce pro odhadgsnosti vypdtu si nejprve stanovime dovolené

g?n—a‘ < X DTf} = ZBDO(X) :

riziko a a pak z tabulky najdeme hodnotuyhovujici vztahu
20,(x)=1-a.
Jelikoz nahodna veina & je piblizné normalni se sirodatnou odchylkou
o =,/D¢/n, negastji se volil-a =0,997 ¢cemuZ odpovid&x = 3Tato volba byva

vrealném ppadc zbyte&né prisnd a Wi horni hranici chyby. Bkdy pouzivana

pravdpodobna chyba pracujicie= (& rovna

= 067 D_E
n

o

pravd
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Z uvedenych odhddvidime, Ze chyba metody seistem pdtu pokusi n zmensuje

jako i. Existuji sice specialni postupy, jez dovoluji higst konvergence pékud

n

zvysit, pesto vSak byva vzdy nizsi nez“l. Proto k dosaZeni dostate gesnosti je
n

treba velkého ptiu pokusi, coz je zakladnim omezenim metody Monte Carlo.
Na paatku vypd@tu nebyva rozptyl modelované wehy & znam, je jej vSak

mozno odhadnout i v pbéhu vypaitu. K tomu je nutno spolu s vyrazeﬁfi pccitat i
i

> (&) . Pro dosti velka plati (n > 30)

neboli pro odhad rozptylu dostaneme vztah

D¢ -&% DZ &) - E Dz f}

Chybu mizeme piblizné odhadnout v gib¢hu modelovéani i bez vygtu rozptylu.

Ktomu st&i hledanou sumuzq‘i rozclit na nekolik casti a didi sowty spolu

porovnat.

5.1. Generovani ndhodny¢fsel

Vypocetni schéma metody Monte Carlée@pokladd modelovani ndhodného
procesu pomoci operaci s nahodnyéisly. Tato cisla byvaji ziskavana ¢holika
zpisoby. K dispozici jsoutzné tabulky nahodnyclisel, je moZno i zkonstruovat
generatory nahodnyatisel, zaloZzené na analyze nahodnych fyzikalnictihpdc(Sumu
elektronickych prvk, radioaktivniho rozpadu, apod.).

V souwasné dob, kdy jsou ulohy metodou Monte Carlo t&nvyhradré reSeny
na samoéinném pgitaci, rozhodujicim se stal zgob teti — pomoci pseudonidhodnych
¢isel. V pravém slova smyslu se nejedna o nahaédsta, nebd jsou ziskavanaifsng
determinovanym 2zisobem, zato vSak je vypet mozno provaid primo pQitacem a

ziskat tataisla rychle a v dostataém pd@tu.
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Postups byla vytvdena celdada algoritni, jejichz pouziti dava posloupnost
pseudonahodnyctisel s dobrymi statistickymi vlastnostmigtéina algoritnd vede na

rekurentni vzorec prvnihi@du:
& = 9&(mod M).

Pro hodnoty &, =1, g=5"a M =2% je pak perioda opakovani posloupnosti

pseudonahodnyctisel 2°. Uzivaji se v3ak i rekurentni vzorce vy3sfati, kdy nové

pseudonahodnéslo ¢, urcime na zaklagloperaci s predchozimiisly

qti' fi—l’ K, Ei—r+l '

V algoritmech, kde pracujeme s nahodnymi (i pseadodnymi) c¢isly, ma
konvergence prawgodobnostni charakter. Existuji vSak i speciéisla (budeme jim
fikat ,kvazinahodna“), jejichZz pouziti v algoritnteenetody Monte CarloimaSitadu

vyhod — konvergence je vzdy zafi8t, nejsou nutné statistické testy a konvergence je
L .1 . . ., . ..
témet rychlosti —. Okruh problém, pro které jsou kvazinahodri#sla vhodna, je ale

n

omezen, a tat@isla se mohou pouZzivat pouze v zadanéiagio Rikladem takové

posloupnosti kvazinahodnyefsel rozélenych rovnonirné v intervalu(O, 1) je

nebo
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5.2. Transformace nahodné valy
Predpokladejme, Ze mame k dispozici nahodnowveliy rovnongrné

roz&klenou na intervaIL(O, 1). DalSi parametry rozteni jsou
1
Ey == Dy = —
4 5 4

Pfi modelovani nahodného procesu chceme pracovahaindu vekinou & obecr
nerovnonérné rozctlenou na intervalia, b) s hustotou pravghodobnosti P, (x)
(s distribwni funkci F, (x)), piipadre maze veltina & byt i diskrétni. Je proto nutno

veli¢inu y na ¢ transformovat ik4 se téZz ,rozehrat nahodnou velu ¢ “. Metod
transformace jedkolik:
1) Rozehravani diskrétni nahodné vetiny

Veli¢inu & budeme mit zadanu tabulkou

(Xl X, K an
f:
PP, K p,

Vytvotime vektor an slozkach:p, p,+p,, p,+ P, +p;, K, 1

0 1P ptp prpetp 1

Pak nagenerujeme jednu hodngt ukime, do kterého intervalu padne, to znamena, ze

budeme vySébvat podminku
i
y< z P;
i=1
Prvni interval, pro ktery bude tato podminka s@ta, uti prisluSnou hodnoty = x;.

2) Metoda inverzni funkce
Pro ziskani hodnoty spojité ndhodné &ielf & musime pro jednotlive

hodnotyy vytesSit vzhledem ké jednozn&né rovnici

£
J'p(x)mx= y . (1.9.)
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Pokud je integraieSitelny analyticky, ziskame transfornavzorec typué = g(y).

3) Metoda vykéru (metoda Neumannova):

V rfadk pripadi nelze integral (1.9.) wgSit. Pak pouzijeme nasledujici metodu:

Stati nam gedpoklad, Ze hustotg, (x) je omezena na intervala, b). Zvolime M tak,
aby platilo p(x)s M, xD(a, b). Nagenerujeme v hodnoty nahodné veiny
y:y, ay, avytvaimecisla

/71 :a+y1[6b_a)
n, =ML,

Bude-li bod P o sodadnicich (/71,/72) lezet pod kvkou py = p{(x), ti. bude-li
n < pf( l). Polozime é =77,. Nebude-li podminka spina, nagenerujeme novou

dvojici y, ay, a postup opakujeme.citinost metody zavisi na hodga¥l, kterou je
nutno zvolit co nejmensi

M = supp,(x) .

a<x<b

4) Metoda superpozice

Budeme hledat nahodnou wtiu ¢ s distribwni funkei F(x) =", [F, (x),
i=1
kde F, (x) jsou téz distribéni funkce,c, + K + c,, = lavSechnac, > 0

Zavedeme diskrétni nahodnou v@lu 5 s rozalenim

Plati: nagenerujeme-li dvnezavislé hodnotyy, a y, veliciny y, rozehrajeme
¢islemy; hodnotusn =k a pak z rovniceF, (E)= ¥, urtime £, bude distribani funkce
veliciny ¢ rovna F(x).
Této metody mMizeme pouzit, bude-li vyget pomoci metody inverzni funkceilps
slozity.
5) Modelovani n-rozmérného ndhodného bodu

Budou-li sodadnice bodu nezavislé,ireme kazdou z nich modelovat z#1aS

pomoci dive uvedenych metod.
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Pokud mame generovat body z oblasti slozZitéhidoghu, je vhodné zobecnit
metodu Neumannovu. Zvolime jednoduchou oblast,akiesold obsahuje zadanou
oblast. Body pak generujeme v této no¥&ivoblasti
a testujeme, padnou-li do nasivpdni oblasti. Pouze takové body zachovame a adstatn
vylou¢ime.

6) Transformace typu é = g(yl, K, yn)

Krom¢ zatim uvedenych transforirdch metod existuje mnozstvi dalSich

algoritmi, které konstruuji ndhodnou w&hu ¢ pomoci rkolika (n22) hodnot

veli¢iny .
Priklad:

Nalezrite nahodnou valinu ¢ definovanou na intervall(0, 2) s hustotou
pravatpodobnostip(x) = 1—52 Eﬁl+ (x —1)4] :

Pouzijeme-li metodu inverzni funkce, budeme mug&sit vzhledem ké rovnici
(£-1° +5F =12)y-1. Proto dame iednost metadl superpozice. Hustotu

pravdEpodobnosti p(x) sloZime ze dvou hustot

p(x) =

N~
o
N
—
>
N
I
N o
L
P
|
NP
S

p(¥) = 2 () + < ()

Metoda nam d& nésledujici jednoduchy algoritmusupteni &

2Ly, "

1+8/20, -1 n

5

“%

&= =
>—
6

5.3. Vypaiet ukitych integréat

Metoda Monte Carlo je vhodna i prteSeni uUloh, které maji obvyklé
determinované algoritmy. Teorie je rozpracovanavyymxXet jednoduchych i
nasobnych integra) pro feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic, gperace

s maticemi, prd@eSeni diferencialnich a integralnich rovnic, apod.
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Ukolem bude vypditat integral z funkcef (x) na viastnim intervalga, b)

f(x) Cex .

Q C—y T

K dispozici mame dvjednoduché metody.
1) Vypa'et stedni hodnoty funkce

Metoda uéeni hodnoty integralu spaiva vtom, Ze vezmeme nahodnou
veliginu & rovnonerné rozctlenou na intervalya, b) a zavedeme nahodnou vt
n= f(f), jejiz matematickéaekavaniEn je rovno pamérné hodnat funkce f(x) na
intervalu(a, b>. HodnotuE; odhadneme pomoci aritmetickéhameru n nezavislych

realizaci vekiny . Potom

2) Geometricka metoda

V této metod je paitana plocha podikvkou y = f(x). Budeme pedpokladat,
Ze funkce f (x) je na celém intervalfia, b) omezena. Vezmeme &mahodné vetiny:
&0(a,b)an (0, c) rovnomerne rozcklené na pislusnych intervalech. Zkonstruujeme

n nahodnych baid (£,77) a budeme wovat, kolik z nich leZi podikvkou y = f(x).

Jejich pdet ozngime n'. Potom

I

I &c[(b—a)[%

Srovnani obou metod ukazuje, Ze geometricka meto@actSi (nebo v optimalnim
piipadt stejny) rozptyl nez metoda zaloZzena na ¥patedni hodnoty integrované
funkce a byva proto&Sinou mén presna.

Pti volbé metody davameipdnost postupu s jehoz pouzitim rychleji nalezneme
vysledek se zadanou chybou. Pouhé &jiSwelikosti rozptylu Dé k tomu nest#,
musime je&t vzit v Uvahu rychlost vygou jedné hodnoty integrované funkae

Kritériem vhodnosti metody pak bude gour [D€& .
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Priklad:
Porovnejte vhodnost obou jednoduchych metod iatagpro integral

Izjl.i/;mx

0
Tento integrél je rovepg. Algoritmus zaloZeny na &eni stedni hodnoty funkce dava

pro vypaet | vztah

|&#ﬁ%.
i=1
Rozptyl nahodné veliny 7 = (y)?ls bude

1 2 2
5 5 5
D =| x® de—(—j = —
-([ 6 252

Pt pouZziti geometrické metodys= dbstaneme prb vztah

|a%5i<ﬁ ,

kde
1
=1 pro yi < y?
1
=0 pro y = )P
Rozptyl
5
Df=cl-12=z=
z 36

Pouhé srovnani rozptyldava jednoznmé prednost meto#l zaloZzené na deni stedni
hodnoty funkcef (x) Budeme-li vSak uvazovat i pet operaci paebnych pro ziskani

jednoho¢lenu v sodtech tvdicich odhadyl, bude situace sloZjBi. V prvni metod

1
musime nagenerovat nahodiéslo y; a paitat y°. Vdruhé metod musime

' 1
nagenerovat dvnahodn&isla y; a y, a studovat podminky’ < y>.
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Pokud ji Fevedeme na ekvivalentni podminky )° < y;, bude kli obvykle
pomalému postupu vygtu paté odmocniny @étacem i gres Etsi rozptyl geometricka
metoda vhodgSi. Z uvedeného ifkladu vidime, Ze volba nejvho&siho algoritmu
v metod Monte Carlo neni vzdy&ei jednoduchou, dosazené Uspéagu vSak mohou
byt zn&né.

Konvergence obvyklé metody Monte Carlo je dosti ptédmJe proto vhodné hledat
postupy zvysujici f@snost vypétu jinym zpisobem nez ustem pdtu pokus n.

Existujetada metod snizujicich rozptyl:

1) Nalezeni hlavniasti

Integral se budeme snazit rglitina dw ¢asti — jednu davajici hlavni vklad do
vysledku a druhou jako ogsiujici korekci. Hlavnicast se vypéita analyticky nebo
jinou numerickou metodou a korekcictme pomoci metody Monte Carlo.

Pro vypdet integralu najdeme funkgj(x) blizkou funkci f (x), jejiZ integral zname

I1=T o(x)ex .

Dale budeme pracovat s ndhodnoudnetiu

n = (a-b)f(&)-a(&)+1,
Pak

& 20 [r(e)-ole ).

Rozptyl veltiny  bude

b

D@ = (b-a) [f(x)- g cix—(1-1,)

a
2) Metoda vazeného vyhu

Pri této metod nebudeme volit nahodnésla & v intervalu <a, b> rozclena
rovnonerne, ale v oblasti fispivajici vice k hodnétintegralul je budeme generovat
S WtSi hustotou. V nejjednodussintigadt rozcslime interval (a, b) na rékolik ¢asti a

v kazdé z nich vezmeme jinou nahodnoudieli rovnongrné rozclenou pouze v tom

diléim intervalu. Hustotu rozdeni volime podle velikosti integrované funkce
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intervalu. Vysledny odhad pro integiatiostaneme jako soet vysledk z jednotlivych
podinterval. Této metod se tak&ikd metoda vyéru po skupinéch.

V obecrjSim postupu volime nahodnou wéthiu & s hustotou pravgbodobnosti

p(x) Spoji se nEnici v intervalu(a, b>. Hledany integral upravime do tvaru

~—

f(x

f () Celx = %)Ep(x)mx :

X

D C—y T
D C— T

f(é)

Zavedeme-li novou ndhodnou vétiu 77 = ﬁ bude pro ni platiEn = 1

Jako odhad integraluproto mizeme vzit

Vhodnou volbou hustoty praggdodobnosti p(x) nyni mizeme podstath zmensit

rozptyl. Rozptyl nahodné veélny » bude

f*(x) fx— 12

p(x)

Dnp-=

D C— T

Optimalni volba hustoty pra¢édodobnosti vetiiny ¢ je

kdy mize rozptyl klesat dokonce az na nulu. V realnéipgat budeme volit takovou

nadhodnou vetinu &, kterou je&t maZzeme dostat®é jednoduSe rozehrat a jejiz hustota

pravatpodobnosti se bude co nejvice poddigk) .
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3) Metoda symetrizace integrované funkce

Obecr plati, Ze rozptyl bude tim men&iim pomaleji se bude integrovana

funkce na intervaIL(a, b> meénit. Budeme se proto snazit integrovanou funkciaugr

tak, aby rozptyl poklesl. Konkrétni tiprava zaviaitwaru funkcef (x).

Je-li funkce f (x) monoténni, je ji vhodné symetrizovat

o) =5 17() + f(a+b-x]

Integral pak budemeriplizné potitat podle vztahu
1 n
' &HD; [1(&) + fla+b-&)]

Doba vypdtu jednohoc¢lenu se prodlouZiiiblizné dvakréat, rozptyl vSak klesne jést
vice. V gipact funkci slozZi¢jSiho pfibehu je nutno symetrizaci provétdtéz slozZigji.
Pro usgsné pouziti uvedené metody je pratebia nejprve ziskat co nejvice informaci o

integrované funkci.
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6. MATLAB

Nazev Matlab je zkratka odvozena z ndzvu MATrix Bokatory. Systém
obsahuje vlastni interpret jazykMIATLAB ve kterém Ize ffjpravit jak davkové
soubory, tak definovat i nové funkce. Tyto funkcehmou byt interpretovany lupiimo
Z textové podoby soubibr nazyvanychm-file nebo z pedzpracované podoby-file.
Systéem dale umabje pidavat moduly ( souborymex-file ) zkompilované do
strojového kodu procesoru. Jazykem zdrojovych saubiize byt jazykC, C++,
Fortran nebo po pouZzitincc(Matlab to C Compiler) i funkce uloZzenamfile.

Asi nejdilezitejSi casti instalaceMatlabu jsou "knihovny" funkci ( ve
skute&nosti adres@ s m a mex soubory ), které jsou nazyvangolboxy Toolboxy
obsahuji vzdy ucelenym #pobem ¥etné dokumentace aifkladi zpracovany uity
obor numerické matematiky, analytické matematikgtistiky, systémovéhorfstupu
k regulacim a dalSi obory, ve kterych nachatlab uplatreni.

Systém ma uplatmi v typickych oblastech:

+ Matematickeé vypéty

« Vyvoj algoritma

+ Modelovani a simulace

+ Analyza dat a vizualizace

+ Védecka a inZenyrska grafika

« Vyvoj aplikaci wetrg uzivatelského interface

Funkce a jazyk Matlabu

Matlab podporuje funkce sieznym pa@tem vstupnich i vystupnich parametri
definici funkce jsou nadefinovana formalni jméngupsich a vystupnich paramietFxi
volani funkce neni nutné naplnit vSechny vstupnametry a ukladat hodnoty vSech
vystupnich parametr V téle volané funkce jsou pak nepouzité vstupni pargmet
nedefinovany a funkce nesniist hodnoty &chto parametr. K informaci o pdétech
parametit slouzi funkcenargin anargout .

Dulezitd upozortni: Matlab povaZzuje veSkery obsafdky za znakend za
komentd. Definice funkce musi byt obsazena v prvadlce souboru. Souvisly blok

komentde za&inajici od druh&adky a ozn&ny znakem? v prvnim sloupci bude
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vypsan pikazem helgméno_funkce Frikazy obsahujiciifffazeni nebo volani funkci je
ve funkcich vhodné uk@ovat znakem , jinak @i kazdém provedenitfkazu dojde k
vypsani hodnot pknych prong¢nnych.

Grafika

Nejjednodussim ifkazem pro zobrazeni zavislosti dvou peomych nebo
pribéhu jedné prordnné je pikaz plot . Zobrazovana data jsoudeplavana ve fort
sloupcovych vektdr. Obeck ma gikaz podobuwlot(X,Y,S,...), kdeX a'S mohou byt
vynechany. Vykresleni dvou period funkce sinusstijirikaz plot(sin(0:0.01:4*pi)") .
Transpozice na sloupcovy vektor neni v tomtpgE nezbytk nutna, plot je
inteligentni. V takto vykresleném grafu bude mitos vyznam hodnoty indexu v
piedaném vektoru. Proto by bylo vhaii nadefinovat progmnou XH0:0.01:4*pi]'
dale prongnnou Y=sin(X) a pouzit delSi formy ffkazu plot . Textovy parametiS
specifikuje barvu a Zysob vykresleni gibéhu. Skupinu paraméir X,Y,S lze i
n¢kolikrat opakovat Zaroue parametr Y nemusi byt jen sloupcovy vektor. Vice
sloupcovych vektdr slozenych do matice provede vykreslegkalika pribehu.

Matlab umoziuje vykreslit vice graf do jednoho okna, a to jakgs sebe fold
on ) tak i vedle a pod sebes(bplot ). Je mozné libovohmeénit métitka os, pouZzivat

logaritmické a semilogaritmické zobrazeni. Funkeshvykresluje z mati@-D grafy.
Aproximace dat polynomemn-tého stupné

Funkce LINREGRESE (resp. LINEST v anglické verzicEi) pomoci metody
nejmensichétveral vypccita koeficienty pimky (y = mix1l + m2x2 + ... + b), ktera
nejlépe odpovida zadanym dat (y, x1, x2...). Krond vypactenych koeficient funkce
umi vracet i dalSi regresni statistiky. V MATLABgel samoiejmé data aproximovat
také. V gipad, Ze chceme zadana (némna) data aproximovat polynomemtéeho
stupré, mazeme to jednodusSe provést pomoci funkce polyfier&tpouziva metodu
nejmensicletverai:

p = polyfit(x, y,n) ,
kde

X je vektor hodnot nezavisle prémé,

y je vektor hodnot zavisle pramneé,
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n je stup@& polynomu, jimz chceme aproximovat bob(y, yi] a

p je vektor koeficient vysledného polynomi(x), piicemz

P(x)= p()x" + p(2) x"* +K + p(n) X+ p(n+1)
Poznamky:
= volba stups polynomu ¥tSinou zavisi na fyzikalni podstgproblému

= pokud pro data délkyN pouzijeme polynom stugn N -1, provadime

aproximaci interpolaci (tj. polynom bude prochaz&mi body[xi, yi] )

= pro polynom stup&iN (a vysSich) uloha samigmé nema jednozrmeéreSeni a
funkce polyfit hlasi "Warning"

= pokud potebujeme aproximovat jinou funkci nez polynomem, dz#-soubor
funkce polyfit upravit (a ulozit pod jinym n&zvermjebo pouZzit metodu
nejmensichétveral, kterd vede keSeni soustavy lineérnich rovnic. Uvedené
postupy lze samdejm¢ pouzit pouze pro modely, které jsou linearni
v parametrech.

Protoze nas kro&nkoeficienti aproxima&niho polynomu ¥tSinou zajimaji také hodnoty

polynomu P(x) ve vSech prvcich vektorn (nag. kvali grafickému znazorni),

existuje také funkcpolyval

y_aprox = polyval(p, x) ,

kde
p je vektor koeficient aproxim&niho polynomu,
X je vektor hodnot nezavisle prémmé a
y_aproxje vektor hodnot aproxintaiho polynomu.

Sou'et ¢tvera: odchylekpak vyp@teme snadno - kfipomoci cyklu for (pes
vSechny prvkyy aproxay), anebo jednoduSe s vyuzitim toho, Ze nas zajionées
prvki vektoru, ktery vznikl umoaimim kazdého prvku vektoru rozdil mezi

y_aproxay:

S= sun{(y_aprox— y)."2)
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Priklad:
Chceme aproximovat 8 na&penych hodnoti av polynomem 2. stupgn

>>u=[11.52.12.533.13.2 3.5]; % namerena,dsaav. prom.
>>vy=[7.8 8.15 8.3 8.25 8.1 8.3 8.35 8.2]; % namareata, zav. prom.
>> p=polyfit(u,v,2) % koeficienty polynomu 2. stuppro 'u*a 'v'
p=-0.1684 0.8977 7.1150

>>v_aprox=polyval(p,u); % hodnoty polynomu v 'u’

>> S=sum((v_aprox-v)."2) % soucet ctvercu odchylek

S =0.0345

>> plot(u,v,'r+") % graf, puvodni data jako cervexmizky

>> hold on % prikreslime dalsi

>> plot(u,v_aprox,'k.-") % graf polynomu jako cetvedy spojene carou
>> axis([0.8 3.7 7.7 8.4]) % uprava 0s

>> title('Data a jejich aproximace parabolou’)%enagrafu

>> |legend('data’,'aproximacni polynom',4) % zobrazlegendu (4 = vpravo dole)

A vysledek:
Dizla & j=jiah aprosimaces parabalou
24
=2 __.-"-_\_‘—‘—\—\_ N
" '\-_H-
e .
.
(=h .--__.-' -
=1 .-""-f .
F
gt 4
Tal A
l'..-.
THI E
dEia
—— aprosimacni palynam
= ) ) ) T T T
T 15 2 25 a a5
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Struény popis oken

Command Window —ijfikazové okno pro zadavaniilaz v jazyku Matlabu.

Workspace — zde se zobrazuje obsahgiage mozné jednotlivé proémné editovat.

Command History —iflve zadanéifkazy; ozn&eni datem.

Current Directory — prohliZesouboti a adresé.

Launch Pad — rychlyifstup k hlavnim satdstem MATLABuU.
Help / Matlab Help v hlavni nabidce - zobrazi najoov

File / Set Path nastavi cesty k pouzivanym adiiesa

File / Preferences — zakladni nastaveni komponextialau.

cos
sin

tan

exp

log, log10, log2
sqrt

abs

imag, real, conj
¢islo

round, floor, ceil

u=1[789]
v =[3; 4; 5]
v=u
w=238

y =2:3:20
y=3:end

Nékteré matematické funkce
kosinus
sinus
tangens
exponenciala o zakladu e
logaritmus pirozeny, o zakladu 10 a 2
(druha) odmocnina
absolutni hodnota

imaginarni a realn&st komplexnihaisla, komplexa sdruzené

zaokrouhleni, zaokrouhleni doleva, doprava

Operace s maticemi
radkovy vektor
sloupcovy vektor
transpozice vektoru
ektor[23456 7 8]
vektor [258 11 14 17 20]
prvky vektorwy s indexy od 3. do posledniho

X = linspacda, b, N) fadkovy vektor Neisel ekvidistantéirozloZzenych mez ab,

X(1)=a X(N)=b

X =logspacéa, b, N) fadkovy vektor Ntisel exponenciathrozlozenych mez ab,

X(1)=a X(N)=b
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A=[123; 567] matice oiddcich a 3 sloupcich

B = spars€A) fidka matice

eyd?3) jednotkova matice 3x3

oneg3) matice jediek

zerog3) matice nul

diag(w) diagonalni matice s vektorem w na diaden
diag(A) diagonala matica (vektor)

spdiaggB, d, m, n)  fidka matice typum x nvytvorena ze sloupcmaticeB

umistnych na pozice dené vektorena

full (A) zobrazeniidké matice v ,plném* tvaru

SpY(A) schematické zobrazeni ,zaghii' maticeA

rand(3,4) matice typu 3 x 4 nahodnyi&kel mezi 0 a 1 (rovhokmé
raddni)

rand('state’,0) nastaveni generatoru ndhodriysél do stavu 0

randn(3) matice nahodnyckisel s normalnim roztenim (stedni

hodnota je 0, rozptyl je 1)

oneg4, 8) obdélnikova matice jediak
zerogsizgB)) nulova matice stejného typu jaBo
M = zerog3, 4, 5) trojrozmirné pole nul

Kresleni
fplot(‘'sin’, [-2 10]) vykresli funkci

x =0 : pi/100 : 2*pi; y = sin(x)plot(x, y)

vykresli body o saadnicichxi, yi spojené lomenoé&arou
plot(y) vykresli body o satdnicichi, yi spojené lomenotarou
plot(x, y, "', X, sin(x-0.3), 'b--") vykresli dva gyaflo stejného obrazku, prvnitevarg,

druhy¢arkovar mode

plot(A) vykresli sloupce matice ¢kolik sérii bodi spojenych
lomenoucarou)
plot(2) je-li Z vektor komplexniclisel, vykresli se body o

souadnicichreal(2) aimag(2)

t=0:0.2:2*pi; plot(cos(t)+i*sin(t), **) kresleni komplexniho vektoru
(kruznice)
t=0: pi/50 : 10*pi;plot3(sin(t), cos(t), t) parametrické 3-D kresleni
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t = 0:.01:2*pi;polar(t, abs(sin(2 * t) .* cos(2 * t))); parametrickégsteni

[X, Yy, z] =pol2cart(theta, r, z)

[theta, r] =cart2pol(x, y)

[X, Yy, z] =sph2carf(theta, phi, r)

[theta, phi, r] =cart2sph(X, vy, z)
xlabel('rychlost [m/s]’)
ylabel(‘¢as [s])

title (‘'Pohyb kyvadia')

axis squareaxis([-pi pi -1 1])
grid on,grid off

fevedeni z polarnich nebo
cylindrickych sotadnic do
kartézskych
prevedeni z kartézskych salnic do polarnich
nebo cylindrickych
fevedeni ze sférickych siadnic do
kartézskych
gevedeni z kartézskych galnic do sférickych
ozné&ni vodorovné osy
oznéeni svislé osy
nadpis grafu
nastaveni os stadnic

zapnuti / vypnuti zobrazeni sadnic

text(1, 1.5,{\itNalezrte lokalni maxima.}) umishi textu do grafu, pouziva se
jazyka TeX

hold on vystup do existujiciho (posledniho vyteného) grafu

hold off prekresleni pedchoziho grafického vystupu

subplot(m, n, p) rozdleni aktualniho grafického okna nanc¢asti vm

fadcich an sloupcich a nastaveni grafického vystupu do

p-tého z nich (p&itano poradcich)

cla vymazani aktivniho grafu
clf vymazani aktivniho grafického okna
Polynomy
p=[1-28] reprezentace polynomu pomoci vektehojkoeficieni (v paradi

od nejvysSi mocniny)

polyval(p, A) vycisleni polynomip v prvcich maticeA

polyvalm(p, A) vycisleni polynomu v matich (dosazen” za nezavisle

proneEnnou)

roots(p) koreny polynomup

p = polyfit(x, y, n) aproximace de[ix, y] polynomem stuphin ve smyslu nejmensich

étveral
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Optimalizaéni funkce

p = polyfit(x, y, n) aproximace de[k, y] polynomem stuphn ve
smyslu nejmensSicttverai

yk = pchip(x, y, xk) interpolace poastech kubickym Hermiteovym
polynomem

yk = spling(X, y, xk) interpolace kubickou spline funkci

Isqcurvefit(@F, [x0], xdata, ydata) nelinearni interpolace @det nejmensich
¢tveray); reSi ulohu najik, pro které vyraz
norm(F(x,xdata) — ydata, 2)2abyva svého
minima

x = fsolvg(@F, x0) feSeni rovnicer (x) = 0; posatesni priblizeni x0

Funkce pro priblizné ¥eSeni diferencialnich rovnic
[T, Y] = oded5§@F, [0 1], [a b]) metoda Runge-Kutta@du pro soustavy
diferenciélnich rovnic
odesef'AbsTol', 1e-6) nastaveni paranieproreSte diferencialnich

rovnic
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7. Fiklady reSené pomoci MATLABU

Piiklad 1:
Harmonicky oscilatorifeSime pomoci diferencialnich rovnic #adu pomoci
Matlabu.

-’ X w= 5 vlastni frekvenceoscilatoru
dt? m

Pacétesni podminky:
x(0)=x,, V(0)=v,

Prevedeme rovnici na soustavu 2 rovnic #adu pomoci substituce

¥ = x(t), y, =x(t).

Y=Y,

ylz =-af Ly,
pak

Y1(O) =X

¥,(0) = v,

Vytvotrime funkciharm_osc.mvracejici pravou stranu soustavy diferencialmésiic:

function dydt = harm_osc (t, y)
omega2 =1,
dydt = [y(2); -omega2 * y(1)];

V piikazovém oka definujemecasovy interval, p&ateEni podminky a soustavu

reSime:
>> tinterval =[0 10];
>>y0 = [0;2];

>> [t, y] = oded5(@harm_osc, tinterval,@);
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Grafy x(t), v(tzobrazime takto:
>> tinterval =[010];
>>y0 = [0;2];
>> [t, y] = oded5(@harm_osc, tinterval,@);
>>figure;
>>plot(t, y(:, 1));
>> xlabel't"); ylabel x);

>> title("Poloha oscilatoru v zavislosti na case”);

ANEAY
\ [

>>figure;
>> plot(t, ¥(:,2));
>> xlabel't); ylabe("'V);

>> title("Rychlost oscilatoru v zavislosti na case’);
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Rychlost oscilatoru v zavislosti na case
2 3 T T T T T T T

15F

-0s5}

-1}

Vytvoiime fazovy portrét, ktery dava do vzajemné soustsimolohux (vodorovna osa)
s rychlostiv (svisla osa):

>>figure;

>>plot(y(:,1), y(:,2));

>> xlabel"x"); ylabel("V');

>> title("Fazovy portret harmonickeho oscilatoru’);

Fazovy portret harmonickeho oscilatoru

T T T
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Piiklad 2:
Z voltampérové charakteristiky diody jsme rtith body dle tabulky.

U [V] | [A]

0 0
0,332031] 3,1-1C°
0,385742| 1,13-1¢"
0,405273 2,00-1C"
0,424804| 3,40-1¢
0,43457| 4,65-1¢
0,444336| 5,89-1¢"
0,454102| 7,32-1¢"
0,463868 9,11-1¢"

Reseni:

1) ReSime pomoci linearni interpolace:

U =[00.332031 0.385742 0.405273 0.424804 ... % [U]=V
0.43457 0.444336 0.454102 0.463868 |;

| =[03.10e-5 1.13e-4 2.00e-4 3.40e-4 ... %I[l]=A
4.65e-4 5.89e-4 7.32e-4 9.11e-4;

% jemne deleni napeti pro zobrazeni prokladanycrek

UU = U(1) : (U(end)-U(1))/100 : U(end);

Il =interpl(U,l,UU, linear");

figure;

Nyni vytvorime graf
plot(U,1,'or',UU, I1,'K’);
legend('merena data’,'linearni interpolace”);
legend boxoff;
% protazeni osy y do zapornych hodnot
C = axis;
ifc(3)>=0
set(gca,"YLim',[c(3)-(c(4)-c(3))/40,Inf]);
end



xlabel('U [V]);
ylabel('l [A]);

title("Voltamperova charakteristika, linearni irgelace’);

Voltamperova charakteristika, linearni interpolace

9 iy T T T T
O merena data

—— linearni interpplace

I I ! ! I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

2) Re$ime #iznymi metodami interpolace:

U =[00.332031 0.385742 0.405273 0.424804 ... % [U]=V

0.43457 0.444336 0.454102 0.463868 ];
| =] 0 3.10e-5 1.13e-4 2.00e-4 3.40e-4 ... %Il=A
4.65e-4 5.89e-4 7.32e-49.11e-4 ];
% jemne deleni napeti pro zobrazeni prokladanycrek
UU = U(1) : (U(end)-U(1))/100 : U(end);

11 = interp1(U,l,UU,'pchip");
112 = interp1(U,l,UU,'spline’);
figure;

Vytvoiime graf
plot(U,l,'or',UU,111,'k",UU,112,'b");
legend(‘'merena data’,'Hermituv splajn’,'’kubickiajsy);
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legend boxoff;
% protazeni osy y do zapornych hodnot
C = axis;
ifc(3)>=0
set(gca,"YLim',[c(3)-(c(4)-c(3))/40,Inf]);
end
xlabel('U [V]);
ylabel(l [A]);
title('Voltamperova charakteristika, ruzne metaatgrpolace’);

Voltamperova charakteristika, ruzne metody interpolace

© merena data

8 — Hermituv splajn -
— kubicky splajn

I [A]

1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
u vl

3) Resime pomoci fitace kubickym splajnem:

U =[00.332031 0.385742 0.405273 0.424804 ... % [U]=V
0.43457 0.444336 0.454102 0.463868 ];

| =[03.10e-5 1.13e-4 2.00e-4 3.40e-4 ... %I=A
4.65e-4 5.89e-4 7.32e-49.11e-4 ];

% jemne deleni napeti pro zobrazeni prokladanycrek

UU = U(1) : (U(end)-U(1))/100 : U(end);

% interpolace kubickym splajnem, not-a-knot enddition



% 1) not-a-knot end condition (bez predepsanyciva@ splajnu na

% pocatku a konci grafu)

p = spline(U,);

11 = ppval(p,UV);

% 2) interpolace s predepsanymi derivacemi di/ddgrek), dli/dU(konec)
didul = (1(2)-1(1))/(U(2)-U(2));

didu2 = (I(end)-I(end-1))/(U(end)-U(end-1));

p = spline(U,[dIdU1,I,dIdU2]);

112 = ppval(p,UU);

% grafy

figure;

Vytvotrime graf
plot(U,1,'or',UU,111,'b",UU, 112,'k");
legend('merena data’,'kubicky splajn - bez zaklancovych derivaci', ...
'kubicky splajn - se zadanim koncovych dazi’);
legend boxoff;
% protazeni osy y do zapornych hodnot
C = axis;
ifc(3)>=0
set(gca,"YLim',[c(3)-(c(4)-c(3))/40,Inf]);
end
xlabel('U [V]);
ylabel(l [A]);

title("Voltamperova charakteristika, fitace kubyok splajnem’);
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Voltamperova charakteristika, fitace kubickym splgnem

T T
O merena data
—— kubicky splajn - bez zadani koncovych derjvaci
—— kubicky splajn - se zadanim koncovych derivaci _|

| | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
U v

4) ReSime pomoci fitace polynomem:

U =[00.332031 0.385742 0.405273 0.424804 ... % [U]=V
0.43457 0.444336 0.454102 0.463868 |;

| =[03.10e-5 1.13e-4 2.00e-4 3.40e-4 ... %I[=A
4.65e-4 5.89e-4 7.32e-4 9.11e-4;

% jemne deleni napeti pro zobrazeni prokladanycrek

UU = U(1) : (U(end)-U(1))/100 : U(end);

% aproximace (fitace) polynomem 2. radu, | = a22U3*al1*U + a0

p = polyfit(U,1,2);

[111] = polyval(p,UU);

p = polyfit(U,l,3);

[112] = polyval(p,UU);

figure;

Vytvoiime graf

plot(U,1,'or',UU,111,'b',UU,112,'k’);
legend(‘'merena data’,'polynom 2. radu’,'polynona@u’);
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legend boxoff;

xlabel('U [V]);

ylabel(l [A]);

title("Voltamperova charakteristika, fitace polynem’);

Voltamperova charakteristika, fitace polynomem

10 T T
O merena data

—— polynom 2. radu
—— polynom 3. raclu

| [A]

-5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
U v

A)Resime pomoci fitace exponencialni funkci:

U =[00.332031 0.385742 0.405273 0.424804 ... % [U] =V
0.43457 0.444336 0.454102 0.463868 ];
| =[03.10e-5 1.13e-4 2.00e-4 3.40e-4 ... %[]] = A

4.65e-4 5.89e-4 7.32e-49.11e-4 ];
% jemne deleni napeti pro zobrazeni prokladanycrek
UU = U(1) : (U(end)-U(1))/100 : U(end);

% aproximace (fitace) exponencialni funkci,

% | = a*exp(b*V), In(l) = In(a) + b*U

% pred logaritmovanim proudu je treba vyloucitrprikodnotu | = 0 !!!
Inl = log(l(2:end));
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[p,s] = polyfit(U(2:end),Inl,1);
[Inll,delta] = polyval(p,UU,s);

figure;

Opt vytvorime graf
plot(U,l,'or',UU,exp(Inll),'b");
legend('merena data’,'exponencialni fitace");
legend boxoff;
% protazeni osy y do zapornych hodnot
C = axis;
ifc(3)>=0

set(gca,"YLim',[c(3)-(c(4)-c(3))/40,Inf]);

end
xlabel('U [V]);
ylabel(l [A]);

title("Voltamperova charakteristika, fitace expoai@lni funkci’);

Voltamperova charakteristika, fitace exponencialnifunkci

x10
T T T T T
5 O merena data =
—— exponencialni fitace
8 |- —
7 | |
8 |- -
r—|5 [ 7
<
4+ a
3 . o
2 Jas gt |
1 . -
0 1 | | | 1 | | | 1 i
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05

u vl
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8. Zawr:

Cilem diplomové prace bylo podraljnspecifikovat vybrané metody numerické
matematiky, ¢asto uzivané ve fyzice. Byly popsany a rozebranytodye reSeni
diferencialnich rovnic, metoda Monte Carldzmé metody interpolace a aproximace.
K vétSine metodam jsou uvedeny nazorrigkfady i jejich postugeseni.

V diplomové préaci byly popsany a rozebrany zaklafinikce pgitacového
programu Matlab, ktery se€asto pouziva pro iphlednéieSeni pikladd pomoci
numerickych metod.

V poslednicasti prace je wkladre rozepsan postufgSeni gkolika fyzikalnich giklada
tak , jak je lzaeSit v programu Matlab.

Byla bych rada, kdyby moje prace byléinmsem pro vSechny, kiese o danou
problematiku zajimaji a abyfippela ke zpeseni vyuky danych numerickych metod a
pomohla i pi praci s Matlabem.
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