Jiho&eska univerzita v Ceskych Bud&jovicich

Pedagogicka fakulta
Katedra matematiky

UZITI MAPLE NA SS

DIPLOMOVA PRACE

Autor: Zuzana HAVLIKOVA
Vedouci: RNDr. Vladimira Petraskova, Ph.D.



Prohlasuji, ze jsem diplomovou préci zpracovala samostatné¢ a ze jsem uvedla

veskerou literaturu, kterou jsem v této praci pouzila.

V Ceskych Budgjovicich, dne 27. dubna 2007

Zuzana Havlikova



ANOTACE
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ANNOTATION
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Uvod

Cilem této diplomové prace bylo vytvofit pracovni listy zaméfené na diferencialni
pocet s vyuzitim matematického programu Maple ve vyuce matematické analyzy na
stiednich Skolach.. Pracovni listy jsou ur€eny piedevs§im pro studenty jako pomiicka pfi
pochopeni zakladnich poznatkl z analyzy ve vypoctech s jednou proménnou (limity,
derivace, prib¢h funkce). Vyuziti programu Maple umoziuje studentiim rychleji a
snadné&ji teSit ptiklady, pokud maji urcité potfebné teoretické znalosti, které pomoci
pocitace vyuziji. Proto je text prace ucebni, jak z hlediska matematické analyzy, tak
z hlediska vyuziti programu Maple, ale zdrovein obsahuje i mnozstvi feSenych a
nefeSenych ptikladl vhodnych k dostatecnému procviceni dané latky.

Vuvodni kapitole je vysvétlena zakladni syntaxe piikazii programu Maple na
jednoduchych piikladech. V dalSich kapitolach je uvedena zakladni teorie a nésledné
ukdzany navody, jak vyuzit program Maple pfi feSeni piikladi, které se tykaji dané

problematiky.



1. Prehled pouzité symboliky

Vxe A:V(x)
dxe A:V(x)
a=>b

asb

N

Z

R

(a.b)

(ot
(a,b),(a,b)
(~o0,0)

f

Ax)

D(f)
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h(x) = g(ftx))
Y (a)

Y (a,9)
X—>a
lim f(x)
lim f(x)

lim f(x)

X—>a—

lim f(x)

X—>+0

pro kazdé x z mnoziny A plati, Ze x mé vlastnost V
existuje asponi jedno x z mnoziny A, které ma vlastnost V
a implikuje b
a je ekvivalentni s b
mnozina piirozenych ¢isel
mnozina celych Cisel
mnozina realnych Cisel
otevfeny interval
uzavieny interval

polouzavieny interval

neomezeny interval, mnozina R

funkce f

funk¢ni hodnota funkce /v bod¢ x

defini¢ni obor funkce f

obor hodnot funkce

soutadnice bodu, ktery nalezi grafu funkce y = f(x)
inverzni funkce

funkce slozena z funkci £, g, fje vnitini funkce, g je vnéjsi
funkce

hodnota slozené funkce 4 = g of v bod¢ x
okoli bodu a

0 - okoli bodu a

x se blizi k bodu a

limita funkce f'v bodé a
limita funkce /v bod¢ a zprava
limita funkce f'v bod¢ a zleva

limita funkce f'v nevlastnim bod¢ + o



lim f(x)

YL/ )
f (@
LAV AN CY
(@)

limita funkce f'v nevlastnim bod¢ — o

prvni derivace funkce /v bod¢ x
hodnota prvni derivace funkce f v bod¢ a
druhé derivace funkce f'v bod¢ x

hodnota druhé derivace funkce f v bod¢ a



2. Syntaxe prikazii v programu Maple

Ptikazy mohou koncit sttednikem nebo dvojteckou. V ptipad¢ stiedniku se povel

provede a ukaze na obrazovce, piikaz koncici dvojteCkou se sice provede, ale jeho

vysledek se nezobrazi na obrazovce. Maple pouziva klasické operacni znaky +, —, +, /.
Jestlize v piikazu s parametrem zaddme misto parametru %, pak se za parametr dosadi

vysledek z ptedchoziho ptikazu.

Vnitini matematické funkce a konstanty:

T Pi logpx log[b]x
e exp(1), E \/; sqrt(x)
0 infinity |x| abs(x)
— — infinity sin x sin(x)
e Exp(x) COoS X cos(x)
In(x) (pfirozeny logaritmus) In(x) nebo log (x) tg x tan(x)
logqox (log. se zakladem 10) Log10x cotg x cot(x)
Seznam zakladnich operatori:
operator vyznam operator
+ scitani < mensi nez
- odcitani <= mensi nebo rovno
* nasobeni > veétsi nez
/ déleni >= vétsi nebo rovno
A umocfiovani = rovnost
$ sekvencni operator <> nerovnost
desetinna Carka —> funk&ni operator
= pfifazovaci pfikaz %% odkaz na druhy pfedch. vyraz
% odkaz na pfedchazejici vyraz % %% odkaz na treti pfedch. vyraz

Definovani jednoduchvch funkci v Maple:

Deklarace: jméno funkce: = proménna — vyraz,

Popis: Funkce jedné proménné je definovana pomoci vyrazu s proménnou.

Priklad: > f:=x->3*x%*2+x-5;

f=x® 3x24x-5




Piehled pouzitych piikazt Maple:

solve:

Deklarace: solve (rovnice, neznama);
Popis: Nalezne feSeni rovnice, pokud je uvedena neznama, fesi rovnici vzhledem k dané
nezname.
Priklad: > solve (x*2-3*x-4,x) ;
4, -1

evalf:

Deklarace: evalf (vyraz);
Popis: Aproximuje zadany vyraz s pfesnosti na 10 &islic.
Priklad: > evalf (Pi) ;
3.141592654
limit:
Deklarace: limit (funkce, proménnd = vyraz);
Popis: Vypocita limitu funkce pro proménnou jdouci k vyrazu, poptipad¢ interval.
Deklarace: limit (funkce, promeénna = vyraz,volba);
Popis: Pokud uvedeme parametr volba (viz. Tabulka), vypoc€ita limitu napt. lim zprava
nebo zleva.
Ptiklad: > limit (exp(x), x=infinity);
o0
> limit(1/x, x=0, right);

o0

> limit(1l/x, x=0, left);

—00

litmy
laft. x—m—fl:x) Limita zleva v bodé a=x

L
right th{x} Limita zprava v bodé a= x

litmy
real Hﬂf(x) Limita funkce v bodé a nebao v nevlastnim bodé a = o

Tabulka
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diff:

Deklarace: diff (funkce, promeénna);

Popis: Vypocita prvni derivaci funkce podle zadané proménné. Opakovanym uzitim
vypocitad 1 vyssi derivace.

Priklad: > diff (sin(x) ,x);

cos(x)

simplify:

Deklarace: simplify (vyraz);

Popis: Zjednodusi vyraz bez vyuziti pravidla.
Piklad: > simplify ((x*2-1)/(x-1));

x+1

plot:
Deklarace: plot (vyraz, promennad = a ..b);
plot (funkce, proménnad = a ..b);
Popis: Nakresli spojity graf vyrazu nebo funkce jedné proménné na zadaném intervalu.

Ptiklad: > plot(sin(x) ,x=-Pi..Pi,y=-1..1);

Parametry: labels, discont, numpoints, style....

iscont:
Deklarace: iscont (vyraz, proménnd = interval)
Popis: Testuje spojitost na intervale. Pokud je funkce spojitd, zobrazi se vysledek true,

pokud neni spojitd false.

-11 -



Piiklad: > iscont( 1/x, x=1..2 );

true

subs:

Deklarace: subs (proménna = nahrada, vyraz);

Popis: Umoziuje nahradit kazdy vyskyt proménné proménnd ve vyrazu novou
proménnou ndhrada.

Piiklad: > subs ( x=2, x*2+x+1 );

type/evenfunc:
type/oddfunc:
Deklarace: type(funkce, evenfunc(promenna));
type(funkce, oddfunc(promeénna));
Popis: Tyto procedury testuji paritu funkce £, to znamena, zda je funkce suda nebo
lich4, s ohledem na proménnou x.
Priklad: > type (x*2,evenfunc(x)) ;

true

factor:

Deklarace: factor(polynom);

Popis: Provede rozklad polynomu na soucin kofenovych Cinitell, piikaz 1ze pouzit i na
kraceni zlomkii.

Ptiklad: > factor (x*2+3*x+2) ;

x+2)(x+1)

-12 -



3. Pracovni listy

3.1 Pracovni list 1

Funkce a jeji zakladni vlastnosti

Definice. MnoZinu f nazveme redlnou funkci jedné proménné, jestlize plati:
1) kazdy prvek mnoziny fje uspotadand dvojice [x, y] , X,y € R, fix)y=y,

2) (Vx,3,,3, € R\[x, v ]e f Al y,]e f)= v =y,

Definice. Definicni obor funkce fje mnozina vSech hodnot, pro které je funkce f

definovana.

Definice. Necht je dana funkce /. Mnozina vSech y € R, ke kterym existuje aspon

jednox € R tak, ze [x, y] € [, se nazyva obor hodnot funkce f.

Véta. (O rovnosti dvou funkci)
Necht’ jsou dany funkce f, g.
Potom /=g {D(f) = D(g) AnVx e D(f): f(x)=g(x) }.

Definice. Funkce f'se nazyva prosta, pravé kdyz pro vSechna xi, xoe D( f)plati

je-li x; # x,, pak f(x,)#= f(x,).

Definice. Jeli funkce fprosta, pak k ni existuje prave jedna funkce f~ L pro kterou
plati: 1. jeji definiéni obor D(f ") = H(f),
2. kazdému ye D(f ) je piitazeno pravé jedno xe H(f ™) = D(f), pro které je
1) =x.

Funkci /' nazyvame funkce inverzni k funkce f.

- 13-
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Definice. Funkce f'se nazyva suda (popft. lichd) funkce, jestlize plati:
(Vx € D()(f (=x) = f(x)) (popi. (Vx € D(f))(f(=x) =—1(x))).

Poznamka. Graf sudé funkce je symetricky podle osy y a graf liché¢ funkce je
symetricky podle pocatku.

Definice. Necht Cislo p # 0. Funkce f'se nazyva periodicka s periodou p, jestlize pro
kazdé¢ x € D(f)plati: f(x+ p)= f(x)azaroven také f(x— p)= f(x).
Pokud existuje nejmensi ¢islo py > 0, potom fikédme, Ze funkce f’je periodicka

s nejmensi periodou py.

Definice. Funkce fje zdola omezena, jestlize existuje Cislo d e R takové, ze pro
vSechna x € D(f)je d < f(x).
Funkce fje shora omezena, jestlize existuje ¢islo s € R takové, ze pro

vSechna x € D(f)je h> f(x).

Funkce f je omezena, jestlize je zdola omezena a zaroveii 1 shora omezena.

Definice. Necht' f je funkce, M je podmnozina jejiho definicniho oboru. Funkci f
nazveme

1. rostouci v mnoZiné M, pravé kdyz pro kazdé x,,x, € M plati:

X <xy, = f(x) < f(x,),

2. klesajici v mnoziné M, jestlize pro kazdé x,,x, € M plati:

X <xy, = f(x)> f(x,),

3. neklesajici v mnoziné M, jestliZe pro kazdé x,, x, € M plati:

X <x, = f(x) < f(x,),

4. nerostouci v mnozin€ M, jestlize pro kazdé x,,x, € M plati:

x <x, = f(x) 2 f(x,).

V ptipadé€ 1. a 2. mluvime o ryzi monotonii, v ptipad¢ 3. a 4. o monotonii.

- 14 -



3.1.1 Resené piiklady

Piiklad 1. Je déna funkce f: y = . Zapiste jeji defini¢ni obor, najdéte

x*=3x+2

hodnotu funkce /v bodé 3 a rozhodnéte, zda Cislo 5 patii do oboru hodnot funkce f.

ResSeni.
Defini¢nim oborem funkce fje mnozina vSech realnych cisel x, pro kterd ma vyraz

1

smysl, tzn. pro ktera je x° —3x + 2 # 0. Kvadraticky troj¢len rozlozime na
x*—=3x+2

sou¢in linearnich dvojélenti x* —3x+2 = (x — 1)(x — 2). Plati tedy (x — 1)(x — 2) #0,

pokud x# 1 a zaroven x# 2. Potom D(f) = (—oo,1) U (1,2) U (2,0).

Funk¢ni hodnotu ziskdme jednoduse dosazenim cisla 3 do vyrazu, tzn. ﬁz
x°=3x+
1
3°-3.3+2 2

Rozhodnuti, zda 5 patii do H(f), tzn. zda najdeme ¢islo xe D(f"), pro které bude
1
2

latit 5 =
P x°=3x+2

. Vynasobime rovnici vyrazem x*> —3x+2 a dostaneme

5x* —15x+10=1, odedtenim 1 ziskame rovnici 5x* -15x+11=0 =

335 345

3
=>x, =————,x, =—+——_. Tim jsme dokazali, ze 5 patii do H(f).
2 10777 210 ! P 2

Reseni pomoci Maple.
Defini¢ni obor musime urcit sami, to program neumi, obor hodnot také zvladneme
z hlavy, ale pokud ho chceme zkontrolovat pouZzijeme piikaz f(x), kdy za x dosadime

zadané Cislo, pro které funkéni hodnotu hleddme. Nejdrive si zavedeme funkce f.

> f£:=x->1/(x"2-3*x+2) ;
> £(3);

-15-



1
2
Program muzeme uplatnit v poslednim tkolu, kdy pro vypocet kvadratické rovnice

pouzijeme piikaz solve.

> solve(l/ (x*2-3*x+2)=5,x) ;

x°—16

Priklad 2. Zjistéte, zda se funkce f: y = a g: y=x + 4 rovnaji. Sestrojte grafy

obou funkei.

ReSeni.
Nejprve ur¢ime D(f) =R — {4} a D(g) = R. Protoze D(f) # D(g), funkce se nerovnaji.
Ale plati: Vx e L = D(f)nD(g) = R~{4} je fix) = g(x).

2
x°-16
fiy= gy=x+4
x—4
10 10
b g
5 G
¥ ¥
2 2
4 2 2y 4 4 2 2y 4
2 : 2 *
-4 4
Obr.2 Obr.3

ReSeni pomoci Maple.
Program Maple v tomto piipadé vykresli oba dva grafy stejn¢, funkéni hodnota

v bod¢ 4 se zobrazi, piestoze funkce fneni v tomto bod¢ definovana. Program Maple

- 16 -



vykresli pro ob€ funkce graf na obr.3 a my musime u funkce f/* do grafu zakreslit body
nespojitosti.

Priklad 3. Zjistéte, ktera z danych funkci je licha a kterd je suda:

2

1 X
froy=—, y=2-x, firy=— .
X x“+4

ReSeni.

D(fi)=R — {0}, pro kazdé realné c¢islo tedy plati: pokud je x € D(f,) = —x € D(f,).

fix)= (_i)3 = _x_13 =—f,(x). TakZe funkce je licha.

D(f;) =R, pokud tedy x € D(f,),paki —x € D(f,). Ale kdyZ dosadime do
predpisu, vyjde ndm f5: (—x) =2 — (—x) =2 + x, tzn. Ze se nejednd o lichou ani o sudou

funkeci.

N2 2
D(f;) =R, fi(~x)= ( ’ﬁ) = zx = f3(x). Funkce je proto suda.
(—x)"+4 x +4

Pro nézornost si nakreslime tyto grafy pomoci programu Maple, pouzijeme piikaz plot.

: 5T RN T
-4
Obr.5
f3
2
1.5
y 1
05
4 2 2y 4
0.5
-1
Obr.6
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Priklad 4. Urcete zda je funkce f: y = 2x +1 omezend v intervale (—0,0).

ResSeni.

Pro lepsi ptedstavu si nakreslime graf funkce na daném intervale,

tj. x € (—0,0) . 2

Funkce je rostouci a proto plati: pro kazdé h 1y

x € (—0,0): fix) < £(0), ¢ili fix) <1. [

Z toho plyne, ze funkce je shora omezena | 2 x - 1

v daném intervale. _1
Pokud budeme piedpokladat, ze je funkce f Obr.7

zdola omezena v daném intervale, musi existovat realné ¢islo d takové, Ze pro vSechna
, o , d—1 ,
x € (—0,0) plati f{x) > datedy 2x+1 2> d. Pro x ¢ili plati x> - to ale neplati,

d-1

protoze je x € (—0,0) a vzdy najdeme x mensi nez

Funkce proto neni omezend zdola a tim padem neni omezend na daném intervale.

Priklad 5. Urcete, zda je funkce fix): y=2tg g periodické a pokud ano, tak s jakou

nejmensi periodou.

ReSeni.
Funkee f(x); y= 2-1;% . D) =R-{{21+1) 7, I Z]

Funkce tgif) je periodickas penodou 77t pro ¥ D{ ) plati:
tgit) = tgt+km kde ke Z
U

| Zl=tg|Zvkm|=tz l[x+k'2ﬁj kde ke Z
2 2 2
!
Funkee v =tg [g] 1e pertodicka s penodou 2T, totéZ plati 1 pro funko y=2-tg [g]

protoZe wynasobenim konstanton se pertoda funkce neméni.

- 18 -



Priklad 6. Zjistéte monotonii funkce f: y = 3x + 2 v jejim defini¢nim oboru.

ReSeni.

Monotonii funkce ovéfime pies definici monotonie. Defini¢ni obor funkce fje R.
Podle definice vime, Ze funkce fje rostouci, jestlize plati: x, <x, = f(x,) < f(x,).
Pro danou funkci tedy plati: f{x;) =3 x; +2

fx) =3 x+ 2.

Dosadime do nerovnosti a vyjde ndm f(x,) < f(x,) = 3x, +2 < 3x, + 2.
Od obou stran nerovnice odecteme 2 a vydélime 3 a vyjde x; < x,, coz souhlasi
s definici rostouci funkce. Funkce f'je tedy rostouci na svém definicnim oboru.

Stejny postup bychom pouzili 1 pii zjistovani neklesajici (popt. nerostouci) funkce.
Pfidanim rovnosti se nerovnice nezméni, takze plati x, <x, = f(x,) < f(x,), ¢ili

funkce fje neklesajici.

Obr. 8

Poznamka. Ostatni piiklady na monotonii jsou uvedeny v pracovnim listu 8.
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3.1.2 NereSené priklady

1. Zapiste defini¢ni obory uvedenych funkei:

X a3
S 5 v 10x -3 {R { 1’13H
Sfox)=x+2 [(-2,0)]
f3(x) =log(x-3) [(3,0)]

— 1 —_
A=y [R-{-7.1}]

2. Rozhodnéte, které funkce jsou sudé (popf. liché) v definicnim oboru:

fiy= 24x [licha v R]
x +4
fiy=x+x [licha v R]
2
friy= al [suda v R]
|x| +3
faiy=1+ Jx [ani sudd,ani licha]
firy=0Y [suda v R—{0}]
X

3. Rozhodnéte, které funkce jsou omezené shora, omezené zdola, omezené

v definiénim oboru:

firy=cosx—1 [omezena v R]
10 ,
fary=— [omezend v R]
x°+2
fhiy=—4 |x| +3 [omezena shora v R]

4. Naértnéte graf funkce f; vite-li, ze D(f) = (~3,00) — {0}, f(~3) = —2. Prise&iky
grafu funkce s osou x jsou v bodech P[— 1, 0], Q[5, 0]. V intervalu (-3,0) je funkce
rostouci a neni shora omezend. V intervalu <— 3,3> —{0} je funkce suda. V intervalu

(3,)je funkce rostouci a omezena shora Cislem d = 4.

-20 -



Z grafu urcete obor funk¢nich hodnot funkce /. Urcete soutfadnice pruseciku grafu
funkce s osou y. Je funkce omezena zdola v defini¢nim oboru? Je funkce prosta

v defini¢nim oboru.

Vysledek:

[H(f) = (-2,%0), prusecik s osou y neexistuje, funkce je omezena zdola, neni prosta

v D(f)].

Obr. 9

5. Rozhodnéte, zda k témto funkcim existuji funkce inverzni, pokud ano, urcete

defini¢ni obor a obor hodnot inverznich funkci:

fiiy=—x+3 [ano, D(f) =H(/™") =R]
fz:y=x2—l [ne]

fiy=-2 [ano, DG™) = H(™) = R - {0}]
fiov | ]

6. Zjistéte, zda jsou funkce periodické a pokud ano, tak s jakou periodou.

1:y=S1n 3x + ano,p= —7x
in3x + 1 [ i
frry=x+cotgx [ne]

fry=tg x+% [ano, p = 7]
fary=cos [x+%j [ano, p = 27 ]
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3.2 Pracovni list 2

Elementarni funkce

Za zakladni elementarni funkce povazujeme:

e polynomické funkce (konstantni, linearni, kvadraticka)
e mocninné funkce

e raciondlni funkce

e cxponencialni funkce

e Jlogaritmické funkce

e goniometrické funkce

Dalsi elementérni funkce ziskame jako vysledek konecného poctu operaci s¢itani,

nasobeni a skladani uvedenych funkei.

Polynomicka funkce n-tého stupné

Polynomicka funkce n-t€ho stupné je dana rovnici ve tvaru
— n n-1 : 7 r roxr ) r
y=ax"+a, x" +.+ax+a,,kden je celé nezaporné ¢islo, a,,a, ,,..,a,,a, realné

koeficienty, a, # 0 a D(f) = R.

Specialné pro konkrétni hodnoty » dostaneme:

n=0 ¥y = ay, zde ptipoustime i ap=0 konstantni funkce
n=1 y=ax+a,a, =0 linearni funkce
n=2 y=a,x" +a,x+a,,a, #0 kvadraticka funkce

Cislo & nazyvame kofenem daného polynomu, jestlize f{ar ) =0.
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Konstantni funkce

Konstantni funkce je funkce, ktera je dana rovnici y = ay , kde ay je zadané realné
¢islo. Jeji defini¢ni obor jsou redlna ¢isla, obor funkénich hodnot H(f) = { ay}.
Grafem je piimka rovnobézna s osou x prochazejici bodem [0, a, ]

Na obr. 10 je zndzornéna konstantni funkce s hodnotou 1.

Linearni funkce

Linearni funkce je kazda funkce , ktera je dana ve tvaru y = a;x + ay , kde a;, ap jsou

realnd Cislaa a, # 0. Jeji defini¢ni obor 1 jeji obor funkénich hodnot jsou realna Cisla.

Grafem linedrni funkce je pfimka riznobézna s osou y a prochéazejici body [0, a, ],

{— ﬁ,O} Koeficient a; ovliviiyje sklon piimky (velikost thlu sviraného s osou x).

a,

Jestlize a; > 0, tak funkce je rostouci.

Jestlize a; < 0, tak funkce je klesajici.

Na obr.4.2 je znazornéna piimka, jejiz rovnice je y =2x + 3 a ptimka s rovnici

y=—2x+3.
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Kvadraticka funkce

Kvadratickou funkci se nazyvé kazda funkce dand rovnici y = a,x* +a,x +a,,
a, #0 aay, ap jsou libovolna redlna Cisla.

Defini¢nim oborem je mnozina R vSech realnych ¢isel, obor hodnot je pro a, >0

2 2
o a a
omezen zdola &islem a, ———, tzn. H(f)=| a, -——,®
4a, 4a,

2
. M I wr a
a pro a; < 0 je omezen stejnym Cislem shora [— 0,d, — 4;} .
a
2

Grafem je parabola , jejiz osou je rovnobézka s osou y a vrchol mé soufadnice
a a,’

— _1 , ao — 1 .
2a, 4a,

Odvozeni soufadnic vrcholu.

2
a a a da,a, —a a
a,x’ +ax+a,=a,(x’ +—Lx+-L)=a,| (x+——) +—"— =g, (x+—) +
a, a, a, 4a, 2a,
2
al
+a,—
4a,

axx* - kvadraticky ¢len, a je koeficient kvadratického &lenu
a;x - linearni Clen, b je koeficient linedrniho ¢lenu

ap - absolutni ¢len

a>0 a<0
4 4
y ap-(ardag Y23 —
- ay2ay 5 /1.\
2 T3 . A4 B -2 = 2 o B
-2 /t = ap‘Eag
ag—(algfdlag] 4 il
Obr.12 Obr. 13
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Mocninna funkce

Mocninna funkce s pfirozenym exponentem je funkce ve tvaru y = x”,
kde ne N-{0}.
Je definovana na mnozin¢ realnych ¢isel (D(f) = R)

Ukéazeme si jeji vlastnosti na grafu.

n - sud¢ y=x

H(f) =<0, o)
Je rostouci v <0, ),
je klesajici v (-0, 0 >.

Je suda.

Je zdola omezena, neni shora omezena.
V bodé 0 ma ostré minimum,nema

maximum v D(f).

ro7

H(f) =R

Je rostouci

Je licha. 3
Neni ani shora, ani zdola omezena.

Nema ani maximum ani minimum

v D(f).
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Racionalni funkce

-1
p,X"+p, X" +..+px+p, _

Raciondlni funkci nazveme funkci ve tvaruy = ~ —
q,x" +q, X" +.+qx+q,

R ACY)
0, (x)

realna cisla. Definicnim oborem D(f) funkce je mnozina R kromé vSech nulovych bodt

, kde m a n jsou celd nezaporna Cisla a koeficienty p,, ..., po, gm, ---, Qo jSou

polynomu QOm(x).

Nulové body polynomu Om(x) jsou body, pro které plati:
g, x" +q, x""+..+qx+q,=0.

Ve specialnich ptipadech nazyvame funkce:

,kde k #0 a D(f)= H(f) =R — {0} hyperbolicka (nepiima imérnost)

k
. y=—
X

Graf nepfimé imérnosti je rovnoosa hyperbola, ktera je soumérna podle osy x a y.

k>0 y=%
3
2
i 1
1%2 3 32 - 1 1
-2
-3
Obr.16 Obr.17
ax+b d a
. y= ,kdec #0,ad—bc #0,D(f)=R—-{—— }, Hf)=R—-{ — }
cx+d c c

linedrni lomena funkce

Graf linearn€ lomené funkce je rovnoosa hyperbola, jejiz stfed lezi v bodé
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3 |
Y2 < |

Exponencialni funkce

Exponencialni funkci o zdkladu a se nazyva funkce dana rovnici y = @, kde a > 0.

Pokud je a = 1, dostaneme rovnici y = 1" = 1 a jde o konstantni funkci.

Defini¢nim oborem jsou vSechna realna ¢isla ( D(f) = R). Oborem funk¢nich hodnot

jsou vSechna kladna redlna ¢isla ( H(f) = (O, oo) ).

Grafem exponenciondlni funkce je exponenciondlni kiivka (exponencionala)

prochézejici bodem [0,1].

Logaritmicka funkce

Inverzni funkci k exponencialni funkci je logaritmicka funkce o zakladu a dana
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rovnici y =log, x.
Defini¢nim oborem D(f) = (0,0)), obor funké&nich hodnot H(f) = (~o0,).

Grafem logaritmické funkce je logaritmicka kiivka prochazejici vzdy bodem [1,0].

y=log, x
D<a<l
2%
1
1 - 2x3 4 5
1
2
3
Obr. 21 Obr. 22

Goniometrické funkce

Funkce sinus je dana rovnici y = sin x. Defini¢nim oborem D(f) jsou vSechna redlna
¢isla R, oborem hodnot H() je interval <— 1,1> .

Funkce je periodické s periodou 2 7, je omezend, neni prosta, je spojita, je licha.

Grafem je sinusoida.

-1
Obr.23

Funkce kosinus je dana rovnici y = cos x. Defini¢nim oborem D(f) jsou vSechna

realna ¢isla R, oborem hodnot H(f) je interval <— 1,1> .

Funkce je periodické s periodou 2 7, je omezend, neni prosta, je spojita, je suda.

Grafem je kosinusoida.
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w 4] B

21
Obr.24

: . . 1
Funkce tangens je ddna rovnici y = tg x. Defini¢nim obor D(f)= R— Y {— T+ kﬂ'} ,

keZ 2

oborem hodnot H(f) je interval (—oo,o0).
Funkce je periodickd s periodou 7, neni omezena, je licha.

Grafem je tangenta.

'

Obr.25

Funkce kotangens je ddna rovnici y = cotg x. Defini¢ni obor D(f)=R - Y {k;z} a

keZ
oborem hodnot H(f) je interval (- o,c0).
Funkce je periodicka s periodou 7, neni omezena, je licha.

LA
Vi

Grafem je kotangenta.
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3.2.1 Resené piiklady
Priklad 1. Urcete rovnici linearni funkce, jestlize vite, ze [2)=3 afi—3)=-7.

Reseni.
Linearni funkce je dana rovnici y = a;x + ao. Dosadime do rovnice za x Cislo2 aza y
¢islo 3, déle za x Cislo — 3 a za y Cislo — 7, obdrzime nésledujici soustavu rovnic:
3= 2611 + ao
-7=-3a 1 + ao.
Jejim feSenim je jedina usporadana dvojice [a, ap] = [2, — 1]. Hledana linearni

funkce je tedy dana rovnici y = 2x — 1.

ResSeni pomoci Maple.
Soustavu rovnic vyieSime pomoci piikazu solve, nejdiive si v§ak zavedeme rovnice

pomoci piedpisu:

> r:={2*%al+a0=3, (-3)*al+al0=-7};

r:={2al+a0=3,-3al +a0=-7}

> solve(r) ;

fal=2,a0=-1}

Potom uz jenom dosadime do rovnice pro linedrni funkeci.
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Piiklad 2. Nadrtnéte graf funkce £ y =— x* — 6x — 8 a popiste vlastnosti piisluiné
funkce.

ReSeni.

Rovnici si nejdfive rozlozime na sou¢in kofenovych &initeld, tzn. — x> — 6x — 8 =
— (x +4)(x + 2). Tim zjistime, Ze funkce protne osu x v bodech —4 a—2. Osu y protina
v bod¢ — 8, nebot’ abychom zjistili prusecik s osou y, museli jsme vypocitat funkéni
hodnotu v bod¢ 0. Dale je potieba zjistit vrchol paraboly. Kvadraticky troj¢len si proto
upravime na ¢tverec. Dostaneme — [(x + 32 =9 +8]=—(x+3)* + 1. Vrchol bude tudiz
v bodé¢ V[-3, 1].

Nakreslime si graf funkce f.

% 2
8. 6 d—p | 2
-2
-4
£
-0
110

Obr.28

Z grafu vidime, Ze na intervale (—o0,—3) je funkce rostouci a na (3,)je klesajici.

Funkce je shora omezena a neni zdola omezena. Neni suda ani lichd. Neni prosta,
jelikoz existuji takova €isla x; # x,, kterd maji shodnou funéni hodnotu, tj. napt. x; =0,

X2=-6, f10)=f(—6) = 8.

ReSeni pomoci Maple.

Rozklad na soucin Cinitelli provedeme pomoci piikazu factor.

> factor (-x*x-6*x-8) ;

-x+4)(x+2)

Prisecik s osou y ur¢ime pomoci funkéni hodnoty v bodé 0.
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> £f:=x->-x""2-6*x-8;
f=x® x?-6x-8

> £(0);

Ovétime jesté sudost a lichost.

> type (-x*2-6*x-8,evenfunc (x)) ;

false

> type (-x*x-6*x-8,oddfunc(x)) ;

false

Priklad 3. Sestrojte graf funkce f definované na mnoziné¢ R — {2}, ktera je dana rovnici

_ x+1
Y x=2
Reseni.

e , , x+1 . oy . w
Nejdfive upravime vyraz tak, abychom mohli vyuzit znalosti o grafu nepiimé

umérnosti. Vydélime dvoj¢len x + 1 dvoj¢lenem x —2: (x + 1) : (x —2) = 1.

—x+2
3
x+1 3 y ., , 3 .
Je tedy 5 =1+ 5 Postupné¢ sestrojime grafy funkci f;: y = — definované na R
X— X— X

{0}, frry= 3 definované na R — {2}, ktery ziskame z f; posunutim o dv¢

jednotky ve sméru kladné poloosy x. Graf funkce fdostaneme z f, posunutim o jednu

jednotku ve sméru kladné poloosy y. Stied soumérnosti grafu fje S =[2, 1].

Zda jsme sestrojili graf spravné si mizeme ovétit pomoci programu Maple, ve

kterém si nakreslime vSechny tfi funkce pomoci piikazu plot.V tomto ptipad¢€ jsme
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pouzili navic ptikaz textplot, pomoci které¢ho si v obrazku popisSeme jednotlivé grafy.

Uvedeme soufadnice bodu, které urcuji, na jakém misté ma popisek byt.

> obrazek := plot([3/x,3/(x-2),1+(3/(x-2))],x=-4..6,y=-

4..6,discont=true,color=[green,red,blue]):
tl:=textplot([-3, -2, £1°],align=ABOVE, color=green) :
t2:=textplot([0.5, -3, £2 "],align=BELOW,color=red):
t3:=textplot([2, -3, f "],align=BELOW,color=blue) :
display ({obrazek,tl,t2,t3});

Obr.29

0.4
Priklad 4. Uzitim grafu vhodné exponencidlni funkce rozhodnéte, zda ¢islo (75] je

vEtsi nebo mensi nez 1.

Cislo 75 > 1, proto nakreslime graf exponencialni

g
4
. funkce pro a > 1.
¥ 2 Z obrazku vidime, ze hodnota funkce je v cisle

5
— vétsSinez 1.
2

Cibr. 20 Funk¢ni hodnota pro x = 0 je rovna 1 a tato funkce
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. , . . S e
je rostouct, proto je funkcni hodnota pro x =7 veétsi nez 1.

Ov¢tit si to mizeme pomoci programu Maple. Zadame piikaz evalf pro vycisleni

daného cisla.

> evalf ((sqrt(5)/2)70.4);

1.045639552

Priklad S. Vyuzijte znalosti o logaritmické funkci a rozhodnéte, zda je dany vyrok
pravdivy: logs 7 <logs 9.

ReSeni.
Uvazujeme logaritmickou funkci y = logs x, vime, Ze tato funkce je rostouci a proto
plati: Vx,,x, € R:x, <x,. TudiZ logsx; <logsx,. V naSem piipadéjex; =7 ax, =9,

takze dany vyrok je pravdivy. Pro lepsi pfedstavu je vhodné si nakreslit graf.

Obr. 31

ResSeni pomoci Maple.

Opét, jen pro kontrolu, zda jsme uvazovali spravné, pouzijeme piikaz evalf.

> evalf (log[4] (7)) ;

1.403677461

> evalf(log[4](9));

1.584962501
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Priklad 6. Sestrojte graf funkce f: y = cos [x + %) . Vyuzijte pfitom graf funkce
g:y =cos Xx.

ResSeni.

Pro VxeR jefix)=g (x + %), kdyZ si zkusime dosadit par bodt, dostaneme:

0-s{g)-en ()55 e (G2 ()5

= oS [—% + %) . Nakreslime si graf podle

zjisténych bodu.

Graf funkce f ziskdme z grafu funkce g posunutim -

N . T
ve sméru zaporné poloosy x o (Ej .

Priklad 7. Sestrojte graf funkce f: y = sin (2x + %)
Reseni.

Vyraz si nejdiive upravime na tvar f: y = sin (Z(x + %D a pak postupné sestrojime
grafy funkci g: y =sin x, A: y = sin 2x, f.
Na funkci f'se divame jako na funkci slozenou:
h=h;ohy, kde hy: u=2xa hy: y=sin u.

Funkce # je periodicka s periodou 7, protoze

funkce 4, ma nejmensi periodu 2 7 a tedy plati:

sin (u+2km) =sin u, takze sin ( 2x + 2k ) =

=sin (2 (x + k7)) = sin 2x.

— H:'_-Fain X
y=sindy
— ty=sinl2a+Pi)

Oy, 33
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Graf funkce f dostaneme posunutim grafu funkce / o % ve sméru zaporné poloosy x.

Priklad 8. Urcete realna Cisla a, b tak, aby graf funkce y = 2" + b prochazel body
AfL15] aB[-2,1].

ReSen.
Body A a B dosadime do piedpisu funkce a ziskdme soustavu 2 nerovnic o dvou
neznamych: 15 = 2" + b

1=27%"+b
Odegtenim rovnic ziskdme 2" —27" =14 = 2°(2' =27%) =14 = 2° % =14=

= 2“ =8=2° = a =3. Vypoditali jsme hodnotu a a jesté musime dopoditat b.
Dosadime a = 3 do jedné z rovnic: 15 =2*+ b= b = —1. Funkce f ma tedy rovnici

y=2""3_ 1. Nakreslime si graf této funkce.

[_2.1 1] [

e RN

Reseni v Maple.

Soustavu rovnic si vypocitime pomoci piikazu solve.

> solve ({15=2*(1l+a)+b,1=2*(-2+a)+b}) ;
{a=3,b=-1}
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3.2.2 NereSené priklady

J’ L, z=2
1. Nacrtnéte graf funkce f'(x) =
]~ 2x+l, x =2

Vysledek: Obr.35.

[ S o 3

2
4
B

Obr.35

2. Nacrtnéte grafy funkei, urcete soufadnice vrcholu, soufadnice priseciki grafu

s osou x a s osou y, urcete obor funkcénich hodnot:

3 7
fiiy=x"+4x+3, fry=x-3x——
4 2
Vysledek:
f1 f2
4 4
3 2
A2 q 2 X4 )8
2 I
E'f 2—;—@%_ | 2+;7J?E
1 |
¥ g I
4\2/E2 4 SER AN
g X 2 )
Obr.36 Obr.37

3. Nakreslete grafy danych funkei, urcete defini¢ni obor, obor hodnot,stied

soumernosti grafu, praseciky s osou x 1 y:

friy= 22t [D(H) =R — {2}.H(f) =R —{3}, s{z,ﬂ,
X 3 3
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fz:y=f+3
—4x
fry=
x+3
funkce f1
|
s
I
¥ I
—_— _|.__.____
4 -2 |2 46 8 10
_2 |
|
-4
|
Obr.38

1 1
rusecik sx: | ——,0],sy: | 0,——
P [ 2 } y{ 6}]

[D(£2) =R - {4}, H(f2) =R - {3}, S=[4, 3],
etk | o] su [0 11
prusemksx{?,,O},sy. [0,4}

[D(f3) =R — {3} H(f2) =R — {4}, S=[-3,-4],

prusecik s x: [0,0], s y: [0,0]].

funkce f2

4. Nakreslete graf funkce g: y = 2x+1

ovliviiuje graf funkce?

Obr.40

pro ce {— 2,—1,1,2} , jak hodnota parametru ¢
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Vysledek:

4
Prisecik s osou x: [—1,0}. !
2 =1
43 2y 4

Parametr ¢ ovliviiuje polohu vétvi c=3

hyperboly.

Obr.41

5. Urcete realna Cisla a, b tak, aby graf funkce y = a-2* + b prochazel body A [0, %} a
B[-12].

Vysledek: [a = —, b=3].

1

2 b
1 x-3

6. Nakreslete graf funkce f: y = (Ej —1, urCete definicni obor, obor hodnot,

pruseciky s osou x a y.

Vysledek: [D(/)=R,H(f)=(—1,) , praseciky s x:[3,0], s y:[0,7]]

7. Pomoci grafu vhodné logaritmické funkce rozhodnéte, zda je @ > 1 nebo a € (0,1),

vite-li, Ze plati: log, 2 <log, 5.

Vysledek: a > 1

51
8. Nacrtnéte graf funkce y = log, x+2. 4]
2
3
Vysledek: Obr.42 5
U
-1 1T 2x3 4

Dbrd2
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9. Nacrtnéte grafy funkei, urcete periodu, obor hodnot, vypocitejte priseciky s grafu

s osami.
1 . .
fl:y=Ecos (x—%] frry=sin (x+%) f3:y=3sin2x
1
Jay=tg2x fs:y = cotg 5% fs:y = cotg (%—xj
Vysledek.

Obr.44
f4
112
5/ -4 2 }{Ifi
Obr.46
fa G
4
¥a ¥
AR R AS PN
-2
e -4
Obr.47 Obr.48
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3.3 Pracovni list 3

Spojitost funkce

Okoli bodu

Definice. Okolim bodu a nazyvame otevieny interval (a— o ,a+ ¢ ), kde o je

kladné realné ¢islo. Cislo a nazyvame stfed okoli a ¢islo ¢ polomér okoli.

Pro okoli bodu a pouzivame také nazev 6 — okoli bodu a. Znacime ho U(a, ).

Podle definice tvoii ¢ — okoli bodu a vSechna reédlna ¢isla x, kterd vyhovuji

nerovnostem a—o0<x<a+ 0,tj. |x—a|<5.

Spojitost funkce v bodé

Definice. Funkce 1 je spojita v bod¢ a, jestlize k libovolnému zvolenému okoli bodu
fa) existuje takové okoli bodu a, Ze pro vSechna x z tohoto okoli bodu a patii hodnoty

fx) do zvoleného okoli bodu f{a).

Véta. Jsou-li funkce f, g spojité v bod¢ a, pak je také spojitou funkci v bod¢ a jejich

soucet f+ g, rozdil f— g, souCin f* g a pro g(a) # 0 také jejich podil s .
g

Definice. Funkce fje v bod¢ a spojita zprava (popi. zleva), jestlize ke kazdému

g > 0 existuje takové 6 >0, Ze nerovnost | fx)-f (a)| < ¢ je splnéna pro vSechna

redlna x z intervalu {(a,a + 9) (popt. (a —9,a) ).

Véta. Funkce fje spojita v bod¢ a, praveé kdyz je v tomto bod¢ spojita zprava i

zleva.
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Spojitost funkce v intervalu

Definice. Funkce je spojita v otevieném intervalu (a, b), je-1i spojita v kazdém
vnitinim bod¢ tohoto intervalu.
Funkce je spojitd v uzavieném intervalu <a,b> ,je-li spojita v (a, b) a

v bodé€ a je spojita zprava a v bod¢ b je spojita zleva.

Véta Weirstrassova. Je-li funkce f'spojita v uzavieném intervalu <a,b>, existuje
alespon jeden takovy bod x; € <a,b>, ze pro vSechna x € <a,b> plati f(x) < fix)),

a alespon jeden takovy bod x; € <a,b>, ze pro vSechna x € <a,b> plati fix) < fixy).

Jinymi slovy, funkce spojitd v uzavieném intervalu <a, b> nabyva v tomto intervalu

alespoil v jednom bod¢ maxima a v jednom bodé minima.

Véta Bolzanova-Weirstrassova. Je-1i funkce f'spojita v <a,b> a f(a)= f(b),

potom ke kazdému ¢islu K, které lezi mezi Cisly fla) a f(b), existuje alespoil jeden

takovy bod c € (a,b), zZe f(c) je K.

Disledek. Je-li funkce f'spojitd v (a,b) a maji-li &isla f{a) a f{b) riizné znaménka, ;.

fla) * f(b) <0, potom existuje alespoii jeden takovy bod ¢ € (a,b), v némz plati f{c) = 0.

Limita funkce v bodé

Definice. Funkce f mé v bod¢ a limitu L, jestlize k libovoln¢ zvolenému okoli bodu
L existuje okoli bodu a tak, Ze pro vSechna redlna x # a z tohoto okoli nélezi hodnoty

f(x) zvolenému okoli bodu L.

(imflx)=L < Ve>035>0 Vxe R: (0< [x—a|< 5= |f(x) - L] < &)).

xX—>a
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Véta. Jestlize lim f{x) = A a lim g(x) = B, potom plati:
1) lime: f(x)=c-lim f(x)=c"A,
2) lim[ fix) £ g(x)] = lim fix) £ lim g(x) =A t+ B, jestlize vyraz A+ B ma

smysl,

3) lim[fix) g(x)] = lim f{x) lim g(x) = A" B, jestlize vyraz A * B mé smysl,

4)

o f(x), limf(x) . o
lim ) = i‘?“ » = 2 za predpokladu, ze lim g(x) # 0 a jestlize vyraz
xX—a g x lmg x x—>a

émésm sl
B o

Ptipady, kdy vyrazy A+ B, A" B, % nemaji smysl, tzn. neurcité ptipady:

00 + 00 = 00 l:0 Vx <0:x-(-00) =00
o0
1

—00—00 = —00 — =0 VxeR:x+w=0w
— 00

00 - 00 = 00 Vx>0:x-0=00 VxeR:x—o0=-w

(—00) - 00 = —0 Vx>0:x-(—0)=—00

(=0) - (—0) = 0 Vx<0:x-00=-00

Véta o limité dvou funkei. Jestlize pro vSechna x # a z jistého okoli bodu a plati

fix) = g(x) a soucasné lim g(x) = L, potom mé v bod¢€ a limitu i funkce f'a plati lim f{x)
= limg(x)=L.

sin(x) _

Véta. lim 1.

x—0 X

Jednostranné limity

Definice. Funkce f ma v bod¢ a limitu L zleva (popft. zprava), jestlize ke kazdému

-43 -



€ - okoli bodu L existuje levé (popft. pravé) o -okoli bodu a tak, Ze pro vSechna redlna
x# a z levého (popt. pravého) o -okoli bodu a patii funkéni hodnoty f{x) do & - okoli
bodu L.

Véta. Limita funkce /v bodé€ a existuje, pravé kdyz existuji v bod¢ a limity zprava
a zleva a jsou si rovny. Potom se limita funkce f v bod¢ a rovna spole¢né hodnoté limit

zprava a zleva.

Nevlastni limity

Definice. Funkce f mé v bod¢ a nevlastni limitu o (popt. — ), jestlize ke kazdému

¢islu K existuje takové 6 > 0, ze pro vSechna redlnd x# a z okoli (a —J,a + o) bodu a je

Jx) > K (popt. fix) <K).

Limita funkce v nevlastnim bodé

Definice. Funkce f ma v nevlastnim bod¢€ o (popft.—o0) limitu L, jestlize
ke kazdému &> 0 existuje takové realné ¢islo xy, Ze pro vSechna realnéa x > x, (popf.

x <Xxp) patii funk¢ni hodnoty f(x) do okoli (L—¢&,L+¢).

Definice. Funkce f mé v nevlastnim bod¢ o nevlastni limituoo (popt.—o0), jestlize

ke kazdému ¢islu K existuje takové redlné Cislo xo, Ze pro vSechna redlna x > x, plati

flx) > K (popt. f(x) <K).

Definice. Funkce f ma v nevlastnim bod¢ — oo nevlastni limituco (popt. — ), jestlize

ke kazdému ¢islu K existuje takové redlné Cislo xo, Ze pro vSechna redlna x < x, plati

flx) > K (popt. f(x) <K).
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3.3.1 Resené priklady

V programu Maple si mizeme jednoduchym zptsobem zjistit, zda je dana funkce
spojitd na zadaném intervale ¢i nikoli. Sta¢i zadat ptikaz iscont, napsat funkci a interval,
na kterém chceme spojitost ovétovat. Nebo pouzijeme piikaz discont, ktery vypise bod

nespojitosti.
Priklad 1. Ovéite, zda je funkce y = 1 spojitd v intervale (0,7).
X

ResSeni.

Nejdfive si pro nazornost nakreslime graf této funkce pomoci ptikazu plot.

Obr.49

Z grafu vidime, Ze v intervale (0,7) je spojitd. Pomoci ptikazu iscont toto tvrzeni

dokazeme.

>iscont(1/x,x=0..7);

true

Ptikazem diskont zjistime bod nespojitosti, v tomto piipade bod 0.

> discont(l/x,x);
{0}
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Na tomto ptikladé jsme si ukazali, jak 1ze vyuzit program Maple k vypoctim limit
funkci. Na zékladé sestrojené¢ho grafu dané funkce odhadneme limitu této funkce a sviij
odhad si nasledn¢ zkontrolujeme a bud’ potvrdime nebo vyvratime. Vyhoda je

v nazornosti, protoze vidime prabéh funkce a uvédomime si, co vlastné pocitame.

Priklad 2. Urcete hodnotu parametru @ € R tak, aby funkce f byla spojita na

intervalu (- oo, ).

Fx) = { (x—a) pro x<1,

a-x pro x21
ReSeni:
Funkce f je spojitd pro libovolné a € R na intervalech (-, 1)a (1, ).V bod¢

x=1 je spojita, jsou-li zde limity funkce f zleva i zprava kone¢né a shodné.

. _ - _oand _ 4
limf[xj—}ri_t}'rf_ (x—a) =(1-a)

¥l
Hﬂﬁf(xj = liﬂl1+[:cz—x:l =a-1
Tedi lim f(x)=lim £ (x) . pake  (1-a) =a-1,

1-2a+a®

a*-3a+2=0 = =2 a,=1.

=z -1,

Funkce § je spojita na intervalu [—m,m), jei =2 nebo a=1.

\

-infinity infinity
H

-infinity-

, kel
, wE=1
L wel
| wx=l

Q0 9 O 90
IRININL
it et [

Obr. 50
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ReSeni pomoci Maple.

Vypocitame si jednostranné limity pomoci ptikazu limit.

> b:=limit((x-a)*2,x=1,left) ;
=(-1+a)

> c:=limit ((a-x) ,x=1,right);
c=-1+a

Pomoci solve vypocitame hodnotu a tak, ze vyfeSime danou rovnici.

> solve (b=c,a);
2,1

Znalosti o funkcich spojitych v intervalu nam umoznuji fesit celou fadu nerovnic.

Priklad 3. V R feite nerovnici x° > x.

ReSeni.

Danou nerovnici si upravime na tvar f{x) > 0. Dostaneme x° —x > 0 <>
x(x + 1)(x — 1) > 0. Tato funkce ma prave tii nulové body x; =—1 ,x, =0, x3=1.
ProtoZe je funkce f'spojitd v R, neméni f{x) znaménka v intervalech

(—0,—1),(-1,0),(0,1),(1,00) . Zjistime znaménko f{x) v téchto intervalech.

{(-eo,-1) (-1,00 (0,13 (1,e0)
| | |

I | I
= + — .+

-1 0 1

Resenim nerovnice je kazdé x € (=1,0) U (1,0) ,ve kterych je znaménko f{x) kladné.
Reseni pomoci Maple.

Prikazem iscont nejdiive ovéfime spojitost funkce v D(f) a protoze je spojita, zobrazi

program jako svoji odpovéd’ slovo true.
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>iscont (x*3-x,x=-infinity. .infinity) ;

true

Nasledné staci pouzit ptikaz solve, ktery rovnou vypocita pro jaké x je splnéna dana

nerovnice. Tim si mizeme hned ovéfit, zda jsme piiklad vypocitali spravné.

> solve (x*3-x>0) ;

RealRang¢Oper(-1), Oper(0)), RealRang¢Oper( 1), «0)

Pro lepsi pfedstavu si nakreslime jesté graf funkce pomoci ptikazu plot.

> plot (x*3-x,x=-2..2,y=-3..3);

3
2
y
1
2 1 g 2
1 H
iy
-3
Obr.51

2
Priklad 4. Vypoctéte limitu funkce lim >

x—0 X

ReSeni.
Bod 0 nepatii do defini¢niho oboru funkce.Kdyz bychom dosadili bod 0 do limity,

2

dostaneme neurcity vyraz % Provedeme tedy v R — {0} tpravu f{x) = 3x" —x _
x
x(3x—-1) - 5
———=3x—-1= g(x). Dostali jsme dv¢ funkce: fix) s D(f) =R — {0} a g(x) s D(g) =
x

R, funkce g je spojita v bod¢ 0, proto lin(} (3x—1)=-1. Pro kazdé
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xeM= D(f)nD(g)=R - {0} je fix) = g(x). Splnili jsme predpoklady véty o limité

2

dvou funkci, a proto plati: lin(} e lin(} Bx-1)=30-1=-1.
X—> X X—>

ReSeni pomoci Maple.
Pro nazornost si nejdiive sestrojime graf dané funkce pomoci piikazu plot.

>plot ((3*x*2-x) /x,x=-4..4,y=-5..5);

43 2 1 2 3 4
H
Obr.52

Maple nam umoziiuje snadno vypocitat limitu pomoci jednoho piikazu. Pouzijeme

prikaz limit, zadame funkci a bod, ve kterém pocitame limitu.

> limit ((3*x*2-x)/x,x=0) ;

Priklad 5. Vypoctéte limitu funkce lim sin(x) .

x—0 5x

Reseni.
sin(x)

Podle véty o limité limc- f(x) =c-lim f(x)= ¢ A mlzeme piepsat lir% s
x—a x—a x> X

im sin(x) _ - 1

1 1
500 x 5 5

- 49 -



ReSeni pomoci Maple.
Abychom méli predstavu, jak graf funkce vypadd, nakreslime si ho pomoci piikazu

plot.

>plot(sin(x)/ (5*x) ,x=-2*Pi..2*Pi) ;

Z grafu vidime, Ze limita je rovna hodnoté 0.2. Ovéfime proto toto tvrzeni pfikazem

limit pro vypocet limity.

> limit (sin(x)/ (5*x) ,x=0) ;

| —

Priklad 6. Vypocitejte limitu liml .

X—>0 X

ReSeni.
Kdyz si nakreslime graf funkce, vidime, ze je funkce v (0,0) klesajici a tedy plati, ze
pokud x roste a tim se tedy blizi k oo, tak se odpovidajici funkéni hodnoty funkce stale

zmensSuji a blizi se k 0. Limita této funkce je tedy rovna 0.
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ReSeni pomoci Maple.
. . o . , . 1 y
Podle jiz znamého ptikazu si nechdme vykreslit graf funkce y =— . Protoze by graf
X
vykreslil ,,propojené* i ¢ast v bod¢ nespojitosti, pouzijeme piikaz discnot = true,

ktery tomuto chovani predejde.

> plot(l/x,x=-3..3,y=-3..3,discont=true) ;

Obr.54

A nésledné vypocitame hodnotu limity zadané funkce pro x jdouci do nekonecna.

> limit(1l/x,x=infinity) ;

Priklad 7. Vypogitejte limitu lim ——~

X—>—00 3_7x

ReSeni.

Podle nakreslené¢ho grafu odhadneme, Ze limita této funkce bude rovna okolo 0.5.
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2 4 Al ux2 3
457 357
-1
¥
2]
-3
Obr. 55
Vypocitame ji nejdiive klasickou metodou.
2 2 2
x(—+4) —+4 —+4 ,
Jim 254 _ lim —5—— = lim X— = =2 - 0+4 __ 2 _os71.
X 003_7x x—)oox(i_7) x—)coi_7 7_7 0_7
X X — 00

ResSeni pomoci Maple.
Pomoci ptikazu limit vypocitdme limitu dané funkce, pticemz x se blizi

k nekonec¢nu.
> limit((2+4*x)/ (3-7*x) ,x=-infinity);

4

-

Vysledek se shoduje s naSim tvrzenim. Zlomek si jesté mizeme pievést na desetinné

¢islo, to umoziuje piikaz evalf.

> evalf ((-4)/7);

-0.5714285714

2
P¥iklad 8. Vypoditejte limitu lim +12 .
X—>00 x +
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ReSen.
Pomoci programu Maple si nakreslime graf funkce, ktery bychom jinak bez vySetteni

prubéhu funkce nenakreslili a z grafu odhadneme, Ze limita by mohla byt rovna 1.

Limitu nejdiive vypocitame.

\/— X (1+—) |x|\/1+xz2 \/1+2
= lim———~—=1lim

xaoo X—0 X+ X—0 1

x(1+-) 1+—
X 0

=1

ReSeni pomoci Maple.
Stejné jako v predchozich ptikladech pouzijeme i nyni stejny ptikaz pro vypocet

limity.

> limit((sqrt(x*2+2))/(x+1) ,x=infinity) ;

1

2x +1

Priklad 9. Vypocitejte jednostrannou limitu lim 5
x5 x —

ReSeni.

Pro ptedstavu si nakreslime graf této funkce, pfi¢emz mizeme pouzit program

Maple.
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20

10

107

207

-30-
Obr.57

Vidime, Ze kdyz se budeme blizit k 5 zprava, funkce f poroste do nekonecna.

. . . 2x+1 .
Vypocitame limitu klasickym zpiisobem. lim Al lim 2 +
X5+ x — 5 x5+ X — 5

. Kdyz za x budeme
dosazovat ¢isla z pravého okoli bodu 5, napt. 5.8, 5.5 atd., bude se rozdil x — 5 blizit k 0

zprava. Pokud délime kladné ¢islo 11 malym kladnym ¢islem, napft. % =110,

, L s e e e 1. 11
dostaneme velké kladné Cislo, to znamena, ze limita lim 2 + s = 0,
x5+ X —

ReSeni pomoci Maple.
Pro pocitani jednostrannych limit pouzijeme stejny piikaz jako pro oboustranné
limity, tedy limit,ale nesmime zapomenout piipsat za funkci, u které limitu zjiStujeme a

bod, k jakému se x blizi, ptikaz right (popf. left), ktery udava limitu zprava(popf. zleva).

> limit ((2*x+1)/(x-5) ,x=5,right) ;

o0

Tim jsme si ovéfili, ze klasicky vypocet limity a tvrzeni na zéklad¢ grafu bylo spravné.

2
x° =5
2

Priklad 10. Vypocitejte jednostrannou limitu lim
x=0"  x
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Reseni. Opét si nakreslime graf funkce pomoci programu Maple pro lepsi piedstavu.

45

Obr.58

Vidime, ze kdyz se budeme blizit k 0 zleva, funkce f klesd do minus nekonec¢na.

2 2

oy - o . . XT=5 .. X 5 . 5
Vypocitame limitu klasickym zptsobem. lim —; 1

x—>0— X x—0— X X x—0- X

Kdyz budeme dosazovat za x Cisla z levého okoli bodu 0, napt. — 0.5, — 0.2 atd., bude

x—0-

se podil — iz blizitk —oo. Limita lim 1— iz je tedy rovna —oo.
X X

Kontrolu mizeme provést pomoci programu Maple.

K ptikazu limit nesmime zapomenout napsat left, tim vypocitame limitu zleva.

> limit ((x*2-5)/x"*2,x=0,left);

Priklad 11. Vypocitejte limitu 1in11|1_—x| .
X—> —_— x

ReSeni.

Nakreslime si graf funkce, abychom mohli 1épe odhadnout limitu.
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Bod 1 nepatii do defini¢niho oboru. Spocitdme tedy jednostranné limity.

ma— = 1a limi— =1,
x—>1+ |1_x| x—1- |1_x|

ProtoZe jednostranné limity maji riznou hodnotu, limita oboustranna neexistuje.
ReSeni pomoci Maple.

> limit ((1-x)/abs(1-x) ,x=1,left);
1
> limit((1-x)/abs(1-x) ,x=1,right) ;
-1
Jednostranné limity maji riznou hodnotu, proto oboustranna limita neexistuje.

I toto tvrzeni miizeme ovétit pomoci programu. A jelikoz oboustranna limita neexistuje,

program vypise heslo undefined.

> limit ((1-x)/abs(1-x) ,x=1) ;

undefined
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3.3.2 NereSené priklady

1. Rozhodnéte, zda jsou funkce f;: y = Ll’ f2:y =logio x spojité v bodé x = 0.
X+

Vysledek:[ f; ano, f; ne].

x2+1

" spojita v R.

2. Rozhodnéte, zda je funkce f: y =

Vysledek:[neni, ale je spojitd v D(f) = R — {1}].

3. Pro ktera x neni funkce spojita.

fiiy=x"-9 [spojita v R]

X T
Y= x=k-—keZ
Sy 209 [ 5 ]
fry=1-e" [spojitd v R]
ﬁ:y:smx [e=1]

x—1

4. Pro ktera x je funkce spojita.

; Sy =(2-x),

ﬁ:y=x3—2x2+x, fry=

x*+5x-3
x° +5x% +6x

Vysledek: [fi: R, f3: R—{3}, /i (-+2.42), fi R—{-3,2,01}]

Jey=

5. V R feSte nerovnice:

2
dx—x

1) e <0 [(=7,0) w(4,0)]

) >0 [(~0.~3) U (-145)]
3) 0<|x+3<2 [(=5,-1) - {~3}]

4) x(x-3)’ (x+2)<0 [(-2,0)U1{3}]
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6. Vypoctéte limity funkei a grafy téchto funkci pro ndzornost nakreslete v programu

Maple:

a) lim

b) lim———
) =2 x +x+1

c) ling(x2 —5cosXx)

d) lim 2
x>z §In 2x

. AJx+6+4
e) lim————

x—>-2 1 —-X

f) lim(i2 + In(x + 2))

x—>-1\ x

g) lim(2* -3%)

x—1

xt+x?-12
h) lim ———
. s 3- x* —2x% -3

i) lim (3-2x-x%)

x—>-1+

i) lim

k) lim

D limyr(x+2-x)
. A2x +x

m) lim———

X—>00 x

o 2xt=x*+4
n) hm#

oo Syt 4+ x7 +2

o) lim 1—cos2x

=0 xsinx

sin 2x

p) lim

x—0 3x
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3.4 Pracovni list 4

Derivace funkce v bodé

Definice. Mé&jme funkeci f definovanou v bodé€ xj a jeho jistém okoli. Existuje-li

v bodé& xo vlastni limita lim PACI AT
X—>Xg X — xo

, zna¢ime ji symbolem f’(x,)a nazyvame ji

vlastni derivaci funkce f'v bodé xy.

Definice. Je-li limita lim M limitou vlastni, fikdme, Ze f{x) ma v bodé¢ x,
x%xo x —_ x()
vlastni derivaci.
S (x) = f(x)

Definice. Je-li limita lim limitou nevlastni, fikdme, Ze f{x) ma v bod¢

X—)Xo x —_ xo

xo nevlastni derivaci. Te¢na kiivky y = f(x) je rovnobéznd s osou y.

Véta. Jestlize funkce f, g maji v bod¢ x, derivaci, maji v tomto bod¢ derivaci také

soudet, rozdil, soucin a pro g(xe) # 0 i podil funkci £, g. Plati:
(f+8)'(xg) = f(xp) + &'(xy),
(f —8)'(xy) = f(xy) — g'(x),
(/8)"(xg) = f7(x0)g(x0) + f(x)g (x0)s

(i)(x NACATIENEVIERTLCAY
g) g’ (%)

Véta. Jestlize funkce f ma v bod¢ x derivaci, c € R, potom plati:

(c-(f(xp))=c- f(xp)-

Véta. Existuje-li vlastni derivace funkce /v bod¢ xo, je v tomto bod¢€ spojita.
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Definice. Jestlize funkce g ma derivaci v bodé xy, funkce f'derivaci v bod¢ z = g(xo).

Pak ma derivaci i flg(xo)) a plati: f(g(x,))'= f'(g(x,)) & (x,).

Definice. Funkce f ma v intervalu (a, b) derivaci, jestlize ma derivaci v kazdém bod¢

x€(a, b).

Poznamka. Pro derivaci elementarnich funkei plati:

=c,ceR ... =0
fy y
fiy=x,xeR,neN ..., y' = nx""!
fy=sinx, XeR "=cosx
fy y
y=cosx, XeR ., "=—sinx
fy y
1 , 1
fiy=tgx, x#x—n+knkeZ ................. y = 5
2 cos” x
1
fiv=cotgx, x#knm,keZ ...................... =——
sin” x
fiy=e, xeR i, y =é
1
fy=Inx,xeR ... y =;

Uvedeme si geometrickou interpretaci derivace funkce v bod¢. Chceme urcit rovnici
tecny ke grafu funkce, pficemz zname graf spojité funkce /. Na ném zvolime pevny bod
To[xo0, flixo)]. Dale uvazujeme proménné body T[x, f{x)]. Pfimky, které spojuji body T a
f)=f(x)

X=X,

To, jsou secny grafu funkce f. Tyto pfimky maji smérnici ve tvaru k =

Tecnu ¢ ke grafu funkce /v bodé dotyku Ty definujeme jako limitni ptipad secen TT
pro T jdouci k Ty, tzn. pfimka ¢t mé s grafem funkce fjediny bod dotyku To[xo, f(x0)].

Smérnice teCny £ je potom k, = lim M

X=X X—X

= f"(x,).-Rovnice tecny ¢ v bod¢
0

To[x0, f(x0)] je urCena rovnici y — fixo) = k;, (x—xo), kterou miizeme piepsat do tvaru

y =Axo0) +f "(x0) (x = x0)-
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Obr. 60
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3.4.1 Resené priklady

Piiklad 1. Vypodtéte derivaci funkce £ y = 5x” + 7x — 3 v libovolném bodg jejiho

defini¢niho oboru.

Reseni.
Pfi pocitani pouzijeme pravidla pro derivovani soucinu, souctu a

rozdilu.Vx e R:(5x> +7x-3)=2-5x+7-1-0=10x+7.

Reseni pomoci Maple.
Pro vypocet derivace funkce ma program svij specificky ptikaz, kterym je diff.

Zavedeme si funkci f'timto ptedpisem:

> £:=x->5*x"2+7*x-3;
f=x® S5x2+7x-3

A poté staci napsat jiz zminény ptikaz, uvést u néj funkci, kterou pozadujeme
derivovat, a proménnou, podle které derivujeme.

> diff(£f(x),x);
10x+7

Priklad 2. Vypodtéte derivaci funkce £ y = lsﬂ v libovolném bodg jejiho
—COS X

defini¢niho oboru.

ResSeni.

VyuzZijeme znalosti pro derivovani podilu a vypocitame ptiklad nasledujicim

zpusobem. Vx € R,x # 2kn,ke Z :[ sin x j _ cosx(1—cosx) —sinx-sin x

1—cosx (1-cosx)’
cosx—cos’x—sin’x  cosx—-1 1
(1-cosx)’ (1-cosx)’> cosx—1
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ReSeni pomoci Maple.
Opét jako v predchozim ptiklad€ pouzijeme ptikaz pro derivovani a rovnou

dostaneme vysledek.

> f:=x->sin(x)/(1l-cos(x)) ;

sin(x)

f=x®

1 - cos(x)
> diff(f(x),x);

cos(x) sin(x)2

1-cos(x) (1- cOS(X))2

Pokud bychom chtéli vysledny zlomek jesté upravit a dat ho na spolecny jmenovatel,
pouzijeme k tomu piikaz simplify, ktery vysledek ptevede, pokud to 1ze, do co

nejjednodussi podoby.

> simplify (%),

-1 + cos(x)

Vyhodou Maple je, Ze si znazornite derivovanou funkci, mizete v Maple derivovat,
zvolit libovolny bod, dosadit do derivace a dostanete smérnici tecny, sestrojit rovnici

teCny a vSe znazornit do jediného obrazku.

Piiklad 3. Vypoditejte druhou derivaci funkce £ y = (2x — 4)".

ReSeni.

Nejdfive vypocitame prvni derivaci funkce f, ktera je slozena z funkci
y=a4,a=2x—4.
V' =(a") - (2x—4) = 42x—4y-2 =8(2x - 4)’

Druhou derivaci vypocitame tak, ze derivujeme derivaci funkce £, opét jako slozenou
funkei, kde y" = 8b°, b =2x — 4.
Yy =(8b%) - (2x—4) =(0-(2x—4)’+3-8(2x —4)?) -2 = 48(2x — 4)*
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ResSeni pomoci Maple.

Pro prvni derivaci pouzijeme opét piikaz diff, ktery ndm rovnou urci vysledek.

> f£:=x->(2*x-4)"4;
f=x® @x-4*

> a:=diff (£(x),x);
a:=8(2x-4)

Pro vypocitani druhé derivace se pouzije také ptikaz diff, ale misto proménné x,
kterou jsme pouzili v ptipad€ prvni derivace, zaddme proménnou x se znakem

amerického dolaru a 2, kterd udava, ze se jedna o druhou derivaci.

> b:=diff (f(x),x$2);

b =48 (2 x-4)

Piiklad 4. Urcete rovnici teny funkce £ y = x* v bod& To[-1, ?].
Reseni.
Nejdiive dopocitame souradnici bodu Ty, y = (—1)3 = -1, bod Ty ma soufadnice

[-1, —1]. Pro smérnici k, plati k, = lim S~/ x)

X‘)XO x —_ x

= f(x,). TakZe vypocitame f "(xo)

0

= 3x%(—1) = 3. Jest& musime zjistit funkéni hodnotu f{xo) v bod& xo, tzn. fi—1) = —1.
Ted’ uz staci jen dosadit do rovnice te¢ny a vyjde nam:

yv=Lfxo0) +f (x0) (x—x0) > y=-1+3(x+1) = y=3x+2.

Rovnice tecny ¢ je y = 3x + 2.
ReSeni pomoci Maple.

Nejdiiv si nakreslime graf funkce f'a te¢ny v bodé Ty[—1, —1] pro lepsi ptedstavu.
Pro vykresleni grafu teCny funkce f'se v Maple pouziva piikaz showtangent, ktery

rovnou vykresli pozadovany graf.

> f = x -> x*3:
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showtangent (f (x), x=-1, x=-2 .. 2);
g
5

4

IS TS RS RN
- X

-3
Obr.61

oy RS

Zjistime si druhou soutadnici bodu Ty tak, Ze si vypocitdme funk¢ni hodnotu funkce

fvbodé -1, oznac¢ime kvuli pozdéjsimu dosazovani pismenem g.

> g:=£f(-1);
g=-1
Dale potiebujeme vypocitat derivaci funkce f, oznacime si ji pismenem a.

> a:=diff (f(x),x);

2

a:=3x
Zjistime si hodnotu derivace v bod¢€ xo = — 1 pfikazem subs a ozna¢ime pismenem b.
> b:=subs (x=-1,a) ;
b:=3

Posledni vypocet bude x —xp =x — (= 1) =x + 1 a ozna¢ime pismenem c.

> c:=x-(-1);

c=x+t1

Dosadime zjisténé hodnoty do rovnice tecny : y = flixg) + f (xo) (x — xo), v naSem znaceni
bude mit tedy tvar y = g + bc.

> y:=gt+b*c;

y=2+3x

Rovnice tecny funkce fje y = 3x + 2.

- 65 -



3.4.2 NereSené priklady

1. Vypoctéte derivace funkce v libovolném bod¢ defini¢niho oboru:

o x? x*(x? -

Sy e {(x e }

b) £ y=cos’(3x’+4) |-12cos(3x + 4)sin(3x + 4)x|
. 1-x

0 fr= ln1+x [x —1}

o 5 _2x(x+3)
d) fiy=x+x" +4x _—m:l

°) fy=1¢ _3 _%}

f) £ y=sin’(1-2x%) [—12xsin®(1 — 2x%)cos(1 — 2x7)]
g) f:y=x5+2x3—4x2+% [5x4+6x2—8x—x—32]

h) fy=0"-3)x*+2x—1) [4x° + 6x7 — 8x — 6]

2. Vypocitejte druhou derivaci funkce:

a) gy=tg(2x) [ 3 }
cos” 2x
b) gy - x+1 [_xtz}
x X
©) gy=x+e* [1-e"]
d) gy=(1-x [6x° (1 —x7)]

-1 s bodem dotyku T = [-2, 4].

3. Urcete rovnici tecny funkce f: y =

Vysledek: [#:y=3x+11].

4. V jakych bodech je tecna grafu funkce f: y = x + 1 rovnobézna s osou x?
X

Vysledek: [-1, 2], [1, 2].
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3.5 Pracovni list 5

Prubéh funkce

Monotonnost

Véta. Ma-li funkce f'v kazdém bodé¢ intervalu (a, b) kladnou derivaci, tj. f'(x) >0,
je v tomto intervalu rostoucti
Ma-li funkce f'v kazdém bod¢ intervalu (a, b) zapornou derivaci, tj. f'(x) <O,

je v tomto intervalu klesajici.

Extrémy

Definice. Funkce f ma v bod¢ x( lokalni maximum, existuje-li takové okoli
Y (x,) bodu xy, Ze pro vSechna x z Y (x,) N D(f) plati: f(x) < f(x,).
Funkce f ma v bod¢€ xj lokdlni minimum, existuje-li takové okoli

Y (x,) bodu xy, Ze pro vSechna x z Y (x,) N D(f) plati: f(x) > f(x,).

Véta. Nutnd podminka existence extrému.

Ma-li funkce f'v bod¢ x lokalni extrém a existuje-li v tomto bod¢ derivace f"(xo), pak

plati: f"(xo) = 0.

Poznamka. Lokalni extrémy mutize funkce mit jen v téch bodech, ve kterych

derivace bud’ neexistuje nebo je rovna nule.

Véta. Postacujici podminka pro existenci extrému.
Necht f'(xo) = 0 a necht’ existuje v bod¢ x, druha derivace.
Je-li f'( xp) < 0, ma funkce f'v bodé¢ xj ostré lokdlni maximum.

Je-li f7'( xo) > 0, ma funkce f'v bod¢ xj ostré lokalni minimum.
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Definice. Body, jejichz prvni soufadnice jsou kofeny rovnice f'(x) = 0, nazyvame

stacionarnimi body.
Nejvetsi (resp. nejmensi) hodnotu funkce fna daném intervale nebo na celém

definicnim oboru nazyvame absolutni (globalni) extrémy. Absolutni extrém je bud’

extrémem lokéalnim nebo lezi na okraji daného intervalu.

Konvexnost a konkavnost

Definice. Funkce f'se nazyva konvexni v intervalu I, jestlize pro libovolna Cisla
X,,X,,X; €1, spliiujici nerovnost x, < x, < x,, plati, Ze bod P, [x,, f(x»)] lezi pod

piimkou prochézejici body P[x1, f{x1)] a P3[x3, f{x3)].

Lezi-1i bod P; nad touto ptfimkou, je funkce /v intervale I konkavni.

Véta. Plati-li pro kazdy bod xe 1, ze f"'(x) > 0, pak je funkce v I konvexni.
Plati-1i pro kazdy bod xe1I, ze f"'(x) <0, pak je funkce v I konkévni.

Definice. Necht’ ma funkce /v bod¢ x( derivaci. Pfechazi-li graf funkce /v tomto
bodé¢ z konvexity do konkavity nebo naopak, nazyvame tento bod x inflexni bod

funkce f.

Véta. Je-li bod x inflexnim bodem funkce f'a ma-li funkce f'v tomto bodé druhou

derivaci, pak f"'(x)=0.

Asymptoty grafu funkce

Definice. Pfimka o rovnici y = kx + ¢ se nazyva asymptota se smérnici grafu funkce

1, jestlize plati: lirp [f(x) — (kx + q)] =0.

Definice. Pfimka x = a se nazyva vertikalni asymptota (bez smérnice) grafu funkce f,

jestlize funkce f ma v bod¢ a alespon jednu jednostrannou nevlastni limitu.
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Véta. Pfimka o rovnici y = kx + ¢ je asymptota grafu funkce f'pro x — too, praveé

kdyz existuji limity lim PACI Ny R, lim [f(x)-kx]=q eR.

xX—>Fo0 X

Vysetieni prubéhu funkce

Pti vySetfovani pribéhu funkce zkoumame riizné vlastnosti funkce, pomoci nichz se

snazime zjistit pfiblizny tvar jejiho grafu.

Postupné feSime nésledujici ulohy:

1)

2)

3)

4)

S)
6)

7)
8)
9)

Najit defini¢ni obor funkce f'a

Pro usnadnéni dalSiho vySetfovani je vhodné rozhodnout, je-li funkce suda,
licha, periodicka, popiipadé najit hodnoty, pro které je f{x) = 0 apod.

Zjistit pruseciky grafu se souradnymi osami.

Rozhodnout o spojitosti funkce f'v definicnim oboru.

Urcit jednostranné limity, kde neni funkce definovana a v nevlastnich bodech.-
JednodusSe feceno v krajnich bodech defini¢niho oboru.

Ur¢it prvni derivaci f* funkce £, nulové body 1. derivace a body, ve kterych
neexistuje 1. derivace.

Urcit intervaly monotonie, stacionarni body a lokalni extrémy.

Ur¢it druhou derivaci £ funkce £, nulové body 2. derivace a body, ve kterych
neexistuje 2. derivace.

Urcit intervaly konvexnosti a konkévnosti, inflexni body.

Najit rovnice asymptot grafu funkce f'a obor hodnot.

Najit obor funk¢nich hodnot funkce fa sestrojit graf funkce f.
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3.5.1 Resené priklady

Piiklad 1: Najdéte intervaly monotonie funkce £ y = x".

ReSeni:
Funkce f je spojita v intervalu (— oo,oo). Spotitame si derivaci, ta je rovna f= 3x°.
Funkce fje rostouci tam, kde je derivace této funkce kladna, to znamend 3x> > 0 =

x| > 0. Funkce f je tedy rostouci v intervalu (—o0,0) av (0,00). Vzhledem ke spojitosti
|x| > 0. Funkce fje tedy ivi Iu (—0,0) av (0,00). Vzhledem ke spojitosti

funkce v R je rostouci v celém R, tedy v (—o0,0).

ReSeni pomoci Maple:

Nejprve si vypocitadme ptikazem diff derivaci funkce f.

> f:=x->x"3;
=X X
>Adiff (£f(x) ,x);

3x°
Funkce je rostouci, jestlize f"(x) > 0. Tuto nerovnost vyieSime v programu Maple
pomoci piikazu solve . Po zadani tohoto piikazu se nam zobrazi intervaly, na kterych je

funkce rostouci.

> solve (%>0) ;
RealRangé—oo, Oper( 0)), RealRangé€Oper(0), o)

Pro lepsi pfedstavivost si mizeme nakreslit graf funkce.

> plot(f(x) ,x=-3..3,y=-3..3);
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Piiklad 2. Najdéte interval monotonie funkce f: y = 3x* — 8x° — 48x”.

ReSeni:
Funkce f* je spojita v (— oo,oo). Pro derivaci funkce fplati /= 12x’ — 24x* — 96x.
Budeme fesit nerovnici £/(x) > 0, tj. 12x° — 24x* — 96x > 0. Postupné dostaneme

12x(x* = 2x - 8) >0 = 12x(x + 2)(x — 4) > 0 < x € (-2,0) U (4,0).

Vzhledem ke spojitosti funkce v R je rostouct i1 v intervalech <— 2,0>,(4,oo) .
Derivace f'(x) < 0 pro 12x° — 24x* — 96x < 0. Upravou dostaneme 12x(x + 2)(x —4) <0
< x e (—0,-2)u(0,4).

Vzhledem ke spojitosti funkce v R je klesajici i v intervalech (—oo,—2),<0,4> .

ReSeni pomoci Maple:
Opét vypocitame nejdiive derivaci funkce f'a nasledné zjistime pomoci piikazu solve

intervaly, na kterych je funkce rostouci a intervaly, na kterych je klesajici.

> £:=x->3*x"4-8*x"3-48*x"2;
f=x—>3x*—8x>—48x’
>diff (£f(x) ,x);
12x° —24x* - 96x

> solve (%>0) ;
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RealRangé¢Open(-2), Oper( 0)), RealRang¢Open(4 ), «0)
> solve (%%<0) ;
RealRangé—oo, Oper(-2)), RealRang¢Open(0), Oper(4))

MiiZzeme pro kontrolu nakreslit graf funkce.
> plot(f(x),x=-6..6,y= -600..600) ;
EDDE

4004
¥
2003

2003
400
500

Obr.63

2x

Priklad 3. Najd¢te interval monotonie funkce f: y = T
+Xx

ReSenti:

2(1-x%)

Funkce f je spojitd v (— oo,oo). Pro derivaci funkce f'plati /"= 5 Derivaci si
X

studenti mohou najit v programu Maple. (uvedeno nize).Jmenovatel je vzdy kladny,
proto je funkce rostouci tam, kde je 1 —x*>0 = |x| <1 < xe(-1L1). Vzhledem ke
spojitosti funkce v R je rostouci v intervalu <— 1,1> .

Klesajici je tam, kde plati 1 — X <0 = |x| >1 < x e (—wo,—1)U(l,0). Vzhledem

ke spojitosti funkce v R je klesajici v intervalech (—o0,—1),(1,00).

ReSeni pomoci Maple:

Stejnymi piikazy vypocitdme i tento priklad. Nejdiive derivaci funkce:
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> f:=x->2*x/ (1+x"2) ;
2x

f=x®
1+x2

> diff (£(x),x);

2 4x2

2 2

Nasledn¢ vypocitame intervaly, na kterych je funkce rostouci a klesajici.

> solve (%$>0) ;
RealRangéOpen(-1), Oper(1))
> solve (%$%<0) ;
RealRangé¢—oo, Oper(-1)), RealRang¢Opern( 1), )

A pro nazornost nakreslime graf.

> plot(f(x) ,x=-15..15,y=-1.5..1.5,discont=true) ;

1.5':

Priklad 4. Urcete extrémy funkce f(x) = |x|
Reseni.

g(x) = |

Vypocitame derivaci funkce g(x).
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gx) = fx)’=—1 pro x <=0
neexistge pro x =1

fx)" =1 pro x =0

P 1 1

2'(0) neexistuje, ale funkce ma v bodé [0,0] ostré

minimum.

ResSeni pomoci Maple.

Pro vypocitani minima funkce f miizeme pouZit piikaz minimize.

> minimize (abs(x)) ;

Piiklad 5. Urcete extrémy funkce g(x) = —5x> + 8x — 1

ReSeni.
g(x)=-5x"+8x—1

Vypocitame 1. derivaci funkce g(x).

( & b
4 | S0
‘(x)=-10x+8=0 < x= — ..... stacionarni bod

£6) 5 2. 2
4 5-16 8-4 11

gl—|=-——F+—-1=—
5 25 5 5

Vypocitame 2. derivaci funkce g(x).

g ' (x)=-10 <0 = lokalni maximum Obr. 66

Funkce g ma lokdlni maximum v bod¢ [% ,%} .

ResSeni pomoci Maple.

Zavedeme si funkci pomoci daného predpisu.
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> g:=x->-5*x"2+8*x-1;

g:=x—>—5x2+8x—1

Vypocitame prvni derivaci piikazem diff a stacionarni bod, kdy polozime derivaci

rovnou 0, pomoci ptikazu solve.

> diff(g(x),x);

-l0x+8
> solve (%=0,x);
o)
5.
Vypocitdme druhou derivaci funkce.
> diff (g(x),x8$2);
-10

Zjistili jsme, ze plati ' (x) < 0, funkce ma tedy lokalni maximum. Dopocitame si

druhou soutadnici bodu, ve kterém nam vysel extrém.

> g( 4/5);

Piiklad 6. Urcete extrémy funkce /: h(x) = x° + 6x°

ReSeni.

Vypocitame 1. derivaci funkce # a zjistime
stacionarni body — body podezielé z extrému.
Dostavame /' (x) =3x*+ 12x =0 < x; =0, x, =— 4

Vypocitame funkéni hodnoty v bode 0 a — 4:

h(0) = 0,h(— 4) = (— 4)* + 6(4)* = 32.

Dale vypocitame 2. derivaci funkce A(x), ktera je:
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h"’(x) = 6x + 12, pro body xi, x, dostavame /4"’ (0) = 12 > 0 = lokalni minimum
h'(-4)=6(—4)+12=-12<0 = lokélni maximum

Funkce mé tedy lokalni minimum v bodé¢ [0,0] a lokalni maximum v [ 4,32].

ReSeni pomoci Maple.
Nejprve opét zavedeme danou funkci pomoci predpisu. Nasledné zjistime derivaci

funkce piikazem diff a poté stacionarni body pomoci solve.

> h:=x->x*3 +6* (x)"2;
k:=x—+x3-k6x2
> diff (h(x),x);
3xi4+12z
> solve (%,x);
0, -4

Ted’ vypocitame druhou derivaci stejnym piikazem jako prvni derivaci, ale
proménnou, podle které derivujeme musime zapsat s americkym dolarem a 2, ktera

udéava stupen derivace.

> diff (h(x) ,x$2);

Bx+12

Zbyva zjistit hodnotu druhé derivace v bodech podezielych z extrémt, abychom

zjistili, zda je v daném bod¢ maximum ¢i minimum. K tomu slouzi ptikaz subs.

> subs (x=0,diff (h(x),x$2));
12

> subs (x=-4,diff (h(x) ,hx$2));
-12
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Ovéftili jsme, ze v 0 ma funkce lokalni minimum a ve 4 ma lokalni maximum. Jesté

si popiipadé¢ mizeme vypocitat funkéni hodnoty v danych bodech.

Priklad 7. Urcete intervaly, ve kterych je funkce f: y = " 2x konvexni, konkavni a
+

2
X

urcete inflexni body, pokud existuji.

ReSeni.

Vypocitame postupné prvni a druhou derivaci funkce. Dostaneme:

2 2 _ 2 _ 2\2 _ 2y, 2y .
f'(x):2+2x zézlx _ 2 2;2 )= 4x(1+x7)" —(2 22x4) 2(1+x7) 2x.
1+x7) 1+x7) 1+x7)
, y 4x® —12x o y
Po tpravé dostaneme zlomek W . Druhou derivaci polozime rovnou 0, abychom
+Xx

zjistili body podezielé z inflexe. f”'(x) =0 < 4x” —12x = 0 = 4x(x* —3). Nulové
body druh¢ derivace jsou x,=0, x,; = +3 . Zjistime, ze druhd derivace méni v okoli

kazdého z téchto bodl své znaménko, a proto jsou vSechny uvedené body inflexni.

ReSeni pomoci Maple.

Zadame si funkci £ danym predpisem.

> £:=x->2*x/ (1+x"2) ;

f=x® 2x

1+ x2
Vypocitame si prvni derivaci pomoci piikazu diff a nasledné si zlomek upravime

pomoci piikazu simplify.

> diff (£ (x),x);

2 4 x

2 2

> a:=simplify (%),
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2(1+x7)

a:= 5
(1+x%)

Zjistime druhou derivaci opét ptikazem pro derivovani a zjednodusSime vyraz.

> diff (f(x),x$2);

12 x 16 x>
+

2
1+ ey
> b:=simplify (%) ;

(1+x2)3

Zbyva polozit druhou derivaci rovnou 0 a zjistit body podezielé z inflexe. Citatel
zlomku se tedy rovna 0. K vypoctu uzijeme ptikaz solve a do zdvorky napiSeme piikaz

numer, ktery piedstavuje Citatele zlomku.

> c:=solve (numer (b)=0,x) ;

c:=0,4/3,-4/3
Pro ndzornost nakreslime graf funkce.

> plot(f(x) ,x=-6..6,y=-3..3);

Piiklad 8. Urlete intervaly, ve kterych je funkce £ y = x* + 2x konvexni a konkavni.

Urcete inflexni body, pokud existuji.

ReSeni.

Vypoéitame prvni a druhou derivaci funkce. f'(x) = 4x> +2, £ (x) = 12x°.
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Druhou derivaci poloZime rovnou nule a dostaneme x,, = 0. ProtoZe druha derivace

neméni v okoli nuly své znaménko, bod 0 neni inflexni bod funkce f. Funkce je na

konvexni na celém R.

ReSeni pomoci Maple.

Zavedeme si funkci f'a vypocitdme prvni a druhou derivaci pomoci diff.

> £fi:=x->x"+2*x;

f=x® xtrox
> diff (£(x),x);
4x342
> diff (£(x),x$2);
12 x2

Druhou derivaci polozime rovnou 0 a zjistime body podezielé z inflexe.

> solve (%=0,x) ;
c:=0,0

Pro lepsi pfedstavu sestrojime opét graf.

> plot(f(x) ,x=-3..3,y=-3..3);
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2
Priklad 9. Najdéte asymptotu grafu funkce 20 ratl .
X

ReSeni.

1
2x* +x+1 x(2x+1+xj
Jedinym bodem nespojitosti je x = 0. Protoze lim —— = lim ————=

x—0+ X x—0+ X

= lil’(l)’l 2x+1+ L 0+1+ 00 =, pfimka x = 0 je vertikalni asymptota dané funkce.
x—0+ X

Ke zjisténi existence dalSich asymptot vypocteme:

2
im L) i B X EDX o =2 =k, lim[f ()] =

X—>0 x X—>0 x X—>0
.| 2x? 1 . 1 .
= llm{w — Zx} — lim > AL 1 =g . Pfimka y =2x + 1 je tedy asymptota grafu
X—>0 x X—>0 x

funkce fpro x — oo . Stejné hodnoty pro &, ¢ bychom dostali i pro pfipad x — —oo, tedy
dal$i asymptoty uz nejsou. K nakresleni grafu a ovéfeni vypoctl pouzijeme program
Maple.

Funkci fpfifadime dany ptedpis.

> £:=x->(2*x"2+x+1) /x;

2x2+x+1

f=x®

X
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Ovéfime existenci vertikalni asymptoty funkce /. MiZe to byt jedin¢ pifimka x = 0,

uréime tedy v bod¢ x = 0 jednostrannou limitu zprava.

> limit (£ (x) ,x=0,right) ;

Limitu zleva neni nutné hledat. Podle definice je x = 0 vertikalni asymptota.

Dale vypocitdme k a g jdouci k — .

> k:=1limit (£ (x) /x,x=-infinity) ;
k=2
> q:=1limit (f(x) -k*x,x=-infinity) ;

q=1

Urc¢ime rovnici asymptoty funkce f.

> y:=k*x+q;
y=2x+1

Priklad 10. Vysetiete priibsh funkce £ y =x* — 6x* + 5.

ReSeni.
Pribéh funkce budeme vysetrovat podle navodu uvedeného v Pracovni listu ¢islo 8.
1) Urcime defini¢ni obor, sudost (popft. lichost), periodi¢nost.
D(f)=R
fx)=x"—6x* + 5 flx) = (%) = 6(=x)* + 5=x"—6x* + 5= Vx e D(f):
fIx) =fl—x) = —x € D(f) = funkce fje suda

neni periodicka
2) Najdeme pruseciky s osami. A urc¢ime spojitost funkce.

Priiseciky s osou x : [x, 0]

Vyraz x* = 6x* + 5 rozlozime na sougin kotenovych Ciniteli: *=5)x*=1)=0.
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Tudiz jsme nasli x; = \/g,xz =—\/§,x3 =1,x4=-1.

Funkce ftedy protind osu x ve 4 bodech: [-+/5, 0], [-1, 0], [1, 0], [ /5 , O].

Priseciky s osou y : [0, f0)]

Dosadime 0 za x do predpisu funkce £, &ili f{0) = 0* — 6- 0>+ 5 = 5, hledany bod
je tedy bod [0, 5].

Funkce fje spojita v celém svém definiénim oboru, tzn. spojita v R

3) Vypocitame limity v nevlastnich bodech.
lim(x* —6x*> +5) = limx4(1—£2+i4) = oo-(1—£+i) =0-(1-0+0)=0
X—>0 X—>0 X o0 o0
. 4 ) .4 6 5
lim(x" —6x" +5)=limx"(1-—+—)=0-(1-0+0) =
X——0 X—>—00 X X

4) Zjistime prvni derivaci funkce.
f(x)= (x*—6x* +5) =4x’— 12x, xeR
Derivaci polozime rovnou 0 a vypoc¢itdme stacionarni body podezielé z extrému.
F()=0=4¢ - 12x=0 = 4x(x>~3)=0 = 4x(x + V/3)x-/3)=0
Stacionarni body jsou —\/5, 0, NE

5) Ur¢ime monotonii a extrémy, pro lepsi orientaci si nakreslime schéma.

— ﬂ'3
oo F e )=
£ - T+ ! ' A0y =5

- +

NS N

Na intervalech (—oo,—\/g ya (0, NE) ) je funkce f'klesajici. Na intervalech
(—ﬁ,O) a (ﬁ,oo) je funkce frostouci.

V bodé —+/3 je ostré lokalni minimum, v bod¢€ 0 je lokédlni maximum a v bodé

NE) je ostré lokalni minimum.
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6) Vypocitdme druhou derivaci a zjistime nulové body, ve kterych by mohla mit
funkce finflexi.
() =(@4x—12x) =12x* - 12, xeR
@) =0=12"-12=0 =12~ 1)=0 = 12(x + )(x—1)=0
Nulové body jsou tedy — 1, 1.

7) Nakreslime si opét schéma a zjistime konvexnost a konkavnost a inflexi.

f . N’

Na intervalu (—oo,—1)a (1,) je funkce fkonvexni a na intervalu < -1, 1 > je

konkavni. Protoze druhé derivace méni své znaménko v danych bodech, jsou

proto body — 1, 1 inflexni body.

8) Rovnice asymptot: y = kx + q.

5
4 L2 (x> —6x+7)
voork=limd®) J g X OIS ot x

X—>0 x X—>0 x X—>0 x

v o0:q= lim[f(x)—kx]|=lim(x* — 6x* + 5 —kx) = 0

5
4 L2 x(x* —6x+7)
vew k= limd®) _ oy XA T X

X—>—00 X X—>—00 X X—>—00 X

voo:q= lim[f(x)—kr]= lim (x* —6x> +5—kx) = oo

asymptoty v 0 a —oo neexistuji

H(f) =<4, o>

9) Graf funkce f
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AV YA
4

ResSeni pomoci Maple.

Zavedeme si funkci pomoci tohoto predpisu.

>fi=x->x*4-6*x"2+5;

f=xo>x'-6x*+5

Ovétime, zda je funkce suda nebo licha (popft. ani jedno). Jelikoz predpokladame, ze

je funkce suda, pouzijeme piikaz type(evenfunc).

> type(f(x) ,evenfunc(x));

true
Vysledek je true — pravda, takze jsme ovéfili, Ze je funkce suda.

Zjistime pruseciky s osami, s osou y dosadime 0 za x do rovnice funkce a

vypocitame tak funkéni hodnotu.

> £(0);

Cili y=5.
Prisecik s osou x ziskame, kdyZz funkci f'polozime rovnou 0 a vypocitame tuto rovnici

pomoci ptikazu solve.
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> solve (f (x)=0,x) ;

{'17 lﬂﬁa —ﬁ}

Funkce protiné osu x ve 4 bodech: {1, 1, \/5_, —\/5_, }.
Dale je nutné ovétit, zda je funkce spojita. Domnivame se, ze je spojita v R, toto tvrzeni

dokazeme pomoci piikazu iscont a interval dosadime (—o0,0).

> iscont (f(x) ,x=-infinity..infinity)

true

Dalsi krok je zjiSténi limit v nevlastnich bodech piikazem limit.

>limit(f(x), x=infinity);

o0
>limit(f(x), x=-infinity)
o0
Urc¢ime prvni derivaci ptikazem diff.
>df:=diff (f(x),x);
df =4x’-12x

Ptikazem solve vypocitame stacionarni body podezielé z extrému.

> solve (%=0,x) ;
(x=0} {x=43},{x==/3}
Zda je v téchto bodech extrém ovéfime pozdéji pomoci druhé derivace.
Zjistime intervaly monotonie op€t pomoci solve, kdy derivaci polozime vétsi( v ptipad¢,

kdy funkce roste) a mensi (funkce klesd) nez 0.

> solve (d£f>0) ;
RealRangéOpen(—,/3 ), Oper(0)), RealRangéOper(,/3 ), )
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> solve (d£f<0) ;
RealRangé—o, Oper(—/3 )), RealRang¢Oper(0), Oper(+/3 ))

Vypocitame druhou derivaci pomoci diff.

>ddf:=diff (£ (x),x$2);
ddf:=12x*-12

Zjistime nulové body, ve kterych by mohla byt inflexe. Pouzijeme piikaz solve a

polozime druhou derivaci rovnou 0.

> solve (%=0,x) ;
{x=1},{x=-1}

Urc¢ime intervaly konvexnosti a konkavnosti.

> solve (dd£>0) ;
RealRangé¢—oo, Oper(-1)), RealRang¢Open( 1), )
> solve (dd£<0) ;
RealRangéOpen(-1), Open(1))

Nyni se miizeme vratit ke stacionarnim bodiim a pomoci druhé derivace ovéfit, zda
jsou v téchto bodech extrémy. Pouzijeme ptikaz subs, pomoci kterého dosadime
postupné vSechny staciondrni body do druhé derivace a vypocitame tak funkéni hodnotu

druhé derivace v téchto bodech.

> subs (x=0,diff (£f(x),x$2));

-12

> subs (x=sqrt (3) ,diff (f(x) ,x$2));
24

> subs (x=-sqrt(3) ,diff (f (x) ,x$2));
24
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Maple vypocital, ze plati f7'(0) <0, tudiz ma funkce /v bod¢ 0 ostré lokalni

maximum.

f(x NE) ) > 0, ma tedy funkce /v téchto bodech ostré lokalni minimum.

Zbyva zjistit asymptoty funkce. Svislé¢ asymptoty funkce nema. To plyne z
neexistence bodti nespojitosti, kde by funkce méla nevlastni jednostranné limity.Sikmé

asymptoty funkce také nema, to dokdZzeme vypocitanim limit v + oo .

>k:=1limit (£(x) /x, x=infinity);
k=0

>q:=limit (£ (x)-k*x,x=infinity) ;

q =0
>k:=1limit (£(x) /x, x=-infinity);
k =—o0

>q:=limit (f (x) -k*x,x=-infinity) ;

q =

Zobrazime graf funkce(Cervenad barva.) spolu s grafem derivace funkce (zelena barva).

> obrazek :=plot([x"4-6*x"2+5,4*x*3-12*x] ,x=-3..3,y=-
8..8,discont=true,color=[red,green] ,title="Graf funkce f a
jeji derivace"):

tl:=textplot([1.5,6,

"f'(x) °],align=ABOVE,color=green) :

t2:=textplot([2.5,-2,

"f(x) "],align=BELOW,color=red) :

display ({obrazek, tl,6 t2});
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Graf funkce f a jeji derivace
87

|
e
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Priklad 11. Vygetete pribeh funkce g: y = > .

ReSeni:

1))

2)

Urc¢ime defini¢ni obor, sudost (popf. lichost), periodi¢nost.

D(g) =R

CORE

g(—x)= XY = o2 5 vy e D(f): fix) # fi—x) = funkce fneni sudd

ani licha, neni periodicka.

Najdeme priseciky s osami. A ur¢ime spojitost funkce.
Priseciky s osou x : [x, 0]

— 2 W v r /4 r r
e =0, to viak nenastane pro zadna x, proto funkce g neprotina osu x

v Zzadném bodé.

Priseciky s osou y : [0, g(0)]

Zjistime funkéni hodnotu v bodg 0: g(0) = €*°” =¢° =1, funkce tedy protind
osu y v bod¢ [0, 1].

Funkce g je spojita v celém svém defini¢nim oboru, tzn. spojitd v R
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3) Vypocitame limity v nevlastnich bodech.

2
: 2x : (D) -0
lim e =lime * =e7=0

x—>to x—>to0

7.X2

4) Zjistime prvni derivaci funkce.

g ()= ™™ (2-2%)
Derivaci polozime rovnou 0 a vypocitdme stacionarni body podezielé

z extrému

2 (0)=0= ¥ (2-20)=0=(2-2x) = 0<> x =1

Stacionarni bod je 1

5) Ur¢ime monotonii a extrémy, pro lepsi orientaci si nakreslime schéma.

o gh=e

Na intervale (—1,0) je funkce g klesajici. Na intervale (—oo,1) je funkce g

rostouci.

V bodé¢ 1 je lokalni maximum.

6) Vypocitame druhou derivaci a zjistime nulové body, ve kterych by mohla mit

funkce g inflexi.
g ()= ¥ (220)(2-2x) + ¥V (2) = ¥ (4 — 8x +H4x* —2) =
= > (4x* — 8x +2),xeR

g ’(x)=0=> ™ (4x* — 8x +2) = 0. Vyraz ¢>** nebude nikdy roven 0=

4+416-8 _ 2

plati :{4x* —8x+2=0=2""—4x+1=0 S x5 = J 5

V2

Nulové body jsou 1+ % 1 - -
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7) Nakreslime si opét schéma a zjistime konvexnost a konkévnost a inflexi

2o W2

1-22 1422
2 2

q 3 + | L 1

g L_/ L L

V2

Na intervalu (—oo,1 — 7} a(l+ 72, o) je funkce g konvexni a na intervalu

<ff

1-— 1+—> je konkavni.

Protoze druhé derivace méni své znaménko v danych bodech, jsou

V2

proto body 1+ - J— % inflexni body.

8) Rovnice asymptot: y = kx + q.

2x—x
V 0 k—hmg( X) lime—=0
X—>0 x X—>00 x

2

v 001 q = lim[g(x) - kx] = lime>™ —kx=0

Svislé asymptoty funkce nemd. To plyne z neexistence bodii nespojitosti, kde

by funkce méla nevlastni jednostranné limity. Asymptoty se smérnici jsou funkce

y=0.

9) Graf funkce g

37
21
¥ ]
/1-
2 1] 1 2 3 4
y X
_1-

Obr. 73
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ResSeni pomoci Maple.

Zavedeme si funkci pomoci tohoto predpisu.

> f:=x->exp (2*x-x"2) ;

f=x —>e(2x7x2)

Ovétime, zda je funkce suda nebo licha (popft. ani jedno). Jelikoz predpokladame, ze

neni funkce suda ani lichd, pouZzijeme piikaz type(evenfunc) i ptikaz type(oddfunc).

> type (£ (x) ,evenfunc(x)) ;

false
> type (£ (x) ,oddfunc (x)) ;

false

Vyslo nam false-Spatny,coz znamena, ze funkce neni ani suda, ani licha.

Zjistime pruseciky s osami, s osou y dosadime 0 za x do rovnice funkce a

vypocitdme tak funk¢ni hodnotu.

>£(0);

Cili y=1.

Prisecik s osou x ziskame, kdyz funkci f polozime rovnou 0 a vypocitdme tuto rovnici

pomoci piikazu solve.

>solve (f(x)=0,x) ;

U

Protoze funkce neprotina osu x, zobrazi se jen prazdna zavorka.
Dale je nutné ovétit, zda je funkce spojita. Domnivame se, ze je spojita v R, toto tvrzeni

dokézeme pomoci ptikazu iscont a interval dosadime (—o,).

> iscont (£ (x) ,x=-infinity..infinity)
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true

Dalsi krok je zjiSténi limit v nevlastnich bodech piikazem limit.
>limit(f(x), x=infinity);

>limit(f(x), x=-infinity);

Vypocitame prvni derivaci funkce pomoci diff.

>df:=diff (£f(x),x);

df=(2-2x)e "

Ptikazem solve vypocitame stacionarni body podezielé z extrému.

> solve (%=0,x) ;

{x=1)

Zda je v tomto bod¢ extrém ovéiime pozde€ji pomoci druhé derivace.
Zjistime intervaly monotonie opét pomoci solve, kdy derivaci polozime vétsi( v piipadé,

kdy funkce roste) a mensi (funkce klesa) nez 0.

> solve (d£>0) ;

RealRangé¢—oo, Oper( 1))
> solve (d£f<0) ;

RealRangé¢Open( 1), )

Utc¢ime druhou derivaci pomoci diff.

>ddf:=diff (f(x),hx$2);

—)C2 X—)Cz
ddf =2 12 —2xp2 e
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Zjistime nulové body, ve kterych by mohla byt inflexe. Pouzijeme piikaz solve a

polozime druhou derivaci rovnou 0.

>solve ((%=0,x);

g}a {x:l_«/E

{X:1+ 7}

Ur¢ime intervaly konvexnosti a konkavnosti.

> solve (dd£>0) ;

RealRangEOpex{l - g}, Ope\{l + @D
> solve (dd£<0) ;

RealRangEOPe‘{l —@ Ope'[l +@D

Nyni se miizeme vrétit ke staciondrnimu bodu a pomoci druhé derivace ov¢tit, zda je
v tomto bod¢ extrém. Pouzijeme piikaz subs, pomoci kterého dosadime staciondrni bod

do druh¢ derivace a vypocitame tak funk¢éni hodnotu druhé derivace v tomto bode¢.

> subs (x=1,diff (f(x),x$2));
—2e

Maple vypocital, ze plati /"'(0) <0, tudiz ma funkce /v bod¢ 0 ostré lokalni maximum.

Zbyva zjistit asymptoty funkce. Svislé asymptoty funkce nema. To plyne z
neexistence bodtl nespojitosti, kde by funkce méla nevlastni jednostranné limity. Sikmé

asymptoty jsou funkce y=0. To dokdzeme tim, Ze zjistime ptislusné limity.
>k:=limit (£ (x)/x, x=infinity);

k=0
>qg:=1limit (f(x)-k*x,x=infinity) ;

q:=0

Zobrazime graf funkce(Cervena barva.) spolu s grafem derivace funkce (zelend barva).
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>obrazek :=plot([f(x),df(x)],x=-2..4,y=-
3..3,discont=true,color=[red,green],title="Graf funkce a
jeji derivace"):

tl:=textplot([2,2,

f(x) "] ,align=ABOVE, color=red) :
t2:=textplot([2.5,-2,
"f'(x) "],align=BELOW,color=green) :
display ({obrazek, tl, t2});

Graf funkce a |eji derivace

fx)

=

Obr. 74
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3.5.2 NereSené priklady

1. Najdéte intervaly monotonie funkci:
1) gix)=x+ 1
X
2 —
2) g(x)= X T2
3) @x)= 3xt 4 — 1247
1
4) gix) = Jx——=
Jx
5) gs(x)=x’- gxz
2
6) go(x)=4x" —x*
1-2x°
7 X) =
) g1(x) 213
x* —4x+4
8) &)= ————
x+1

-95 -

Rostouci:
Klesajici:
Rostouci:
Klesajici:
Rostouci:
Klesajici:
Rostouci:

Rostouci:

Klesajici:

Rostouci:

Klesajici:

Rostouci:

Klesajici:

Rostoucit:

Klesajici:

(—o,-1>, <1, ©)
<-1,0),(0,1>

(=0, —v2 ), (2, 0)
( —+2,0),(0, 42 )
(-L,0), (2, o)
(-,-1),¢0,2)

(0, )

(—0,0), (3, )

(0,3)

(—w,—JE),(O,J§>
(=2,0), (N2, ®)

(—O0,0 >
(0, )
(—0,—4), (2, o)

(-4,-1),(-1,2)



2. Najdéte lokalni extrémy funkei:

2

) AG) =2 Lokélni maximum: [ 6, —12]
x+3
Lokalni minimum: [0, 0]
2) fa(x) = Vax—x’ Lokalni maximum: [2, 2]
3) fslx)= =1y Lokalni minimum: [0, —1]
4) fax)=x—In(x+1) Lokéalni minimum: [0, 0], x > —1
x4
5) fs(x)= i 2x? Lokalni maximum: [0, 0]
Lokalni minimum: [-2, — 4], [2, — 4]
6) fo(x)=x e? Nema extrémy,stéle rostouci
7 f(x)=1-3/(x—4)* Lokalni maximum: [4, 1]
2 s . 2 4
8) fi(x)=x"(1-x) Lokéalni maximum: 377

Lokéalni minimum: [0, 0]

9) Ur&ete hodnoty parametri a, b €R tak, aby minimum funkce f{x) = ax* + bx + 5
bylo v bod¢
x =2 ajeho hodnota byla 4.

Vysledek. [a=—,b=-1, rovnice: fix) = ixz —x+5]

1
4

3. Urcete intervaly, ve kterych jsou funkce konvexni, konkavni, a urcete inflexni

body, pokud existuji:

1) y=3x"-2x+1 [konvexni v R]
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2) 3 [ (—0,3) - konkavni, (3,%)- konvexni ]
x —
3 o .
3) y= [ (—0,—2) - konkavni, (-2,0)- konvexni |
x+2
4) y=xe" [ (—o0,-2) - konkavni, (-2, 0)- konvexni ]

5) Pro které hodnoty a,b€R je bod A[2, 8] inflexnim bodem grafu funkce

fiy= ax® + bx*?

Vysledek: [a = —%,b = 3}

4. Urcete asymptoty grafu funkce f.

1 . .
fiiy=x+— [se smérnici: y = x, vertikalni: x = 0]
X
fry= 1+x 5 [se smérnici: y = 0]
X
Inx ‘e ot
friy=—— [se smérnici: y = 0, vertikdlni: x = 0]
X
2
fay= 1 [se smérnici: y =x + 1, vertikalni: x = 1]
fsiy=x"—6x> +9x [neexistuji]

5. Vysettete prubéh funkce:

3

1) fiiy= (xil)z 15
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2) friy=-5x>+8x—1

3) fs:y=cos’x—sinx

Y foy= S
5) friy= ln)(cx)
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Obr.79
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e

0) Jor= x+2

T fery=x+te
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Z.avér

Ukazali jsme si, jak 1ze matematicky program Maple vyuzit pfi pocitani piiklada
z analyzy. N¢kdy staci zadat jeden ptikaz a rovnou se zobrazi vysledek daného ptikladu.
Ditlezité vSak je, aby se feSeni piikladii pomoci tohoto programu nestalo v zadném
pfipadé mechanickym. M¢li bychom vzdy veédét, co pocitdme, a potom si teprve
pfipadné¢ pomoci Maple vysledek zkontrolovat. Na tento program se vSak nemiiZeme
stoprocentn¢ spoléhat. Mlize byt totiz velice nepiedvidatelny. Nékteré piikazy
z neznamych divoda nefesi, nékdy je vhodné a ucinné restartovani jeho pocitacové
paméti. Jindy se mize stat, ze pocita nékteré priklady chybné, v ptipadé, kdy nebere
v uvahu podminky, které jsou nutné stanovit, abychom piiklad mohli spravné vypocitat.

V souvislosti s limitami je vhodné spojit vypocet s nakreslenim grafu funkce v okoli
inkriminovaného bodu.

Prestoze program neni bezchybny a stoprocentni, d4 se vhodné vyuzit k pocitani
riznych piikladd matematické analyzy a usnadni vypocty, ale pfedev§im zakiim
pomuze objasnit pojmy z diferencidlniho poctu, které mohou byt pro studenty mnohdy

tézko pochopitelné.
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