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can see its contribution.
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1. UVOD

Béhem mého studia na pedagogické fakuitt nejvice zaujaly fedmety tykajici se
matematické analyzy. 8 jsem vSak problém si¢které, hlave vicerozngrné funkce
v prostoru, pedstavit. Program Maple mi hoglns touto pedstavivosti pomohl,
ale jeho ovladani ze &atku nebylo Upla jednoduché. Proto jsem si dané téma vybral a

touto cestou bych ctitusnadnit praci dalSim studént.

Prace je roz&lena do i c¢asti. Prvni ¢ast obsahuje zakladniéty a definice

k viceroznérnému integralu. Druh&ast obsahuje zakladni informace pro praci v
programu Maple. V poslediasti jsem se za#hl na feSeni vicerozgrnych integrai

v programu Maple. V kazdéntigladu se snazim komentovat novwékpzy. Za kazdym
tématem jsou rfeSené fiklady slouzici k procéeni ziskanych dovednosti. Na konec

prace jsem flozil ukazku moznosti vytvieni Mapletu pro usnagni prace v Maplu.



2. TEORETICKA CAST

2.1 Funkcen realnych proménnych

Definice. Realnou funkci n realnych prémmychnazyvame zobrazeni mnoziy O R
do mnozinyR. PiSemef :M - R (predpokladame, Ze R¢). MnoZzina M = D(f)
je definicnim oborem funkce. fCislo y, které je funkcif piitazeno bodu

X = [xl,xz...xn]D M, je funkéni hodnotou funkcé v boct X :[xi,xz...xn] a zngime
f(X) nebo f(x,x,..x,). Mnozinu véech furdnich hodnot funkcef nazyvame
oborem  hodnot funkce f a znd&ime i f(M) nebo H(f).
Jetedy f(M)={yOR;y=f(X),XOM}.

Definice. Neclt je dana mnozinaM a zobrazeni p:M xM - R. Rikame,

Ze p je metrika W , praw kdyZz p méa nésledujici vlastnosti

jo!

X,¥)=0 pro viechna,yOM ,

X,¥)=0 praw tehdy, kdyzx =y,

jo!

. p(xy)=p(y,X proviechna,yOM,

(
(
(
IV. p(x2)<p(x y)+p(y 3 proviechna,y,zOM .

Je-li p je metrika VM, nazyvdme dvojic(iM : ,0) metrickym prostorem.

Definice. Nectt (M,p) je metricky prostor, X OM . Sférickym okolimbodu
X o0 polongru £ >0, nebo striné € —okolimbodu X O M nazyvdme mnoZinu
U(X)={XOM;p(X,M)<¢g}.

Definice. Prstencovym okolirhoduX nazveme mnoZzinu
P(x)=U(X)-(x).



Definice. Bod X nazyvamernit'nim bodemmnozinyM 0O R" , praw kdyzZ existuje okoli

U(X), Ze celé lezi W1. Tj. platiU(X) O M .

Definice. Bod X nazyvamevnegj§im bodemmnozinyM O R' , pra¥ kdyz existuje

takové okoliU (X ), Ze neobsahuje zadny bod mnoZiyTj. platiU(X)n M =0 .

Definice. Bod X nazyvamehranicnim bodenmnozinyM O R, praw kdyz v kazdém

okoli U(X) lezi body, které k mnoZérM pati, i body, které k mnoZinM nepati.

Definice. Bod X O R"nazyvamehromadnym bodem mnoziMyO R", praw kdyz kazdé
prstencové okoli bod¥ obsahuje alesfigeden bodA /7M.

Definice. Bod X /7 M nazyvameizolovanym bodem mnoZinyl, neni-li jejim

hromadnym bodem.

Definice. Mnozinu M 0 R" nazyvameohranicenoy praw kdyz existuje takovy bod
X OR" atakové&islor > 0, Ze plati

M O{X OR"; p(X,M)<r}.

Definice. MnoZinu M nazyvameotevenoy je-li kazdy jeji bod vninim bodem této

mnoziny.

Definice. Mnozinu M nazyvameuzavenoy paki-li k ni vS8echny jeji hromadné body

nebo nema-li Zadné hromadné body.

Definice. Rikame, Ze funkcd je spojitd v bod X vzhledem k mnoZih M, jestlize
ke kazdému okoIU(f (X)) existuje takove okoIU(X) bodu X OR", Ze pro v8echny
body X' mnozZinyM, které lezi v okollU (X) tj. pro vSechny body pniku M nU (X)
plati f(X')OU(f(x)).



Pokud je funkcd spojita v kazdém ba&dmnozinyM vzhledem k mnozi& M, fikame,

Ze jespojitd na mnoziaiM.

Definice. Reélnou funkcif n realnych prominnych nazyvamestejnosnarne spojitou
na mnozigd M O R", jestliZe ke kazdémuislu £ > 0 existuje takové&islo J > 0,
Ze pro jakékoli dva bod¥X a X' mnozinyM, jejichz vzdalenost je menSi néislo J,

plati, ze| f(X)-f(X')< &

2.2 Integralni pocet funkci vice proménnych

2.2.1 Integral presn-rozmérny interval
Definice. M&me n-rozmérny interval definovany taktoA=(a,,b)x...x(a b)) OR"
af: R" - R funkci ohrankenou naA D(f ) Definujme
« Objem intervallA jecislo |A = (b, —a,) b, - a,)..(0, - a,).
Poznamka.Je Zejmé, Ze pro
n=2:|4=(b-a)(b, -a,) je obsah obdéinika
n=3:|A=(b -a)b, -a,)(b, —a,) je objem kvadru.

Y
by T — —

F4

1q

obr. 1 Interval v R



- Primer intervaluA je gislo d(A) = (o, —a,)* +...+ (b, - a,)* .
e Proi=1,..,nbud D, :a =X, <X, <..<X, =D tzv.déleni(a,b).

PakD = [Dy, . . .,Dp] se nazyvae¢leni intervalu A.

=
I

iz

obr. 2 D¥leni intervalu v R

Definice.Déleni D rozloziAnam=my..... my n-rozmérnych intervah

(kn _l) X(kn )

A s :<x1("1‘1),x1(k1)>><...><<xn X >

kdel<k <m ai=1,...n. Ozn&me tyto intervaly pro zjednodusen®, ..., A™.
Normu [D| déleni budeme definovat jako neféi z pomerd  v3ech

AY intervali, které jsou elementem.

Definice. PosloupnodiD, }, délent intervaluA nazyvamenormalnipokud [im D =0.
Kk - o0

Definice.V kazdém interval? proj = 1, ....,m zvolme body, DA ? .Cislo

m

s, (D)= Z;, ty,) [aY)]

se nazyvantegralnim sottem funkce pro ctleni D intervaluA a pro danou volbu

reprezentart y; .
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Definice. Reknsme, Ze ohragena funkce f je Riemannovsky integrovatelna
na A a c¢islo aldR nazveme n-rozmerny integrél funkce f na mno&nA,
jestlize pro kazdou nulovou posloupnost 8leni intervaluA a pro kazdou volbu
reprezentatitv téchto clenich plati

lims, (D,)=a.

Poznamka.Riemanriv n-roznerny integralf naA budeme ozrimvat

J'f(xl,...,xn) dx,..dx,

A

Specialrdvojny a trojny integrél funkcenaA budeme oznmvat

[[tlcy) dxdy a [[[f(xy,z)dxdyc

A
Poznamka. Objasme podrobgji hlavni mysSlenku konstrukce a pro nazornost

uvedme obrazek 3.

zh
\
b A
2 Fy) k2
| Y
1 VI
a, Z IA A
A_.f . \]{&\
a, b, = ; . /

obr. 3 Konstrukce integralniho stu pron=2

Integralni sotet (D) piiblizné vyjadiuje hodnotu integralu Z naA. Cim je dleni

D jemngjsi, tim pesrgji S(D) vyjadiuje integral. Fedpoklad konvergence posloupnosti
norem dleni k nule znamena, Ze zjgovani je rozlozeno p@é rovnon¥rns. Cislo
S(D) pak vyjaduje sowet objentt n+1 rozmernych kvada nad @lenim D s vySkami
zavislymi na volb reprezentarit Po limitnim gechodu pak ziskAme objem
n+1 rozmeérného &lesa nad podstavaody ktera je shora ohraféno grafem funkcé

11



2.2.2 Integral na mnoziré

Definice.Bud' f: R" ~ R, Q [0 D(f) ohraniena mnoZina. Funkce definovana vztahem

)(Q(X) =0, prox0OR"-Q,
=1, prxtdQ ,

se nazyv&harakteristicka funkce mnoziy

Ziejm¢ pro ohranienou mnozinu@ vzdy existujen-rozmsrny uzaveny interval tak,
ZeQOA.

Rekneme, ze& je Riemannovsky integrovatelna @ kdyz funkce x,.f :R" - R

je Riemannovsky integrovatelna AaPak klademe

jf(xl,....,xn) dx,..dx, =IXQ(X1,....,xn)f(xl,....,xn) dx..dx, .

Q

Poznamka.Definice je korektni, protoZe integral z funkoeezavisi na volbA.

Definice. Existuje-li jdxl...dxq, pak seQ nazyva meritelna v Jordano¥ smyslu
Q

alQ[= jd)(l...dxn se nazyvamira Q.
Q

Poznamka.Pron = 2 je mira obsah, pro = 3 objem.

Véta. Neclt Q,,Q, 00 R"jsou netitelné mnoziny, které nemaji spote vnitni body.

Pak|Q, 0Q,| =|Q,[+|Q,].

Véta. KdyzZ f je spojitd na réritelné mnozZig Q. Pakf je Riemannovsky integrovatelna
nagQ.

Véta. Kdyz f je ohrankena na2 a necli pro mnozinuA vSech bod nespojitostif plati

|A| =0. Pakf je Riemannovsky integrovatelna fa

12



2.2.3 Nekteré vlastnosti integralu

Poznamka.V této kapitole uvedeme vlastnosti pouze pro dvapggral

a) Na intervalu

Jestlize jsou funkcd, g integrovatelné na intervald, pak i funkcef+g

je na tomto intervalu integrovatelna a plati

[[(t +g) dxdy= [[ f dxdy+[[ g dxdy.

A

Necht je funkce f integrovatelna na intervallA a necki c je cislo.

Potom i funkcec.f je integrovatelna na intervalua plati

”ch dxdy:cE”f dxdy.

A A

Nech’ intervaly A, A,,[IA, tvori deéleni intervalu A. Nech' je funkce

f na kazdém zthto intervalh intergrovatelna. Potom je funkce
f integrovatelnd i na intervalua plati

[[ £ dxdy= [[ f dxdy+ [[ f dxdy+...+ [[ f dxdy.
A Ay A, Ap

Nech’ je funkcef integrovatelna na intervald a necli v intervalu A plati

f >0. Potom je

”f dxdy= 0.

A

Nech’ funkcef, g jsou integrovatelné na intervalia v tomto intervalu plati,
ze f > g. Potom

” f dxdy= ”g dxdy.
A A

13



« Jestlize je funkcd na intervaluA integrovatelna, pak je na tomto intervalu

integrovatelna i funkcef 2.

» Jestlize jsou funkcef, g na intervalu A integrovatelné, je na intervalu

A integrovatelna i funkcef [g.

b) Na mnozing
* Neclt jsou funkce f, integrovatelné na &fitelné mnozig Q2 a ¢ jsou realna

k
cisla, i=12...,k. Potom i funkceZci f. je integrovatelna na d&itelné
i=1

mnoZzirg 2 a plati

K k
g;ci f; dxdy= ;Ci '[5[ f, dxdy.
Disledky

([ f.x y)axdy= [ f,(,y)dxdy
A A

JJ1# 0 y)+ g(x y)ldxay= []  (x, y)axdy+ [[ g(x, y)dxdy.

A A
* Neclt Q=0Q,0Q,, piicemz Q,, Q, nemaji spoléné vnitni body a jsou

mefitelné. Neclhi funkcef je nefitelna na mnozinactQ,, Q,. Potom funkce

f je integrovatelnd na mno&) a plati

J'J' f (x, y)dxdy= H f(x, y)dxdy+ J'J' f (x, y)dxdy.

* Neclt’ funkce f a g jsou integrovatelné na dfitelné mnozig Q a nechi

pro vSechny body 2 plati, Ze f > g. Potom plati nasledujici nerovnost

J"[ f dxdy= J"[ g dxdy.
Q Q

14



Disledek
Pokud pro vSechny body z mnoz@yplati, Ze f = Q potom i

”f dxdy= 0.

Q

2.2.4 Integral pres elementarni oblast

Definice. MnoZina Q 0 R"se nazyva lementarni oblast typl(xl,...,xn), kdyz kazdy
bod [xlxn] 0Q sphuje nerovnosti
& =X=8,
9,0 )= %, < hy(x,)
9, (%, %, ) < X3 < h,(x,,%,)

gn—l(xl""’xn—l)S Xn < hn—l(Xl""’Xn—l)
kde a,a, 0Ra <a, a pro kazdéi =1..,n—- Jjsou g, h :R - Rspojité funkce
sphujici podminkug, <h, pro vnitni bodyQ.

Definice. Bud ¢ permutace mnoZify,,....x,}. Pokud v pedchozich nerovnostech

pisemea(x ) misto x,, pakQ se nazyvalementarni oblast typ(o(x,),...,a(x, )).

Poznamka. Special@ n-rozmérny uzaveny interval je elementarni oblast vSech

moznych tyf.

Definice. MnozZina Q O R"se nazyvaregularni, je-li sjednocenim korimého pdtu

elementarnich oblasti libovolného typu, které repple&né nejvyse svoje hranice.

15



Véta. Bud' Q O R"elementarni oblast. Pakje mgfitelna.

Disledek.Kazdéa regularni mnozina jedtitelnd.

Véta. Bud Q = ULQi regularni oblast, slozena z elementarnich ob@stikteré maji
spol&né nejvyse svoje hranice. Pak

J'f(xl,.. , cdx, =3[ £ (X)) dx. X,
Q

i=1 QI

Véta (Fubiniho). Bud' Q O R"se nazyva elementarni oblast tyf,...,x,) a nechi

n

funkcef je Riemannovsky integrovatelna Ga. Pak

3| hi(x) M1 (4 %01)
jf()(l,....,xn)d><1...d><n:j j . If()(lxn) dx |...| dx, |[dx

Q al g,(x) e (X Xno1)

Poznamka Pro typ(o(x,).....o(x,)) plati analogické tvrzent.
» Dtusledek
Bul Q =(a,,b)x...x(a,,b,) n-rozmérny uzaveny interval a neahfunkce
f je Riemannovsky integrovatelna ga. Pak

b

jf(xl,....,xn) dx,..dx, :T . jf(xl,...,xn) dx, |[..[dx

=

2.2.5 Transformace integraih

Definice. Bud Q [0 R" uzawena a ohraena mnozina. Pak se nazyvan-roznerna

oblast.

Definice.Bud’ F : R" - R"zobrazeni, kdd~ :[fl, f2,...,fn], piicemz f. :R" - R,

i =1,...n. Nech Q" O D(F) je oblast a nechke kazdému body;,...y,]0Q"

je rovnicemi

16



piitazen bodix,,....x,| = [f,(Y,seer Yo )seees Fo (YooY, )| D R tak, Ze plati
. Je-IiF(Q*): Q, pakQ je oblast VR?.
+ ZobrazeniFje n®" - h(Q*) injektivni (prosté).
. Je-liQ; 0 Q oblast, pakF(Q;) je oblast a plaff (Q;) 0 Q

Pakiekneme, Ze transforrai rovnice transformuji oblag2 na oblastQ” .

Zobrazeni F se pak nazytransformacea determinant

of,  of,
dy, oy,
J (y1 ..... Y, ) =| (I
of, of,
oy, oy,

Véta. Nech' rovnice transformuji oblasQ na oblastQ™, f,,f,,...,f, maji spojité

parcialni derivace n®" a pro kazdy body,,...y,]0Q" —h(Q") plati I(y,,....y,) # 0.

Specialré

« pron=2,je-lix=f,(uv), y=f,(uv), pak

” X, y)dxdy= J'J. ( )ED(u v)dudv
« pron=3,jelix=f(uvw), y=f,(uv,w),z=f,(uv,w), pak

m X, ¥, z)dxdydz= I” u,v,w), £, (u,v,w), £5(u,v,w)) D (u, v, w)dudvdw

17



2.2.6 Transformace integrah do polarnich souwradnic

Definice. Nechy zobrazeniF : R* - R? je dané rovnicemi

x=f,(0,¢) = pEosp
y=f,(0.4)=pGing

YA

)

obr. 4 Polarni saadnice

Toto zobrazeni mé jakobian

cosg,— psing

sing, pcosp =,o(cos2 @ +sin ¢)=,0 .

Ip.9)=

Rovnice transformujR?na mnozinu(0,c0 )x (0,277 ).

Poznamka.Zobecrni polarnich soitadnic.

x=alplcosg

y =bCpEing a,b konstanty

Toto zobrazeni ma jakobiéﬂ(,o,¢) =abp.

18



2.2.7 Transformace integrah do cylindrickych souradnic

Definice. Nechy zobrazeniF : R® — R® je dané rovnicemi

x=1f,(0.4,2)= plcosp
y=f,(0,4,2)=pEing .
Z= fs(p’¢,z): z

zh

obr. 5 Cylindrické sotadnice

Toto zobrazeni ma jakobian

cosg,— psing,0
J(p,0,2)=|sing, pcosp,0|= ,o(cos2 @ +sin? ¢): 0 .
0, 0,

Rovnice transformujR®na mnozinu(0,e0 )x(0277 )xR.

19



2.2.8 Transformace integrah do sférickych sowadnic

Definice. Nechy zobrazeniF : R® — R® je dané rovnicemi

x = f,(0,4,9) = plcosp [cosd
y = f,(0,4,9) = pBingcoss .
Z= f3(p,¢’l9):p@5inl9

W

obr. 6 Sférické saadnice

Toto zobrazeni mé jakobian

Cosp cosd,— pcosdsing,— pcosgsing
J (,0,¢,19) =|sing cosd, pcosg cosd, - psingsind | = p®cosd
sind, 0, pCcosd

Rovnice transformujR®*na mnozinu(0,e )x (0277 )x(0,77 ).

20



2.2.9 Nevlastni dvojny integral

Definice. Neclt (x, y) je bod z R* a {Q*k}le je posloupnost podmnozin R?
s naslednymi vlastnostmi

« (xy)0Q'« prok=1,2, ....

+ limd, =0, kded, je pimér mnozinyQ'« prok=1, 2, ....

Kk = o0

Potomiikame, Ze posloupno%ﬁl*k}f::1 je zuzujici seosloupnosti k bodw ).

Definice. Neclt Q je nefitelna, ohraniena oblast R? a (x,y)0Q . Nech je funkce

f(x,y) neohraniend na #akém okoli bodu (x,y), ale nech je ohrankena

a integrovatelna na kazdé mna#ih- Q" . Jestlize pro kazdou posloupno%ﬂ*k}f:l
zuzujici se k bodwx(y) existuje

lim [] £(x y)dxdy=1,

Q-Q'«

potom integral

| = j f (x, y)dxdy

Q

nazyvadmenevlastnim dvojnym integralem na oblasti

Poznamka. Jestlize se jedna o vlastni limitu, pékame, Ze integral konverguje.

V opainém gripack integral diverguje, nebo neexistuje.

Definice. Neclt Q je neohraniena oblast zR* a {Q*k}le posloupnost podmnozin

z Q s takovouto vlastnosti
e Kkdyz si zvolime libovolné reélnéislo r > 0, potom vSechny body kruhu

se stedem v bod O s polongrem r, které jsou 22, pati do téngt vSech
mnozin posloupnost’« ., .

Potomiikame, Ze posloupno%ﬁl*k}f::1 Lvycerpava“ mnozink .

21



Definice. Neclt Q je neohraniend oblast ZR®> a necli kazda ohradiena oblast jeji

hranice ma miru nula. Ne¢hf (x,y) je integrovatelna na kazdé ohrgmé podoblasti
z Q. Jestlize pro kazdou posloupné@fk}(,f:l oblastiQ, , ktera vy¢erpavaQ, existuje

Il(iirlyf(x, y)dxdy=1,

potom

| = Lim” f (x, y)dxdy

nazyvamenevlastnim dvojnym integralem na obla@ti

Véta. Neclt na mnozig Q plati nasledujici nerovnodb.< f(X, Y)s g(x, y)- Potom

o kdyz Hg(x, y)dxdy konverguje, pak konvergujeﬂ f (x, y)dxdy.
Q Q

o kdyz J"[ f (x, y)dxdydiverguje, tak diverguje J'J' g(x, y)dxdy.
Q Q

Pozndmka.Podobr I1ze definovat nevlastni trojné integraly.

2.2.10 Aplikace vicerozndrnych integrala

Véta. Bud M O R?rovinna oblast. Pak prabsah rovinné oblasti Mlati

s(m)= ”dxdy.

Véta. Bud' Q O R®prostorovéa oblast. Pak pabjem prostorové oblas@ plati

v(Q)= J'J'J'dxdydz

Véta. Bud’ f(x, y)zO spojitd funkce na oblastM O R*. Pakobjem kolmého valce

Q O R® ohranéeného podstavoM v roving xy a plochou je roven

V(Q) = J"[ f (x, y)dxdy.
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Véta. Budte f:R® - R, f;, f spojité funkce na oblagd O R*. Pakobsah plochy P

nad oblastM je roven

S(P) = [[y1+(£,)° +(f; ) dxay

Véta. Bul' M OR? oblast, p(x,y)=0 hustota v bod]x,y|OM , p spojitd naM.

Pak prohmotnost dvojrozemné oblasti Mplati

m(M) = [[ o(x, y)dxdy.

M

Véta. Bud QO R® oblast, p(x,y,z)=0 hustota v bod[x,y,Z|0Q, p spojita naQ.

Pak prohmotnost trojrozrerné oblastiQQ plati

m(Q) = j ” o(x,y, z)dxdydz

Véta. Bud' M OR? oblast, p(x,y)=0 hustota v bod[x,y]|OM, p spojitd naM.

Pakstatické momenty rovinrablasti Mvzhledem k satadnicovym osam, yjsou

s, (M) = [[yTp(x y)dxdy

M

S, (M)= ” x Cp(x, y) dxdy.

M

v

A protezise T rovinné oblasti Mlati
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Véta. Bud Q0 R® oblast, p(x,y,z)=0 hustota v bod[x,y,Z|0Q, p spojitd naQ.

Pak prostatické momentyblasti2 vzhledem k sotadnicovym osamy, xz, yplati

Sy (Q)= m. z(p(x, y, z)dxdydz
S.(Q) = [[[yCp(x v, 2) dxdydz

SyZ(Q) = '”J.x Eb(x, Y, z)dxdydz

A protezise T trojroznerné oblastiQ plati

Definice (statického momentu z fyzikalniho hlediskpa
Staticky momentdesa vzhledem k bodujipce nebo rovig je sodin hmotnosti
télesa a jeho kolmé vzdalenosti k danému bodimge nebo rovié

W

VM

Ucinek jako misobeni na celé&leso.

Véta. Bul' M OR? oblast, p(x,y)=0 hustota v bod[x,y|OM , p spojitd naM.

Pak promomenty setrvmostioblasti Mvzhledem k osam x, y, z plati

|X(M)=”y2 [p(x, y)dxdy
Iy(M):J.'[XZ [p(x, y)dxdy

L, (M)=1,(M)+1,(m).
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Véta. Bud Q O R® oblast, p(x,y,z)=0 hustota v bod[x,y,Z|0Q, p spojitd naQ.

Pak promomenty setrvamostiQ2 vzhledem k osar, y, zplati
1.(Q)= m.(y2 + zz)Eb(x, y, z)dxdydz
Q
1,(Q)= J'”(x2 + zz)Eb(x, y, z)dxdydz
o
1,(Q)= m.(x2 + yZ)Eb(x, y, z)dxdydz
o
Definice (momentu setrv&nosti z fyzikalniho hlediska).
Moment setrvénosti je fyzikalni veliina, ktera vyjatlje miru setrvénosti tlesa i

otaivém pohybu. Jeji velikost zavisi na rozloZzeni hynotélese vzhledem k ose

ot&eni.
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3. POCITA COVE PROSTREDI MAPLE

3.1 Zakladni informace o Maple

Maple je paiitacové prostedi, které bylo vyvinuto na univerZitWaterloo v Kanagl
pro zjednoduSeni a zrychleni vy v matematice. Na rozdil od klasickych progtiam
pro numerické vypé&ty modeluje matematické operace se symbolickymaxyr Maple
umoziuje provadt jak symbolické a numerické vypty, tak vytvéet grafy funkci,
programovat vlastni funkceli procedury, ukladat data v ¢kolika forméatech
(nag. LaTeX , HTML , RTF , MATHML, ...) a dokonce prové&tl export
do programovacich jazyknag. C, Fortran 77, ...).

Funkce implementované v Maplu pokryvaji Sirokou asbl matematiky od zaklad
linearni algebry, diferencialniho a integralnihoétpg pres diferencialni rovnice,
geometrii az k logice.

Zakladem prace jsou symbolické operace, které wvgijizivyhody uchovavanéisla
v piesném tvaru (n&p1/6, ne jako 0,1666...), a proto Maple dava vysjesiknnohem
VétSi presnosti nez ip béZnych numerickych vypaech. Az vysledek bude vyjéeh

pomoci desetinnéhtisla. Tim se eliminuje zaokrouhlovaci chyliém vypaétu.

Je-li nutné&esit problém numericky, néjlad pi pomalém symbolické vygtu, Maple

vyuZiva gresnosti ulozenfisel pro vyjadeni vysledku na libovolny get islic.

Jak uz bylo uvedeno, je mozné také vykreslovatydiaikci jedné (dvou) prosmnych,
funkci ukenych parametrickymi rovnicemi. Vizualizace funkeeMaplu je dana

desitkami peddefinovanymi grafickymi funkcemi s preénlivym poétem paramett.
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3.2 Prace v Maple

Po spu&ini programu se otée novy dokument, ktery Zma znakem ">" (tzvoromp)

a za nim je umish kurzor.

Za promptem mizeme psat mapleovskéilazy, které maji byt zpracovanyiadek
ukoniime stednikem. Toto ukafeni je nutné, protoze jinak Maplecaekava
pokratovani gedchoziho fikazu. V gipadt, Ze zapomenete, program vypiSe varovani

a prikaz neprovede.

StisknutimENTERSse ffikaz vykon4, tzn. program vypiSe provedenou operadalsi
fadek a kurzor setpsune za nasledujici prompt. Pokud chceme naslegigani

potl&it, ukontime @ikaz dvojt€kou.

V ptipad, Ze chceme ifkaz napsat na vic&édka, sta&i stisknoutENTERa stednik

napsat az na konckigazu. DalSi moznosti je uziti kombinace kla@$IFT+ENTER

Po tomto othdkovani nenasleduje dalsi prompt, a proto je Hiska gehlednosti
z4pisu vhod§si.

Pokud za promptem zapiSeme znak ™, bere se veSkery text z& jako poznamka
a Maple jej ignoruje. Timto Zgobem budeme vkladat mezi maplovskiékaey

vyswtlujici text.

Pro geruSeni zpracovaniiigazu stiskneme ttdtko STOP na liS€ nastrofi, pop.

klavesubreak

Napowda v Maplu je zpracovana velmi dopodrobna, alegréxi s ni je velmi nutna
znalost odborné angtiny. Systém Maple pouzivany na oparem systému Microsoft
Windows podporuje kontextovou napgol, kter4 se vyvola stisknutim klavegil.
Dale ji lze vyvolat z hlavniho menu programu neb® promptem uZit ifkaz

help(predn¥t dotaz) nebo ?predmet dotazu V pripac, Ze neznate ipsreé predntt
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dotazu, je vhodné pouzit nasledujici konstruRridex, pedmet dotazy ktera nam

poskytne alternativy, na které sézeme zeptat.

[ Maple 9.5 - Untitled (1) - [Server 1] A==
File Edit View Insert Format Tools ‘Window Help
D2BSS XBEB S5¢ TP EE «2 O0%Fd axa B
X iﬁ [T Meple nput | Manospaced viizvl|B I U @ === M|
Expression |1 v th(linalg) : &
plot(f,x=1..2) ;
_
]
153
h H ]
e Ly 2 163
ath a-b a¥h 12;
alb @b q=b ]
1_|||||||||||||||||||||||||
o o, JT 1 12 14 16 18 2
YT oal lal B with({student) ;
(D, D5, Dowbleint, Int, Limii, Lineint, Product, Sum, Tripleint, changevar, compleiesquare,
ga Ina loga
distance, equate, integrand, intercept, infparts, leftbox, lefisum, makeproe, middishaox,
sing  (osa bna ; £ ¢ : : 5
middiesum, midpoint, powsubs, righthox, rightsum, showtangent, simpsan, slape,
summand, trapezoid]
_>
z b
< >
eady I'I'ime: 0:26s Nemor\;: 0.18h

obr. 7 Ukazka pracovniho okna Maplu
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3.3Piehled zakladnich konstant,operaci a funkci v Maple

Operace
scéitani
odeitani
nasobeni

déleni

Konstanty
Pi

intinity

I

true

false

Funkce

sin(x), cos(x), tan(x)

T

nekaim®

komplexnicislo

loiggcpravda
|dggcnepravda

goniometridkékce

arcsin(x),arccos(x),arctan(x) inverzni goniomdigi¢unkce

exp(x)
In(x)

log[a](x)

x"2 nebo x**2 d

sqrt(x)
abs(x)

n!
signum(x)
gcd

lcm

round

exponeihei funkce
fipzeny logaritmus
logaritre 0 zaklada
druh& mocnina
druhdnoocnina
absnoidtodnota
n faktorial
signum
nggi spolény dlitel
nej3é spolény nasobek

zawlhleni na celdisla
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Poznamka.
» goniometrické funkce uZzivaji radiany

» pro ziskani vysledkuipdchozi pdetni operace uzivame % (maxim&i%%)
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4. PRAKTICKA CAST

4.1 Vypatet dvojného integralu

4.1.1 Vypaet dvojného integrélu na intervalu

1) Vypostste ”f(x, y)dxdy, kde A=(01)x(12)a f(x,y)=x".
A

Funkci si oznaimef a definujeme ji do Maple pomodiikazu =:

> fi=x**y;

fi=xY
nebo
> f:=xMy;

fi=xY

Nyni Ize sp@itat dvojny integral &kolika zpisoby.

* Pomoci pikazuint s nasledujici syntaxi.

> int(int(f,x=0..1),y=1..2);

InE) + In(3)

Jak vidime, tentoiffkaz ndm rovnou vypiSe vysledek.

» Pomoci pikazulnt avalue s nasledujici syntaxi.
> Int(Int(f,x=0..1),y=1..2);
RN
I I x dx v
g
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Tento gikaz nam vypiSe inertni tvagkterych funkci, to znamena tvaresny,
nevyhodnoceny, slouzici pro dalsi v¢po Proto ho musime vyhodnotit pomoci
piikazuvalue s nasledujici syntaxi.

> value(%);

In@) + In(3)

Pomoci pikazuDoubleint,  pro ktery je nutné rist knihovnustudent,
avalue s nasledujici syntaxi.

> with(student):

> g:=Doubleint(f,x=0..1,y=1..2);

[
I x7 dx v
|
J

> value(Q);
-In(2) + In(3)

Jest je mozné pomociifkazu combine vyraz upravit

> combine(%);

i
k

B | L
——

apomoci pgikazuevalf  presrg vycislit (s presnosti na 10 mist).
> evalf(g,10);

0.4054651081
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2) Vypoitste ”f(x, y)dxdy, kde A=(01)x(03)a f(x,y)=/x+y.

> f.=sqrt(x+y);

f:=alx+y
> Int(Int(f,x=0..1),y=0..3)=int(int(f,x=0..1),y=0.. 3);

3

1
o 12 124
| | Axt+ydrdy=-—43+—
"I|:| "IIII ] 15

> evalf(%,5);
4.1097

3) Vypoitéte I j f(x, y)dxdy, kde A= <O, %T> x(02)a f(x y)=xy eodxy?).
A

> with(student):

> fi=x"2*y*cos(x*y"2);
fr=x2 y cos(xyz)
> Doubleint(f,x=0..Pi/2,y=0..2);

T

b —

xzy cos(xyzjl dx dy

-— —_—
— _—

> value(%);
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Tento @iklad ukazuje, Ze i Maple iide mit s Bkterymi integraly potiZe, a Ze zalezi na
poradi mezi. KdyZ meze atbme, tak program bez problémmtegral vyesi.

> Doubleint(f,y=0..2,x=0..Pi/2);

b =

T
[

| | xzy cos(xyzjl dy dx
| |

J J

1] 0

> value(%);

> evalf(%,1);

Nyni si ukazeme nafikladu

4) ”f(x,y)dxdy, kde f(x,y)=x", A=(0l)x(a,b) a0<a<b,

jak je nutné skloubit znalosti matematické analggyrogramu Maple.
Kdybychom pouzili pouze ffkaz >int(int(f,x=0..1),y=a..b) , tak nam

Maple vypiSe nedeSeny vysledek.

b [ fin x(rﬂ:a] .
x— 0+
d

LV

¥+ 1

Nyni je nutné viesit limitu uvnit integrélu a to pomocitfkazulimit s nasledujici
syntaxi.
> limit(x~(2), x = 0, right);

34



Misto vyrazuy+1 nam stai psat libovolné kladnéislo (zvolil jsem 2) diky tomu,
Zey se ngéni odadob,kdeO<a<b.

Ted’ vysledek limity dosadime do integrélu arefime.

> int(1/(y+1), y=a..b);

|-'E:I
| 1
| ——ay
| y+1
J

[

JenZze i t& nam Maple integral nevgsi a to kuli tomu, Zea ab jsou libovolné
konstanty. Proto je nutnéigat piikazcontinuous s nasledujici syntaxi.
> int(1/(y+1), y=a..b,'continuous’);

-in(a+ 1) + In(b + 1)

> combine(%);

i3

b+1
{5

Piiklady k procviéeni.

o _/an\2 _ Y n
5) Vypostéte J;jf(x, y)dxdy, kde A=(01)"a f(xy)= e [12]
6) Vypostste ” f(x,y)dxdy, kde A=(01)"a f(x,y)=y @& [e-1].
A

7) Vypoététe” f (x, y)dxdy, kde A=(0, n>><<0,7—27> a f(xy)=xsin(x+y) [7+2].

8) Vypaitste j j f (x, y)dxdy, kde A=(01)x(12), f(x, y)=m Em[éﬂ-
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4.1.2 Vypaet dvojného integralu na mnoziré
1) Vypostste ”f(x, y)dxdy, kde Q:x* < y< xa f(x,y)=x+y.
Q

V daném pikladu je nejgZsi ukit spravné meze, ips které se ma integrovat.

Proto je nejlepSi si vzdy danou mnozifunakreslit. K tomu nam v programu Maple
slouzi gikaz plot s naslednou syntaxiidd zadanim iikazu plot je lepSi naist
knihovnyplots aplottools

> with (plots): with (plottools):

> plot([x,x**2],x=-2..2);

4]

<

2; /

1
I T T T T T T T T Ih_ T T T T T T T T T 1
-2 -1 K] 1 2

] %

_']:

2]

obr. 8

Program ma Siroké moznosti nastaveni grafu, pokusgnvystihnout jen ty, které

.....

o title umoZziuje vypsat nazev grafu

e color nastaveni barvyary

* linestyle nastaveni druhtary

» thickness nastaveni tlou¥ky cary

* legend umo#uje zobrazeni legendy grafu

» textplot umoziuje vkladani textu do grafu
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DalSi nastaveni grafu Ize najit v napad¥, kterou vyvolame fokazem.
?plot[options];

Ukézka pouziti nastaveni grafu.

> Gl:=plot([x,x**2],x=-2..2, y=1..2, title="Graf",
thickness=[1,3],color=[blue,yellow],linestyle=[1,2]
legend=["graf fce x","graf fce x"2"]):

> G2:=plots[textplot]([1.8,1.6,'x]):

> G3:=plots[textplot]([-1.5,1.6,'x"2"):

> display(G1,G2,G3);

Graf

" ]
¥ = ¥

05]

I 1 1 1 1 1 1 1 1 IEI: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

iy -1 ij 1 2
051 g

graf foe x
graf foe w2
obr. 9

Nyni se vrame kieSeni pikladu. Z grafu je patrné, Ze prémrmay se néni od funkced
k funkci x, coz bylo patrné uz ze zadani. Déle Ize z gratiistyZze prordnnax se néni
od 0 do 1 (body pisesiki funkci). Tuto dom#nku si radji ovéiime jeSE pocetns

pomoci pikazusolve s nasledujici syntaxi.
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> solve(x=x**2,X);

0,1

Nyni mame meze,ips které budeme integrovat. Samotnideni pikladu je jiz

jednoduché.

> Int(Int(x+y,y=x**2..x),x=0..1)=int(int(x+y,y=x**2 .X),
x=0..1);

1

x
3
by dy dr = —
J‘J‘x"yyxzo

0 2
x

2) Vypaitste ”f(x, y)dxdy, kde Q 1< x? <2y, y<x a f(x, y)zszXyz.
Q

Opet si vykreslime mnozing.

> G1l:=plot([y,sqrt(2*y),-sqrt(2*y),1],y=-1..3,
x=-1..3,color=[blue,red,red]):

> G2:=plots[textplot]([1,1.2,'P']):

> G3:=plots[textplot]([1.9,1.6,'y=x"):

> G4:=plots[textplot]([0.7,1.6,'y=x"2/2']):

> G5:=plots[textplot]([2.4,1.1,'x=1"]):

> display(G1,G2,G3,G4,G5);
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y = 1272

obr. 10
JesSt musime zjistit pisetiky.

> solve(x=x**2/2,x);

0,2

2
Z grafu a vypoétenych ptiseiki je patrné, Ze proémnay se néni od funkce%

k funkcix a pronénnax se néni od 1 do 2. Nasleduje vypet integralu.
> Int(Int(x/(x**2+y**2),y=x**2/2..x),x=1..2)=
INt(int(x/(x**2+y**2),y=x**2/2..x),x=1..2);

2 X

X

] )43 - L x
J 4

2| —

dv dx = aru::tan[
’ |

reT
|
|
| x ty
Jo)

1

> combine(%);

> P:=evalf(%,5);
P:=0.14825
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3) Vypaitete [[ f(x,y)dxdy, kde Q:y* =2x,x+y=4,x+y=12a f(xy)=x+y.
Q

> G1l:=plot([4-x,sqrt(2*x),-sqrt(2*x),12-x],x=0..25, y=-
10..12,color=[blue,red,red,green)):
> G2:=plot([[2,2],[8,4],[8,-4],[18,-6]],style=point ):

> G3:=plots[textplot]([20,5,'y*2=2*x"],color=red):
> G4:=plots[textplot]([23,-8,'y=4-x"],color=green):
> G5:=plots[textplot]([9,-8,'y=12-x"],color=Dblue):
> display(G1,G2,G3,G4,G5);

15 20 25 F

-10

obr. 11

Nyni si vypa@teme soiadnice piseiki.
> g:=solve(2*x=(4-x)**2);

> fi=x->4-X;

fi=x—>4-x
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> f(al1]);

2
> f(9[2]);
-4
> i:=solve(2*x=(12-x)**2);
1:=8,18

> h:=x->12-X;

h:=x—12 -x

> h(i[1]);

> h(i[2]);

Prisesiky jsou tedy bodyf2,2], [8-4], [84], [18-4]. Ted je nutné se zamyslet, jak
danou plochu vyptitat (vybarvena zeleh. Mn¢ se jako nejsaldngjsi jevi vypaitat
celou vybarvenou plochu a adst od nicervenowéast. TakZze nyni musiniesit dva
integraly. Prvni ma meze pro prémmouy od -6 do 4 a pro pro&gnnoux od funkce

2
y7 k funkci 12y. Druhy pro proninnouy od -4 do 2 a pro prognnoux od funkce

2

y7 k funkci 4y.

> Int(Int((x+y),x=y**2/2..12-y),y=-6..4))=
int(int((x+y),x=y**2/2..12-y),y=-6..4);

4 13-y
oI 1750
| x+y.:1’xcfy=T
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> Int(Int((x+y),x=y**2/2..12-y),y=-4..2)=
int(int((x+y),x=y**2/2..12-y),y=-4..2));

2 12-y
[ 2118
| | xtydx dyv=——
ety )

=7
Vysledny obsah vypdeme.
> 1750/3-2118/5;
2396
15
> P:=evalf(%,5);
P:=159.73

4) Vypostéte ”f(x, y)dxdy, kde Q:x2 +y?<2x,y=0a f(xy) = x?y.
Q

> plot([sgrt(2*x-x"2),-sqrt(2*x-x"2)],x=0..2,y=- 1.

color=red);

obr. 12
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Kdyz je oblast kruznice (v naSemipad: pilkruznice), existuje v Maple specialni
piikaz na integralis kruznici a ma nésledujici syntaxi.
> with(VectorCalculus):
> int( x*2*y, [x,y] = Sector( Circle( <1,0>, 1),
0, Pi));

| I

5) Vypoitéte jjf(x,y)dxdy, kde @: trojuhelnik s vrcholy [12], [52], [44]
Q

a f(xy)= iyl

Opet je naieSeni pikladu poteba jinych pikazi nez u pedesSlych, jak na vykresleni

grafu tak na vypeet integralu.

PLOT(CURVES([[1,2].[5,2],[4,4].[1,2])));

4
354
3_
2 5
2_

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T1

1 2 3 4 5

obr. 13
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> with(VectorCalculus):
> int(1/(x+y+1), [x,y] = Triangle( <1,2>, <5,2>, <4 A4>));
224 144
-—In2)+—In(3
z @) z 3)

> combine(%);

16 163841

5 | 19683

> evalf(%);

0.5870402243

Priklady k procviéeni.

6) Vypcitéte ”f(x, y)dxdy, kde Q:[x +|y| <1a f(xy)=[{+]y [ﬂ
Q

7) Vypcitéte ”f(x, y)dxdy, kde Q:x2 < y<+/x, x=0a f(x,y)=3x? +2y E—(g)}
Q

8) Vypaitéte ”f(x, y)dxdy, kde Q:x? < y<+16-x* a f(xy)= i X B [0].
Q +y
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4.1.3 Vypaet dvojného integralu substitini metodou
Vv 1 2 2
1) Vypoitéte ”f(x,y)dxdy, kdeQ:Es X“+y <1, x<y,-x<y,
Q
f(xy)=x*+y2.
> plot([sqrt(1/2-x**2),-sqrt(1/2-x**2),sqrt(1-x**2) ,

-sgrt(1-x**2),x,-x],x=-1..1,

color=[red,red,blue,blue,green,green));

O

=
=
[y ]

Program Maple neumitgvést danou funkci do polarnich gadnic.TakZe substituci
musime provést sami.Vime, Ze
x=plcosp pO( 0,00 )
y=plsing ¢0( 027 )
a

cosg,— psing

sing, pcoss = ,o(cos2 @ +sin ¢): 0.

(o, 9)=
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Vypocteme

x> +y? = p®[€oS ¢ + p° Bin° ¢ = p°

TYy<X<y
—plsing < plcosp < plsing
—sing <cosy <sing
-1<cotgg <1

£<¢<3_77

4 4

2 2

1
—<Xx“+y° <1
5 y

2

p <1

R N e
IN

— < <1
5H=P

TakZe integral ze zadaniitreme pevést na integral

[[p*dpdg,
e
ktery jednoduSe wgSime v Maple.

> Int(Int(rho**3,rho=1/sqrt(2)..1),phi=Pi/4..3*Pi/4 )=
int(int(rho**3,rho=1/sqrt(2)..1),phi=Pi/4..3*Pi/4);

3 3
dode=—m
£ a0 de 30

> evalf(%,5);

029452
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Piiklady k procviéeni.

2) Vypoitste ” f(x, y)dxdy, kde Q:x*+y? < x+y a f(x,y)=(x+vy) [’_21
Q

3) Vypastste ” f(x,y)dxdy, kde Q:x? +y? <r2 a f(x,y)=(xy) [0].
Q

4) Vypostéte ” f(x, y)dxdy, kde Q:77% < x2 + y? <4m® a f(x,y) = siny/x? + y?
Q

|-67].
4.1.4 Vypaet nevlastniho dvojného integralu
1) Vypostste ”f(x, y)dxdy, kde Q :(0,00)x(0,00) a f(x, y)=;2.
C (< +y* +a)
Program Maple nam umtidje paitat nevlastni integraly rovnou.
> Int(Int(1/(x"2+y"2+4)"2 x=0..infinity,y=-0..infin ity)=
int(int(1/(x"2+y"2+4)"2,x=0..infinity),y=-0..inf inity);

ci’x.:fy=ifr
2, 2 16

x"+y +4
1] 1]

> evalf(%,5);
019635

a7



Poznamka.
Stejnym zfisobem bychoniesili i trojny nevlastni integral

Piiklady k procviéeni.

2) Vypcetete ” f (x, y)dxdy, kde Q:R* a f(x, y) :x2+y2+1 [°°]
Q

3) Vypoitste ” f (x, y)dxdy, kde Q:(01)x(0,00) a f(x, y):m)%(m {%}
4) Vypotste J'J' f (x, y)dxdy, kde Q :(0,0)" a f(x, y)=(—)1 [oo].

x> +y?+1

4.1.5 Aplikace dvojného integralu a jeho vypéet

1) Vypaitéte obsah plochy ohrafgnou Kivkamixy=4 a x+y = 5.

Vime, Ze pro obsah plati vzor@(M)=”dxdy. TakZze nam ofi sta&i zjistit meze,
M

pies které budeme integrovat. Pro nespojitou funkaigSem fkladé funkce yzﬂ)
X

je vhodné pouzit paramediscont = ....Zadame-li jeho hodnotuiue , pak Maple
nalezne body nespojitosti funkce. \figpdt, Ze zadame hodnofialse, tak Maple
naklada se zadanou funkci jako se spojitou a vdiodespojitosti se pak objevi svislé
asymptoty, které ovSem nejsou asymptotami, alengmoji nejblizS§iho bodu vlevo

od nespojitosti a nejblizSiho bodu vpravo od naspslj, a to nechceme.

48



> plot([4/x,5-x],x=-6..6,y=6..6,discont=true);

5y
4
¥
2]
-4 -2 I 2 4 b
i ¥
_2:
4
5]
obr. 15
> plot([4/x,5-x],x=-6..6,y=6..6,discont=false);
N
4
¥
2]
-4 -2 I 2 4 ]

ra

| N N [N TN A N N A N N A —
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Dale je postup jednoduchy.
> solve(5-x=4/x,X);

1,4
> Int(Int(1,y=4/x..5-x),x=1..4)=int(int(1,y=4/x..5- X),
x=1..4);

e 15

[ ldvdx=-8lnd)+—

oy Z

x
> evalf(%,5);
1.9548

2) Vypoitéte objem &lesa ohrarieného plochowz = x* + y? a rovinamiz= Q y =1,
y=2xay=6-xX.
Vime, Ze pro objem plati vzorag(Q) = ” f (x, y)dxdy.

M
Abychom n¢li predstavu odlese, jehoZ objem gddme, nakreslime si 3-D graf
pomoci pikazuplot3d s naslednou syntaxi.
> plot3d([x**2+y**2,6-X-y],x=-3..3,y=-3..3);
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Moznosti nastaveni grafu najdeme v n&fliv
?plot3d[options];

Nyni si nakreslime mnoZinufgs kterou budeme integrovat.
> plot([1,2*x,6-x],x=0..6,color=[blue,red,green));

0
3
4
2]
n_IIIIJIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII..JI
0 1 2 3 4 5 5
X
obr. 18
> solve(6-y=y/2,y);
4

> Int(Int(x**2+y**2,x=y/2..6-y),y=1..4)=
int(int(x**2+y**2,x=y/2..6-y),y=1..4);

2 2511
32

> evalf(%,5);

78469
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3) Vypaitéte moment setrwmosti kruhu vzhledem k jehocte.

S[r',D] e

obr. 19
Volime sted kruzZnice na ose v boc S[r ,O]. Osay je pak ténou. Rovnice kruznice

2 2

ma tvar(x—r)* +y? =r2,

Moment setrvénosti vypd@teme Iy(M):”x2 Eb(x, y)dxdy, kde oblastM je ukena

M

nerovnicemi—r<y<r, r—yr’—y?> <xs<r+.r’-y?a p(x y)=1. Takzeie$ime

integral.

Kdyz reSime v Maple integrél s parametrem (v naSéipag r), musime fidat do

piikazuint prikaz AllSolutions s nasledujici syntaxi.

> b:=int(int(x**2, x=r-sqrt(r<*2-y**2)..r+sqrt(r**2 -y**2),
‘AllSolutions’),y=-r..r, 'AllSolutions’);
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JelikoZ vime, Ze polodén nentuize byt zaporny ani roven 0, tak si vypiSeme pomoci

piikazuassuming jen pro podminku polo#n kladny.

> Ix:=Int(Int(x"2, x=r-sqrt(r"2-y"2)..r+sqrt(r*2-y" 2),
‘AllSolutions’),y=-r..r,'AllSolutions')=b assuming r>0;
rrtyr 2 -F 2
2 5 4
Ir = X odrdy=-r =&
4
4 2 12
¥ L

Priklady k procviéeni

4) Vypostéte obsah plochy ohrat@nou kivkami x* + y* = 2x, X* +y® =4x, y = X

B {371 3}
ay=0 —+—.
4 2
5) Vypcetéte objem &lesa ohrardieného plochow = xy a rovinamiz = 0

ax+y+z=1 [1—7—2In2]
12

6) Vypcitéte objem &lesa ohrarieného plochowy = x* a rovinamiy = 0

ay+z=2 [3—2\/5}
15
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7) Vypcetéte sodtadnice $Zist T[xo, yo] ¢asti obrazce ohrateného kivkou

3 2 2
(5+Xj :X—gl, lezici v prvnim kvadrantu T a—bz,iz :
a b) c 14c* '14c

8) Vypatéte moment setrvmosti homogenniho trojuhelniku ohréemého pimkami

§+ =1,y=0,a>0,b>0,c>0aa<c vzhledem k osg/

o<

=1, Z+
C

o<

_E 3_,3
[Iy—lz(c a)]
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4.2 Vypaotet trojného integralu
4.2.1 Vypdet trojného integralu na intervalu

1) Vypostete [[[ f(x y, z)dxdydz kde A=(01)x(03)x (- 11)

a f(xy,z)=x(1+xy)e®.
Nyni Ize spgitat trojny integral skolika zpisoby.

* Pomoci pikaziint  alnt s nasledujici syntaxi.

> Int(Int(Int(x*(1+x*y)*exp(1)*(x*z),x=0..1),y=0..3 ),
z=-1..D)=int(int(int(x*(1+x*y)*exp(1)"(x*z),x=0.. 1),
y=0..3), z=-1..1);

1 3 1
x(1+x0 @ dr dvaz=12e V+3e-6

> evalf(%,5);
£.5694

* Pomoci pikazu Tripleint, pro ktery je nutné rist knihovnustudent,

avalue s nasledujici syntaxi.

> with (student):

> Tripleint(x*(1+x*y)*exp(1)"(x*z),x=0..1,y=0..3,
z=-1..1);

1 3 1
(1+x) @Y% dx dy dz

> value(%);

126V ize.6
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Priklady k procviéeni

2) Vypostéte ”If(x y, z)dxdydz kde A=(01)" a f(x,y,z) = (1-x)* y1- y? [1—7;}

3
3) Vypatete [[[ f(x, y,z)dxdydz kde A:<O,7ET> a f(x y,z)=sin(x+2y-2z)[2].
A

4.2.2 Vypdet trojného integralu na mnozing
1) Vypostste .”I f(x,y,z)dxdydz kde Q: /x> +y? <z<2, x=0, y=0
Q

Xy’z
2

Meze prozjsou gimo dany. TakZze nam siazjistit meze prok ay k tomu nam porive

af(xyz)=

obrdzek mnoziny.

> G1:=plot(sqrt(4-x**2),x=0..3,y=0..3):

> G2:=plots[textplot]([1.8,1.5,'y"2=4-x"2"],color=r ed):
> display(G1,G2);

yid = -y

05

1] 05 1 15 2
obr. 20
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Vidime, ze y se nam #ni od 0 k funkci/4-x*> a x se mini od 0 do 2. A t& stai

pouze integrovat.
> Int(Int(Int(x*y"3*z/(1+z/2)"2,z=sqrt(x"2+y"2)..2) ,
y=0..sqrt(4-x"2)),x=0..2)=int(int(int(x*y"3*z/(1+ z"2)"2,
z=sqrt(x"2+y"2)..2),y=0..sqrt(4-x"2)),x=0..2);

7 (" wla.x? [ 2

3
xy z 1 1
dz dy dr = — In(5) - —
7 % dy dr = o hl3) -

(1+z4

0o 70
12+y2

2) Vypostéte ”J' f(x,y,z)dxdydz kde Q: x? +y? +z2 <r? a f(x,y,2) = z.
Q

Vykreslime si oblasp. Vidime, Ze oblast je koule o polém r (r volim pro graf 3,
Maple neumi vykreslit s parametrem) a stedu [0,0,0] proto volim ifkaz
sphere.P rikaz view umoziuje nastaveni délky os.

> with(plottools):

> ¢ := sphere([0,0,0],3):

> plots[display](c, view=[-3..3,-3..3,0..5)]);

obr. 21
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> a:=int(int(int(z, z=0..sqrt(r**2-x**2-y**2),
AllSolutions'),y=-sqrt(r**2-x**2)..sqrt(r**2-x** 2),

‘AllSolutions’),x=-r..r,'AllSolutions");

[
| l 4 Fin r=n

Ll
| l r4 b4 0<p
| 4
|

> Int(Int(Int(z, z=0..sqrt(r**2-x**2-y**2),'AllISolu tions'),
|)’

y=-sqrt(r**2-x**2)..sqrt(r**2-x**2),'AllSolutions

x=-r..r,'AlISolutions’)=a assuming r > 0;

1 4
zdzdydx=4—?‘

Priklady k procviéeni

3) Vypctéte ”jf(x y,z)dxdydz kdeQ:y:\/;, y=0,z=0 x+z—5
Q

il

a f(x,y,z) = ycogdx+2)

4)Vypoététe”J.f(x,y,z)dxdydz kdeQ:x+y+z=1x=0, y=0,z=0
Q
{Inz 5}

1
2 16|

RS T
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2 2

2
5) Vypostste ”J.f(x y, z)dxdydz, kdeQ:X—2+ y +Z—2s1, abc=0a f(xy,z)=x
a
Q

0 c
ra’bce
2 .

4.2.3 Vypdet trojného integralu substituéni metodou

a) cylindrické souradnice

1) Vypcitéte ”J.f(x y,z)dxdydz kde Q:x? +y?<2x, 0<z<3, y=0,
Q

af(xyz)=z/x®+y?.

Program Maple neumi fgvést danou funkci do cylindrickych gadnic. Takze
substituci musime provést sami.Vime, Ze

x=plcosp PO( 0,00 )

y=psing ¢0( 027 )

2=12 zUR
a
cosg,— psing,0
J(p,¢,2)=|sing, pcosp,0|= ,o(cos2 @ +sin’ ¢): 0.
0, 0,
Vypocteme
x? +y? < 2x

p* [0S ¢+ p° Bin° ¢ < 2p3ing
0% <2pEing
platip = 0 proto mizu cklit

pP<2sing.
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Dale vyp@teme

y=0
plsing=0
] : T
platip=20=sing>0= ¢ EI<O,E>.
> Int(Int(Int(z*rho”2,rho=0..2*cos(phi)),phi=0..Pi/ 2),

z=0..3)= int(int(int(z*rho”2,rho=0..2*cos(phi)),
phi=0..Pi/2),z=0..3);

zpzdp do dz=28

b) sférické souradnice

2) Vypoitste m' f(x,y,z)dxdydz kde Q: x> +y2 +z2 = 1, x,y,22 0
Q

a f(xy,2)=xyz
Vime, ze

x =plcosplcosd PO( 0w )
y=pingcosd ¢0( 02r)
z=p[8ind $0(0,71)
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Cosp cos?, — pcosdsing, — pcosgsing
J (0.4,9) =|sing cos?, pcosp cosd, - psingsingd | = p?coss.
sindg, 0, £ CoSsY

Vypocteme
xyz= p°cos’ 9 [3ind [tosy [3ing
X>+y*+27°=1
p? =1= p0(01)
z=20
plsind =0
plati o 0(01), proto mizu psét jen

sind=0=> ﬁD(O,I—ZTj:cos:?ZO

x=20ay=>0
plcosplicosd=0 a plsinglcosd= 0
platl',oD(O,l)a cosd = 0, proto miiZu psat jen
cosp=20asing=>0
U

> Int(Int(Int(rho”5*(cos(theta)"3*sin(theta)*cos(p hi)*
sin(phi)),phi=0..Pi/2),theta=0..Pi/2),rh0=0..1)=
int(int(int(rho”5*(cos(theta)*3*sin(theta)*cos(p hi)*
sin(phi)),phi=0..Pi/2),theta=0..Pi/2),rh0=0..1); "’
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. . 1
pj cos(f?)g sin(f) cos(e) sin(e) de dF do = yry

Priklady k procviéeni

3) Vypastste m'f(x y,z)dxdydz kde Q:x? +z? < y?, 220, 0<y<1
Q

a f(x,y,z)=x* [1%2}

4) Vypotste m' f (x,y, z)dxdydz kde, Q: /(X + y?) < z<\2-x% - y?
Q

0<y<+1-x*,0<x<la f(xy,z)= 22 [1—7;(2\/5—1)]

4.2.4 Aplikace trojného integralu a jeho vypdet

1) Vypcitéte objem &lesa ohraréieného paraboloidyg = x* + y*, z= x> +2y”
arovinamiy=x, y=2x ax=1

Vime, Ze pro objem plati vzoreb(Q) = j”dxdydz Abychom ngli predstavu odese,
Q

jehoZ objem péitdme, nakreslime si 3-D graf. Také si pfegstavu vykreslime

obrazek mnoziny,ies kterou budeme integrovat.
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3.3,

> plot3d([(x**2+y**2),(x**2+2*y**2), X-y,2*X-Yy],X

-1..1);

y:

obr. 22

-1..3);

> plot(ly,y/2,1],y

l

obr. 23
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Zameénu os volime zaming, kvili tomu, Ze by byli problémy se zakreslenim funkce
x=1. Z obrazk vyéteme meze a sthjen integrovat.
> Int(Int(Int(1,z=(X"2+y"2)..(x"2+2*y"2)),y=X..2*X) ,
x=0..1)=int(int(int(1,z=(x"2+y"2)..(x"2+2*y"2)),
y=X..2*X),x=0..1);

Piiklady k procviéeni

2) Vypcitéte objem &lesa ohrardieného véalciz=4-y?, z=y*+ 2 arovinami x= 1

f

3) Najckte sowtadnice #Zi3& ohrangeného plochamz = x> +y*, a=x+vy, y=0,

2a 7a®
x=0,z=0apxyVy,z)=1 X =V, =—,Z2, =——|.
p(xy,2) {o Yo =% 30}
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4.3 Tvorba M apleti

Program Maple 9.5 umagije tvorbu Maplet. Ty by nEli zjednodusSit praci v programu

aplnym z&atecnikaim. Mala ukazku k danému tématu.

Priklad
Vypoctste ”f(x, y)dxdy, kde Q:x2 < y<+/x, x=0a f(xy)=3x* +2y.
Q

Grafy mnoZiny@ jsou znazoréni v Mapletu 2 a funkcef (x, y) v Mapletu 3 a samotny

integral v Mapletu 1.

Dvojny integral (Maplet 1)

Tento Maplet umaiuje vypaet ukitého a neutitého dvojného integralu. Do kolonky
vyraz napiSeme funkci, kterou chceme integrovaapleovskou syntaxi. Dale zadame
meze, které mohou byt dany i na mneézpro x ay. Prdzdné pole nam po Wi
moznosti uitého nebo neditého integralu vypiSe vysledek. Po zfkiduti tlatitka OK

se Maplet zake a posledni vysledek se nam vypiSe do Maple.

> with(Maplets):

> with(Maplets[Elements]):

> mapletl ;= Maplet(
[["Vyraz:", TextField[ TF1'()],

["x od:", TextField['TF3"(),"do", TextField[ TF4] 01,
[y od:", TextField['TF5'(),"do", TextField['TF6']() 1,

TextBox['TB1Y(),

[Button("Neurcity dvojny integral”,

Evaluate(TB1'='int(in t(TF1,x),y))),

Button("Urcity dvojny integral”,
Evaluate('TB1'='int(int(TF1,y=TF5..TF6),x=TF3..TF4) N,

Button("OK",Shutdown(['TB11))]):
> Maplets[Display](mapletl);
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Yyraz Tt ey |
% od | D | da |1 |
yod: | %2 | do | sertx) |
3970 |
| Meurcity dvainy intecral | | urcity dvainy intecral |

obr. 24

Graf 2D (Maplet 2)

Tento Maplet umaiuje vykresleni 2D grafu az pro 4 funkce. Do kolortkynkce 1-4
napiSeme funkce, jejichz graf chceme nakreslit gl@eaaskou syntaxi. Kdybychom
cheli vykreslit graf nap. jen dvou funkci, tak do zbylych pd#k napiSeme 0. Dale
zadame rozsah osay. Pak stai zm&knout gikaz Graf a Maplet nAm zadané funkce
vykresli. Po zméknuti tlatitka OK se Maplet zae a vypiSe namipdpisy funkci do
Maple.

> with(Maplets):

> with(Maplets[Elements]):

> maplet2 := Maplet(
[["Funkcel:", TextField[ TF1()],
["Funkce2:", TextField[ TF21()],
["Funkce3:", TextField[ TF3'()],
["Funkce4:", TextField[ TF4'()],
["Rozsah osy x od :*, TextField[ TF5(),
"do ", TextField[' TF6']()],
['Rozsah osy y od :", TextField[ TF7"(),
"do :", TextField[ TF8'()],

Plotter['PL1'(),

[Button ("Graf",Evaluate('PL1'="plot([TF1,TF2,TF3 , TF4],
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X = TF5..TF6,x = TF7..TF8)"))],
Button("OK",Shutdown(['TF1','TF2','TF3','TF41)) D:
> Maplets[Display](maplet2);

£ Maplet
Funkcel: {xe22 |
Funkce: sori(x) |
Funkce3: -sigrh(x) |
Funkces: o |
Rozsah osy ¥ od ; |-1 du|2 |
Rozsah osy y od: |~1 §dn:|1.5 |
15
1:

=]
i

T T 1T T TrTd =i rrrrrrrrrrrrrrororri11

-1 05 1 05 1 15 2

obr. 25
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Graf 3D (Maplet 3)

Tento Maplet umaiuje vykresleni 3D grafu @p pro 4 funkce. Do kolonky Funkce 1-4
napiSeme funkce, jejichz graf chceme nakreslit gleoaskou syntaxi. Kdybychom
chiely vykreslit graf nap. jen dvou funkci tak do zbylych p&ék napiSeme 0. Déle
zadame rozsah osyay. Pak stai zmaknout gikaz. Graf a Maplet nam zadané funkce
vykresli. Po zméknuti tlatitka OK se Maplet zae a vypiSe namipdpisy funkci
do Maple.

> with(Maplets):

> with(Maplets[Elements]):

> maplet3 := Maplet(
[['"Funkcel:" TextField[' TF1()],
["Funkce2:", TextField[ TF2]()],
["Funkce3:", TextField[ TF3()],
["Funkce4:" TextField[ TF4()],
["Rozsah osy x od :*, TextField[ TF5'(),
"do:", TextField[ TF6']()],
["Rozsah osy y od :", TextField[ TF7'](),
"do:", TextField[ TF8]()],

Plotter['PL1'](),

[Button ("Graf",Evaluate('PL1'="plot3d([TF1,TF2,T F3,TF4],
x = TF5..TF6, y = TF7..TF8,axes=boxed)")],

Button("OK",Shutdown(['TF1',' TF2','TF3','TF4)) D:

> Maplets[Display](maplet3);
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£l Maplet

Funkoet: |_3_*>;:;;_212*y
Funkce: | 1
Funkces: | 10
Funkzed: | 15
Rozzah osy @ od | -2 I o | 3
Rozzah ozy y od | -4 l o |-E
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5. ZAVER

Diplomovou praci jsem se snazil pojmout jako nakosyuZziti programu Maple ip
vypoétech vicerozrérnych integral a grispét k mozné inspiraci a zjmu o matematické
problémyieSené pomoci gdace.

V prakticke ¢asti jsem se hlawnsnazil poukazat na moznosti grafického znasuirn
které by ndlo usnadnit Zakovuipdstavivost a tim padentigpst k SirSimu porozurni
daného problému. Déle jsem se zabyval tvorbou, Napleti, které by ndly usnadnit
praci v programu uplnym #ateznikam.

Doufam, Zze ma diplomova prace bude slouZzit jakor@giibnicka vysokosSkolskym

studentm pri studiu matematické analyzy.
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