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ANOTACE

Tato bakaléafskd prace se zabyva feSenim tuloh z matematické analyzy pomoci programu
Maple 11. Prvni ¢ast sezndmi Ctenafe struéné se zékladnimi principy ovladani programu
a nastroji, které tento program poskytuje. Nasledujici témata jsou ve€novdna feSenym
ptikladiim. Prdce muize byt pouzita jako zdroj feSenych piikladl pfi vyuce matematické
analyzy pomoci pocitacového systému Maple.

ANNOTATION

The dissertation deals with solving the problems of mathematic analysis by means of the
computing program “Maple 11”. In the first part the reader gets to know the basic principles
of operating the program and tools, which the program provides. The following topics are
devoted to solving the problems. The work can be used at teaching mathematics analyses as a
resource of mathematic problems with help of computation system “Maple”.
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UVODEM

Tato bakalaiska prace se vénuje feseni uloh z matematické analyzy uzitim systému pocitacové
algebry Maple 11. Pozornost je zaméfena na témata tykajici se vypoctu limit, derivaci a
integral. Cilem prace je struné a jasné priblizit ¢tenaifim ndstroje, které tento program
poskytuje a na ptikladech ilustrovat jejich vyuziti pii studiu matematické analyzy.

Jedna z vyhod prace stimto systétmem je snadnd a pfesna kontrola vypocti provedenych
rukou ( coz neni nikdy na Skodu ), pficemz prvotni pozadavky na znalosti piikazli a operaci
jsou diky nové sofistikované verzi Maple 11 minimalni. Uvodni seznameni se s programem
vyzaduje pouze jistou davku trpélivosti a zékladni znalost anglictiny.

Jednotlivé kapitoly jsou usporadany tematicky. Prvni kapitola Ctendie stru¢né sezndmi
s programem Maple, jeho charakteristikou a novinkami verze 11. Nasledujici kapitola je
vénovana tzv. balickim funkeci, které predstavuji vyznamnou soucést programu. Tteti, tvrta a
pata kapitola pojednavaji o limité, derivaci a integralu. Tyto tii kapitoly maji shodné schéma.
Nejprve je struéné uvedena teorie k danému tématu. Dale nésleduje podkapitola prehledu
uzitych piikazii a ndzorné ukazky prikladd spolu s vysvétlenim jednotlivych krokd.
Zavérecné podkapitoly obsahuji feSené aplikacni ptiklady, které maji vétSinou formu slovnich
uloh z matematiky, ekonomie, statistiky a geometrie.

Smyslem mé prace je vytvoreni stru¢ného a ptehledného navodu, jak postupovat pfi
analytickych vypoctech v programu Maple.



1. CHARAKTERISTIKA SYSTEMU MAPLE

1.1. Seznameni se systémem Maple

Maple je systém pocitacové algebry vyvinuty béhem uplynulych pétadvaceti let spole¢né na
nékolika zépadnich univerzitach. Nejvetsi podil prace vykonala skupina védct sdruzena pod
nazvem ,,Symbolic Computation Group* na univerzité¢ ve Waterloo v Kanad¢ a dale pak na
federalni technické univerzité¢ ETH Zurych ve Svycarsku, kam &ast této skupiny piesla v roce
1990. V soucasné¢ dobé je Maple komercializovan a jeho dal$i vyvoj fidi kanadska firma
Maplesoft Inc., (http://www.maplesoft.com) sidlici ve Waterloo ve staté Ontario.

Systém byl vyvinut pro zjednoduseni a zrychleni vypoclti v matematice. Funkce
implementované v Maplu pokryvaji Sirokou oblast matematiky od zakladl linearni algebry,
diferencialniho a integralniho poctu, pies diferencidlni rovnice, geometrii az k logice.

Jméno Maple ( Javor) napovidad kanadsky ptvod, avSak diky kvalitnimu programovému
vybaveni ho lze interpretovat jako akronymum anglického Mathematics pleasure
(matematika potéSenim), nebot Maple je skuteéné piijemnym prostiedim pii vyuziti
matematiky na pocitaci. Béhem poslednich deseti let se Maple stal jednim z nejmodernéjsich
a nejintenzivnéji se rozvijejicich systému pocitacové algebry ve svété.

1.2. Charakteristika systému Maple 11

Program Maple je jednim z pocitaCovych algebraickych systémd, ktery lze velmi efektivné
zapojit do vyvoje, vyzkumu a vyukového procesu. Poskytuje nepfeberné mnozstvi funkci pro
poskytuje Siroké moznosti vypocti, kdy kromé symbolickych a numerickych matematickych
vypocti umoziuje jejich pocitacovou vizualizaci, dokumentaci a publikaci.

Soucasna verze 11 systému Maple umoznuje provadét jak symbolické a numerické vypocty a
vytvaret grafy, tak dopliiovat je vlastnimi texty a vytvaret tak tzv. hypertextové zapisniky.
Takto vytvorené zapisniky se ukladaji ve formatu XML do souborti s ptiponou MW. Soubory
ve formatu MW umozituje Maple 11 nacitat zpét ke zpracovani, coz usnadiiuje prenositelnost
mapleovskych zapisnikli mezi nejriznéjSimi pocitacovymi platformami a operacnimi
systémy.

Soubory lze také volitelné exportovat do formatu LaTeX, HTML, RTF a nové i MathML, coz
je rozsiteni HTML pro reprezentaci matematickych textli na webu. Maple 11 dale umoznuje
automaticky pievod svych ptikazli a procedur do programovacich jazykt C, Fortran 77, Java a
Visual Basic.



Novinky v Maple 11

Maple 11 poskytuje novy typ dokumentu tzv. Rich Technical Document, ktery umoziuje
uzivateli vytvaret pln¢ interaktivni dokumenty jen s pomoci kontextové nabidky a zékladnich
uzivatelskych pocitacovych dovednosti. Jeho soucasti jsou:

palety nastroju,

Sablony béZnych problémii (task templates),

rozsirené kontextové nabidky,

nastroje pro rozpoznani znaki,

interaktivni privodce- import dat a jejich analyzu, apod.

Dale je k dispozici 1 nastroj pro tvorbu tzv. Mapletii. Jde o Maplet builder, ktery je vhodny
pro vytvoreni grafického rozhrani pro ukazku feSeni nékterych matematickych problémi.
K dispozici jsou dalsi rozsitujici balicky:

AudioTools
- poskytuje nastroje pro ¢teni a zapis do audio formatu wave

DocumentTools
- jde o kolekei piikazl, které umoziiuji programové piistupovat k interaktivnim
komponentdm v dokumentu

ImageTools

- poskytuje piikazy pro praci s rastrovymi obrazky formatt * jpeg, *.tiff, *.bmp

- pomoci této knihovny lze provadét i zakladni obrazové operace

IntegrationTools

- balicek ptikazl, které umoznuji ptistupovat k jednotlivym ¢astem integrali
ProcessControl

- poskytuje ptikazy pro tvorbu riznych statistickych grafii véetné vypoctu meznich hodnot

RegularChains

- bali¢ek je urcen pro feSeni algebraickych rovnic a studium jejich feseni
Statistics

- vytvofen pro statistické vypocty, obsahuje 35 ptikazl a interaktivni privodce

Student[VectorCalculus]
- urcen jako podpora pro vyuku vektorového poctu, je obsaZen v balicku Student, ktery
obsahuje i podobné balicky pro jiné oblasti matematiky, obsahuje interaktivni privodce

Tolerances
- ur¢en pro vypocty s tolerancemi

Typesetting
- ur€en zejména pro ovlivnéni sazby v Maple pomoci piikazového radku



1.3. Prace s dokumenty v systému Maple 11

Dokument je hlavnim uzivatelskym pracovnim prostfedim pro ovladani programu Maple 11.
Slouzi k zadavani ptikazii a umoziiuje okamzitou prezentaci vystupt. Po spusténi systému se
automaticky na jeho pracovni ploSe otevie novy prazdny dokument.

Systém Maple 11 nabizi zcela novy pfistup prace diky tzv. Rich Technical Document, ktery
umozinuje pracovat se systémem velmi intuitivn€ a interaktivné pomoci kontextové nabidky.

Tradi¢ni zapisnik je v Maple 11 uzivatelim stale k dispozici. Prace v ném spociva klasicky
v uvozovani piikazii ,>* (vEtsi nez), konci bud’ stfednikem (;) nebo dvojteckou (:), které po
stisknuti klavesy ENTER jsou ihned vykonany. Syntaxe ptikazli se zobrazuje Cerveng.

Informace o konkrétnich piikazech ziskame zadanim piikazu ve tvaru ?ptikaz, napt. ?plot
(zde neni nutny stfednik) a potvrdime ENTER, ¢imz se zobrazi kompletni ndpovéda s odkazy
na piibuznéd témata. Bohaty zdroj informaci a inspirace nalezneme v napovéd¢ Help, kterad
obsahuje konkrétni ptiklady pouziti ptikazu.

Nebot’ neptedpokladdm, ze v souCasnosti maji vSichni potencionalni Ctenafi piistup k verzi
Maple 11, je vétSina mych vypocti zaddvana sice v rezimu dokument, avSak s pouzitim
prikazt, které se bézné pouzivaji v zapisnicich starSich verzi programu.

Nasledujici tabulka zaznamendva rozdily pfi praci rezimu ,,Dokument® ( Document Mode ) a
»Zapisnik ( Worksheet Mode ) v systému Maple 11. Rezim ,,zapisnik* odpovidd vice méné
predeslym verzim programu napi. Maple 9.5, jehoz prostiedi je v podstaté stejné jiz od verze
Maple V. Rezim ,,dokument* zahrnuje skutecné prevratné inovace, jez zatim nejsou soucasti
zadnych jinych matematickych programli, a které budu demonstrovat v nasledujici
podkapitole.



Rezim Dokument ( Dokument Mode ) vs. rezim Zdpisnik ( Worksheet Mode )

Maple 11 nabizi dvé zdkladni pracovni prostiedi: Dokument a Zapisnik.

Rezim Dokument

O Rychlé feseni problému, bohata kontextova
skladba

0 Prikazy se neuvozuji (>)
[0 Rezim Math se zapisuje a zobrazuje v 2-D

O Zmacknutim [Ctr 1] [=] dostaneme
hodnotu vyrazu za zadanym piikazem ve stejné
fadce

O Potvrzenim [Enter] zjistime hodnotu
vyrazu v novém fadku

O Reseni matematickych problémi
zmacknutim pravého tlacitka a vybérem z menu

[0 Pfepnuti do rezimu zapisnik vlozenim (>)

RezZim Zdpisnik
O Tradi¢ni prostedi pro feseni problému
O Uvozovani prikazis (>)

O Rezim Math se zapisuje a zobrazuje v 2-D
nebo 1-D

O Potvrzenim [Enter] zjistime hodnotu

vyrazu

[0 Redeni matematickych problémii
zmacknutim pravého tlacitka a vybérem z menu
na vystupu

0 Ptepnuti do rezimu dokumentu vytvoienim
bloku dokumentu

Rezim dokumentu umoZziuje vytvofit bohaty > Solve[ x=2 :l,x]
obsah. Napfiklad ukazkovy priklad je feSeny pro “
x bez piikazu: (x=2) sobeforx rr._ 57 2ta
) o > solve((x-2)/alpha=1,x);
2+

[F5] [>
Prepinani Math/Text Prepnu’tl 2'DV/ ,1 -D Math [F5]
rezimu Text vstupniho rezimu

. 2-D Cerné, 1-D Cervené

na liste
Vypocet hodnoty Vypocet hodnoty
vyrazu, vysledek [Ceri][=] vyrazu, vysledek na [Enter]
v fadce za vyrazem nové fadce
Vypocet hodnoty Pokracuje na dalsi
vyrazu, vysledek na [Enter] fadce bez provedeni [Shift][Enter]
nové fadce vystupu
Ptepnuti do rezimu [> ' Prepnuti do rezimu Format— Create
zéapisniku na liste dokument Document Block
Ukaze skryté piikazy View — Expand Skryté ptikazy. Ukaze | Zvyrazni skryté

Document Block jen vysledek pfikazy. Format—

Create Document
Block




BéZné operace v rezimu Dokument a Zdpisnik

Zobrazi rychlou napovédu [F1] - pro rychlou napovédu.
[Ctr1][F2]- stru¢ny pravodce

Odkazuje se na predchozi vysledek podle ¢isla [Ctr 1] [L] potom vloz ¢islo rovnice
rovnice

Ptepocte vyraz ! s
= na listé

Prepocita vSechny vyrazy v dokumentu I .
== na listé

Symbol vybér, napt. € (epsilon) Vloz hlavni znaky [Ctr1][Space],
napt. eps[Ctril][Space]

Kompletace ptikazu,napt. Lambert W function Vloz hlavni znaky [Ctr1][Space],
napt. Lamb[Ctr1][Space]

Provadi kontextové operace matematickych Pravé tlacitko, vyber mat. vyraz
vyrazi

7 (> = oy
Vloz (%) [ na listé

Pocetni operace v mé praci jsou provadény v rezimu Dokument.
Ptevazna vétsSina uloh je feSena pomoci ptikazti béznych ve starSich verzich.

Pro znazornéni hodnot vyrazi pouzivam jak klavesy [Enter] tak soucasného stisknuti klaves
[CTRL][=].




1.4. PocCetni operace v rezimech Dokument a Zapisnik

V této kapitole predvedu rozdilnost vySe uvedenych reziml na piikladech z matematické
analyzy.

Predpokladam zékladni znalost prace se systémem Maple, tj. zejména znalost piifazovaciho
ptikazu, ptikazu pro zadavani vyrazi, definici funkci a vyhodnoceni vyrazu. Tyto ukony si
nyni pfipomeneme na jednoduchych ptikladech zpracovanych v obou rezimech.

1. Zadavani vyrazu

x’ -8

%/;

a) Rezim Dokument — vyuzivam palety nastroja

Priklad: ZapiSte vyraz

2
x — 8
3
Jx
-8
1/3
X
b) Rezim Zapisnik
> (x"2-8)/x~N(1/3);
x?-8
(173)
X
2. Prirazovaci prikaz
Priklad: Proménné a ptifad’te hodnotu 5.
a) Rezim Dokument
a:=3>5
5
b) Rezim Zapisnik
>a:=5;
a:=>5




3. Zadavani funkce

Piiklad: Zadejte funkéni vyraz f(x)=sin’ x-cos® x

a) Rezim Dokument

f= x—>sin(x)2-(:0s(x)4

x—>sin(x)2cos(x)4

b) Rezim Zapisnik

> F:1=x->sin(x)"2*cos(x)"4;
f=x — sin(x)? cos(x)*

4. Vyhodnoceni vyrazu
a) Rezim Dokument

— k vyhodnoceni vyrazu pouZziji soucasné stisknuté klavesy [CTRL][=], nebo potvrdim
klavesou [ENTER].

sin(lj = %ﬁ

3

b) Rezim Zapisnik

>sin(Pi/3);

5. Vypocty limit, derivaci a integrali

a) Rezim Dokument

Vypocty v tomto rezimu miizeme provadét bez znalosti ptikazii. Po premisténi ukazatele mysi
na piisluSny vyraz a stisknuti pravého tlacitka mysi se objevi kontextova nabidka z niz si
vyberu pozadovanou akci. Dal§i moznosti je vyuziti palety vyrazii ( Expression ), ktera nabizi
hotové Sablony pro zapis limity, derivaci a integrali a jiné. Nebo stejné jako v klasickém
rezimu pouzijeme piikazu.




x+2

Piiklad 1. Spogitejte limitu funkce lim e*! .

X—>—00

x+2

lim e*” ! = e

X — —©

Priklad 2. Zderivujte funkci In (13 et +x )

differentiate wr.t. x 13 ° + 3 x2

3¢ +x°

In(13-¢" + x°)

Priklad 3. Vypocitejte tieti derivaci funkce f (z) =z,

zZ
z—z7 (In(z) + 1)2 + =
z

- differentiate
>

differentiate
fi=z—zZ —_

—z (In(z) + 1)

differentiate

z—z7 (In(z) + 1)3+ 327 (In(z) £1) _ Z—z

Z z

Priklad 4. Vypocitejte neurcity integral Ix3ezxdx pouZzitim
a) palety nastroji a
b) pomoci nabidky zmacknutim pravého tlacitka mysi.

ad a)
J3 2-x — 1 (—3+6xln(e)—6x21n(e)2+4x3ln(e)3) e
x-eTde &= — 7
In(e)
ad b)
R R integrate w.r.t. X = 1 (—3+6xln(e) —6x21n(e)2-i-4x3 ln(e)3) &
8 In(e)?

Priklad 5. Zkoumejte konvergenci nevlastniho integralu I %dx .

1
x3

w|-l>’w

b) Rezim Zapisnik

10




x+2

Piiklad 1. Spogitejte limitu funkce lim e*! .

X—>—00

> 1imit(en((x+2)/(x-1)) ,x=-infinity):

P¥iklad 2. Zderivujte funkci In (13 et +x )

>difr(In(13*e™x+x"3),X);
13 ¢ In(e) + 3 x*
13 " + x°

Piiklad 3. Vypocitejte tieti derivaci funkce f(z)=z".

>diff(z"z,z%$3);

Z(In(z)+ 1) +

Z2

37 (In(2)+1) £

nebo nejdiive zaddm funkci a pak pomoci operatoru D urcim jeji téeti derivaci:

>Ff:=z->z"7z;
f=z> 7

> (D@E@3) (M) ;

z—Z(In(z)+1)° + 3zz(lniz)+1) _z

Z2

Priklad 4. Vypocitejte neurcity integral J x’e’ dx

> Int(x"3*eN(2*%x) ,X) ;
1(3+6xIn(e)-6x"In(e)*+4x’In(e)’) e
8 In(e)*

(2x)

Priklad 5. Zkoumejte konvergenci nevlastniho integralu J. %a’x.

1
x3

>Int(3/xM(4/3) ,x=1. .infinity);

11




2. BALICKY FUNKCI

Po spusténi Maple nejsou vSechny piikazy dostupné v paméti. Program pracuje se systémem
tzv. bali€kii funkei. V nich jsou soustfedény funkce podobného zaméteni a nacitaji se do
paméti piikazem with.

Specialn¢ balicek Student/Calculusl] byl navrzen ke zjednoduseni vyuky a pochopeni
zékladnich poznatkli matematické analyzy funkci jedné proménné (vypocet limit, integrali,
derivace).

Ptikazy v balicku Ize rozdélit do tfech zakladnich skupin:

1. nastroje vizualizace,

2. interaktivni nastroje (tutors),

3. vypocty krok za krokem.

Priblizme si tyto tfi zakladni soucasti knihovny Student/Calculusl], kterou pred pouzitim
nejdiive nacteme do paméti bud’ piikazem  with(Student[Calculusl]): nebo volbou
posloupnosti ptikazii Load Package, Student-Calculus1 z nabidky 7ools.

2.1. Nastroje vizualizace

Nastroje vizualizace napomdhaji porozuméni vybranych pojmil prostfednictvim feSeni
konkrétnich ptikladt. Patii sem tyto funkce:

AntiderivativePlot Approximatelnt ArcLength DerivativePlot
FunctionAverage InversePlot MeanValueTheorem NewtonQuotient
FunctionChart NewtonsMethod RollesTheorem

SurfaceOfRevolution

Pointinterpolation RiemannSum Tangent

TaylorApproximation VolumeOfRevolution

Priklad 1. Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci kiivky y =Inx kolem osy x na

intervalu <0.8, 2> a toto t€leso zobrazte.
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Loading Student:-Calculus1

VolumeOfRevolution (In(x), x=0.8 ..2) = 0.6014679286
VolumeOfRevolution (In(x), x=0.8 ..2, output = plot);;

The %olume of Revolution Around the Horizontal Axis of
flx) = Inlx)
on the Interval [.8, 2]

075

2.2. Interaktivni nastroje

Interaktivni néstroje pomdhaji uzivateli feSit ndzorné¢ a piehledné vybrané problémy
z matematické analyzy. Jedna se o tzv. maplety — interaktivni aplikace vytvofené pomoci
specialniho programovaciho jazyka, ktery je soucasti instalace Maple. Tyto néstroje umoziuji
napt. graficky zndzornit funkce a interaktivné provadét zmény v grafech. Pii studiu Givodu
matematické analyzy ocenime naptiklad DiffTutor, IntTutor a LimitTutor.

Interaktivni néstroje:

AntiderivativeTutor ApproximatelntTutor ArcLengthTutor
CurveAnalysisTutor DerivativeTutor IntTutor

DiffTutor FunctionAverageTutor SurfaceOfRevolutionTutor
InverseTutor LimitTutor TangentSecantTutor
MeanValueTheoremTutor NewtonsMethodTutor TangentTutor

TaylorApproximationTutor VolumeOfRevolutionTutor

13




Piiklad 2: Vypocitejte a zobrazte prvni a druhou derivaci funkce y =cosx na intervalu

(~m.).

with (Student| Calculusl ) :
DerivativeTutor ( );

k12 Calculus 1 - Derivative |
File Help

__ Plak Window ~Enter a Function and an interval [a,b]

—_

| Fixcd = |cos)
a=[ri b =[p

"h
TN N TR N O T T 1

—Derivatives

| Fix) = |sinix)

[+ Display F'{x) in the plok
| Pl = I-u:u:us(x]l

[ Display f'{=) in the plak

Plat Options Close

— Maple Command

el

Dierivative Plot(zo=0e),-Pi .. Pi, ‘order'=[1], wiew'=[-2.14 .. 314, 1.2 . 1.2]3;

3. Vypocty krok za krokem

Jak vime, ptimé vypolty limit, derivaci a integralli provadime piikazy, které urci vysledek
daného problému, ale nefikaji nic o tom, jaky postup ¢i jaké metody byly pfi vypoctu pouzity.
Balicek funkci Student Calculus ma k dispozici ptikazy, které umoznuji vyfesit ptiklad krok
za krokem:

Clear GetMessage GetNumProblems GetProblem Hint
Rule Show Showlncomplete ShowSteps Understand
Undo WhatProblem

PFiklad uziti procedury Rule pfi zobrazeni pravidel pro derivovani najdeme na strané 31-32.
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3. LIMITA

3.1. Teorie limity

Definice 1. [Okoli bodu]
Necht' x,,0 € R,0>0. Pak interval Q(x,)=(x,—3J,x,+0) nazveme okolim bodu x,,

interval <x0,xO +0) pravym okolim bodu Xx, a interval (xo -0, xo> levym okolim bodu x,.
Mnozina Q(x,) - x, se nazyva ryzim okolim bodu x,.
Necht aeR. Pak interval Q(+w)= (a,+oo) nazveme okolim bodu 400 a interval

Q(—o0) =(—o0,a) nazveme okolim bodu —oo.

Definice 2. [Realna funkce jedné proménné]
Necht M < R . Zobrazeni f: M — R nazyvame realnou funkci jedné proménné. Mnozina

M se nazyva defini¢ni obor funkce fa znagi se D(f), mnozina H( f)= { f(x):xeM } se
nazyva obor hodnot funkce f.

Definice 3. [Graf realné funkce]
Grafem realné funkce f:D(f)— R realné prom&nné x je mnozina bodd

G={(xf(x) R :xeD(/)}.

kde (x, f (x)) znadi bod roviny s pravouhlymi soufadnicemi x a f{x).

Definice 4. [SloZena funkce]
Necht' ¢:D(¢)—> R a f:D(f)— R funkce. Pak

F = {(x,y) € R* :3u € R s vlastnosti u =¢(x),y= f(u)}

se nazyva slozena funkce. Pieme F(x)= f [(p(x)]

Limita a jeji vlastnosti

Definice 5. [Limita funkce]
Necht x, € RU+w. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, limitu rovnou &islu L a piseme

lim f(x) =L, jestlize ke kazdému okoli Q(L) bodu L existuje okoli Q(x,) bodu x, tak, Ze

pro viechna x € Q(x,)—{x,} plati /(x)eQ(L).Piseme lim f(x)=L.
Specifikaci bodii x,, L (zda jsou z R nebo * o) dostavame tyto specialni piipady limity:
1. vlastni limita ve vlastnim bodé¢, je-1i x,,L € R,

2. vlastni limita v nevlastnim bodé¢, je-1i x, = too,L e R,
3. nevlastni limita, je-li L = t.
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Definice 6. [Jednostranna limita]
Necht’ x,,0 € R,6 >0. Rekneme, Ze funkce fma v bodé¢ x, limitu zprava rovnu ¢islu L a

piseme: lim f(x) = L, jestlize ke kazdému okoli Q(L) bodu L existuje ryzi pravé okoli

(x,,x, + &) bodu x, tak, Ze pro viechna x € (x,,x, +J) plati f(x)eQ(L).
Analogicky definujeme limitu zleva lim f(x)=L.

X—))CO

Definice 7. [Limita a spojita funkce]
Necht x, € R . Rekneme, e funkce f je v bodé& x, spojitd, jestlize lim f(x)= f(x, ).

X*).XO

Pocetni operace s limitami

Véta 1. [Pocitani s limitami]
Necht’ existuji obé limity lim f(x) =L, lim g(x)=L,,L,L, € R (tj. vlastni limity). Pak

plati:
1. limf(x)ig(x)leiLz,
2. limf(x)-g(x):Ll-Lz,

)

f(x)_ L,

3. je-li L, #0, pak lim =—,
2 X=X, g(x) L2

4. lim

X=X

f(x)]=|lim £ (x)

X=X,

5. Limita slozené funkce: Necht lim ¢(x) = a,lim f(y) =L a existuje Q, (x,) takové, Zze
XX, yoa

pro vSechna x € Q, (xo)—{xo} je (p(x) # o . Pak plati lim f((p(x)) =L.

Uvedené definice a véty jsou prevzaty z publikaci [1], [4], [6].

16



3.2. Zakladni prikazy systému Maple uzité pri reSeni limit

Piehled prikazu uzitych v této kapitole

* limit * discont

* Limit * Rule[lhopital,f(x)]
* plot * value

* expand

Vysvétleni prikazii a ukazky FeSeni jednoduchych uloh na vypocet limit

limit (f(x), x=a, dir)

se pouziva pro vypocet limity (vlastni 1 nevlastni) vyrazu. Piikaz ma tfi parametry, pficemz
prvni dva jsou povinné a posledni nepovinny, prvnim je funkce nebo vyraz f(x), jehoz limitu
chceme spocitat, druhy je hodnota nékteré z nezavislych proménnych dané funkce, ke které se
ma tato proménnd limitné blizit (a) a teti parametr (dir) udava, zda jde o limitu zprava (right)
¢i zleva ( left ). Kladné a zdporné nekonecno se zadava klicovym slovem infinity, popf.

- infinity , jde-1i o zaporné nekonecno.

Limit (f(x), x=a, dir)

pii pouziti velkého pocateCniho pismene je vysledkem ptikazu symbolicky zépis limity,
nikoliv jeji hodnota.

Priklad 1. Vypoctéte jednostranné limity vyrazu 1 pro x jdouci k 0 zleva, potom zprava.
X

limit(%,x=0, left) = -

limit ( &, x=0, right) = o

Neurcité vyrazy mizeme pred vlastnim vypoctem limit upravovat. V nésledujicim prikladé
pouzijeme k zjednoduSeni neurcitého vyrazu oo — oo piikaz expand

2
Piklad 2. Vypodtéte limitu: lim| ————|.
ool 2x° 2x+1

3 2
X

L X . . = L L
expand[Lzmzt[ 2‘x2 x 1 ,x—mﬁnllyJ] 2 x— o ( 2x+1 j
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<, I | I
Reseni neurcitych vyrazi il ©,0-0,0,0°,1°,0°,00°
o0

Vypocet limit neurcitych vyrazl v programu Maple nevyzaduje ve mné znamych ptipadech
zadné upravy, vysledek se zobrazi po zadani limity funkce. Uved’'me si par ptikladii

Priklad 3. Vypoctéte limitu: lim(L— 3 j

3
i\ l-x 1-x

Limit L _ 3 , x=1|=limit L _ ,x=11;
I —x 1 —x I —x ] —x

R T DU
x—1 1 —x 1_x3

plot — , x=-2..2, discont = true |;
( I —x 1—x

discont( I _ 3 3,x] = {1}
X

1 —x 1 —

Poznamka:

Funkce mé v bod¢ x =1 odstranitelnou nespojitost.

Maple je schopen bod nespojitosti ur¢it pomoci ptikazu discont, program ho vsak graficky
nezobrazi.




Priklad 4. Vypodtéte limitu: lim(\/x +x —x ) .

X—>0

Limit(\/x—l-\/_—ﬁ,xZinﬁnily)Zlimit(\/x—l-\/——ﬁ,xZinﬁnily) =
Jip, (Ve =Vx) ==

plot(\/x +x ~x,x=0.10,y=025.0.5);

0,50
0,45
0,40

Foo ]

0,35

0,30

0,25 : : : : :
1] 2 4 & g 10

X—>0 3

Priklad 5. Vypoctéte limitu: lim(wj.
sin” x

Limit tan(x) -sin(x) , x:Oj =limit( tan(x) -sin(x) , XZOJ
sin(x)3 sin(x)3

lim [ tan(x) — sin(x) ]:L

x=0 sin(x)3

Piiklad 6. Vypoctéte limitu: lim(xzeﬁ).

X—>0

o X o X -X
Limit (x2 ¢ 7, x=infinity ) = limit (xz €7, x=infinity ) = xl_imoo 2=

plot( [xz'e_x, 1], x=0..20,y=0..1.3, color = [ red, blue], linestyle = | solid, dot | );
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1,24

e B
0.8 )y
F 06 _-
0.4 —
0.2 —

3
Priklad 7. Reste limitu: lim x*nx

x—0"

3 3
Limit [x 4+ 1n(x) ,x=0, right) = limit (x 4+ In(x) ,x=0, rightj
_3
lim x*Tht) g3

x—0

Piiklad 8. Reste limitu: lim sin(x)™*.

s
x>
2

)tan(x) )tan(x)

T
, x=—, right
2" J

lim sin(x)tan(x) =1
1+
X T

2

Limit (sin(x , X = %, right) = limit [sin(x

plot( [sin(x)tan(x), 1], x=0..3.5, color=[red, blue], linestyle = | solid, dot | );
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, . . C o , o 0 o . . .
I’'Hospitalovo pravidlo pro vypocet neuritych vyrazi P lze znazornit pomoci funkce
(e8]

Rule[lhopital.f(x)] zbalicku Student/Calculusl]. Hodnotu limity funkce pak dostaneme
zadanim ptikazu value, ktery ur¢i hodnotu vyrazu.

o NPT . arcsinx
Priklad 9. Reste limitu: hng
X—> x

. Nakreslete graf ptislusné funkce v okoli bodu 0.

Loading Student:-Calculus1

Rule[ lhopital, arcsin(x) ] (Limit ( M, x= O) ) = ( M) = ( S )
X x—0 x—0 1 2

X

=1

value(%) = ! ( arcsin(x) )
x— X

plot(m, x=-1..1,y=0.95 ..1.5);
X

1.5 7

1,4
1,31
Y24

1.1 +

-10 -0,5 0,0 05 10
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3.3. ReSené aplikaé¢ni ulohy

Priklad 1. Sestavte tabulku hodnot pro rostoucix (0, oo) a vySetiete hodnoty funkce i "
X+
Spocitejte limitu funkce lim al _1 a porovnejte vysledky obou Setieni.
X—>00 x +
ReSeni:
_ (x—1)
fi=x= (x+1
x—1
xX—
x+1
linalg [ matrix | ( 'x', '((xx;—ll))'}, Seq( [ IOk, evalf(f( IOk) ) ], k=1 ..8) D
x—1
X
x+1

10 0.8181818182
100 0.9801980198
1000 0.9980019980
10000  0.9998000200
100000 0.9999800002
1000000  0.9999980000
10000000  0.9999998000

| 100000000 0.9999999800 |

Limit( x — 1 ,xZOO)Zlimit( i; 1 ,x=inﬁnily);
lim x— 1 =1
x—o x+1

i,x=0..100,y=0.8 ..1);
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1,00
0,95
¥ 0,90

0,55

Zavér:
Vysledek vypoctu limity funkce pro x — oo souhlasi s hodnotami uvedenymi v tabulce, tedy
se zvétSujici se hodnotou x se limita funkce blizi jedné.

Piiklad 2. Uhelnd elektrarna je schopnd snizit o p % své emise zneCiStujici ovzdusi

v nakladech vyjadfenych funkci C ( p) = Zg?)ﬂ (v Eurech), kde 0< p<100. Urcete
naklady, kdyz p — 100"

ReSeni:

Limit (f(p), p =100, left) =limit (f(p), p =100, left)

( 75000 p ]: .
p—100- \ 100 —p

plot(f(p),p=0..90);

600 000 —-
500 000 —-
400 000 —-
300 000 —-
200 00 —-

100 000

I:I T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1] 10 20 a0 40 a0 @l 0 a0 g0

Zavér:
Néklady na snizovani emisi rostou neomezen¢, kdyz p — 100.
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Priklad 3. Firma produkujici elektroniku vyrabi x televizi pii primérné cené jedné televize

(350x+100)

A(x)v Eurech, kde A(x)= . Pfedpokladejme, Ze firma ma moZnost zvySovat

svou produkci bez omezeni. Jaké hodnoté se pak bude blizit primérna cena jedné televize?

ReSeni:

350 x + 100
X

o ( 350-x + 100
Limit f

,x=inﬁnily) = Jlim, ( )2350

Zavér:
Jestlize se produkce zvySuje bez omezeni, primérna cena jedné televize se blizi 350 Euro.

Priklad 4. Na spofici ucet tro¢eny 8% rocné jsme vlozili vklad 750 Euro. Hotovost po
0,08
m

10m
10 letech je vyjadiena funkci B(m)= 750(1 + J , kde m je pocet urokovych obdobi.

Urgete limitu funkce B(m), kdyz m — o, coz odpovida spojitému arogeni.

ReSeni:

10-m
B(m) = 750-(14-&) ;
m

10 m
m— 750 (1 + M)
m

Limit (B(m), m =infinity ) = limit (B(m), m = infinity )

08 10,00 m
A (750,00 (1,00 + ’7) J =1669,16

plot(B(m), m=1.10,y=1615..1670);
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1 670

1 Al H
1 850 H
"}? 1 ad0 H
1 630 +
1 620 +
I I I 1 I i 1 1 1 1
1 2 3 4 3 i} T by q 10
m
Zavér:

Pti spojitém uroceni, tj. kdyz pocet trokovych obdobi m — oo vzroste pivodni hodnota
vkladu po deseti letech na 71669,20 Euro.

Priklad 5. Urcete asymptoty ke grafu funkce f:y=3x+ iz
x —

ReSeni:

Hledame ptimky y = kx+ ¢, kde k = lim f(x) a g=lim (f(x) —kx) , které nazyvame

xX—>*0o X x—>to0

Sikmymi asymptotami grafu funkce /v nekone¢nu nebo piimky s rovnici x = ¢, kde v bodé ¢
existuje aspon jedna jednostranna nevlastni limita funkce f'(x), které nazyvame svislymi
asymptotami. Asymptoty obou typti tedy ur¢ujeme pomoci vypoctl ptislusnych limit.

Asymptota §ikmé

o) m et 2

3
x—2

x—3x+

X

kl == limit(f(x) , X = infinity j;kZ = limit(f(;) , X == infinity );

3
3
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gl == limit (f(x) — k-x, x=infinity ): q2 = limit (f (x) — k-x, x =~ infinity )

0
0
q =0
0
AsymptotaSikma = y=k-x + g;
y=3x

Asymptota svisla
Defini¢ni obor funkce je D( f ) =R- {2} . Hodnoty, ve kterych neni funkce definovdna ndm

pomuze nalézt ptikaz discont, ktery je urcen k nalezeni bodt nespojitosti dané funkce .

discont ( f(x), x);

{2}
limit ( f(x), x=2, left);
-
limit ( f(x), x=2, right);
[09]
AsymptotaSvisla == x =2,
x=2

Asymptoty = plots| implicitplot | ( [ AsymptotaSikma, AsymptotaSvisla |, x=-10 ..10, y =-30
..30, color = [ green, magental) :

funkce == plot( fI(x), x=-10..10, y=-30..30, color = red, discont = true) :
plots| display | ( funkce, Asymptoty);

30+

20

10+

Zavér:
Sikma asymptota grafu funkce mé tvar y = 3x, svisla asymptota pak x =2.

x—1
Priklad 6. Rozhodnéte, zda existuje lirr11| 1| .
xX—> X —
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ReSeni:

_)abs(x—l) :
x—1

limit (f(x),x=1,1left) = -1
limit (f(x),x=1,right) = 1

plot( f(x), discont = true);

1,04
0,5
-10 -3 0 5 10
0,5 '

[N
[n)

Zavér:

Oboustranna limita v bod¢ x =1 neexistuje nebot’ lim # lim .

x—1"

x—1*
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3.4. Aplikacni priklady k procvi¢eni limity

1. Urcete asymptoty ke grafiim funkci a graficky znazornéte:

a) y= Y ix Reseni: x—l —l+x
Yo ' 2772
x2
b = x=2,y=x+2
) y=—m [x=2.y ]
x” +1
c = x=-3,y=x-3
) y="3 [ y ]
) o . |x-2 .
2. Rozhodnéte, zda existuje limita funkce 11n21—2. Graficky znazornéte.
X—> X —
[l £ () # i ()

3. Najdéte pomoci dvou tabulek limitu funkce lim(—x2 —4x+ 3) . Prvni tabulka ma

x—4

obsahovat hodnoty x mensi nez 4 a druh4 hodnoty x vétsi nez 4.
[-29]

4. Firma vyréab¢jici pocitace ma primérné néklady na jeden PC vyjadieny funkci
2

A(x) _ 2500 x 2+100x
2x

omezeni. Jaké hodnot¢ se ptiblizi naklady na vyrobu jednoho PC?

v Eurech. Ptedpokladejme, Ze firma mtze zvySovat produkci bez

[1250]
2x+1 prox <2
5. Ptedpokladejme, ze funkce fje definovana predpisem f (x) 1
—Ex +6 prox=>2
Rozhodnéte, zda fje spojita v bodé x =2.
[f je spojita v bodé 2]
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4. DERIVACE

4.1. Teorie derivace

Definice 1. [Derivace funkce v bodé]

Derivaci funkce f{x ) v bod€¢ a nazyvame vlastni limitu limM , jestlize tato limita

xX—>a x —_— a
existuje. Znacime ji /' (a).

Poznamky:

1. Derivaci definujeme téz uzitim limity:  f'(a) = kim
-0

flat+h) - f(a)
h

2. Pokud derivace v bod¢ a existuje, fikdme, ze funkce f je v bod¢ a diferencovatelna.

Geometricka interpretace

Cisle L= /@
xX—a
X =[x, f(x)]. Smérnici pfimky rozumime hodnotu tg a, kde a je thel, ktery svird piimka s
kladnym smérem osy x. Blizi-1i se ¢islo x Cislu a, blizi se bod X bodu 4, takze seCna X4 stale
1épe "aproximuje" te¢nu ke grafu funkce f v bodé A. Tuto te¢nu tak mizeme povazovat za
limitni ptipad seny. V tomto smyslu povazujeme hodnotu f ‘(@) za smérnici teCny grafu
funkce /v bodé A. Tato te¢na ma rovnici y = f(a)+ f'(a)(x—a). Cislo f '(a) nam dava
zaroven urcitou informaci o lokalnim chovani funkce v bod¢ a i1 v jeho malém okoli. Lze ho
povazovat za "miru" & rychlost "riistu" funkénich hodnot funkce f. Cim je hodnota f '(a) vétsi,
tim rychleji funkce f'v okoli bodu a roste, tim "strmé&ji stoupa" jeji graf. Zaporna hodnota 1 '(a)
znamena naopak klesani funk¢nich hodnot v malém okoli bodu a .

je smérnici se¢ny grafu funkce f, kterd prochézi jejimi body 4 = [a, f(a)],

Priklad. Urcete sklon grafu funkce f: y = x* v bodé [1,1].
ReSeni:

Sklon grafu funkce v daném bod¢€ je uréen smérnici te¢ny grafu v tomto bodé.

= x—>x2;

2

secna ‘= h—

po LU =D (o)
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plot([ f(x), secna(3), secna(2), secna(1), secna(0.1) ], x=-1..5, color = | blue, orange,
green, pink, red], legend = [ "y =f(x)", "h=3" "h=2" "h=1" "h=0.1"] , linestyle = [ solid, dash,
dash, dash, solid ]);

25

20

15

10

5
i 2 A A S E
=& X

"
-~

—y=f(x) — —h=3 h=2 h=1
—h=101

Definice 2. [Jednostranna derivace]

Cislo lim M
xX—a

x—a+

(pokud existuje) nazyvame derivace funkce zprava v bod¢ a,

oznacujeme ho f (a) . Analogicky se definuje derivace zleva, kterou oznacujeme [’ (a) .

Funkce f ma v bod¢ a € D(f) derivaci prave tehdy, kdyZ ma v tomto bodé derivaci zprava i

zleva a jejich hodnoty se rovnaji. Je-li funkce ' v bod¢ a diferencovatelna, je v tomto bode
spojita.

Definice 3. [Derivace na mnoZiné M|

Necht’ funkce / ma derivaci ve vSech bodech mnoziny M < D(f') . Pak na mnoZziné¢ M

muzeme definovat novou funkei, kterd kazdému ¢islu a € M ptiradi hodnotu f"'(a). Tuto
funkci nazyvame derivace funkce fna mnoziné M.
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Véta 1. [Zakladni pravidla pro vypocet derivaci]

Necht funkce £, g jsou na mnoziné M diferencovatelné, c je libovolné realné ¢islo. Pak na celé
mnozin¢ M plati:

Lo (e f(0) =c f'()

2. (f()+g) =f"(0)+g'(x)

3. (f(0)-g) =f'(x)-g(x)+ f(x) g'(x)

f(x)j' @) g0~ ()@
g(x) g (x)

5. Derivace sloZené funkce: necht’ funkce g ma derivaci v bod€ x, € D(g) a funkce f necht

4. Jestlize pro vSechna x e M je g(x) =0, plati (

ma derivaci v bod¢ g(x,) € D(f') . Pak slozena funkce y = f{g(x)) ma derivaci v bod¢ x,,

pricemz plati: [ /(g(x)]_, = f(g(x,)-£'(x,).

Znazornéni pravidel v Maple

Pomoci programu Maple si uvedend pravidla miizeme znazornit nasledovné. Pouzijeme
k tomuto pravidlo Rule, které ma rizné parametry, podrobnosti viz napovéda v Maple

1. Pravidlo derivace funkce a konstanty

Rule| constantmultiple |(Diff (c-m(x),x));

—(cm<x>>=c(—m(x))

X X

2. Pravidlo derivace pii s¢itani funkci

Rule[sum](Diff (m(x) + n(x),x));

—— (m(x) + n(x)) =——m(x) + —— n(x)
X x x

3. Pravidlo derivace souctu

Rule[ product |(Diff (m(x)-n(x),x));

L (m(x) n(x)) = [— m(x)j n(x) + m(x) [— n(x)j

X X X
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4. Pravidlo derivace podilu

Rule[quotient](Diﬁ”( m(x) ,xjj;

n(x)

5. Pravidlo derivace sloZené funkce

Rule| chain |(Diff (m(n(x)), x));

6. Pravidlo rozdilu

Rule[ difference (Diff ((m(x) — n(x)),x));

L () = n(x)) == m(x) — [— n(x))

X X X

Uvedené¢ definice a véty jsou pievzaty z publikaci [1], [4], [6].

4.2. Zakladni prikazy systému Maple uzité pri reSeni derivaci

Ptedpoklada se ¢tendiova zékladni znalost prace se systémem Maple, tj. zejména znalost
ptikazl pro zadévani vyrazl, funkci a pfifazovaciho ptikazu.

Népovédu ke konkrétnimu piikazu ziskdme zadanim ptikazu ve tvaru ?jméno v rezimu math
¢i v klasickém rezimu. Naptiklad zadanim "?Diff "ziskdme kompletni napovédu s odkazy na
pfibuznd témata i s ukdzkovymi ptiklady.

32




Piehled prikazi uzitych v této kapitole

* diff * Diff *D * limit

*  factor * simplify * eval * evalf

* solve * fsolve * unapply

* discont * discont=true * denom

*  maximize *  minimize * plot * implicitplot

Vysvétleni prikazi a ukazky feSeni jednoduchych dloh na vypocet derivaci

diff (f ), x), diff (f (x), x3n)

Vypocet prvni, respektive n-té derivace funkce (vyrazu) f(x).

Piiklad 1. Urgete prvni derivaci funkce definované vyrazem ~x’ —1.

diff (sqre(x® — 1), x);

Priklad 2. Urcete druhou derivaci funkce definované vyrazem Vet

diff (exp(sqrt(cos(x))), x$2);

. 2 cos(x) . 2 cos (x)
1 sin(x)"e B L\/Me‘/m—l— 1 sin(x)”e
4 cos(x)3/2 2 4 cos(x)

Vysledek mizeme upravit pomoci ptikazu factor (diﬁ" ( f (x) , x)) , ktery rozkladé vyraz na

soucin.

factor (diff (exp(sqrt(cos(x))), x$2));

eV c0s () (—sin(x)2 cos(x) —2 cos(x)3 + sin(x)2 cos(x)3/2)

1
4 cos()c)S/2

P tpravé vysledku miizeme vyuzit té7 piikaz simplify(diﬁ( f(x),x) ,trig) , ktery, pii

pouziti parametru #rig, slouzi specialné ke zjednoduseni trigonometrického vyrazu.
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simplify ( (diff (exp(sqrt(cos(x))), x8$2)), trig);

3/2 7/2)

eV cos(v) (cos(x) —l—cos(x)3—cos(x) + cos(x)

572
)

1
4 cos(x

Dijf(f(x),x)

Ptikaz vypiSe funkci v zadané formé¢, aniz by ho vyftesil. SlouZzi k prehlednému zéapisu funkce
a kontrole spravného zadani daného vyrazu.

Priklad 3. Derivace vyrazu In (x +/1+x7 ) :

Diﬁ‘(ln(x—i— sqrt(l +x2)),x);

iln(x—l—\/l—l—xz)

Diff(f(x),x) = diﬁ"(f(x),x)

Kombinace téhoz ptikazu s velkym a malym pismenem pftispiva k zptehlednéni zépisu
vypoctu.

Priklad 4. Vypocet a zapis derivace vyrazu In (x +/1+x7 ) :

Diﬁ”(ln(x—l— sqrt(l +x2)),x) =diﬁ“(ln(x + sqrt(l +x2)),x);

X

1+
\/I—I—xz
x—|—\/1—|-x2

(—dlln(x-l-\/l—l-xz):

D(r). (P@@n)(f)

Prvni, resp. n-ta derivace predem definované funkce f.
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X

Priklad 5. Vyjadiete prvni derivaci funkce f7:y= enx .
a) zadani funkce f7

_x
In(x)

b) ptikaz k 1. derivaci funkce f7

D(/1);

Priklad 6. Vyjadiete tieti derivaci funkce f2:y = 21 T
x f—
a) zadani funkce f2
f2:=x>— 1 ;
x—1
xX— !
P
b) ptikaz k 3. derivaci funkce 2
(D@@3) (/2);
3
s~ 48 x n 24 x

Vyhodou operatoru D je, Ze vysledkem jeho pouziti je opét funkce. Chceme-li tedy s derivaci
pracovat jako s funkci, je vhodné ji zadat pomoci operatoru D:

D(f)(x)s
(P@@n)(f)(x);

maximize, minimize

Ptikazy pro nalezeni absolutniho maxima a minima dané funkce.
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. , . 1
Priklad 7. Urcete absolutni minimum a absolutni maximum funkce 4/:y=x +—1 na
x —

intervalu <—4; 0> .

1 .
x—1"

hl i=x—>x+

1
x—1

X—x +

minimize ( (h1(x)), x=-4..0, location = true);

o2

maximize ( (h1(x)), x=-4..0, location = true);

-1 {[{x=0}, -1]}
plot(hl(x), discont = true, view = [ -5 ..5,-5 ..5]);

Zavér:
Jak vidime z grafu, funkce 4/ nabyva minima v bod¢ x=-4; f(-4)= —%. Maxima pak
funkce nabyva v bodé¢ x =0; f(0)=-1.
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4.3. Prubéh funkce pomoci systému MAPLE.

Pribéh funkce vySettfujeme v nésledujicich krocich:

Defini¢ni obor, sudost, lichost, periodicita, priseciky se soufadnicovymi osami,
Limity v krajnich bodech intervali, které tvoti D(f), spojitost,
Monotonnost, extrémy,

Intervaly konkavity a konvexity, inflexni body,

AN

Asymptoty.

(1) Defini¢ni obor funkce.

Zpusob vySetieni definicniho oboru je dan povahou vyrazu, ktery funkci definuje, napt. u
lomené funkce zkouméame body, v nichz je jmenovatel roven nule. PouZijeme piikazy denom,
discont.

UziteCné je grafické zndzornéni funkce piikazem plot. Pokud chceme najit priseciky se
soufadnicovymi osami pouzijeme: f{x)(0); — nalezne prisecik s osou y,

solve(f(x)=0,x); - nalezne prisecik s osou x.

Sudost, lichost provetime porovnanim hodnot vyrazii f (x ), f(-x).

(2) Limity v krajnich bodech intervali, které tvori D(f),

nam davaji odpovéd’ 1 na otazky spojitosti funkce. Pii vySetfovani spojitosti vyuZijeme
znalosti vét o spojitosti souctu, soucinu a podilu elementarnich funkci a véty o spojitosti
sloZzené funkce. Ve zbylych “nepfijemnych bodech®, do kterych patti krajni body defini¢niho
oboru pocitdme limitu a zjiStujeme, zda se rovna funkéni hodnoté. Pokud limita neexistuje,
vySetfujeme jednostranné limity.

(3) Monotonnost, extrémy.
Monotonii funkce ur¢ujeme pomoci prvni derivace funkce. Na intervalech, na kterych plati

f'(x,)>0 je funkce rostouci, na intervalech, na kterych plati f'(x,)<0 je klesajici.
Z ptitomnosti lokalnich extréma jsou podezielé stacionarni body, tj. body v nichz plati
f '(xo) =0, dale body, vnichz prvni derivace neni definovdna a krajni body intervald,

z nichz se sklada defini¢ni obor funkce.

(4) Intervaly konvexnosti, konkavnosti, inflexni body.
Konvexnost a konkévnost vySetfujeme pomoci druhé derivace. Na intervalech, kde plati

f"(x,)>0 je funkce konvexni, na intervalech f"'(x,)<0 je funkce konkavni. Inflexnim

bodem je bod na rozhrani mezi konvexnim a konkavnim usekem grafu funkce.

(5) Asymptoty.
X
Hleddme piimky y =kx+q, kde k = lim M a g=lim(f(x)- kx) , které nazyvame
x—>*oo X x—>to0
(Sikmymi) asymptotami grafu funkce f'v nekone¢nu nebo svislé asymptoty, tj. piimky kolmé
k ose x ve tvaru x = ¢ v bodech ¢, kde existuje alesponi jedna jednostrannd nevlastni limita
funkce.
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Priklad 1. Vysetiete prub¢h funkce y =

(x-1)

a znazornéte graficky.

x+2
Reseni:
2
o (x—1)
f1:=x=> x + 2
2
x—1)
A x+2

(1.a) Defini¢ni obor D(f)

—ukéazeme si tfi zplisoby, jak nalézt body nespojitosti dané funkce.

1. solve (f(x)) = 0,

2. solve (denom (f (x ))) — pouzijeme u lomenych funkci a
3. discont (f (x)) — ur¢i body nespojitosti funkce.

solve((x +2)=0,x);

-2
solve(denom( f1(x)) =0, x);
-2
discont ( f1(x), x);
{-2}
(1.b) sudost, lichost
f1(-x);
(-x—1)°
-x+2
(1.c) prusecik s osou x, y
f1(0);
1
2
solve( f1(x)=0,x);
1,1

plot( f1(x), x=-10..10, y=-30

.30, discont = true);
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-10

-20

=30 -

Poznamka:
Pt pouziti volby discont = true jako parametru piikazu plot se nezobrazi svisla asymptota.

Detailni pohled na pribéh funkce f7 v okoli pocatku:

plot( f1(x),x=-2.2,y=-5.5, discont = true);




Zavér :
Defini¢ni obor funkce: D( f ) =R- {—2} , hodnoty ve kterych neni funkce definovdna nam

pomuze nalézt ptikaz discont, ktery je urCen k nalezeni boda nespojitosti dané funkce . Piikaz
denom muZeme pouzit u lomenych funkci, kdy vystupem je jmenovatel zadané¢ho zlomku.

Zjistili jsme, ze funkce neni ani sud4 ani licha nebot’ f(—x)# f(x)a f(—x)#—f(x). Graf
funkce protind osu y v bodé [O,%} a dotyka se osy x v bod¢ [1, 0]. Prvni graf znazornuje

prabéh funkce f7, ze kterého vidime vSe, co bylo vySe spocitdno a popsano, druhy graf
ptiblizuje detail spolecnych bodl s osami.

(2) Limity v krajnich bodech intervalu, které tvori defini¢ni obor funkce

limit ( f1(x), x = infinity );

0.9
limit ( f1(x), x=-infinity );
limit (f1(x), x=-2);
undefined
limit ( f1(x), x=-2, right);
limit ( f1(x), x=-2, left);
-

Zavér:
V nevlastnich bodech +00,—00 jsme dostali limity stejnych hodnot, v bodé€ nespojitosti
x =—2 oboustranna limita neexistuje, existuji pouze jednostranné limity.

(3) Monotonnost, extrémy.

Vypocet 1. derivace:
Diff (f1(x), x) =diff (fI(x), x);

__[(x—1fj_2(x—1)_(x—1f
X x+2 O x+2 (x+2)2

Stacionarni body:
solve(D( f1)(x) =0, x);
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Interval, na némz je funkce rostouci:
solve(D( f1)(x) > 0, x);
RealRange( - o, Open( -5)), RealRange(Open(1), o)

Interval, na némz je funkce klesajici:
solve(D(f1)(x) <0,x);
RealRange(Open(-5), Open(-2)), RealRange(Open(-2), Open(1))

Soutadnice bodt, v nichz funkce nabyva extrému:
[L/1(1)];
[1,0]

[-5,/1(-5)];
[-5, -12]

Zavér:

Vypocitali jsme, ze funkce méa dva stacionarni body [1,0] a [-5,-12]. Na intervalech
(—oo,—S),(l,oo) je funkce rostouci a na (—5,—2),(—2,1) je klesajici. Pomoci intervali
monotonie jsme schopni urcit povahu lokalnich extrémt, které se vyskytuji v podezielych
stacionarnich bodech: v bod& [1,0] nabyva funkce lokdlniho minima, vbodé [-5,-12]

nabyva lokalniho maxima. Toto si ovéfime v nasledujicich vypoctech pii dosazeni do funkce
druh¢é derivace. Limity v krajnich bodech intervalu jsme spocitali v pfedchozim bodé (2).
Body defini¢niho oboru, v nichz prvni derivace neni definovana v tomto ptipad€ neexistuji.

(4) Intervaly konvexnosti, konkavnosti, inflexni body

Vypocet 2. derivace:
Diff (f1(x), x8$2) = (D@@2) (1) (x);

2 [(x—l)zjz 2 _4(x—1)_|_2(x—1)2
2 x+2 x+2 (x+2)? (x+2)°

X

Interval konkavnosti:
solve((D@@2) (/1) (x) <0, x);
RealRange( - o, Open(-2))
Interval konvexnosti:
solve( (D@@2) (f1)(x) > 0, x);
RealRange(Open(-2), o)

Ovéreni lokalnich extrému dosazenim stacionarnich bodd do druhé derivace:
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(D@@2) (/1) (-5);

(D@@2) (/1) (1);

plot( (D@@2) (1) (x), x=-10..10, y=-30..30, discont = true);
|:|_

-10 -3 0 ] 10

Zavér:

Zjistili jsme, Ze na intervalu (—oo,—Z) je funkce konkévni a na intervalu (—2,00) je konvexni.
Inflexni bod neexistuje. VSe je patrno zgrafu funkce druhé derivace. Dosazenim
stacionarnich boda jsme si ovéfili, funkce nabyva v bodé [l, O] lokalniho minima nebot’

f"(1)>0 avbodé [-5,-12] lokalniho maxima, protoze f"'(-5)<0.

(5) Asymptoty

Asymptota Sikma:

kl == limit ( ﬂix) , X = infinity ); k2 = limit(ﬂix) , X =—infinity );

1
1
ql = limit ( fl(x) — k-x, x=infinity ); q2 = limit( fl(x) — k-x, x =—infinity ),
-4
-4
AsymptotaSikma = y=kl-x + ql;
y=x—4
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Asymptota svisla:

limit ( f1(x), x=-2, right);
limit ( f1(x), x=-2, left);

AsymptotaSvisla == x=-2;

Implicitplot — ptikaz z balicku plots pouzivame k zobrazeni implicitné¢ zadané funkce:

Asymptoty = plots| implicitplot | ( [ AsymptotaSikma, AsymptotaSvisla |, x=-10..10, y=-30
..30, color = | green, magenta]) :

funkce == plot( fI(x), x=-10..10, y=-30..30, color = red, discont = true) :

plots| display | ( funkce, Asymptoty);

-10 4

=20 4

=50 -

Zavér:
Funkce ma svislou asymptotu o rovnici x = -2 a Sikmou asymptotu charakterizovanou
rovnici y = x —4, jak vidime na obrazku.
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4.4. ReSené aplikaéni ulohy

Priklad 1. Pfi zneciSténi jezera organickym odpadem proces oxidace, ktery nastane, snizi
obsah  kysliku ve vod¢. Za cas se pfirozené obnovi mnozstvi kysliku na plivodni uroven.
Mnozstvi kysliku ( méfeny v miligramech kysliku na 1 litr ) v jezefe ¢ tydnl po zneciSténi
2 —t+8

organickym odpadem je vyjadieno funkci [ ()= Yo
+

a) Kolik tydnii po znecisténi vody troven kysliku klesa?

[RA4

[RA4

d) Kdy je hladina kysliku nejvys$si?

e) Jaka je nejvyssi hladina kysliku?

f) Dosahne viibec nékdy hladina kysliku své ptivodni hodnoty pfed znecisténim?
g) Co se stane, kdyz t > o ?

Reseni:
2
f1=:t—+ 2-¢ - t+ 8;
2+ 8
27 —t+8
>
2¢ + 8
plot(f(x));

-10 - 0 5 10
f

Graf znazoriiuje pribeh funkce f(?), nas zajima ¢ast grafu, kdy ¢ > 0.

a) Derivaci funkce f(?) zjistim ¢asovy interval, po ktery hladina kysliku klesa:
24 —1+8 t]_

2_
2 ) ([ 28
2-7 +8

2.7 +8

|
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Car—1 422 —1+8)¢

2743 (27 +38)°

d (24—1+38
de {27438

Polozim f(?)=0 a zjistim kritické hodnoty:

solve > >
20 +38 (27 +38)

2
4¢—1 4(2t—t+8)tzaq;

2, -2

Piedchozi problém lze fesit ekvivalentnim zpisobem, kdy hledame interval pro f” (t) <0
solve(diff (f(t),t) <O0,1t);

RealRange(Open(-2), Open(2))

Kritické hodnoty jsou ¢ = -2 a t = 2. Ale protoze ¢ > (), jedinou kritickou hodnotou je ¢ = 2.
Pro ¢ = 0 je sklon ktivky dan smérnici f' (0) = - 4/32 = -1/8. Proto hladina kysliku v jezefe
bude klesat pro 0 <¢ < 2, tj. po dobu dvou tydnli od znecisténi.

b) K urc¢eni minima pouZiji test pomoci prvni derivace. Do prvni derivace dosadim jeden
bod nalevo a jeden bod napravo od staciondrniho bodu ¢ = 2. Napt. t =0 at = 3.

D(f) (0);

tecna := g(x), a—D(g) (a)(x —a) +g(a);
g(x),a—D(g)(a) (x —a) +g(a)

tecna( f(x),2);

2 2 2 2
2x" —x+8 2x" —x+8 2x" —x+8 2x" —x+8
gx)| ———2|.D@)| — | |*x———— | tg = —
2x 4+ 8 2x 4+ 8 2x"+ 8 2x 4+ 8
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plot([f(x), D(f) (2)-(x=2) +/(2),D(f) (0)-(x—=0) +/(0), D(f) (3)(x = 3)

+£(3)],x=-10..10, view=[ =7 ..7, 0.8 ..1.2 ], linestyle = | solid, dash, dot, dot], color

= [ blue, red, black, black], legend = [ "f(t)", "t=2" "t=0" "t=3"]);

1,24

A4

¢) Minimum hladiny kysliku je f(2):

t(2)'=£(2);

d) Maximalni hladina kysliku v jezefe je v ¢ = 0.

e) Maximalni hladina je f'(0):

f(0)=1

f) Podle tohoto modelu hodnota kysliku nikdy nenabude ptivodnich hodnot. Pfimka urcena

rovnici y = [ je horizontalni asymptotou grafu funkce.

limit ( f(t), t=infinity );
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1

plot([ f(x), 1], x=-1.99, view=[-1..99, 0.8 ..1.2], linestyle = | solid, dash ], color
= [ blue, red], legend = ["f(t)", "y =1"]);

g) Jestlize t — oo, Giroven hladiny kysliku v jezete se blizi k 1 miligramu na litr vody, jak
vidime z ptedchoziho bodu f.

------

sever rychlosti 50 km/hod. Auto B jede na zapad rychlosti 60 km/hod. Jak rychle se méni
vzdalenost mezi auty po dvou hodinach jizdy?

ReSeni:

Necht x je vzdélenost, kterou auto B urazi v Case ¢ a y je vzdalenost, kterou auto A ujede za
¢as t anecht’ D je vzdalenost mezi auty v Case 7. Vztah mezi proménnymi x, y, a D je dan
Pythagorovou vétou: D* = x” + »”. Rychlost, s jakou se auta vzdaluji je dina

1. derivaci D podle Casu t.
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y ... auto A

A

X ...auto B xz +y2 :l)2

Za Cas t urazi auto A urazi vzdalenost y = 50 ¢, auto B ujede x = 60 ¢. Vzdalenost mezi nimi
po dvou hodinach jizdy je D =+/50¢> +60¢> kilometrt.

Ri=1— (50-1)% + (60-1)°;

t—+ 6100 £
Diff (V(¢t), t) =D(V) (1);

—l(lom/7)=7log’

D(V)(2);

10 61

78.10249676

evalf (D(V) (2));

Zavér:
Auta po dvou hodinach jizdy se od sebe vzdaluji rychlosti 78 kilometrti v hoding.

Priklad 3. Poptavka po jisté znadce automobilu je ddna rovnici P(c) =200*(15-0,001c)*,
kde ¢ je cena auta v Eurech.

a) Vypocitejte cenovou elasticitu poptavky, kdyZ cena automobilu je /2.000 Euro a
zdivodnéte vysledek.

b) Naleznéte ptibliZnou zménu v poptavce jestliZze cena automobilu vzrostla o 5%
z puvodnich 72.000 Euro.

¢) Chceme-li, aby poptavka po automobilu vzrostla o 5 %, o kolik musime snizit jeho cenu?
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ReSeni:
a) Nez se pustime do vypoctu cenové elasticity poptavky, struéné si shrneme teoretické
poznatky, které vyuZzijeme pii praktickych vypoctech.

Cenova elasticita poptavky

Ekonomové a manazeii se neustdle snazi najit odpovéd’ na to jak- do jaké miry — zareaguje
zékaznik na zménu ceny produktu.

ZvySujici se cena méd obvykle dopad na sniZzeni poptavky , coz vede k poklesu trzeb.
V ptipad¢, Ze sniZeni prodeje je malé, zvySend cena mize vynahradit snizeni prodeje tak, ze
celkové trzby vzrostou.

Pfi snizeni cen muze nastat podstatny nartist prodeje, coz se v konecném dusledku projevi
pozitivné na trzbé. Nebo naopak, snizeni ceny vyvold maly narist poptavky, kterd
nevynahradi cenové snizeni a trzby poklesnou.

Aby se zajistily rostouci trzby, systematicky se zkoumaji dopady cenovych zmén na
poptavku. K tomuto se vyuziva cenova elasticita poptavky (EP(c)), kterd je definovana
vztahem:

% zména poptavky

EP(c)=
© % zména ceny

Tuto rovnici mizeme vyjadiit nasledovné:
% poptavky = EP(c)- % zména ceny

Zname-li EP(c) a zvazujeme-li zménu ceny, miizeme zméfit relativni zmeénu v poptavcee.
Cenova elasticita poptavky se da vyjadfit po ucely vypocta ve tvaru:

EP(e)=-S L)
P(c)
Odkud pro P'(c) plati :
P(c) = _EP(c)C*P(c)

Obecné je nasim cilem studovat efekt, ktery ma objem prodeje (a vySe ceny) produktu na
trzbu. Je zde vztah mezi celkovymi trzbami a cenovou elasticitou poptavky.

Cenova elasticita poptavky EP(c)

1. kdyz EP(c) =1, pak ma poptavka jednotkovou elasticitu

2. kdyz EP(c) > 1, pak poptavka je elasticka

3. kdyz EP(c) < 1, pak poptavka je neelasticka
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Cenova elasticita poptavky EP(c) udava o kolik procent se zmeéni poptavané
mnozstvi Q, kdyz se cena c snizi o jedno procento.

Cc C
c
elasticka Q neelasticka Q jednotkové
poptavka poptavka elasticka
poptavka

Je-li zndma poptavkova funkce pro urcity produkt, je obvykle mozné urcit rozsah cenovych
zmeén, pro které je poptavka elasticka.
Vratme se k nasemu ptikladu, kde poptavka P pii cené 12.000 Euro je zadana funkci :

P(c) =200(15-0,001c)’

P := ¢—200- (15— 0.001-¢)%

c—200 (15 + (-1)-0.001 ¢)?
'P(12000) '= P(12000);

P(12000) =1800,00

Pti cené 12.000 Euro za kus, bude poptavka po automobilech rovna /800 kust.

Derivaci funkce P ziskame informace o tom, jak citlivé reaguje poptavka na zménu ceny:

Diff (200- (15 — 0.001-¢)?, ¢) =diff (200- (15 — 0.001-¢)? ¢);

— (200 (15 —0.001 ¢)?) = -6.000 + 0.000400 ¢
C
'D(P) (12000)'=D(P) (12000);

D(P)(12000) = -1,20

Vysledkem po dosazeni ceny /2.000 Euro do prvni derivace je hodnota - 7,20, kterd nam ftika,
o kolik zajemct ptijdeme, zvySime-li cenu o / Euro.

Cenovou elasticitu poptavky pii cené 12.000 Euro zjistime ze vzorce :
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'EP(12000)'=EP(12000);

EP(12000) = 8,00

Protoze EP (12000) = 8 > 1, poptavka je elasticka. Vzriist ceny zpisobi pokles celkovych
trzeb, jak nam ilustruje nasledujici graf.
plot(P(c), ¢c=10000 ..14000);
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b) Do vzorce
relativni zmeéna poptavky = EP(c)- relativni zména ceny

dosadime podle zadani:
8-0,05=0,40.

Zvyseni ceny 0 5% se projevi relativnim poklesem poptavky o 40%.
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¢) Chceme-li zvySit poptavku o 5%, musime adekvatné snizit cenu automobilu.
Z ptedchozich vypocth vyplyva, ze jestlize snizime cenu o /%, vzroste poptavka o §%.

gD y . . L . . -
Vyjadiime 3 =0,625 coz znamena, Ze pro 5-ti procentni vzrist poptavky je nutno snizit cenu

automobilu o0 0,625%.

Priklad 4. MnozZstvi vyrobktli prodanych v Case ¢ (v letech) je dano rovnici
S (1) =20000 - 5000e"*" .

a) Urcete rychlost jakou se méni mnozstvi prodanych vyrobki v ¢ase ¢ = I rok.

b) Na jaké hodnot€ se ustali prodeje za dlouhé ¢asové obdobi?

Reseni:
Rychlost prodeje po 1. roce vyjadiuje prvni derivace funkce S (t) v aset = 1.

S := 1—20000 — 5000-¢ 22>

1— 20000 — 5000 et 710251

D(S)(z) = 1250.00 ¢ ">

D(S)(1) = 973,50
Limit (S(t), t =infinity ) =limit (S(t), t =infinity ) =

Jim, (20000 — 5000 &%) =20000.

Zavér:
Rychlost, sjakou se méni objem prodeje 1 rok po jeho zahdjeni se pfiblizn¢ rovna 974
jednotek za rok. V dlouhém ¢asovém obdobi se objem prodeje ustali na 20.000 jednotek.

Piiklad 5. Castka 1000 Euro je vloZena na spofici Gdet s roénim tGroenim 6%. Uroky jsou
pfipisovany spojite.
a) Jakou rychlosti se hotovost v bance bude ménit ke konci patého roku?

b) Jaky bude zilistatek na G¢tu na konci patého roku?

ReSeni:

Jednd se o spojité urodenti, pro které plati vztah Kn = Ko-e" . Rychlost zmén hotovosti na
uctu vypocitdme pomoci prvni derivace. Zistatek uctu za dané obdobi dostaneme dosazenim
do funkce spojitého uroceni.
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K = n—1000-¢"%" = 4,—1000%%"

= 60.00 e0.06 n

K
D(K)(5) = 80.99152848

N—
—_
S
N—
I

K(5) = 1349.858808 Euro

plot({f(n),D(f) (n)},n=0.60);

30000
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Zavér:
a) Na konci patého roku bude hotovost na uctu nartstat rychlosti 80,99 Euro/rok, tj.
@ =0,222 Euro za den.

b) Zustatek uctu na konci patého roku bude piiblizné 1350 Euro.

P¥iklad 6. Na rohové trojuhelnikové parcele s pfeponou 8 m a s tthlem 60° ma byt postavena
chata s obdélnikovou podsadou, tak Ze alesponi jedna strana obdélniku lezi na obvodu parcely.
Jaké musi byt rozméry zaklada budovy, aby zastavéna plocha byla co nejvéetsi.

ResSeni:
Mame dvé moznosti umisténi chaty :

a) Jedna Cast obdélniku je ¢asti zakladny. Uré¢ime funkci pro obsah obdélnika vepsaného do
popsan¢ho trojiihelnika a pak najdeme maximum této funkce.
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]
]
vy
1 D \ E
vi 23
y o ¥
60° | x 30°
A 8 B
Obsah obdélnika:
S=xy:

Z podobnosti trojiihelniki AABC ~ ADEC plyne

vV—y _ Vv
X 8

Pro vysku v trojuhelniku ABC plati:

. T 14
sin| — | =—
3)°

Z vyse uvedenych vztaht vyjadiime v:

vl = solve( v Jry._% v) -__8»

X 8’ -8+ x

v2 = Solve(sin(%) :%’ j =23

Vysledky porovndme a ziskdme tak rovnici, kterou feSime vzhledem k nezndmé y.

yl == solve(vl=v2,y) :2\/?—%\/?)6

Vysledek dosadime do vztahu pro vypocet obsahu obdélniku. Pro potieby nalezeni extrému
vyjadiime obsah obdélniku S jako funkci proménné x.

K tomu pouzijeme piikaz unapply, ktery slouzi k vytvotreni funkce z daného vyrazu. Jeho
syntaxe je nasledujici: /> = unapply ( v(x),x), kde v(x) je vyraz, x je proménna a f je jméno
vytvoiené funkce.

S = unapply(x-yl, x) = x—x (2\/?— % \/?x]

K urc¢eni maxima pouzijeme prvni a druhé derivace funkce S(x):
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D(S)(x) =23 — /3 x

x1 = solve(D(S) (x) =0,x) =4

(D@@2) (5) (x1) = - /3

Funkce mé jeden stacionarni bod, v némz funkce nabyva svého maxima, jak dokazuje
hodnota druhé derivace po jeho dosazeni.

xI =4
eval(yl, x=x1) :\/?

S(xl)=43

Zavér:
Zastavéna plocha chaty bude nejvétsi, kdyz zaklady tvaru obdélniku maji rozmeéry
x=4,y= 4/3 . Obsah zastavéné plochy pak bude S = 43 ¢tvercovych jednotek.

b) Strany obdélniku x, y jsou Casti odvésen trojuhelnika. Uré¢ime funkci pro obsah obdélnika
vepsan¢ho do popsaného trojihelnika a pak najdeme maximum této funkce.

B
60°
8
» E
F F
y y
- 30°
C D A

43

Z podobnosti trojihelnikit ABC a DAE plyne rovnost

R=—2 =4"/?:
4

4 —x

Z této rovnosti vyjadiime y
yl == solve(R, y) =4 \/? — \/?x
a dosadime do vztahu pro vypocet obsahu obdélnika

S = unapply(x-yl, x) =x—x (4 /3 — /3 x)
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K urc¢eni maxima pouZzijeme prvni a druhé derivace funkce S(x).
D(S)(x)=4J3 —2/3 x

xI = solve(D(S)(x)=0,x) =2

(D@@2) (5) (x1) = -2/3

S(x1) =43

xl =2

eval(yl, x=x1) =2 \/?

S(x1)=4/3

Zavér:
Zastaveéna plocha chaty bude nejvétsi, kdyz zdklady tvaru obdélniku maji
rozméryx =2,y = 2/3 . Obsah zastavéné plochy pak bude S = 43 ¢tvercovych jednotek.

. . . \
Priklad 7. Zjistéte, v jakém bod¢ je tecna grafu funkce y = Y ovnobizna s piimkou
X

p:y=5x-2.

ReSeni:

Smérnice hledané teCny musi byt rovna smérnici ptimky p:y=hkx+¢q, se kterou ma byt
rovnob&znd. Zaroven vime, ze smérnice tecny grafu funkce f(x) je rovna hodnoté jeji prvni
derivace v bod¢ dotyku, tj. plati f'(x)=k.

diff (f(x),x) =

1
x_z 2
a = fsolve(diff (f(x),x)=5,x) = 0.5615990031

tecna == D(f) (a) - (x—a) +f(a) = 5.000000000 x — 3.835360090

plot( @

,S5x—2,tecna |, x=0..1,y=-10..5, color = [ red, green, blue]];
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1,0

Zavér:
Soutadnice a bodu dotyku je vysledkem numerického feSeni vySe uvedené rovnice. Jeji
ptiblizné hodnota je 0,5615990.

Priklad 8. Vypocitejte, pod jakym uhlem protiné graf funkce f (x) =x’ —6x+11-6 osu x.

Reseni:
Hledany uhel je totozny s thlem o, ktery svird s osou x te¢na grafu funkce f v ptisluSném
nulovém bod& x = a . Uréime ho feSenim rovnice 1g(a)= f'(a).

f:=x—>x3—6-x2+11x—6 = x—>x3—6x2+11x—6
NuloveBody = solve( f(x),x) = 1,2,3

Funkce ma tii nulové body, pro dalsi vypocty si vybereme pouze jeden znich ato a = 2.
a:=2:

solve(tan(ot) =D(f) (a), ) = -—x

tecna = D(f) (a)-(x—a) +f(a) = -x+2

plot([ f(x), tecna], x=-1..5,y=-10..10);
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10 4

Zavér:

Graf funkce f (x) protina osu x pod tthlem « = —%77 .

4.5. Aplikaéni priklady k procviceni derivace

Priklad 1. Urcete intervaly monotdnnosti a najdéte extrémy funkce:

a) y =sin(1+cosx) na intervalu (0,27)
V4 .

b) y= cos(3x - Zj na intervalu <0, 7r>

Resent:

[ , T S5r ., T 5w . T . hY/4
a)| rostouci v [0,;],(?,27rj, klesajici v [?,?], maximum x =§,m1n1mumx =?}

b

N’

12 12712 4

i , T Sz 3rx ., T 5w RY/4 . T
rostouciv | 0,— |,| —,— |, klesajiciv | —,— |,| —,7 |, maxnnurnxza,mmlmumx:

Priklad 2. VysSetfete prub¢h funkce:

a) y=2x"-Inx

S
12
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Reseni:

a) {D(f) =(0,00),klesajici v [O,%j, rostouci v (%,+00j, maximum x = %,H(f) = (%+ In 2,+ooﬂ

Priklad 3. Dv¢ auta se pohybuji po pfimych navzajem kolmych drahach rychlosti v =20 m/s
smérem ke kiiZovatce. V Case f, sekund je jedno auto vzdaleno od kiizovatky 100 m, druhé

200 m. Urcete Cas ¢, ve kterém bude vzdalenost aut nejmensi a urcete tuto minimalni
vzdalenost.

ReSeni: [ Cas 7,5 sekund, vzdalenost priblizn¢ 71 m]
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5. INTEGRALY

5.1. Teorie integralu

Je dana funkce f:(a,b)— R. KazZdou funkci F:(a,b) —> R takovou, ze F'(x)= f(x)pro
kazdé x e (a,b), nazyvame primitivni funkce k funkci f na (a,b) a oznatujeme ji [ f(x)dx .
Hovotime také o neurc¢itém integralu funkce f.

Je-li F, primitivni funkce k f, a F, je primitivni funkce k f,, pak ¢ F;+c,F, je primitivni
funkce k ¢, f +c,f,cc, eR.

Plati j f'(x)dx = f(x)+C,CeR

Pokud vypocet integralu nelze provést dle vySe uvedeného zdkladniho vztahu, pouzZijeme
nasledujicich metod:

1. Substituce
Necht’ g(x) je diferencovatelna funkce definovana na (a,b). Necht pro kazdé xe(a,b)je

g(x)e(c,d). Dale f je funkce s definicnim oborem obsahujicim interval (c,d), ke které
existuje na (c¢,d) primitivni funkce F. Pak na intervalu (a,b) plati:

[ £(g(x))-g'(x)dx = F(g(x)) +C.

2. Per partes
Necht’ funkce f, g jsou na (a,b) diferencovatelné. Necht' existuje primitivni funkce k funkci

f'- g . Pak existuje primitivni funkce k funkci f-g' a plati:

[£()-g'()x = £(x)- g(0) = [ £'(x)- g(x)dx

Urcity integral
M¢jme funkce F, f definované na uzavieném intervalu <a,b>. Jestlize pro kazdé x e <a,b>

plati F'(x)= f(x), pficemz derivaci funkce F' v bodé a rozumime derivaci v bod¢€ a zprava a
derivaci funkce F' v bod¢ b zleva, fikdme, Ze funkce F je primitivni funkci k funkci f na
uzavieném intervalu <a,b> )

Ke kazdé funkci spojité v uzavieném intervalu <a,b> existuje v tomto intervalu primitivni
funkece.
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Necht F je primitivni funkce k funkci f'v intervalu I. Rozdil F(b)— F(a) funk¢nich hodnot
funkce F v libovolnych bodech a, b tohoto intervalu se nazyva urcity integral funkce f

b
v mezich od a do b a znaci se jf(x)dx .

a

[ f(0dx=Fb)-F(a)

Takto definovany integral se nazyva Newtonlv urCity integral. Proménnd x je integracni
proménna, Cislo a je dolni mez, ¢islo b horni mez integralu. Z definice plyne, ze urcity
integral je redlné Cislo, jednoznacné uréené funkci f'a mezemi a, b.

Ziakladni vlastnosti urcitého integralu

1. iaf(x)dx - c-jjf(x)

2. i( f(x)+g(x))dx =i f(x)dx +z g(x)dx

3, i f(x)dx = j f(x)dx+j. £(x)dx, pro a<c<b
4.

b
Jestlize f(x)>0 prokazdé x e <a,b> , pak If(x)dx >0.
5. Jsou-li f, g spojité funkce na <a,b> a f(x)>=g(x) pro kazdé x z tohoto intervalu, pak

jif(x)dx > j-g(x)dx.

6. necht M = sup f(x), m = inf f(x). Pak m-(b—a) < J‘f(x)dx <Mb-a).

Geometrické aplikace urc¢itého integralu

1. Obsah elementarni oblasti

Necht’ funkce f, g jsou spojité na <a,b> a necht’ pro vSechna x e <a,b> plati f(x)=>g(x).Pak
obsah S(E) elementarni oblasti £ = {[x, y];a <x<b,gx)Ly<f (x)} vypocitame jako

integral

S(E)=[(f(x)-g(x))dx.
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2. Objem rotacniho télesa

Necht’ T je rotacni téleso, které vznikne rotaci elementarni oblasti
E= {[x, y];a <x<h,0<g(x)<y< f(x)} okolo osy x. Pak pro objem V(T) télesa plati:

V(D=7 [(f*(x)- g (x)dx.

3. Délka krivky
Necht fje funkce, ktera ma na <a,b> spojitou derivaci. Pak pro délku kiivky d(K)
K = {[x,y];a <x<b,y= f(x)} plati

d(K) = j J1+(f/(x)) dx.

4. Povrch rotacni plochy

Necht fje funkce, kterd ma na <a,b> spojitou derivaci. Pak pro povrch S(P) rotacni plochy

P= {[x,y,z];a SXx<by +2° = f(x)} plati
S(P) = 27[j F O+ (f'(x))dx.

Uvedené definice a véty jsou pievzaty z publikaci [1], [4], [6].

5.2. Zakladni prikazy systému Maple uzité pri reSeni integralu

Piehled prikazi uzitych v této kapitole

* int * Int * inparts * diff

* ArcLenght  * VolumeOfRevolution

* eval * evalf * solve * unaplly
* plot * scaling = constrained * changevar

* simplify *  convert * value
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Vysvétleni prikazii a ukazky FeSeni jednoduchych uloh na integraci

int
piikaz pro vypocet urcitého a neurcitého integralu. Zadavaji se dva parametry - integrovany
vyraz a neznama vzhledem ke které se bude vyraz integrovat:

int(f(x),x) neurcity integral jf(x)dx

b
int(f(x),x = a..b) urcity integral J‘f(x) dx

Int
prikaz funkci nepocita, pouze vypise, pouziva se pro prehlednost vypocti. Ma stejnou systaxi
jako predchozi ptikaz.

Priklad 1.
10

sin’ x

dx .

a) Vypoctéte neurcity integral j

. 10
mt| ——, x |,
. 2
[sm(x) ]

10 cos(x)
sin(x)

1
b) Vypodtéte urdity integral _[ In(x+1)dx
0

int(In(x+1),x=0.1);
~1+21n(2)

¢) Vypoctéte urcity integral | cosx -sin xdx

O 0 [ N

. T . . T
Int[cosx'smx, x=0 7} =int| cosx-sinx, x=0 7),

Lx
2

. 1 .
[ cosx sinx dx= 7 COSX SInx T
-0
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. o1
d) Vypoctete integral v danych mezich j dx

2 N1+ x

1 1
Int| ——, x=8 ..inﬁnity] =int[—, x =8 ..infinity |;
3 3
vI1+x vI1+x
‘ 1
————— dx=
Jg (x+ 1)1

e) Vypodtéte neurdity integral j ()c2 + 1) e dx

Int( (x2 + 1)'e_z'x,x) = int (x2 +1) e x);
]‘(x2+ 1) e 2 dx= —% (3+2x+2x%) e %"

intparts ... metoda per partes.
Vypocet integralu metodou per partes lze provést prikazem intparts, ktery zobrazi
integrovanou funkeci dle pravidla. Prvnim krokem je nacteni knihovny student.

Priklad 2.

a) Pomoci ptikazu intparts vypoctéte neurcity integral J‘i/; -In (x) dx

with (student) :

n= [nt({/x_-ln(x), x);

n=intparts (n, In(x));

simplify (%) ;

value(n);
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simplify (%)

3 % (41n(x) —3)
(x*)

b) Pomoci piikazu intparts vypoététe uréity integral | cos x -sin® xdx

O 0 | N

with (student) :

ji= Int[cos(x)-(sin(x) )%, x=0 %j

1
?TC
[ cos(x) sin(x)zdx
-0
i=intparts(i, (sin(x))z);
1 1
2 " 2 "
J cos(x) sin(x)2 dx=1— J 2 cos(x) sin(x)2 dx
0 0
simplify (%) ;
1 1
2 " 2 "
[ cos(x) sin(x)2 dx=1-2 [ cos(x) sin(x)2 dx
-0 -0
value(i);
1
3

65




changevar ... substitu¢ni metoda
Nyni si spo€itdme integral metodou substituce, pouzijeme piikazy
changevar (f(x) = g(t), Int(f(x) ,x),t),

kde f(x) = g(t) je vyjadieni substituce a ¢ je nova integracni proménnd. Zacneme nactenim

knihovny student.

Priklad 3.

o oI’ x o
a) Vypoctéte neurcity integral _[ ——dx pomoci piikazu changevar.
X

with ( student) :
ln(x)2
s = changevar| In(x) =t, Int ,x |, t ]
X

£ di
sl == value(s);

1 3

— t

3
changevar(t=In(x), sl, x);

% ln(x)3

b) Vypoctéte neurcity integral .[ X, /(x2 + 4)dx pomoci piikazu changevar

U= changevar( (x2 + 4) =1, Int(x-\/ (x2 + 4) , x), t);
1
PR

ul = value(u);

1‘3/2

1
3
changevar(t= (x2 +4),ul,x);

~(2+a)”
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parfrac ... rozklad na parcialni zlomky
Program umoziiuje rozlozit racionalni lomenou funkci fna parcialni zlomky piikazem
convert ( f, parfrac, promenna).

Priklad 4.
a) Vypoctéte integral J. 11)6—_12dx racionalni lomené funkce pomoci ptikazu convert
3x"=11x+6
with (student) :
convert ( ;1 x — 12) , parfrac, x |;
(3-x* —11-x+6)
2 n 3

3x—2 x—3
int(%, x);
2

3 In(3x—2) +3In(x —3)

5.3. ReSené aplikaéni ulohy

Priklad 1. Necht' funkce f(?) ptedstavuje populaci jistého evropského mésta v roce ¢, kde ¢
predstavuje roky a ¢ = 0 odpovida roku 1987. Za predpokladu, Ze populace obyvatel mésta se

méni rychlosti f'(1) = 15000~/7 , urdete celkovou zménu v populaci od roku 1988 do 2008.

ReSeni:

£'(t) = [15000V , proto £ (¢) = [ f"(¢)de = [ 15000 .

df (1) = 15000+t ;
t— 15000 /1
Int(df (t), 1) =int (df (1), 1);
}15000J7dz=10000 A2

Zménu v populaci obyvatel od roku 1988 do 2008 (tj. v rozmezi 21 let) dostaneme, kdyz od
sebe odecteme hodnoty f(21)— f(1).
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f = unapply (int(df (1), ), );

1— 10000 £'2
£(21) —f(1);
210000 /21 — 10000
evalf' (%);
952340,90
Z.avér:

Zména v populaci obyvatel od roku 1988 do roku 2008 je 952 341 lidi.

Priklad 2. Trzba za zbozi, které proda podnikatel ( v miliénech Euro ) béhem tydne x je dano
funkei f(x)= 3x(4x2 + 1) . Vypocitejte primérnou trzbu od druhého do &tvrtého tydne.

Reseni:

Jedna se o vypocet primérné¢ akumulované hodnoty proménné veli¢iny. Funkce y = f (x) je
spojita funkce, kterd je modelem vyjadiujicim proménnou hodnotu sledované proménné v
zavislosti na ¢ase x v intervalux e (a,b). Jestlize chceme hodnoty f(x) za obdobi (a,b)

b
pouzijeme vztah pro vypocet stiedni hodnoty, ktery je dan vzorcem p = 5 ! j f (x) dx
—a

4
J 3-x-(4-x2 + 1) dx;
2

1
4—2

369

Zavér:
Dosazenim do vzorce stfedni hodnoty proménné veli€¢iny y v obdobi od druhého do  ¢tvrtého
tydne jsme zjistili, Ze pramérny prodej zbozi ¢inil 369 milionit Euro.

Priklad 3. Urcete obsah utvaru omezeného kiivkami y =sinx,y=0,x=0,x =2x.

Grafické znazornéni daného utvaru vidime na obrazku. Ptikaz scaling = constrained nastavi
pfi zobrazeni grafu stejné métitko pro obé osy.
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graf = plot(sin(x), x=0 .27, y=-1..1, color = red, thickness =1) :
vypln := plot(sin(x), x=0..2-n, y =-1..1, color = pink, filled = true) :

plots[ display | (graf, vypln, scaling = constrained );

1.0
¥y 05

-0,5

-1.0

ReSeni:

Graf funkce y=sinx protind osu x v bodech 0,7,27. V intervalu <0, 7z> funkce nabyva

nezapornych hodnot, ale v intervalu <7z,27z> nabyva nekladnych hodnot. Pro obsah tutvaru
V4 2z

proto plati S (u) = .[sin xdx — j sin xdx .

0

T

Int(sin(x), x=0.1) — Int(sin(x), x=m..2-1) =int(sin(x), x=0..x) — int(sin(x), x=m..2-7);
2n

sin(x) xJ =4

Zavér:
Obsah daného utvaru je 4 ¢tverecni jednotky.
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Priklad 4. Vypoctéte obsah ttvaru, ktery je ohrani¢en oblouky parabol
y=x'—x—6,y=—x"+5x+14.

plot({g(x),f(x)},x,y=-10..30);

Reseni:
Ur¢ime x-ové souradnice prusecikll parabol a rozdil funkei zintegrujeme.

f(x) ==x"—x—6;
2
x—=>x —x—6
g(x) = -+ 50+ 14;
x— —x2 +5x+ 14
m == solve( f(x) =g(x), x);

5, -2
m[1];
5
m[2];
)
Int(g(x) —f(x),x=m[2] --'5"[1]) =int(g(x) —f(x), x=m[2].m[1]);
[ (—2x2+6x+2o)dx=%
=2

Zavér:

Obsah utvaru je % ¢tverecnich jednotek.
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Priklad 5. Urcete objem télesa, které vznikne rotaci utvaru ohrani¢eného kiivkami:
y=1-x",y=x" kolem osy x.

plot({f(x),g(x)}, x=-2.2,y=-5.5);

ReSeni:
Ur¢ime x-ové soufadnice prusecCiki parabol, z nichz dostaneme meze, pak vypocitame dle
vzorce objemy obou funkci a jejich rozdil bude hledanym objemem rota¢niho télesa.

f(x) =1—x%

x—>1—x2

g(x) =x7

m == solve( f(x) =g(x), x);
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eval(Vl — V2);

Objem télesa lze pocitat pomoci piikazu VolumeOfRevolution z balicku Student[Calculusl].
Prvnim parametrem je zadand funkce, druhym nezévisla proménna, tietim piislusSné meze,

a ¢tvrtym moznosti nastaveni dal§iho ptikazu, coZ je nepovinny parametr.

with (Student| Calculusl ) :
VolumeOfRevolution ( f(x), g(x),x=m[1].m[2]);

%nﬁ

evalf (%);
2,9619

Zavér:

Objem télesa ohrani¢ené¢ho danymi kiivkami vznikl€ho rotaci je %7[\/5 .

Piiklad 6. Urcete délku kfivky grafu funkce dané piedpisem: f(x) = %(x -3) na

intervalu x e <O,3> )

plot(f(x),x=0.3);
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ReSeni:
b
Délka ¢asti grafu na intervalu (a,b) je dana vzorcem L = I. [1+] y']2 dx , do néhoz dosadime

danou funkci.

v x (x—3)

L= Int(\/l +c‘liff(f(x),x)2 ,x=0..3) =int<\/1 +a’iﬁ‘(f(x),x)2 ,x=0..3);

3

/1+[% XJ_; +%ﬁj2 =23

Délku casti grafu ziskdme také pouzitim piikazu ArcLength, jez je soucasti balicku
VectorCalculus. Prvnim parametrem je parametrické vyjadreni kiivky, druhy meze parametru
a tfeti nepovinny ‘inert” pouze zobrazi funkci dle vzorce délky kiivky.

with ( VectorCalculus) :
ArcLength(t — (t,f(t)), 0..3,'inert') = ArcLength(t — (¢, f(t)), 0..3);
3
. 2
/H(L =3 +iﬁj =23
6 Jr 3
0

Zavér:
Délka ktivky funkce na daném intervalu je 243 jednotek.

Priklad 7. Rozd¢leni ndhodné veli€iny x je dano hustotou
f(x) =X na (0,1>,f(X) =2-xna (1,2>,f(x) =0 jinde .

Urcete stiedni hodnotu, rozptyl a hodnotu distribu¢ni funkce v bod¢ 7,5.

ReSeni:
Jednd se o spojitou ndhodnou veli¢inu, pro jejiz stfedni hodnotu a rozptyl plati

E(X)= J.x-f(x)dx a D(X)= J.[x—E(X)]2 - f(x)dx . Dosazenim do vzorci ziskame

prislusné charakteristiky.
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EX = 1Int(x-x,x=0.1) +Int(x-(2—x),x=1.2)=int(xx,x=0.1) +int(x-(2—x),x
=1.2)

1 2
= [xzdx—l—‘ x(2—x)dx=1
"0 "1

Rozptyl = Int((x— 1)2-x,x=O..1) +Int((x— 1)2-(2 —x),x=1..2) =int((x— l)z-x,x
—0.1) +im((x—1)*(2—x),x=1.2)
1 2

= | (x—1)2xdx+[ (x—1)% (2 —x) dx=%
-0 1

Hustota pravdépodobnosti:

f = x—piecewise (x > 0andx < 1, x, x> landx < 2,2 —x,0) :

X 0<xand x <1
flx) = 12—x l1<xandx<2

0 otherwise

plot( f(x),x=0.3,y=0..1, scaling = constrained ) ;

1,0
0,2
0,6 -

0,4 -
0,2 1
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Distribucni funkce:

DF = unapply (int( f(x), x), x) -

0 x<0
%xz x <1
DF(x) =
2x—ix2—1 x <2
2
1 2 <x

Hodnota distribu¢ni funkce v bodé 1,5:

convert to rational

DF(1.5) = 0.875000000

plot(DF (x),x=0.3,y=0.1);

1,0
0,2
0,6
0,4
0,2

7

8

Zavér:

1

Stfedni hodnota funkce E(X) = I, rozptyl D(X) = 5> hodnota distribu¢ni funkce v bod¢ 1,5

7
JeS.
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Priklad 8. Najdéte hustotu, distribu¢ni funkci, stfedni hodnotu a rozptyl vzdalenosti nahodné
zvoleného bodu koule o poloméru R od jejiho stredu.

ReSeni:
Distribu¢ni funkce v naSem piipad¢€ vyjadiuje geometrickou pravdépodobnost vybéru bodu,
jehoz vzdalenost od stfedu koule o poloméru R je < x,

t.

Hustotu pravdépodobnosti vyjadiime jako f (x) = di(F (x)) pro x € (0, R). Stfedni hodnotu
x

E(X) a rozptyl dostaneme dosazenim do vzorcli uvedenych v ptikladé 8.

4%
3 X’
F(x) = -
4R R
3
— g _ 3y
f(x) =diff (F(x),x) = e
K 3
E(X) =int(x- 5> x=0 R] = —R
R 4
2 2
3 3x — 3 2
=7 _—— . — pu— _R
Rozptyl mt[(x 4 R) e , X O..R] 20
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Zavér:
Néhodné zvoleny bod od stiedu koule o poloméru R ma distribuéni
2

3
funkci ¥ (x) = P(x) = % , hustotu pravdépodobnosti f (x) = 3Ri3 , sttedni hodnotu

2
E(X):3TR a rozptyl D(X):ii) :

Priklad 9. Doba bezporuchového chodu zafizeni méd exponencidlni rozdéleni se stiedni
hodnotou 700 hodin. Urcete dobu, béhem niz nedojde s pravdépodobnosti 0,8 k poruse

zatizeni pomoci hustoty pravdépodobnosti f (t) = %e" " pro t>0,f (t) =0, jinak.

ReSeni:
Jednd se o exponencidlni rozdéleni ndhodné veliciny. Hledame takové ¢, 2eP(t >0.8).

Z hustoty pravdépodobnosti vypocitame distribucni funkci, z niz zjistime hledanou veli¢inu ¢
tak, ze 1- F ()= P(t>0,8).

X L
N 1 .e( 700 ) =y 1 o 700 X
700 700

DF = int(f(x),x=0.¢t) = 1—e
solve(1 — DF=0.8, {t}) = {t=156,20}
Graf hustoty pravdépodobnosti :

plot( f(x),x=0..5000);

0,0014 -
0,0012-
0,0010
0,000% -
0,0006
0,0004
0,000z

0 1 000 2000 3000 4000 5000

Graf distribucni funkce:

plot(DF (t), t=0..5000);
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09 -
0,
0,7 -
0,6 -
0,5
0,4
0,3
0,2 -
0,1

0

1 000

2

0aa

3000 4000

f

5000

Zavér:

Vypoctem jsme zjistili, ze s pravdépodobnosti 0,8 nedojde k poruse zatizeni pro ¢ =156.

5.4. Aplikaéni priklady k procviceni integralu

Piiklad 1. Nahodna veli¢ina ma hustotu pravd&podobnosti f(x)=asinx na (0,7) a 0

jinde, kde a je redlny parametr.

Najdéte hodnotu parametru a, distribu¢ni funkci a P{X € (0

2

dl

Reseni: {

3

l 1-cosx l_ﬁ}

2 72 4

Priklad 2. Ovéite, zda dana funkce je hustotou né¢jaké nahodné veli¢iny, pokud ano najdéte
pravd&podobnost, Ze dana veli¢ina nabude hodnoty z intervalu (¢ —1,c +1).

/(%)

|

e

e

2(x—c)

—2(x—c)

proc<x<oo

pro—o<x<c

Reseni: [ano, 1-e” ]
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Priklad 3. Vypoctéte obsah rovinného utvaru, ktery je omezen kiivkami

a) y=e',y=0,x=-1x=2 Reseni: {S:ez—l}
e
1 < ., 1
b) yztg(x),yzO,x:O,x:Zﬂ Reseni: [S:Eln%
c) y=%x2,2x—32+3=0 Reseni: {S=%}

Priklad 4. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci utvaru ohrani¢ené¢ho
kiivkami: y =x* +3,x=—1,x =1,y =0 kolem osy x .
y 112
Reseni: [V = ?7[}

Priklad 5. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci oblouku sinusoidy
y =sinx kolem osy x v <0, 7r> .

2
Resent: {V = ﬂ—}
2

Priklad 6. Urcete délku oblouku kiivky v daném intervalu:

a) y=I1-Incosx na <O,%ﬂ> Reseni: {111(\/5 +1) = 1ntg%1

b) y=Inx na <\/3,\/§> Resent: {1+%ln%}

Priklad 7. Realitni kancelar prodava stavebni pozemky rychlosti, které je popsana funkci
y =20e™* za tyden x po zainvestovani pozemku. Kolik pozemkii se proda béhem prvnich
deseti tydni?

Resent: [86 pozemkﬁ]

Piiklad 8. Marginélni zisk firmy S je dan funkci P'(x) __ 3000 v Eurech. Urcete zisk

0,25x+10
firmy pfi prodeji prvnich 100 jednotek. (zintegrovat v mezich)

Reseni: [1 5000,16 Euro]
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Priklad 9. Rychlost vyroby televizorti na automatizovanych linkach po ¢ hodinach provozu

. 4 . : .
je dana funkci y =17 — gt , ktera predstavuje pocet televizori vyrobenych za hodinu.

a) Kolik televizorti se vyrobi v ¢ase od t =3 do t = 6 hodin?
b) Jaky je nejvétsi poCet vyrobenych televizort?

c¢) Urcete dobu, kdy je troven produkce nejvyssi.

Reseni: [a)40,b)1 81,¢)21,25 hodin od Zaéétku]
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ZAVER

Seznameni se s programem Maple a moznost prace s nim pro mne byly velkym pfinosem.
Poznala jsem velice efektivni nastroj pro fesSeni matematickych problémi, jehoz pouzivani je
snadno osvojitelné a intuitivni. VéE&fim, ze ¢ast svého nadSeni pro program Maple jsem
prenesla i na ¢tenafe této bakalarské prace. Nutno zdiiraznit, ze uvedené funkce programu
predstavuji jen zlomek jeho moznosti.

Obsah lze rozdélit na ¢ast pojednavajici o systému Maple a ¢ast vénovanou praktickym
vypoctim v oblasti limity, derivace a integralu. Na své si tedy ptijdou jak ¢tenafi zajimajici se
o program Maple z hlediska jeho historie, technického vybaveni a novinek nové verze Maple
11, tak zajemci hledajici praktické vyuziti tohoto programu pii vypoctech.

Cilem prace bylo zprostiedkovat zijemcim zakladni dovednosti tak, aby byli schopni
provadeét jednoduché operace v oblasti matematické analyzy vcetné feSeni jednoduchych
aplikacnich uloh. Nechavam na cCtendfich samotnych, aby posoudili, zda mij zdmér byl
naplnén.
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