Jihateskéa univerzita Ceskych Budjovicich

Pedagogické fakulta

PRAVDEPODOBNOSTNI MODELY
KOLEM NAS

BAKALA RSKA PRACE

Radka Glicksmannova

Ceské Budjovice, prosinec 2007



Na tomto mist bych rada pogkovala vedoucimu bakakké prace, RNDr. Tomasi
Mrkvickovi, Ph.D. za jeho tiivost, pomoc pi hledani vhodné literatury a cenné rady
a pipominky. Maj dik pati také Zdéku Klu¢inovi za jeho psychickou podporu a vSem,

ktefi mi pii psani prace jakkoliv pomohili.

ProhlaSuji, Ze jsem bakdtkou praci zpracovala samostatm pouZitou

literaturu jsem citovala.

Prohlasuji, Ze v souladu s § 47b z&kohalll/1998 Sb. v platném &mi
souhlasim se zvejrénim své bakalgdké prace, a to v nezkracené pagob
pedagogickou fakultou elektronickou cestou veey€ pristupnécasti databaze STAG
provozované Jihgeskou univerzitou Ceskych Budjovicich na jejich internetovych

strankach.

V Ceskych Budjovicich 19. prosince 2007 RadIlicksmannova



Anotace

Ukolem této prace je vypracovani sbirkykpadi, vztahujicich se k jednotlivym
pravdEpodobnostnim mod&én. Zahrnuty by rély byt: zakladni diskrétni rozteni,
spojitd rozdleni, pouziti CLV a aproximace binomického rélmhi Poissonovym.
Ke kazdému modelu by ¢o byt uvedeno &kolik piikladt, které dokladaji pouZiti
daného modelu v praxi, tak aby bytend motivovdn Kk hlubSimu studiu
pravdpodobnostnich modil

Annotation

The objective of this work is to build a collectiaf examples related to the
particular probability models. It should includeskradiscrete distributions, continuous
distributions, using of CLT and approximation ohdmic distribution by Poisson.
Every model should be accompanied by several exesmgthowing the use of given

model in praxis, so that the reader is motivatedié®per study of probability models.
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1. Uvod

PracePravdepodobnostni modely kolem ndderd se vam dostava do rukou,
podava pehled o zakladnich rozkknich pravdpodobnosti. Mla by ¢tendum ukazat,
Ze pravdpodobnostni modely nejsou jen teoretickéyyvvzorgky a dikazy, ale ze se
s nimi vSichni setkAvame ¥bném kazdodennim ZivbtPrevazna wtSina giklada je
koncipovana tak, aby ukazala pouZiti prgpadobnostnich model v situacich, do
kterych se mize dostat kazdy z nas. Je&ema studeriim pfi studiu pravdpodobnosti,
dophuje teoretické fednaskyadoureSenych i nieeSenych fikladi.

Prace je rozelena na #kolik ¢4sti. V Gvodu je kratké nahlédnuti do historie
teorie pravdpodobnosti. Za nim nasleduje teoreticiést, kde jsou zavedeny zakladni
pojmy z teorie prawtpodobnosti, které jsou nutné dalgi gouziti jednotlivych
pravdpodobnostnich modil

Vlastni pravdpodobnostni modely jsou roddny na diskrétni a spojité,
u kazdého rozfleni pravépodobnosti je uvedena zakladni teorieékalik reSenych
piikladi vztahujicich se k danému ratehi a néeSené fiklady uené k procwiovani.
Zarazeni piklada k teorii v podstat dava navod, ktery model na danyktad aplikovat.
Proto je za fehledem jednotlivych rozteni prav@podobnosti kapitola &novana
pouze pikladim. Tyto giklady jsou tizré zpiehazeny a&ten& musi sam fijit na to,
kterym modelem Ize danou situaci popsat.

V konci prace jsou uvedeny vysledky vSeclteSenych fikladi, u mnohych
spol&né s ndznakenteSeni. V samotném z&wu je uvedena literatura, ze které jsem
cerpala, a jako iloha tabulka hodnot distribni funkce normovaného normalniho

rozctleni.

Snazila jsem se vytvid praci, ktera by svym obsahem studenty zaujale a
ktery by nasli moznosti aplikace praysdobnostnich modelv praxi. Doufam, Ze se
mi to podailo.



2. Uvod do pravdépodobnosti

2.1 Nahlédnuti do historie

Teorie pravdpodobnosti steghjako matematicka statistika spadaji daniho
oboru zvaného stochastika. Prvni zminku o ni ndofézZ v dile Platona ,Philebos".
Také indEti a ¢inSti matematikové séeSenim kombinatorickych uloh zabyvali jiz
ve staro¢ku. Zaklady vlastni teorie pravplodobnosti mzeme v Evrop polozit

do 16. a 17. stoleti v souvislosti se snahou vykatteorii hazardnich her.

Duvodem tak pozdniho zdmu mateméti& nahodu raze byt fakt, Ze do té
doby matematické zkoumani ndhodnychujevikdo nepateboval a nutnost jejich
piesného popisu se objevila az v souvislosti s ramojobchodu, demografie,

astronomie a moderni fyziky.

Prvni Ulohy vznikaly jiz na pgatku novo¥ku v souvislosti s tlohami na motivy
hry v kostky. Zabyvali se jimi slavni matematiciptirodowdci jako Luca Paciolli
(1445 — 1514), Niccolo Tartaglia (1500 — 1557), @@mo (Hieronymus) Cardano
(1501 - 1576) a Galileo Galilei (1565 - 1642), %tese pokusil pouzit
pravdEpodobnostnich Gvah k odhadu chyb pozorovani h¥zd. Kombinatorickymi
problémy a ulohami teorie pragmbdobnosti se také zabyval Johannes Keller
(1571 —1630).

Za vlastni poatek teorie prawtpodobnosti je povaZzovana korespondence
francouzskych matematik Blaise Pascala (1623 — 1662) a Pierra de Fermata
(1601 — 1665), kterou vedli v roce 1654 o problémee kterymi se na Pascala obratil
rytit de Méré. Slo o otazku, kolik hddednouci dvéma kostkami jeieba udlat, aby
Sance, Ze padne alesipgednou Sestka, respektive éddestky, byla nadpolosmi.

Na jejich mySlenky navazal Christian Huygens (162B8695), ktery v roce 1657 napsal
prvni knihu o pétu prava@podobnosti ,,De rationis in ludo aleae” [O vypech i hie
v kostky]. Myslenky svych jfedchidci zde posunul odieSeni konkrétnich dloh

k obecnym pojrim a postupm.



Velkou zasluhu o rozvoj @tu prav@&podobnosti si ziskal Svycarsky matematik
Jacob Bernoulli (1654 — 1705), ktery v dile ,Trautade arte coniectandi“ [Pojednani
o umeni predvidat] odvodil dlezitou Wtu, zvanou ,zakon velkycRisel“. DalSimi
vyznamnymi poznatky ispéli anglicky matematik francouzského uyodu
Abraham de Moivre (1667 — 1754) a francouzsky matémPierre Simon Laplace
(1749 — 1827). Moivre ve svém dile ,Miscellanea Igtiea“ [Ruzné problémy

z analyzy] vyslovil prosluly limitni teorém nazywanyni Moivrova-Laplaceovadta.

Teorii chyb a metodou nejmensSiétireral se na rozvoji p&u pravé&podobnosti
podilel mecky matematik a fyzik Carl Friedrich Gaus (177I855). Z dalSich stoji
jist¢ za zminku Augustin Louise Cauchy (1789 — 1957)imé8n Denise Poisson
(1781 — 1840), po &mZ je nazvano jedno z n@j@zitéjSich rozlozeni
pravéEpodobnosti. V tomto obdobi nachazi teorie pgpediobnosti velmi aktualni

uplatreni v prirodnich a technickycheédach.

U nas se piiem pravdpodobnosti v minulém obdobi zabyval zviaBiohuslav
Hostinsky (1884 — 1951), ktery dosahl vyznamnyclslegia v teorii markovskych

retzcl.

Patet prava@podobnosti pdt v sokasné dob k vyznamnym matematickym
oborim s rozsdhlymi mozZnostmi pouZiti v matematice saméxirodnich ¥dach
(ve fyzice, kvantové mechanice, chemii, biologiibae medicig) i ve wdach

spole&enskych (v ekonomii, teortizeni, kontrole jakosti nebo lingvistice).



2.2 Zakladni pojmy

Diive nez se dostaneme k vlastnim pgpatiobnostnim modéhn, je teba
zavést zakladni pojmy, které budou déle pouzivadhtéto kapitole budou uvedeny
pouze zakladni definice pojm véty o vlastnostech a jejichildazy lze najit nap
v Skrasek 1990

Teorie pravépodobnosti zkouma matematické modely nahodnych gioku
Nahodnym pokusem zde nazyvame jakoukséinnost, ktera se uskutguje za uéitych
jednoznéné stanovenych podminek a jejiz realizaci &hto podminek Ize neomezen
mnohokrat opakovat.fPtomto opakovani nedosahneme stejnych vysiedisledek
pokusu neni stanovenymi podminkamtem jednoznéné, avsak systém podminek

uréuje rozlozeni pravipodobnosti na mnozévsech moznych vysledk

Klasickym gikladem nahodnych pokiigsou hazardni hry (hod kostkou, hod
minci, tah sportky apod.), ale i vyzna#si pokusy jako vynosnostgtovani plodin,

podani Iéku pacientovi, sgeba energie a dalsi.

Krom¢ nahodnych pokus existuji jeS¢ pokusy deterministické, kteréfip
opakovani za stanovenych podminek vedou vzdy kméster vysledku. Smito
pokusy setasto setkavame wipodnich ¥dach; gi chemickych reakcich {pdodrzeni
stejného tlaku, teploty, mnozstvi latek) neliofyzikalnich pokusech. Z hlediska teorie

pravdpodobnosti vSak nejsou deterministické pokusy zajém

Kazdému nahodnému jevu udeme pifadit cislo, které nazyvame
pravéEpodobnosti. Intuitivé kazdy z nas tusi, co si pod pojmem pggpatobnost
piedstavit. B hodu pravidelnou kostkou padne jednoigel 1 az 6. Prawgodobnost

~

padnuti kazdého z nich jeé. Stejré tak tuSime, Ze ip narozeni ditte je

pravcEpodobnost%, Ze to bude chlapec, éZLt, Ze to bude &ice (ve skuténosti je

narozeni chlapce oéoo malo pravépodobrjsi, asi 0,515). Tato tvrzeni plynou

z nasich zkuSenosti, aniz bychogd#li, co vlastré pravdpodobnost je.



2.2.1 Nahodné vetiny

M¢éme nrgjaky vysledek nahodného pokusu. Mnohdy nam nejdan@
o samotny vysledek pokusu, ale chceme tento vylsledednotit¢islem. Existuje tedy
realnd funkce X, ktera tomuto vysledku pokusa piifazuje hodnotuX(«). Tato
funkce definovana na mnoZinvSech moznych vysledkpokusu se nazyva nahodna
velicina. Pokud maji vysledky nahodného pokusu kvantitatcharakter (nap hod
kostkou, péet telefonnich hovdrza jednotkutasu, ndreni hmotnosti pacietit paiet
vadnych vyrobk), hodnotou nahodné véiny je pimo vlastni vysledek pokusu.
Vysledky rekterych nahodnych pokiisvS8ak maji kvalitativni charakter (pohlavi
narozenéeho dite, barva 6i, hod minci). V tomto fipact definujme ndhodnou velnu

tak, Ze kazdy mozny vysledek ndhodného pokusu ajtoda utitym realnymcislem.

Nahodné veliiny budeme znat velkymi pismeny od konce abecedy

(X,Y,Z,...), hodnoty, kterych budou nabyvat,figgusSnymi malymi pismeny
(X, ¥,2,...).

Nahodné vetiiny, se kterymi se setkAvame, mohou byt, podle bgdkterych

nabyvaiji, dvojiho typu:

a) diskrétni nahodna veina: je nahodna velina, kterd nmiZze nabyvat hodnot
pouze z tjaké konéné nebo sp@etné mnoziny. Rkladem je poet bodi pri
hodu 3 kostkami, pieet dopravnich nehod za rok,det bodi z testu, ...

b) absolutd spojitd nahodna veina: tato nahodna veélina mize nabyvat vSech
hodnot z witého intervalu. Nap dobacekani na autobus, Zivotnostigiroje,

vySkacloveka, ...

K presnym definicim &hto dvou tygd nahodnych vetin potrebujeme nejive

definovat pojem distribtni funkce.

10



Kromé uvedenych dvou zékladnich typahodnych vetin se mohou vyskytovat

vvvvvv

castech intervalu chovaji jako diskrétni, kdeztonygh jehocastech se chovaji jako

spojité nahodné veiiny. Takovymi ndhodnymi valinami se vSak zabyvat nebudeme.

2.2.2 Distribuéni funkce nahodnych velkin

K popisu rozdleni prav@podobnosti ndhodné veiny zavadime distribini
funkci nahodné veliny, kterd plr charakterizuje jeji prawgpodobnostni chovani.

Definice: Nech’ X je ndhodnd velina. Distribini funkci F (x) ndhodné vetiny X

nazyvame funkci, ktera je definovana vztahem

F(x)=P(X<x)=P({a):X(a))<x}) pro OxOR

Hodnota distribtni funkce v bod x tedy udava prawgbodobnost toho, Ze

nahodna vetina X nabyva hodnoty mensi nez

Veta: Nech F(x) je distribwni funkci nahodné veliny X . Pak proF (x )plati:
1) je neklesajici; tedy pro libovolng bR, a<b plati
F(a) < F(b)
2) je zleva spojita v libovolném bedx 0 (- c; o)

3) lImF(x) =1, limF(x)=0

11



4) O<sF(X)<lprodxOR
5) ma nejvyse spmtné mnoho bod nespojitosti

6) P(a< X <b)=F(b)-F(a)

2.2.3 Diskrétni nahodna veliina

Definice: Nahodn& vetina X se nazyva diskrétni (ma rageni diskrétniho typu),
jestlize existuje nejvySe spetnd mnozina realnychisel {xlxz} takova, Ze pro

kazdéx z této mnoziny je pravgpodobnostP(X =x) > Oa

2 P(X=x)=1

Definice: Nech' X je diskrétni ndhodna veina. Pak funkci p:(-eo;e0) — (07)

danou pedpisem

p(Y) = P(X =X)

nazyvame pravipodobnostni funkci diskrétni ndhodné #ely X .

Pravd@&podobnostni  funkce f{{fazuje kazdému realnémucislu  x

pravdpodobnost, Ze nahodna witia X nabude této hodnoty.

Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veghy X je dana vztahem

F()=P(X<x)= > P(X=x)= > p(x)

i1 <X i <X

12



Distribu¢ni funkce nahodné veélny diskrétniho typu je schodovita funkce se

skoky v bodechx,,x,,... a je konstantni na intervaledfx,;x .,). Velikost skoku

v boct x, je

p(x,) = P(X =X,)

2.2.4 Absolutré spojitd nahodna veléina

Definice: Nahodna vetina X se nazyva absolutnspojitd (méa rozéleni absoluta

spojitého typu), jestlize existuje nezaporna integtelna funkcef (x Yakova, Ze plati

F(x):P(X<x):Jx.f(t)dt x 0 (= c0; 0)

—0co

Funkce f (x ) se nazyva hustotou rofddni pravépodobnosti nahodné veilny X nebo

struenéji hustotou nahodné velny X .

Obsah plochy mezi ikvkou f(x) a osou x v jakémkoliv intervalu je

pravéEpodobnost, zeX nabude hodnoty z tohoto intervalu.

Veta: (vlastnosti hustoty)

Necht’ X je nahodnd velina absoluta spojitého typu af (x Jeji hustota. Pak plati:

1) f(x)=0 pro OxO(-oco;)

2) Tf(x)dx=1

3) f(x)= % F(x) skoro jist

13



4) Plas X <h)= ff(x)dx—ff(x)dxsz(x)dx

pro libovolna realnéisla a,b, kdea<b.

2.2.5 Charakteristiky nahodnych vel€in

Chovani nahodné vélny je jednoznané popsano jejim rozdenim. Tato
informace o ndhodné veéiné je sice Uplna, aléasto znané nepgehledna. PraeSeni
pravdEpodobnostnich uloh je proto vyhodné shrnout infainma rozdleni nahodné
veliciny do rekolika vhodnych ¢iselnych charakteristik, které dostate vystizre
popisuji zakladni vlastnosti tohoto r@ehi. Navic v pipadt, Ze rozdleni nadhodné

veliciny nezname, frizeme pomoci échto charakteristik «it alespa zakladni

vlastnosti nahodné vélny.

Podle vlastnosti, kterou popisuji, tdeme charakteristiky roztit do

nasledujicich skupin:
1) charakteristiky polohy: s¢dni hodnota, modus, median, kvantity
2) charakteristiky variability: rozptyl, sénodatna odchylka, pmérna odchylka

3) charakteristiky Sikmosti a Sfatosti: koeficienty Sikmosti a Sfatosti

Nyni si podrobgji definujeme pouze né&gstji pouzivané charakteristiky,

kterych budeme dale vyuzivat popisu jednotlivych typ rozcleni pravépodobnosti.

Definice: Neclt X je nadhodna velina. Stedni hodnotouEX nahodné vetiny X

nazyvame integral

14



EX = Tx dF(x)

pokud tento integral existuje. Pokud uvedeny irdegeni konény nebo neexistuje,

iikame, Ze $edni hodnota nahodné vghiy X neexistuje.

PoznamkaDefinici miZzeme uvést ve dvouiznych tvarech v zavislosti na tom, zda se

jedna o diskrétni nebo o absolkispojitou nahodnou veinu.

a) Nechr X je diskrétni nahodna veéiha nabyvajici realnych hodnot, x,,...,

tedy
Z p(x) =1.
i=1
Pak stedni hodnotéEX n&hodné vetiny X je tvaru
EX =2 % (%)
i=1

pokud tatarada konverguje.

b) Nech X je absolutd spojita nahodna veéina s hustotouf (x .) Pak stedni

hodnota nahodné veéiny X je
EX = j X f (X) dx

pokud tento integral existuje.

Veta: (vlastnosti sedni hodnoty)

Nech X,Y, X,,..., X,, jsou nahodné veiiny, a,b jsou realné konstanty. Pak plati:

1) EX existuje = existuje |[X

15



2) JestlizeP(X =a)=1= EX =a
3) E(aX+bY)=aEX+DbEY
4) pokud X <Y (tj. pro e 0Q: X(a)<Y(w)) = EX<SEY

5) Nech’

X|<Y aEY existuje= existuje EX

6) Nect P(X=20)=1=EX=0
7) szi :zE(Xi)
=] i=1

8) E(rj XiJ = |‘J E(X,), pokud jsou nahodné vainy X,,..., X, nezavislé

Rozptyl je charakteristikou odchylek hodnot nahodweéiciny od jeji stedni
hodnoty.

Definice: Neclt X je nahodna velina. Potontislo
U, = EX" nazyvamen-tym obecnym momentem nahodné iely X
U, = E(X —EX)" nazyvamen-tym centrdlnim momentem ndhodné iely X

U, = E|X|" nazyvamen-tym absolutnim momentem nahodné &iely X

Definice: Druhy centralni momenj, nahodné vetiny X nazyvame rozptylem a
znaime DX =var X =og?(X)=E(X -EX)?. Cislo og(X)=+/DX =,/varX
nazyvame sigrodatnou odchylkou nahodné gty X .

PoznamkaStredni hodnota je prvni obecny moment. Prvni centr@oment je vzdy

16



roven nule, nehd

E(X -EX)=EX-E(EX)=EX-EX =0

Poznamka:Rozptyl udavé variabilitu nahodné vty ve ¢tvercich jejich jednotek,
proto se casto pouziva s#émodatnd odchylka, kterd &f variabilitu v pivodnich

jednotkach uvazované nahodné &iely.

Veta: (vlastnosti rozptylu)

Nech’ X,Y jsou nadhodné veiiny s kong€nymi druhymi momenty;a,b nech’ jsou

dané realné konstanty. Pak
1) DX >0
2) DX = EX?*-(EX)?; pomoci tohoto vzorce se rozptyl €a5tji pocita
3) JestlizeP(X =a)= 1pakDX =0
4) D(a+bX)=b*DX

5) Necht X,Y jsou nezavislé ndhodné vétiy. PakD(X +Y) = DX + DY .

17



3. Rozdleni diskrétnich nahodnych vel€in

3.1 Alternativni (nula — jednickove) rozcéleni

Alternativnim rozdlenim nahodné valiny X nazyvame takové rozkkni, které
nabyva pouze dvou hodnot: 1 (dsp) a 0 (neusfch). Pravdpodobnost Usfchu, tedy
hodnoty X =1 je rovna p, pravd&podobnost nelusphu, hodnotyX = Qe q=1-p.

Pravdpodobnost usithu p, 0< p<1, nazyvdme parametrem alternativniho

rozdkleni. Pokud m& nahodna weétia X alternativni rozéleni prava@podobnosti

s parametrenp, piSemeX ~ A(p )

Necht X ~ A(p).
0 pO)=P(X=0)=1-p=q

1 pO=P(X=)=p

Distribucni funkce alternativniho roZténi nahodné valiny X je dana vyrazem

0 prox<0
F(X)=<1-p pro0<x<1
p prox>1

Veta: Stedni hodnota alternatigmozdlené ndhodné veiiny X je

EX =p,

18



rozptyl je dan vztahem
DX =pl@d-p).
Dukaz:

EX=1lp+0[g=1p+0[@-p)=p
EX?=1"p+0°[{l-p)=p

DX =EX?-(EX)®’=p-p®=pl-p)

Prikladem nahodné veiny s alternativnim roztlenim pravdpodobnosti je
pocet Sestek, které padnodi gednom hodu kostkou, get zmetk pti ndhodném
vybéru jednoho vyrobku, vybavesi nevybaveni nahodrzvolené domécnosti nikou,
atd.

Pr. 3.1 : Ve tid¢ je 27 zak. Ozn&me je nahod&ipismeny A az Z.

a) Jaka je prav&podobnost, Zeip prvni hodirg si vywujici pozve k tabuli Zaka

s pismenem A?

b) Pokud byl Zak A zkouSen v prvni hodjrjaka je pravépodobnost, Ze v dalSim

piednEtu jiny vyueujici opst vyvola Zaka s pismenem A?

c) Pokud niZze byt kazdy Zak zkouSen v jedné h@&dmaximalré jedenkrat, jaka je
pravdEpodobnost, Ze Zak A zkouSeny jako prvni, bude zkops$jako druhy?

Resdeni: nahodna vetina X 0zak bude zkousenyX DA(%)

a) p:i
27
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Pr. 3.2: Urcete, které z nasledujicich moznosti jsou alternapokusy:
a) hazeni minci — usighem je padnuti lice
b) nahodny vybr bez vraceni — tgphem je vybrani prvku zvoleného druhu
c) nahodny vybr s vracenim — Usghem je vybrani prvku zvoleného druhu

d) pohlavi narozeného dfe v rodirg, kde jiz jsou 3 chlapci — usphem je

narozeni divky

e) kazdodenni sledovani gasi Ehem utitého obdobi — Usfghem je poasi beze

srazek

P~ 3.3: F¥i hodu minci ozneme Q ={L,R} a plati P(w) =

N

pro Oa 0Q. Funkce

X,Y nech zobrazuji mnozinQ do R takto:

Co mizemeftici o rozdélenich ndhodnych veiin X a Y ? Nakreslete distrikiuni

funkci, ucete stedni hodnoty a rozptyly.
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3.2 Binomické rozdleni

Predpokladejme, Ze provedenmeopakovani nezavislého alternativniho pokusu,
piicemz pravdpodobnost Usfchu v kazdém jednotlivém pokusu je konstantni anaov
p, 0< p<1 Rozdleni, které udava celkovy pet Usgchi (nezavisle na padi)

v posloupnostin nezavislych alternativnich pokiysse nazyva binomické rogeni.

Binomické rozdleni nahodné veliny X nabyva hodnotk = 012,...,n

s pravépodobnostmi

n

p(K) = P(X =K) :(k

]Ebk [[-p)"™* = (:} "™ kdeg=1-p,

Binomické rozdleni ma dva parametrny a p a zn&ime hoBi(n, p ).

Nahodné vetiina X, X ~ Bi(n, p). Tedy

kde

1 pokudv i —tém pokusunastalUspsch

0 pokuduspech nenastal
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Bi (10;0,3)

034
0,25 4
0,24 . *
0,15 4
0,14 . *

0,05

Obrazek 1Pravdpodobnostni funkce binomického raéthi Bi (10 ; 0,3).

Distribu¢ni funkce F (x )binomického rozéleni je ve tvaru

0 x<0
S | -

F() =1 oGa\k 0<xsn
1 X>n

Veta: Neclt X je nahodna velina X ~ Bi(n, p). Stedni hodnota ndhodné uely

X jerovna
EX=nlp
a rozptyl této nahodné véiny je
DX =nlpl@-p).

Dikaz: X je sodtem n nezavislych vetin X,,...,X,, které maji alternativni

H n?

rozc&leni. Tedy

EX, = p DX, = pLL- p)
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Pak

Typickym prikladem nahodné veiny s binomickym rozélenim je pdet prvki
urtité vlastnosti vybranych zjakého zakladniho souboru, kdyZz provedeméah: a

vybrany prvek vzdy vracime &p

Pr. 3.4: Koupime si 5 lag, Sance na vyhru je u kazdého losu 50%. Pomoadillishi

funkce rekterého rozdleni vyjadete pravépodobnost, Ze alesp@ budou vyhravajici.
ReSeni: Nahodné vetina X udava poet vyhravajicich las mezi gti koupenymi,

tedy X ~ Bi(S;%j :

Potom

p=P[X 22|=1-P[X <2]=1-P[X <1]=1- F(1)=1{® [ﬁ%}s +®%[€34} =

(it

=l-=———==1-——=—=08125
2 32 16

Pr. 3.5: Kolika kostkami jeieba hazet, aby fpmérny paiet dvojek na 1 hod byl Sest?
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Redeni: Paet dvojek méBi(n %) ,

tedy 6=n[-lé— t. n=36

P 3.6: Cetnost vyskytu rokoviny prsu u Zen je asi 1 z 1gb&feme nahodn3 Zeny.

Urcete rozdleni pravépodobnosti rozvoje rakoviny prsu &chto vybranych zen (n=3).
ReSeni: X ~ Bi(3; 03).

Ozna&me p,, p;, P,, P; pravdpodobnosti, ze z vybranych zen zadna, prfpdna,

praw dvé, vSechnyit onemocni rakovinou prsu.

P, =P[X =0]= @ {o1)° {09)’ = 0,729

p, =P[X =1]= @ {o)* {09)* = 3(D1DB1= 0,243

p, =P[X =2|= @ [{o1)’ {0.9)" = 300109 = 0,027

p, =Pl =31=[ 7] oy los) =ocor

Pr. 3.7: Pokud by se u vSech 3 Zen ze 3 vybranych rokvirakovina prsu¢im by

bylo mozné tuto situaci vystlit?
ReSeni:
a) jeden gipad z tisice

b) model gedpokladap = 0,1Vyskyt onemoc#éni mize bytcetrgjsi
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c) nenahodny vyér

Pr. 3.8: Prav@podobnost narozeni chlapce je 0,515¢dt takovy pdet dkti, aby

pravdpodobnost, Ze mezi nimi bude alespeden chlapec, bylastsi nez 0,95.

ReSeni: Ozn&me X veli¢cinu udavajici pdet chlapé mezi n détmi. Rozdleni

veliciny X je X ~ Bi(n;0515). Hledame takové, aby P(X >0) > 095.

Pouzitim pravdpodobnostni funkce binomického rekehi

P(X >0)=1-P(X <0)=1-P(X =0)=1- ng {0519° (f1- 0515"° |=1- 0,485
Z podminky
P(X >0)> 095
dostavame
1-0,485" > 095
005> 0,485"
In 005> In 0,485

In 005> nlln 0,485

In 005
> =

414
In 0,485 .

Je poteba mit alespo5 dkti.

Pr. 3.9: Dva basketbalisti maji péetch hodech na koS. Prvni zasahne ko&azdém
hodu s pravé&podobnosti 0,6, druhy s prajgbdobnosti 0,7. Wete pravdpodobnost,

Ze po vSech Sesti hodech
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a) budou mit oba stejny pet zasah

b) prvni zasahne vicekrat nez druhy.

Pr. 3.10: Pravépodobnost, ze mandelinka po pdst zahyne je % Kolik

mandelinek v piméru zahyne z deseti pagtanych?

Pr. 3.11: Predpokladejme, Ze 68% da$e populace chodi na pravidelné preventivni
prohlidky k zubnimu Iéka Oslovime v piizkumu nahod& 15 osob. Jaka je
pravdépodobnost, Ze alespol3 z nich chodi na pravidelné preventivni zubni
prohlidky?

Pr. 3.12: Vitéz zavodu ve s$elbé¢ ma pravdpodobnost zasahu 0,98. ddte

pravdpodobnostp, Ze ze 100 ran alesp@edenkrat mine teér

Pr. 3.13: Cukrovka se vyskytuje ufiplizné¢ 10% seniak. Vybereme nahodnl5
seniofi. Velicina X nech’ udava poet diabetiki mezi vybranymi.

a) Jaka je pravgpodobnost, Ze mezi vybranymi nebude zZadny diabetik?

b) Bude gekvapujici, kdyz mezi vybranymi budou p&& diabetici?

Pr. 3.14: Prav@podobnost toho, Ze jev nastane al@ésjgolnou vettyiech nezavislych
pokusech, je rovna 0,59. Jaka je prgatiobnost vyskytu jevuipjednom pokusu,
jestlize je tato prawipodobnost i kazdém pokusu stejna?
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3.3 Hypergeometrické rozdleni

S predchozim binomickym roztenim Uzce souvisi roZteni hypergeometrické.
M¢jme kon€ny soubor N jednotek, z nichZM jednotek ma sledovanou vlastnost a
zbyvajicichN —M jednotek tuto vlastnost nema. Z tohoto souboriewgime najednou
nebo postuph n jednotek, picemz Zzadny vybrany prvek nevracimeszgPtame se,
jaka je pravépodobnost, Ze mezn vybranymi je ukity pocet jednotek se zménou
vlastnosti. Nahodna veéina X , ktera oznéuje paet jednotek se sledovanou vlastnosti
mezi n vybranymi g vybéru bez vraceni, ma hypergeometrické rbedi
pravdEpodobnosti; X ~ Hg(N,M,n )

Nahodna vetina X majici hypergeometrické rodéni nabyva hodnot

k=0L2...M s prav@podobnostmi

oL s
)

promax(0; M -N+n <k<min(M ;n),1<n<N,1<M<N.

Hg (100 ; 60 ; 10)

Obrazek 2:Pravdpodobnostni funkce hypergeometrického kbedi Hg (100 ; 60 ; 10).
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Distribucni funkce F (x ) hypergeometrického rozléni ma potom tvar

0 prox<max(0;M —N +n)

o] 2

promax(0; M —N+n)<x<min(M ; n)

1 pro x>min(M ; n)

Stredni hodnota a rozptyl ndhodné ¥y X, X ~ Hg(N,M,n) jsou

EX:nE’%, DX:n[—%[él—Mj[—’H

N

Stredni hodnota jeiejme totozna se #tdni hodnotou pro rozteni Bi(n, p),
kde p:%. Rozptyl je roven saiinu rozptylu pro zmigné binomické rozéleni a

N-n

zlomku

Protoze N-n <1, je rozptyl v gipact hypergeometrického rozigni zpravidla

mensSi nez rozptyl pro odpovidajici binomické redi. Tato skut&nost ma vyznam
pro matematickou statistiku, neba ni plyne, Ze Usudky vytyvené na zakladvybéru

bez vraceni jsourpsrEjSi nez ty, které jsou zaloZeny na ¥l s vracenim.

Hypergeometrické rozteni se uplatuje predevSim ve statistické kontrole
jakosti. Kdyz ze sérieN vyrobki, mezi nimiz jeM zmetki, vybereme nahodnn
kusi, udava toto roztleni pravépodobnost toho, Ze mezi vybranymi kusy bude prav

k zmetki. Setkame se s nim také u Sportky a podobnych her.
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Pr. 3.15: Zahradnik si koupil v obchédemena okurky. V baku je jich 8, vSechna
vypadaji stejy, ale 3 z nich jsou uz stara a newykliZahradnik zasadil 3 semena.

Najdéte rozatleni a stedni hodnotu p#u rostlinek, které vyrostou z vybranych semen.
Redeni: Paet kvalitnich semen mezi 3 vybranymi rify ~ (8;5;3)

Pravd@podobnostp,, Ze mezi zadna rostlina nevyroste

G =

5

Pravdpodobnostp,, Ze mezi vybranymi semeny je pé&gedno kvalitni

p, = P[X =1] = @ [Eiiij _ 5[@j _15

8 56 56
3

Pravdpodobnostp,, Ze mezi vybranymi semeny budou 2 kvalitni

(5]#8_?

2)13-2) 10 30 15
P, =P[x =2]= (8 ~ 56 56 28
3]

Pravd@podobnostp,, ze ze vSech 3 vybranych semen vyroste rostlina

RN o e

8 56 56 28
3

Stredni hodnota piau rostlin, které vyrostou z vybranych semen, je

EX=nE—M:3G§=§=1875
N 8 8
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Pr. 3.16: V supermarketu je vysklddano celkem 37 konzgahedovym kompotem,
mezi nimiz je 10 s proSlou dobou minimalni trvanbti. Newdomy zakaznik nakoupi 4

kompotovée konzervy. Jakou ma Sanci, Ze si nevybailaou s proSlou trvanlivosti?

Re3eni: Hg(37:10;4)

[10] [E27j
4
P[x =0]= 0 =175%0_ 42657

37\ 66045
4

Pr. 3.17: V kanceldi pracuje 5 mu& a 8 Zzen. Z nich se maji vybrat 3 zastupcifikte
pojedou na vikendové Skoleni. \&hje proveden losem. Jaka je prapddobnost, ze

na Skoleni pojedou
a) sami muzi
b) samé Zeny
c) nejvySe jeden muz

d) alespa 2 Zzeny

Pr. 3.18: Na volejbalovy turnaj sefhlasilo 18 druzstev, z toho 5 profesionélnich.
Druzstva jsou rozlosovana do dvou skupin po dewtuzstvech. Jaka je

pravdEpodobnost, Ze vSechna profesionalni druzstva bhdaiw jedné skupif?

Pr. 3.19: Ve he Mates bylo ozn#no 5 z 3%¢isel a vylosovano Tisel. Ukete

pravdEpodobnost vyhry 1. gadi.
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3.4 Poissonovo rozéleni

Poissonovo roztdeni je takové roz&leni nahodné valiny X, ktera nabyva

hodnotk = 012,... s pravédpodobnostmi
k
k) = PX =K) =€ -

Cislo A > 0 je parametrem Poissonova rétehi, proto pro nahodnou véiiu

X majici Poissonovo roZteni pravaépodobnosti pouzivame oztemni X ~ Po(A).

Distribuni funkce ma tvar

0 pro x<0

F(X) = z e Ejﬁ:

O<j<x

pro0< x<oo

Po (A)

Obrazek 3Pravdpodobnostni funkce Poissonova réleahi.
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Veta: Neclv X je nahodna valina, X ~Po(A). Stedni hodnotaEX nahodné

veliciny X je rovna parametrid, stejré tak rozptyl nahodné velny X je roven
parametrua .

Dukaz:

00 B k B 00 Ak B 00 /]k—l B ooAj
EX = kEe”[fL: AN =D =AY =
D P -1 =)

Analogicky odvodimeEX?® = A* + A

DX = EX2—(EX)2 = R+ 1- =],

Poissonovym roztlenim sefidi nahodna velina, kterd udava pet vyskyt
sledovaného jevu v &itém ¢asovem intervalu délky, jestlize uvazovany jev spije

nasledujici podminky:
a) jev mize nastat v kterémkol&asovém okamziku

b) pocet vyskyti jevu kEhem ¢asového intervalu zavisi jen na jeho délce a ne na

jeho pa&atku ani na tom, kolikrat jev nastaigal jeho poatkem

c) pravéEpodobnost, Ze jev nastal vice nez jednou v intardaélky t, konverguje

k nule rychleji nez

d) stredni hodnota pittu vyskyti jevu zatasovou jednotku je rovna.

Podobs, je-li pravdpodobnost vyskytu jevu na malé ploSe s obsahfem
ameérna obsahu této plosky a vyskytuji-li se jednotljeey nezavisle jeden na druhém,

pak pa&et X vyskyti jevu ha dané ploSe ma Poissonovo &erd prav@podobnosti.

Prikladem nahodné velny, ktera ma Poissonovo raddni je p@et telefonnich

volani, p@et zakaznik v prodeji, poiet dopravnich nehodébem utitych ¢asovych
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intervali, potet vadnych vyrobk ve velké sérii (je-li pravgpbodobnost vadného
vyrobku velmi mald), p&et poruch pistroje za sminu, pdet organism v jednotce

pudy, paet krvinek v zorném poli mikroskopu apod.

Pr. 3.20: Uritou prodejnu navstivi v piméru 20 zakaznik za hodinu. Prodavka si
pottebuje na 5 minut odski z obchodu. Jakou ma prajgbdobnost, Ze dhem této
doby nepijde Zadny zakaznik?

_20_._5

ReSeni: Paet zakaznik béhem 5 minut:X ~ Po(4); A " 5573

wlo

P, =P[X =0]=e” =e 3 = 01889

Pr. 3.21: Pravépodobnost, Ze bude vyrobeno Sgaimolujici termoska, je za

normalnich vyrobnich podminek 0,05. Jaka je p¢pudobnost, Ze mezi 80 vyrobenymi

termoskami budou 4, které nebudadre izolovat?

Pr. 3.22: Bylo statisticky zji&tno, Ze na 1 000 m &ité tkaniny gipada v paéméru 5
kazi. Pro dodavku do maloobchodu byldgigspaveno 50 stometrovych bailiktéto

tkaniny. Jaky péet bezvadnych ballkkmizeme dgekavat?

3.4.1 Aproximace pomoci Poissonova rogbeni

Poissonova roztieni se také vyuzivaipaproximaci binomického rozteni

pravdEpodobnosti. Lze ho pouzit ¥ah pipadech, kdy jsou spiny nasledujici
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predpoklady:
a) n>30

b) p<O1

c) sowin nlp je konstanta v interval(i0 ;10)

Poissonova é&ta: Jestlizen - o a praV(épodobnostp:d je blizka nule, fejde
n

z&kon binomického rozteni nahodné veliny X v zakon Poissonova rogddni tvaru

p( = O

X!
téZe nahodné veiny X, pricemzA =nlp

A : o . .
Dukaz: Prop =— z binomického roztleni dostavame
n

NMn-1)n-2)0..n—x+1) [P (= p)™ =

Xl

p(x) = @ p* - p)™* =

A A DNOn-DMn-2)0..On-x+1) _
Xl n n*

G D

Pron - o plati

Iim(l—dj =g Iim(l—dj =1
n n

Proto lim p(x) =e™ %
n-oo X!
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Pr. 3.23: Podil zmetl v urité sérii vyrobki ¢ini 0,5%. Utete pravdpodobnost, ze
mezi 60 nahodhvybranymi vyrobky

- nebude Zadny zmetek
- budou nejvySe 3 zmetky

Re3eni: Protoze podil zmetkje velmi maly(0,005), pouZijeme Poissonovo radeni

pro A = 0,005[60= 03.

p, =Plk<0]=e" =€ =0,7408

2 3 2 3
p, =Plk<3[=e” Q1+ A A =e 1+ 03+ 03" 037 ) 0,9997
2 2 6

21 3
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3.5 Geometrické rozdleni

Predpokladejme, Ze provadime nezavislé pokusy aaakpodobnost Usfthu
je pro vSechny pokusy stejna a rovpa pD(O;l). Nahodnou vetinou X nech’ je
pocet neuspsSnych pokus, které gedchazeji prvnimu ugpnému pokusu. Rozkbni

takovéto ndhodné veélny X se nazyva geometrické rageni, X ~ Ge(p).

Nahodna vetiina X s geometrickym rozienim nabyva hodnok = 012,...

s pravépodobnostmi

p(k)=P(X =k)= pLfL- p)*

Distribusni funkce F(x) geometrického rozdent je tvaru

0 prox<0
F(x) =

> pi-p)* pro x>0

O<ks<x

Ge (0,7)
p(x)
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
03
0,2
0,1

Obrazek 4Pravdpodobnostni funkce geomertického réleti Ge(0,7).
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Veta: Prociselné charakteristiky veiny X s geometrickym rozdienim plati

Dukaz: Ze vzorce pro sdat geometrickéady

= 1
k__
2.9 =1

Ize derivovanim podle odvodit

oo . 1 00 ~ 1
kg ™ = a kk -1 2 =
2K gy 2K =
Potom tedy

X = Sk prli- o) = prla- p) ki p) = prfa- p)g =]

p
EX(x =)= Y kil -1 ol p)* = prft- pf D kfi-2)ch- p) -

_201-p)’

P 2
LI e

Odtud plyne

2 2
D(X)=EX{X -1)+EX - (EX)* = Zﬁﬂlp—z p) +1‘pp _ (1—pf) _ 1;2|0
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Nazev tohoto roztleni vyplyva ze skutaosti, Ze s rostoucink hodnoty

pravdspodobnostni funkcep(k) klesaji geometrickoiadou.

Pr. 3.24: Hazime kostkouX nech’ oznauje, kolik hodi predchazelo hozeni Sestky.
Jaké max rozctleni?

Redeni: Vzhledem k nezavislosti hogje

k
P[X = k] = P [k - krat nezavislme3estkapak Sestkd= (gj Del—s

coz je geometrické rozteni Ge(%j :

Pr. 3.25: 2 hr&i sttidaw hazeji kostkou. Vyhrava ten, kdo prvni hodi Sesflaka je

pravdEpodobnost, Ze vyhraje ten, kteryiaal?

Pr. . Lovec ma 5 patron a prajmbdobnost zasahu 0,4 rfit dokud netrefi (a dokud
macim). Urtete rozdleni, stedni hodnotu a rozptyl ptu vysteli.
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4. Rozdleni spojitych nahodnych veléin

4.1 Rovnon&rné rozdéleni

Rikame, Ze nahodnéa vélha X ma rovnondrné spojité rozéleni na intervalu

(a,b), kde a,b jsou realn&isla, a<b, jestlize pro jeji hustotu plati

1
—_— proa<x<b
b-a
f(x) =

o

pro ostatnix

Distribu¢ni funkce je

0 prox<a
1 X-a
F(x)=!{ —[Jdx=2Z roa<x<b
() _aE{ — p
1 prox=b

Pro ndhodnou valinu X srovnomdrnym rozdlenim pouzivame ozgani

X ~Ro(a,b), neba urcujicimi parametry tohoto roZteni jsou hranice intervalu, na

kterém je tato vetina definovana.
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Ro (0;5) Ro (0 ; 5)

a) b)

Obrazek 5Hustota (a) a distrilini funkce (b) rovnorrného rozdleni Ro(O ; 5).

Véta: Neclt ndhodna vetina X ma rovnondrné rozdéleni na intervalu{a;b},

X ~ Rq(a,b) . Pak stedni hodnota je

a+b
2

EX=

a rozptyl této nahodné veéiiny je roven
1
DX =-—[b-a)’.
1 [b-a)

Dukaz:

2 2 _
EX = IXEI—dx——Ej dx—i b® a_}z 1 E(b a)[ﬂb+a)=a+b
2 2 b-a 2 2

b 3 3 _ 2
EX2=IX2D1 dx = 1 fb” _a’|_ b*-a® _b*>+ab+a’
3 3 BEQb a) 3

2 2 2 2 _Aan2 _ )
DX = EX2 - (EX)? = b +a3b+a (aJ;b) _4b +4ab+4a123a 6ab-3p° _
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b?-2ab+a® 1 »
2 e e - -
12 12[q a)

Nahodnymi vellinami s rovnomirnym rozaélenim jsou nap dobacekani do
nastoupeni éitého jevu, ktery se opakuje v pravidelnych intéeea, nebo chyby ip
zaokrouhlovani v numerickych vygtech. Zaokrouhluji-li s&isla na k desetinnych

mist, Ize chybu ze zaokrouhlovani povaZovat na ddbw veltinu s rovnonsrnym

rozdilenim na intervaIL(— 500%t:5 ELO"“1> .

Pr. 4.1: Prodejna éekava dodavku nového zboziiy den v doks od 8 do 10 hodin.
Podle sdleni dodavatele je uskut®ni dodavky stejty mozné kdykoliv Bhem tohoto
¢asoveho intervalu. Jaka je pr&pddobnost, Ze zboZi bude dodano vdaldl pal

devaté doit étvrté na de¥t?
ReSeni: Ro(8:10)

875 _
P[85< X < 879 :%DI dx=@ = 0125
8,5

Pr. 4.2: Nahodna vetina X ma rovnomdrné rozéleni. Jaka je jeji hustota, jestlize
EX =1, DX =3?

Pr. 4.3: DéInik obsluhuje v dil& 4 stroje. U prvniho stroje stravi 10 minut, u d¥b
25 minut, u tetiho 15 minut a @tvrtého 10 minut, poté se &pvraci k prvnimu stroji.
Urcete pravépodobnost, Ze ffjdeme-li do dilny v ndhodny okamzik, zastihnenee h

u tretiho stroje.
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4.2 Normalni rozdleni

Nejprve se budeme zabyvat specidlnim typem norim@lnozdleni, tzv.
normovanym normalnim rozkenim.

4.2.1 Normované normalni rozdleni

Rikame, Ze nahodnéa v&ilia X ma normované normalni roddni, jestlize pro
jeji hustotu plati
XZ
2

pro —oo < x <o,

f(x)=%@

Distribu¢ni funkce normovaného normalniho reéteshi se zné& pismenend .

x ¢
O()=—=Cfe?dt  —co<x<e

V2

Graf hustoty nahodné veéilny X s normovanym normalnim rodénim se nazyva

Gaussova ivka. Tato Kivka je symetricka kolem nuly a v bé&dk = 0 nabyva svého

maximai .V bodechx =+ 1Jjsou inflexni body Gaussovyikky.

Vo
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a) b)

Obrazek 6:Hustota (a) a distriliuni funkce (b) normovaného normalniho réedi N (0;1).

Véta: Nech’ ndhodna vetina X méa normované normalni roddni. Pak

stredni hodnota je

a rozptyl

Ditkaz: Funkce—— [X[& 2 je v R lich4, proto

NOY:
EX = —D@de 0
=
D(X)=EX?2-(EX)? =EX? = —D(ZEde=—w Ee_x?dx
()= ex* ~(ex) = ex = 2 e

XZ

neba’ x2[@ 2 je naintervalu- ;) sudou funkci.
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Metodou per partes ¢ime

I\J‘XN

oltls

2
N 5 2 2

S

2 0 2
X 2 _ o X 2
x?[@ 2 dx=—=[x[& +le 2 dx=—2—
N2 '[

+00

Velicinu X majici normované normalni raddni zpravidla oznaijme

X ~ N(O;l). Toto ozné&eni vyjaduje, Ze jde o normalni rozigni s parametrfeX = 0
a o(x)=./D(X)=1. Distribwni funkce ®(x) nahodné veliny X ~N(0;1) se
nazyva Laplaceova funkce. Je to tzv. specialni danlkterou nelze vyj&d pomoci

elementéarnich funkci a jeji hodnoty jsou tabelovatgdnota Laplaceovy funkc@(x)
udava podle definice praggodobnost, Ye nahodna wifia X ~ N(0;1) nabyva

hodnoty z intervaly-oo; x).

Zakladni vlastnosti Laplaceovy funkce jsou:
1) ®(-x)=1-d(x)
2) P(x <X <x,)=d(x,)-o(x)

Vyznam ma pedevsim v souvislosti s uzitim centralni limitgtyw(CLV).

4.2.2 Obecné normalni rozdeni

Rekneme, Ze nahodna w@fia X méa normalni rozleni s parametryu a o,

jestlize pro jeji hustotu plati

(x-u)
20° —0< X< 00

f(x)zﬁ[ﬂé
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kde u a o jsou realné parametry.

Distribuéni funkci

(t-u)?

F(x):\/z_—lnﬂ.[e_ 7 dt —w<X<®

Ize vyjadit také pomoci funkcab jako @ (x—,uj .
o

Véta: Nech’ ndhodné vetina X méa normalni rozéleni. Pak

stredni hodnota je

a rozptyl
D(X)=g?

Normalni rozdleni je tedy jednozraé uréeno stedni hodnotouu a rozptylemo?,

proto je zvykem ho oz@avat N(,u;az).

Diikaz: Mezi nahodnou veinou X ~ N(,u;az) a nahodnou velinou T ~ N(0;1) plati

vztah
T=—"= neboli X=p+olT

Potom tedy

EX=u+0lET=u

D(X)=0?m(T)= 0>
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a) b

Obrazek 7:Hustota (a) a distritimi funkce (b) norméalniho rozteni N (i ;69).

Tvar normalni kivky rozcleni N(,u;az) se néni v zavislosti na velikosti

smerodatné odchylkyo = JD(X). Je vidt, ze &im je smérodatna odchylkao Vv¢tsi,

tim je gislusna kivka nizSi a protahlejsi.

Normalnim rozdlenim se pesr¢ fidi jen malo nadhodnych veéin. Jsou to
piedevsim nahodné chybyeéreni, tj. chyby zpsobené velkym pidem neznamych a

vzajemr nezavislych fcin.

Vyznam normalniho rozdeni sp@&iva zejména v tom, Ze za jistych podminek
dolre aproximujeadu jinych (i diskrétnich) rozteni. Normalni roz8leni velmi dolse

aproximuje nap binomické rozdleni pro velké hodnoty parametru

V praxi se ¢asto pedpoklada, Ze sledovanad nahodna cuedi ma normalni
rozckleni, a&koliv jeji skute&né rozaleni mé jen podobny tvar (je jednovrcholové a
piiblizné symetrické). Takovy postup velmi ushage teoretickéfeSeni mnoha

problémi i prakticky vypa@et hledanych charakteristik.
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Pr. 4.4: Vyrobky jsou povazovany za prvitni, pokud odchylka odipdepsané délky
nepgrekradi 3,6 mm. Jestlize odchylka ma rekehi N(O ; 9), kolik prvotidnich vyrobki

|ze cekat mezi 100 vyrobky?
ReSeni:
36 36

p=P[X|<36]= P[——ésu s?} =P[-125U 12| =0 (12)-®(-12) =

= ®(12)- (- ¢ (1,2)) = 2((1,2) -1 = 2[D,88493-1 = 0,76986

Mezi 100 vyrobky lIze ¢éekavat 77 prvdtdnich.

Pr. 4.5: Vyuéujici da studeriim neohlaSeny test. Vysledky tohoto testu maji ntmma
rozc&leni s ptimérem 53% a sirodatnou odchylkou 14%. Jaka je prépddobnost, ze

a) student test newth, tj. bude mit ménhnez 40%?
b) student test napiSe na vybornou, tj. bude mit ete8p%?
Reseni:

® (- 093 =1- »(093) =1-0,82381= 017619

a) P[x <40|= P[U < 40_53} =

14

80-53

b) P[X =80/=1-P[X <80]=1—P[U < }=1—q>(1,93)=

=1-09732=0,0268

Pr. 4.6: Jaky rozptyl maji normatnrozdilend nereni, kterd se s pragpodobnosti

0,41 neodchyluji od spravné hodnoty o vice nez 24 m

Reseni.  041=P|X -EX|<24|= P[|u|<2?ﬂ=2@b(2£j—1
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041+1 _ ‘D(ﬁj

Pr. 4.7: Délka pobytu v nemocnici m&iplizné¢ normalni rozdleni s ptmérem 14
dni a snérodatnou odchylkou 3 dny. Jaka je pr&vddobnost, Ze pacient stravi

vV nemochnici

a) nejvyse 10 dni

b) vice nez 18 dni

c) 10 az 18 dni

d) Urcete, kolik maximala dni stravi v nemocnicy, pacient.
ReSeni: X ~N(14;3)

10-14

a) p, = P[X le]zdb( j:¢(—133):1—q>(133):

=1-0,90824=0,09176

b) p, = P[X >18|=1-P[X s18]:1—¢(18_14j -

=1-®(133) =1-0,90824= 0,09176
c) p, = P[10< X <18 = P[X <18/ - P[X <10|=

=1-0,09176-0,09176= 0,81648
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d) 0,75:P[x<D]:p[U < D;“}:(D(D;lﬂ

D =3[l +14=3[0,675+14=16,025

P/ _4.8: Zivotnost swky v km ma normalni roz#leni s pimérem 10 000 a
smerodatnou odchylkou 3 000. Jek& je prgwadobnost, Ze dhem planované cesty
dlouhé 4 300 km nebudieba n&nit Zadnou ze 4 siek?

Pr. 4.9: VySka jedenactiletych chlafpcse tidi normélnim rozélenim se sedni
hodnotou 146 cm a sitodatnou odchylkou 8 cm. Jakou vySku maji 2,5% y&gich
chlap@?

Pr. 4.10: i studiu Alzheimerovy choroby bylo zj&to, Ze hmotnost mozku $ili

normalnim rozélenim s pamérem 1 076,8 gramu a snodatnou odchylkou 105,76g.

a) Jaka je prawgpodobnost, Ze vifpact Alzheimerovy choroby bude mozek vazit

meéret nez 900 g?

b) Jaka je pravgpodobnost, Ze bude vazit vice nez 1 200 g?

Pr. 4.11: Vysledky ngteni jsou zatizeny jen normélrozclenou nahodnou chybou se
smerodatnou odchylkou 3 mm. Jaké je pr&vddobnost, Zeip3 meienich bude aspo

jednou chyba v interval(0; 2,4)?
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4.3 Exponencialni rozéleni

Rikdme, Ze ndhodna vé&lia X méa exponencidlni rozténi s parametryA a
o0, 0 >0, jestlize pro jeji hustotu plati

oot pro x> A

f(x) =
0 prox< A

Distribu¢ni funkce vekiny s exponencialnim roZenim ma tvar

0 prox< A

F(x) =
1-g oA pro x> A

Skute&nost, Ze ndhodné veiiha X mé exponenciélni rozteni s parametnA a

& znaime X ~ E(A;d). Nahodnou vedinou X byvéa obvyklecas, v #mZ nastane

sledovany jev, & je paiateni doba, Bhem niz jev nastat narbe.
V praxi sec¢astji pouziva specialniho tvaru tohoto reékehi, kdy péateini doba A je

rovna nul§A = 0), 4j. tvaru

- prox>0

f(x) =
0 prox<0
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a) b)

Obrazek 8Hustota (a) a distrilini funkce (b) exponencialniho rageni E (0;1).

Veta: Stedni hodnota ndhodné vgliy X s exponencialnim roztknim je rovna

EX = A+ 2,

o)
. 1
rozptyl je D(X)= =

Dukaz:
EX = 5ijte—5(X‘A) dx=ama+d Eje“’(‘\‘x) dx|= A+t
N o 0 o)
Analogicky Ize odvodit
EX? =A%+ 2[-15+i
o o

Tedy

2
D(X) = EX? - (EX)? = A’ +2[45+£2_(A+1j _1
o O o
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Exponencialni roz#leni je vhodnym modelem ,dobyekani“ do nastoupeni
ur¢itého jevu. Popisuje se jim doba zivotnostkterych zdizeni, doba trvani dgitych
akci apod. Toto rozdeni Uzce souvisi s Poissonovym ré&etim. Jestlize totiz
Poissonovo roztleni modelovalo pocet néjakych udalosti vcase, exponencialni

rozdleni se pouziva k modelovatidbydo vyskytu pisluSné udalosti.

Exponencialni rozfleni byva rkdy nazyvano ,rozéleni bez parti‘.
Pravdpodobnost, Ze ¥&eni, které pracovalo bez poruchy po dabubude pracovat
bez poruchy jestalespa dalSich x hodin, je rovna prawgbodobnosti, Zze Z&eni,
které dosud nebylo v provozu, bude pracovat alespdhodin. Informace o tom, Ze
udalost nenastala po dolauhodin, nemini pravé&podobnost vyskytu udalosti wiptich

x hodinach.

Exponencialni rozileni popisuje dote rozdleni doby Zivota zazeni,
u kterych dochazi k poruse ze zcela ndhodnychjgiah) @icin a nikoliv v disledku

mechanického optbeni, Gnavy materialu atd.

Pr. 4.12: Doba opravy televizoru ma exponencialni fdedi. Ucete stedni dobu

opravy, jestlize do 60 minut je opraveno 30% tedexi.

Redeni: 03= P[X <60 =1-¢®
)= M = 0,005944
1
EX = ; =16822

Pr. 4.13: Nech’ Zivotnost vyrobk se fidi exponencialnim roztenim se sedni
hodnotou 5 let. Jakou z&mi dobu poskytne vyrobce zakaziik, nema-li poet
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reklamovanych vyrobk prekrasit 10%7?

ReSeni: Zarwni dobu oznéime x. Zadame, aby pra‘édodobnostP[X < x] =0]1.

Predpokladame, z& = @tedyX ~ E(O;%)

01=F(x)=1-e

al | x

x =(In 09){-5) = -5{- 010536 = 05268

Pr. 4.14: Stedni dobatekani zakaznika na obsluhu vit& prodeji je 1 minuta,
piicemz dobactekani sefidi exponencialnim roztenim. Jaka je prawgpodobnost, ze

nahodny zakaznik bude obslouzen vdkiatsi nez 40 sekund?
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5. Centralni limitni v éta

V souvislosti s ndhodnym vgkem secasto pracuje se s@iem nezavislych
stejreé rozcklenych ndhodnych veilin. Za ukitych dosti obecnych podminek ma takovy

souwet asymptoticky normalni rozkkni.

Centralni limitni ¥ta ospravediuje predpoklad o normalnim rozkbni
nadhodnych vetin, které vznikaji jako vyslednice velkého g takovych ndhodnych

faktoni, Ze vliv kazdého z nich je sam o saanedbatelny.

Véta (Moivreova-Laplaceova éa): Necht X, X,,... je posloupnost nezavislych
nahodnych vetin, které maji alternativni roZténi s parametrenp. Pak posloupnost

nadhodnych vetin

1
Y, = F—— X, —n[p}
Jnip il pi Z

konverguje v distribuci k nahodné wefis s rozalenim N (0;1).

Véta (Lindebergova-Lévyovaeta): Nech X, X,,... je posloupnost nezavislych
nahodnych vedin, které maji stejné rozténi, stejné sedni hodnoty a stejné rozptyly,

takze

Pak posloupnost nahodnych vali

Y= oﬂ/_ ZX _nEUJ

konverguije v distribuci k nahodné wfis s rozatlenim N (0;1).
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Poznamka: Centralni limitni ¥ta ospravediuje aproximaci &kterych diskrétnich
rozdkleni normalnim roz&lenim. Necli nahodna vetina X m& binomické,
Poissonovo nebo hypergeometrické redi a nech D(X)>9 (v piipads
hypergeometrického rozkkni necli je navic %, < 01). Pak pro nezaporna cetésla

a<b lze pouzit aproximaci

1_ —1_
p[asxsb]:q{w_EXJ_q,[ﬂ],

JD(X)

kde @ je distribini funkce rozdleni N (0;1).

P~ 5.1: Clovéku, ktery o sob prohlasuje, Ze ma proutiské schopnosti,ipdlozime
100 dvojic zakrytych nadob, v jedné je vzdy voddraha ve prazdnd&lovek rozlisil
spravié 62 dvojice nadob. Ma opravdu schopnosti, o kterydhvi, nebo je to jen

nahoda?
Reseni: Y, ~ Bi (100; 1)

62-100L05

4100LD5[05

PYloo>62]=1—P[Y100s62]=1—d3( ]=1—¢(2,4):

=1-0,9918= 0,0082

Pravd@&podobnost, Ze pouze nahododiwpravie 64 dvojice nadob, je mensi nez

1 %, tedy je térr nemozné toho dosahnout pouhym hadanim.

Pr. 5.2: Zanmgstnanec jistého zavodu jezdi do zatani i zpt metrem. Vlak metra
jezdi v timinutovych intervalech. Jaka je prapddobnost, Ze celkova dobakani za
jeden ngsic (21 pracovnich dni) bude nebude delSi nez Adtmi

ReSeni: Nahodna vetina X,,i =12,... 42, dobagekani na fjezd metra i i-té
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cest, ma rovnondrné rozaleni R(0;3). Hustota tohoto rozdeni je rovnai pro

0< x<3, rovna nule pro ostatm.

EX, =

=b—a
2

N W
O
X
I
I
I
I

P[x <70 = d){w] = q:(m_ 63] = ®(125)= 089435

@2 V315

Pr. 5.3: ZatiZzeni letadla se 148 misty neméekpcatit 13 200 kg. Jaka je

pravdpodobnost, Zeipplném obsazeni bude tato hodnotakpatena, ma-li hmotnost
cestujiciho sedni hodnotu 87 kg a smodatnou odchylku 10 kg?
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6. Priklady

Pr. 6.1: Urcete, které z nasledujicich nahodnych pfonych jsou diskrétniho a které

spojitého typu:

pocet vyl&enych z 15 paciefit

- pramérnd znamka ze zkousky z pra&poddobnosti

— dobacekani na autobus MHD, ktery jezdi v pravidelnydeivalech
— porodni vaha novorozeaw jedné porodnici

— pccet pacieni, ktefi navstivi lékée kthem jednoho dne

Pr. 6.2: Urtete stedni hodnotu a rozptyl vélnhy s alternativnim rozilenim

S parametrenp.

Pr. 6.3: F¥i pokusu nastava usgh s pravépodobnostip. Nahodna vetina X nech?
udava poet Usgchi po n nezavislych opakovanich takového pokusucets jeji

distribuéni funkci, stedni hodnotu a rozptyl. Jaké ma nahodn&weli X rozctleni?

Pr. 6.4: Urcete stedni hodnotu a rozptyl vélny s Poissonovym roztenim

a parametreni .

Pr. 6.5: n-krat vytahneme kartu z plného (32 karetklddre zamichaného baku
karet (kartu vracime a vzdyukladné promichame). Pomoci distritni funkce

nekterého rozdleni ukete pravédpodobnost, Ze alesppgednou vytahneme eso.
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Pr. 6.6: Urcity druh I&by méa 90% usgsnost. Jakda je pravdodobnost, Ze u obou dvou

nahodr vybranych paciefittato |&ba selze?

Pr. 6.7: V pciitacové te jde o sesgeleni nepatelského letadla. HEama 8 stel
a prav@podobnost zasahu je stale rovna 0,2¢etd, s jakou prawgbodobnosti hr&

nepgatelské letadlo sa#i, jestlize je k tomu pétba alespp2 zasah.

Pr. 6.8: Student jde na pisemnou zkouSku. ZkouSka prolhacdu testu, ma 10
otazek a u kazdé otazky jsou na &yld moZznosti, z nichZ prévjedna je spravna.
Ke slozeni zkousky je pi@ba odpo¥dét spravie alespé na polovinu otazek. Student

se na zkouSkuibec nepipravoval a odpoidi tedy voli naprosto nahodn
a) Jaka je pravgpodobnost, Zze zkousku &ld?

b) Jaka je pravgpodobnost, Ze bude mit spr&wnaximalreé jednu odpovd™?

Pr. 6.9: V klobouku je 30 obalek s listky do tomboly. ¥tipobalkach je listek,
na ktery okamz& vyhravate gjakou cenu, v ostatnich listky postupujici do dedSi
losovani. Utete pravdpodobnost, Zeip koupi 3 obalek bude alespor jedné listek

vyhravajici ihned.

P 6.10: Knihovna upominalétende o d knihy ze sedmi vyfgéenych.Ctend vak
upominku ztratil a vréatil ndhodrvybranou dvojici knih. Jaka je praygbdobnost, ze

vratil ty, o které byl upominan?

Pr. 6.11: Ve girodk se pohybuje nebezfi@a Selma, kterou je peta gevezt. Stelec
s uspavaci pistoli ma vakém terénu pravgodobnost zasahu rovnu 0,4. Jaka je

pravdpodobnost, Ze Selma unikne, pokud ntalst k dispozici 7 patron?
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Pr. 6.12: Ze zkuSenosti vime, Zefipsprdvném chodu stroje je vipnéru 0,1%
vyrobki vadnych. Ke stroji nastoupil novy pracovnik. Z@O0kusi, které vyrobil
béhem tydne, bylo 11 zmeik Vznika otazka, zde je jeho prace vyhovujici, tzeni -li

pocet zmetk vySSi, nez Ize ad/odnit ndhodou.

Pr. 6.13: Trolejbusy nistské dopravy odjiZi ze stanice v &iminutovych
intervalech. Cestujiciigel ke stanici v libovolny okamzik. Gete stedni hodnotu

a rozptyl doby jeh@ekani na odjezd ze stanice.

Pr. 6.14: Pedpokladejme, Ze pmérna doba zpracovani zakazky je 10 minut a doba

zpracovani sédi exponencidlnim roztenim.
a) Urcete pravdpodobnost, Ze zakazka bude zpracovanéwohodiny.

b) Urcéete dobu, do niZ bude zakazka s p&gediobnosti 0,9 zpracovana.

Pr. 6.15: Klidovy tep srdce u zdravé populace midblzné normalni rozdleni

s ptimérem 70 Udar za minutu a sirodatnou odchylkou 10 uderJakacast zdravé

populace ma srdai tep vySSi nez 80 uderza minutu?

Pr. 6.16: Bylo zji5€no, Ze procentni podil prachu ve vagénu dodanéligauhahodna
veli¢ina s normalnim rozdenim s pémérem 16,99% a stnodatnou odchylkou 2,66%.
Za jakou hranici procentniho podilu prachu vispm vagonu se Ize zaiit

s prav@podobnostip= 098

Pr. 6.17: Ve tide¢ je 15 divek a 11 chlapcTiida si méa zvolit fedsedu, jeho zastupce

a pokladnika. Jaka je praymbdobnost, Ze mezi nimi budou
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a) samé divky?

b) 2 divky a chlapec?

Pr. 6.18: Jaka je prawpodobnost, Ze nahoénybranyclovék bude narozen
a) 28. unora
b) 29. Unora

c) 28.nebo 29. Unora

Pr. 6.19: Do autoopravnyifvezli 12 motofi. Vi se, Zefetina z nich bude pi#bovat
generalni opravu.d motofii predali rovnou na dilnu. Jaka je prépddobnost, Ze dva

Z nich budou pdebovat generalni opravu?

Pr. 6.20: Je-li 1% levéak, jaka je prav8podobnost, Ze mezi 200 lidmi budou
a) praw 4 levaci

b) alespa 4 levaci

Pr. 6.21: Délka vyrobku v mm maN (68,3; 0,04). Jaka je prawpodobnost, Ze délka

nahodrt odebraného vyrobku bude mezi 68 a 69 mm?

Pr. 6.22: i jedné otéce radarové antény je kosmicky objekt objeven
s prav@podobnosti 0,1. Wete pravdpodobnost, Ze objekt bude objeven az po osmi

ot&kach antény.
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Pr. 6.23: Zavodnik ve $elb¢ ze sportovni pistole vyhraje, pokud feuysteli ziska
alespa 28 bodi. Maximalni pd@et bodi na te&i je 10 a pravépodobnost toho, Ze
doséhne 30 bdd je 0,008. Je znamo, Zé¢i pednom vystelu ziska zavodnik 8 béd
s prav@podobnosti 0,15 a mé&mez 8 bod s pravépodobnosti 0,4. Wete Sance

zavodnika na vyhru.

Pr. 6.24: Ciselny zamek ma kotde séislicemi po obvodu, k jeho ot&ni je poteba
nastavit sotasré na kazdém kotali jedinou spravnoucislici. Ktery zamek je
bezpe&néjsi, sectyfmi kotowi a peti ¢islicemi po obvodu kazdého z nich nebogs p

kotowi a ¢tyimi ¢islicemi po obvodu kazdého z nich?

Pr. 6.25: Prav@podobnost vyhry na jeden los je 0,2. Kolik dosiusime koupit,

chceme-li mit 95% pravghodobnost, Ze alespma jeden z nichdto vyhrajeme?

Pr. 6.26: Pravapodobnost narozeni chlapce je 0,515. Jaka je ppadibbnost, ze

mezi 10 000 novorozenci bude stejrebo vice &véat nez chlapic?

Pr. 6.27: Student si u zkousky losujs ttazky z deseti. Ddle pipraven je na §
otazek. Jaka je pravdodobnost, Ze mezi vylosovanymi jsou alesple¢, na které je

pripraven, a zkousku tedy &d?

Pr. 6.28: 3 mafiani hraji ruskou ruletu. Bubinkovy revalvea 7 komor, Sest z nich je
prazdnych, v jedné je naboj. Prvni zatbubinkem a stiskne spausdyZz revolver
nevysteli, pokr&uje druhy, po 8m tieti a znovu od prvniho. Jaké je pr&wddobnost,
Ze prvnim zasgelenym bude druhy mafian a to vietim kole ruské rulety? Jaka je

pravdEpodobnost, Ze hra bude trvat déle n&tzkpl?
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Pr. 6.29: Bylo zjiS€no, Ze pimérna Zivotnost lampy do projektoru je 2 000 hodin.
Vyrobce chce v rdmci své propagace garantovat dafhvem niZz nepraskne vice nez

5% lamp. Za jakou dobu seide zardgit?

Pr. 6.30: Paket organism ve vzorku odebraném z proudici vody ma normalni

roz&kleni se gedni hodnotou 10 organismv jednom litru vody a s#modatnou

odchylkou 2 organismy.
a) Urcete, jaky podil vzonk bude obsahovat vice nez 15 orgariism

b) Urcete hraniciH poctu mikroorganism ve vod tak, aby v 90% vzork byl

poc¢et mikroorganism pod touto hranici.

Pr. 6.31: Dialezith objednavka, kterou je peba ihned z#t vyiizovat, mize byt

dorweena do firmy kdykoliv v dob od 7 do 19 hodin. Wete pravdpodobnost, ze
nebude doréena khem poledni pauzy, tj. mezi 11. a 13. hodinou.

Pr. 6.32: V koSiku je 20 grejp 12 ¢ervenych a 8 bilych. Vyjmeme naha@&da grepy.
Ktera ze 3 moznych kombinaci je nejpr&pddobrjSi?

Pr. 6.33: Jakou prav&épodobnost zasahu musi mitetéc, aby s pravghodobnosti 0,99
zasahl cil alespojednou z pti ran?

Pr. 6.34: Prevalence astmatu ¥tdké populaci je 1 z 20. Nahagwnybereme 20 &ti.

a) Najdte rozdleni prav@podobnosti p&tu astmatik ve vybraném vzorku
a ukete jeho parametry.

b) Jaka je pravgpodobnost, Ze Zadné z vybranychi chetrpi astmatem?
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c) Jaka je pravgpodobnost, ze préjedno z vybranychdi ma astma?
d) Jaka je pravgpbodobnost, Ze maximaingedno z vybranychdi ma astma?

e) Jaka je pravgpodobnost, Zze nejmér2 cti maji astma?

Pr. 6.35: Hledamcloveka, ktery slavi narozeniny ve stejny den jako j&j{y den

a mesic, pestupné roky zanedbavame). Kolika lidi se musim tatepaby

pravdpodobnost nalezeni alespgdnoto takového byl% .

Pr. 6.36: Auto v mrazu nastartujemetfipjednom otgéeni klickem v zapalovani

s prav@podobnosti 0,75. Jaka je pra@poddobnost, Ze motor chytne na paty pokus?

Pr. 6.37: Paet chyb na jedné strariextu ma sedni hodnotu 8 a rozptyl 4. Jaka je

pravdpodobnost, Ze na 100 stranach textu budeimén 750 chyb?

Pr. 6.38: D¢lnik obsluhuje v dil 4 stroje. U prvniho stroje stravi 10 minut, u d¥b
25 minut, u tetiho 15 minut a gtvrtého 10 minut, poté se &pvraci k prvnimu stroji.
Urcete pravépodobnost, Ze ffjdeme-li do dilny v ndhodny okamzik, zastihnenme h
u tretiho stroje.

Pr. 6.39: Hokejista se it samostatnych néjezdech strefi do branky s g@edobnosti
p=06. Urcete, jaky je nejpravghodobrjSi patet vstelenych branek, pokud

absolvuje 9 samostatnych ngjézd

Pr. 6.40: V prodejrt je regal s 50 CD, mezi kterymi je 6 vadnych. Vyiersi 5 CD.

Jakou méate pravgodobnost, Ze vSechna vybrana CD budouiagia?
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Pr. 6.41: Pevnost jistého druhu ocelovych lan je nahodaeiima s normalnim

rozcslenim N (LO00YY/ . ;50 .). Norma stanovi minimalni pevnost 980 . Urcete,

kolik ocelovych lan z 2 000 kidssphuje danou normu?

Pr. 6.42: Letadlo nese jednu raketu, kterou wgHt na nepatelsky cil.
Pravdpodobnost zasahu je 0,75. Kolik letadel jefgloa vyslat, aby byl négtelsky cil
znicen s pravépodobnosti 0,997

Pr. 6.43: Podil kdaki na studentskych kolejich je 20%. Vybereme nakodn

2 studenty.
a) Urc¢ete pravdpodobnostni funkci pdu kurdki ve vybraném vzorku.

b) Jaka je prav&podobnost, Ze oba vybrani studenti budota&i?

Pr. 6.44: Na seznamudi narozenych &hem jednoho ®sice v uéité porodnici je 19
chlapd a 11 dvcat. Jaka je prawgbodobnost, Ze na prvnich 5 mistech jsou 2 chlapci

a 3 dv¢ata?

Pr. 6.45: Vysledky radarového &heni jsou zatizeny normamozdlenou ndhodnou
chybou s nulovou #dni hodnotou, ktera s prasgbdobnosti 0,95 négsahujet 20 m.

Urcete snérodatnou odchylku gieni.

Pr. 6.46: Stili se z boduO podél gimky Ox. Stedni vzdalenost dopadurely se
rovna 1 200 m. Zatpdpokladu, Ze vzdalenost mista dopadu s&ly ma normalni

rozc&leni a smirodatnou odchylkuo = 40 m, urcete, jaky procentni podilisi dopadne

60-80 m za cil?
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7. Reseni

3.2 a) ano; b) ne, méni se pravépodobnost usfchu @i prechodu od jednoho pokusu
k druhému;c) ano; d) ano; e) ne, je porusena podminka nezavislosti jednotlivych

pokus 3.3 X ~A%),Y~A¥); EX=EY=%; DX =DY=% 3.9 a)

oba mizou mit 0,1,2 nebo 3 zasahy.= p, + p, + p, + P, =0, 320749 kdyz prvni
zasahne 1x, druhy nesmi zasahnadgilee, kdyz prvni zasahne 2x, druhyza 1x nebo

vibec, atd.P = pjy + Py + Py + P3p + Py + Py = 0,243 3.10 Bi(10;3,),
EX=75 3.1 p=P[X 213 =0,0962 3.12 p=1- 098" =0,8674

3.13 Bi(15; 01); a) p, = P[X =0]=0,2059; b) p, = P[X = 2| =0,2669; je to druha
nefastjsi situace. 3.14 p=1-4/041=01998 3.17 Hg(13;8;3); a) p, = 0,035;
b) p, =01958; Jevyv bodech)ad)jsou totozné,p=0, 685 3.18 Hg(18;5;9);
p=P[X =0]+P[X =5]=0029 3.19Hg(35;5;5); p=0,0000031 3.21Paset
vadnych termosek mezi 80 vyrobenyi~ Po(4); p, =0195 3.22 Patet kazi

v baliku X ~ Po(lOOE0,00S); stredni hodnota pidu bezvadnych balik 50Cp, = 3033

=1 (5 1 1 6
3.25 Prvni Gspch po sudém padu neuspcha; p=» —0—| =-EF——=—
pch p i pchi; p éetﬁaj 60 25 11

36
3.26 Useknuté geometrické roddni; p, = 06" 004 prok=1,... 4 p, = 06*;

EX =Y x [p, =23056; EX* =) x°0p =72784; DX =19626

4.2 b-a=+123=6; f(x)=% naintervalu(-2;4) 4.3 Ro(0;60); p= 025
4.8 X - paset km, které vydrzi 1 sika; p=(P[X =4300)* = 088997

4.9 N(146;64); 162 cm.  4.10 a) 0,04746;b) 0,12302 4.11Pfi jednom
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m&teni: p, = 0,28814; alespa 1x ze t meieni: p=1-(1- p,)° = 0,6393

414 X ~E(0;4); P[X <40|=F(40)=0487

5.3 P|[Y,s>13 200] =1- q{l‘g 200~ 148[87} =0,00391
1003/148
6.1 diskrétni; spojita; spojita; spojita; diskret 6.2 EX=

=0P[X =0]+1P[X =1] =0Lf1- p)+1p=p; EX?=0*[P[X =0]+12P[X =1]=

=00{L- p)+10p=p; DX =EX*-(EX)* = p-p* = pfL- p)

6.3 Rozdlenim na disjunktni jevy (v kterych konkrétnikhpokusech .n moznych

GspEch nastal) P[X = k] = > p“ - p)"™ = (Ej Cp* tfL- p)™

{igis i }0{1,2,....n}

coz je rozdleni Bi(n, p). ProtozeX je sowtem nezavislych stefrrozctlenych velEin

Z, ~ A(p). je EX =Y EZ =n[p avzhledem k nezavislosf,

DX = D[ZZiJ:ZDZi =nCp{1- p)

il © k 0 k-1
6.4 EX=kP[X =k]=S ke £ = e‘”[—t—’1 Pir 3 Jrane
; [ ] é k! kZ:;‘ kokl

=A@’ @& =A.Pro uteni rozptylu patbujeme znat 2. moment. Speme-li

) k 0 Ak 2
faktorialni moment EX(X -1)=> k k- 1) &~ G/]k—l = e z =
k=0 . '

k=2

mazeme vyjatit EX2 = 2 +EX =42+ aDX =EX?-(EX)’ = +A-12 =]

6.5 X ~Bi(n;1); p=P[x 21 =1-(2) 6.6 p= 001
6.7 p=1-p, - p, = 0,4967 6.8 Bi(10;1); a) P[X =5]= 0078127,
b) P[X <1]=0,244 6.9 Hg(30;5;3); P[X 21]=0433 6.10
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Hg(7;2;2); P[X =2]=00476 6.11 Bi(7;04); P[X =0]=0,02799
6.12 X ~ Po(5); P[X =11]=0,0082. Pravapodobnost, ze mezi 5 000 vyrobky bude
11 zmetki je menSi nez 1%. Tento & zmetk tedy skoro jist neni ndhodny a je

zpisoben novym pracovnikem. 6.13 Rovnongrné rozdleni s hustotou f (x) =02
pro 0< x< 5; f(x)=0 pro ostatnix. EX =5 =25min; DX = 208

6.14E(0; 01); a) P[X <15|=0,7769; b) P[X <t]=09; t =In (01)[{-10) = 23
6.15 p=P[X >80/=015866  6.16 095=P[X <T|; T =0,2137

6.17 Hg(26:15;3); a) P[X =3]=0175; b) P[X =2] = 04442

6.18a) p, = 4 = 0,0027378 b) 0,0006845;c) 0,0034223

365+ 365+ 365+ 36€

6.19 Hg(12;4;5); P[X =2]=03535  6.20 Po(200D01); a) 0,09; b) 0,143
6.21 0,93296 6.22 Ge(01); P(X =7)=0,0478

6.23 P[X, =10/=3/0008=02; P[X, =8]= 015;
P[X, =9]=1-04- 015- 02 = 025; Moznosti ziskani alesp®8 bodi jsou:

10;10;10 10;10;9 10;10;8 10;9;9 P[X228]=0,0935

6.24 &tyri kotouse s fiti cislicemi:Bi(4;1); p=0,0016; pst kotowst sectyimi

¢cislicemi:Bi (5;%); p = 0,000977. BezpengjSi je zamek s i kotowi a 4¢islicemi po

obvodu kototiii.  6.25 Bi(n;02); P(X >0)=095; n=1343, tedy 14 lo4.

6.26 K feSeni pouzijeme centralni limitnétu;

= ®(-3)=0,00135

P [Yloooo <5 000] = CD[ 5000-10 OOOE@,SlSJ

10000[D,515[0,485

6.27 Hg(10;5;3); P[X=2]=05 6.28 Ge(t); p, =P (X =7)=0,049;
p, =P(X >15)=0099  6.29 E(0;00005; P[X >t]= 095; t=1026 hod

6.30 N(10;4); a) P[X >15/=0,0062%; b) P[X <H]|=09; H =1257
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6.31 Ro(7;19); p=2=083  6.32 Hg(20:12;2); a) oba bilé:

p, = P[X =0]=0147; b)obagervené: p, = P[X =2]=0347; c)jeden bily, jeden
gerveny: p, = P[X =1]=0505 6.33 Bi(5;p); P[X =1]=099
p=1-3/001==06019  6.34 a)X ~ Bi(20; 005); b) p, = 0,3585; c) p, = 0,3774;
d)yp=P[X <1]=0,7359; e)p=P[X 22]=02641  6.35Bi(n; );

P(X >0)=2; n=40044;1.401lidi  6.36 Ge(075); P(X =4)=0,00293

6.37 ReSime pomoci centralni limitnéty; P[X < 75d = CD(MJ =0,00621
710004
6.38 Ro(0;60); p= 025 6.39 X ~Bi(9; 06); EX =54;

ps = P[X =5|=0251; p, = P[X =6|=0,251; Z deviti samostatnych najer
nejpravépodobrjSich 5 nebo 6 gdl 6.40 Hg(0;6;5); p, = P[X = O] =0513

6.41P[X > 900] =0,97725 Z 2 000 kus ocelovych lan 1 954 az 1 955 Kusphiuje
stanovenou normu. 6.45 Bi(n; 075); P(X >0)= 099; n= 332; tj. 4 letadla

6.46 X ~Bi(2;02); p,=P[X =0]=064; p,=P[X =1=032;

p, = P[X =2]= 0p4 6.44 Hg(30:19;5); p=P[X =2/=019799
6.45 095=P[X|<20]; o= uzo =102m
1,9%

6.46 P[1260< X <1280 = 0,04406
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Priloha |

Distribu¢ni funkce normovaného normalniho reteni (Laplaceova funkced (u):

2

1 ¢ -5
dJ(u)——D_[e 2 dx
N2 °,
ul o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,50000| 0,50399 0,50798 0,51197 0,51595 0,51994230%| 0,52790, 0,53188 0,53546
0,1] 0,53983| 0,54380 0,54776 0,55172 0,55867 0,55962636f%| 0,56749 0,57142 0,57535
0,2] 0,57926| 0,58317 0,58706 0,59095 0,59483 0,598710268/6| 0,60642] 0,61026 0,61449
0,3] 0,61791| 0,62172 0,6255p 0,62930 0,63307 0,63683408%| 0,64431] 0,64808 0,65193
0,4] 0,65542| 0,6591Q0 0,66276 0,66640 0,67003 0,67364 77@4| 0,68082] 0,68439 0,68743
0,5] 0,69146| 0,69497 0,6984F 0,70194 0,70540 0,70884 120¢| 0,71566| 0,71904 0,72240
0,6 | 0,72575| 0,72907 0,7323F 0,73565 0,73§91 0,742154587/| 0,74857| 0,7517% 0,75440
0,7] 0,75804| 0,76115 0,76424 0,76730 0,77035 0,773377687/| 0,77935 0,78230 0,78534
0,8] 0,78814| 0,79103 0,79389 0,79673 0,79955 0,80234 0508| 0,80785 0,8105f 0,81337
0,9] 0,81594| 0,81859 0,82121 0,82381 0,82639 0,82894 3188| 0,83398 0,83646 0,83841
1,0] 0,84134| 0,84375 0,84614 0,84849 0,85083 0,85314558B| 0,85769 0,85998 0,862}4
1,1] 0,86433| 0,86650 0,86864 0,870Y6 0,87286 0,87493 7608B| 0,87900] 0,88100 0,88248
1,2] 0,88493| 0,8868§ 0,8887f 0,89065 0,89251 0,8943596@8| 0,89796/ 0,89973 0,90147
1,3] 0,90320| 0,90490 0,90658 0,90824 0,90988 0,911149 130®| 0,91466/ 0,91621 0,917}§4
1,4] 0,91924| 0,92073 0,9222D0 0,92364 0,92507 0,92647 276@| 0,92922| 0,93056 0,93149
1,5] 0,93319| 0,93448 0,93574 0,93699 0,93§22 0,93943408D| 0,94179] 0,94295 0,94448
1,6 0,94520| 0,94630 0,94738 0,94845 0,94950 0,95053518/4| 0,95254| 0,95352 0,95449
1,7] 0,95543| 0,95637 0,9572B 0,95818 0,95905 0,95994 608(®| 0,96164| 0,96246 0,963%7
1,8] 0,96407| 0,96485 0,9656p 0,96638 0,96412 0,96784 686@| 0,96926/ 0,96995 0,97042
1,9]0,97128| 0,97193 0,9725f 0,97320 0,97381 0,97441750M®| 0,97558 0,97615 0,976]0
2,01 0,97725| 0,97774 0,97831 0,97882 0,97932 0,97982808(M®| 0,98077| 0,98124 0,98149
2,11 0,98214| 0,98257 0,98300 0,98341 0,98382 0,98422846P| 0,98500, 0,9853}Y 0,985]4
2,21 0,98610| 0,98645 0,98679 0,98713 0,98745 0,98778 8809| 0,98840, 0,98870 0,98849
2,31 0,98928| 0,98956 0,98983 0,99010 0,99036 0,99061908fM@| 0,99111] 0,99134 0,99148
2,41 0,99180| 0,99202 0,99224 0,99245 0,99266 0,99286 930®| 0,99324| 0,99348 0,99341
2,51 0,99379| 0,99396 0,9941B3 0,99430 0,99446 0,994619400| 0,99492] 0,99506 0,99530
2,61 0,99534| 0,99547 0,9956Dp 0,995¥3 0,99585 0,99598 9609| 0,99621] 0,99632 0,99643
2,71 0,99653| 0,99664 0,99674 0,99683 0,99693 0,9970297@P| 0,99720, 0,99728 0,99736
2,81 0,99744| 0,99752 0,9976Dp 0,99767 0,99974 0,997819788®| 0,99795 0,99801 0,998(7
2,91 0,99813| 0,99819 0,99825 0,99831 0,99836 0,9984198aM| 0,99851] 0,99856 0,99841
3,0 0,99865| 0,99869 0,99874 0,998Y8 0,99882 0,99886 986M| 0,99893 0,99896 0,999¢0
3,1] 0,99903| 0,99904 0,9991p 0,99913 0,99916 0,9991899@9| 0,99924, 0,99926 0,99939
3,2 0,99931| 0,99934 0,99936 0,99938 0,99940 0,9994299@4| 0,99946/ 0,99948 0,99940
3,3] 0,99952| 0,99953 0,9995p 0,999%7 0,99958 0,999609969| 0,99962] 0,99964 0,99945
3,4] 0,99966| 0,99964 0,9996p 0,999Y0 0,99971 0,9997299083| 0,99974 0,9997% 0,99996
3,51 0,99977| 0,99978 0,99978 0,99979 0,99980 0,9998199819| 0,99982] 0,99988 0,99943
3,6] 0,99984] 0,99985 0,99985 0,99986 0,99986 0,99987 998P| 0,99988] 0,99988 0,99949
3,71 0,99989| 0,99990 0,9999D 0,99990 0,99991 0,999919908| 0,99992] 0,99992 0,99942
3,8] 0,99993| 0,99993 0,99998 0,99994 0,99994 0,99994 9908| 0,99995 0,9999% 0,999¢5
3,91 0,99995| 0,99995 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 990@| 0,99996] 0,99997 0,99997
4,0] 0,99997| 0,99997 0,9999F7 0,99997 0,99997 0,99997 990@| 0,99998| 0,99998 0,999¢8
4,11 0,99998| 0,99998 0,99998B 0,99998 0,99998 0,99998 990@| 0,99998 0,99999 0,99999
4,2] 0,99999| 0,99999 0,99999 0,99999 0,99999 0,99999 990®| 0,99999] 0,99999 0,99999
4,31 0,99999| 0,99999 0,99999 0,99999 0,99999 0,99999 990®| 0,99999] 0,99999 0,99999
4,41 0,99999| 0,99999 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 000@®M| 1,00000] 1,00000 1,00040
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