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1. Uvod

Hlavnim tématem této prace je préwid plyni a kapalin. @raz je kladen na
pocitatové modelovaniéchto jevi pomoci programu COMSOL Multiphysics. Protoze
proucni je pohyb kapaliny nebo plynu,iipkterém se ¢astice pohybuji svym
neuspdadanym pohybem a zaravee posouvaji ve siru proudni, je 0o poznanicksi
tento pohyb namodelovat, nez je tomu u pohybu pavies. Nutné je navic zohlednit
vnejSi vlivy ¢i viskozitu kapaliny. Proughi tekutin popisuje Navier- stokesova rovnice.

Navier- stokesova rovnice je jednim ze zkoujohnpostuldi moderni fyziky.
Rovnici odvodili Francouz Claude Louis Marie HemNavier a Ir George Gabriel
Stokes v letech 1827 a 1845 nezavisle n&.sbh se pomoci ni popsat spoustaijav
jeji uziti je nenahraditelnétipvypoétech proudni v aerodynamice a hydrodynamice.
Nadace Clayova matematického institutitazila vyreSeni Navier-Stokesovy rovnice
na seznam sedmi néjezitéjSich matematickych probl@mNa kazdy z nich je vypsana
odmeéna milion dolad.

Analyticky Ize zatinteSit pouze v &kolika malo jednoduchychifpadech. B reSeni
s vlastnireSici metodou je zpravidi@sow naranée, vzniklarada prograr, které maji
za cil tuto préaci zautomatizovat.

Jednim zéchto programi je COMSOL, ktery je imo navrzen praeSeni &hto

problémi.
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2. Nazvoslovi

KAPALINA — Neboli kapalna latka je jedno ze skupenstviklami kteréem jsou
castice latky relativé blizko sebe, ale nejsou vazany v pevnych polol@otohou se
pohybovat v celém objemu.

Kineticka energi€astic kapaliny je mala ve srovnani s vazebni paéricenergii,
takZe castice se vzajendnudrzuji v utitych rovnovaznych polohach, kolem kterych
vykonavaji kmitavy pohyb. Tyto rovnovazné polohywsé&apalin mohou igmig’ovat,
tzn. dochazi k fgmigovani ¢astic v celém objemu latky. Vazba mezsticemi

zaji¥uje, Ze za &nych podminek se objem latky n&m

TEKUTINA - Je spolény nazev pro kapaliny a plyny (patrim pro plazma a kvark
gluonové plazma), jejichz vyznamnou spoleu vlastnosti je tekutost, neboli
neschopnost udrzet&wstaly tvar diky snadnému vzdjemnému pohyastic.
Tekutiny se dli na:

* Newtonské (naip voda)

* Nenewtonské (n@pbarvy, Skrobové roztoky, mléko)
podle toho, zda spliji Newtoriv zakon viskozity, kteryfika, Ze odpor zjsobeny

vnitinim tenim v tekutig je prfimo angrny rychlosti toku.

PROUDENI — Prougéni je pohyb kapaliny, iip kterém sec¢éastice kapaliny pohybuji
svym neuspiadanym pohybem a zaravee posouvaji ve siru proudni.
Kapalina vzdy proudi z mista vysSiho tlakusgiytlakové potencialni energie) do

mista nizsiho tlaku (nizsi tlakoveé potencialni e

PROUDNICE - (téZz proudov&tara) je trajektorie pohybu jednotlivyctastic i

prouckni kapalin.

KONTINUUM - Obec# ozna&uje prostedi, které je povazovano za spojié
souvislé. Nephlizi se tedy k mozné diskrétni strukgprostedi.

Fyzika pouziva toto ozteni pro idealizovany model hmoty, ktery zanedbaja |
¢asticovou strukturu (atomy, molekuly) a povazujeoturza spoijité progdi, které Ize

popsat jeji hustotou.
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V matematice se jako kontinuum oz kardinalnicislo, které je mohutnosti

mnoZziny realnyckisel.

2.1 Zakladni pojmy a zakony dynamiky kapalin

Dynamika kapalin se zabyva fyzikalnimi zakositni pohybujicich se kapalin.
Predpokladejme, Ze kapalina jejiz pohyb studujemad@ilni, to znamena, zZe je
nestl&itelna a neexistuje v ni viiti treni. Zakladni zakony dynamiky kapalin plati pro
idealni kapalinu fesre.

Redlna kapalina je obvykle zanedbatebilitelna, jeji vnitni treni je vSak
nezanedbatelné. Zakladni zdkony dynamiky platitytie kapaliny piblizné. Mezi tyto
kapaliny mizeme z#adit rekteré biologické kapaliny (krev, lymfa)

Popis fyzikalnich jav v pohybujicich se kapalinach je zalozen nadpta¢
proudnic. Proudnice je mySlerid@ra, jejiz téna v libovolném jejim ba#l splyva se

smerem rychlosti tekutiny v tomto béds uvazovanéntasovém okamziku, Obr. 2.1.1.

it SR
.-n*“’w" .
o Proudnice

Obr. 2.1.1Castice kapaliny se pohybuje rychlosti ve

smeéru proudnice. Vektor rychlosti je &ay k proudnici

ROVNICE KONTINUITY - Je zakonem zachovani hmoty pro proudici kapalinu
Vymezme si v proudici kapatinsvazek proudnic, proudovou trubici.¢8¢ proudove

trubice jsou tvéeny proudnicemi, tudizips & nevytéka zadna kapalina. Obr.2.1.2.

¢’

A

Obr. 2.1.2 Proudova trubice jetena proudnicemi twécimi jeji hranice.
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Piaiez proudové trubice je na vstupu (v Bd8) A; a na vystupu (v badC) A,.
Zmeiime-li rychlostv; pratoku kapaliny piifezemA; v boct B v casovém intervalut
pak miZzeme vypéitat objem kapalinyAV, ktery protekl piifezem A; za vybrany
¢asovy interval podle rovnice (2.1.1).

AV = Av,At (2.1.2)

Vzhledem k tomu, Ze kapalina je nestklna a nemize vznikat ani zanikat, musi to
samé mnozstvi kapaliny protéci za steggsovy interval i piiezemA; v misg C.
Nutnym disledkem je, Ze v misC bude rychlost kapaliny jina nez v néi&. MuZzeme

tedy psat rovnice

AV = A, At (2.1.2)
a
AV = AV,At = AV,AL (2.1.3)

neboliAv = konstanta

Velkcina na pravé stramrovnice (2.1.3) je objemovy tok kapaliny.

BERNOULLIHO ROVNICE - Proudi-li idealni kapalina v konzervativnim silovém
poli (gravitatnim poli) musi platit zakon zachovani energie. Taebna obrazku
Obr.2.1.3 je protékana idealni kapalinou. MnozkapalinyAV, které do trubice vteklo
na pa&atku a vyteklo na konci proSlé Zasovy intervalAt, je vybarveno tmayv Objem
kapaliny na poatku a na konci musi byt stejny, nébgledpokladame nestidelnost
kapaliny, tudiz jeji hustota je konstantnfe@pokladejme, Ze na vstupu do trubice ve
vySce y; se kapalina pohybuje rychlosth a je pod tlakemp; na vystupu jsou
odpovidajici parametry, , v, ap; . Pak na zakladzakona zachovani energiagibeme

psat rovnici:
1 1
E'O'Vlz +p9Y1+ P ZE'O'Vg +0.9.y, Py (2.1.4)

Kdep je hustota kapalinyg je gravit&ni zrychleniyv; av, jsou rychlosti kapaliny na
vstupu a vystupu trubicey; ay, jsou vySky vstupu a vystupu trubice a kéme p; ap;
jsou tlaky na vstupu a vystupu trubice.

Fyzikalni vyznam¢lend v rovnici (2.1.4) je nasledujici. Prv§len v rovnici ma
vyznam kinetické energie kapaliny jednotkového ohje druhy¢len je potencialni
energie kapaliny jednotkového objemu a kowetieti ¢len je tlakova potencialni
energie kapaliny jednotkového objemu vzbuzengSimi silami.
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Obr. 2.1.3 Kapalina protéka trubici prénmého

prifezu. BBEhemcasového intervalit.

, s

Z Bernoulliovy rovnice vyplyva wdezity diasledek. Zvysi-li se rychlost tekouci

kapaliny, pak musi v miszmeny rychlosti klesnout tlak a obracgrObr.2.1.4.

Obr. 2.1.4 Tlak je nejmenSi v miskde kapalina

proudi nejrychleji, tedy nejuzSim misi.
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DalSim dsledkem Bernoulliovy rovnice je vznik vztlakové ysilna Kkidlo
pohybujiciho se letadla. Vztlakova sika vznika jako dsledek rozdilné rychlosti
prouctni vzduchu pod a nadiikilem. Proudnice nadrtidlem jsou blizko sebe, coz
znamena, Ze rychlost protrd je zde vysSi nez podilllem, kde jsou proudnice dale od
sebe. \¢tSi rychlost prouéhi nad kidlem znamena nizSi tlak na horni stratidle, nez

je tlak na spodni strénkde je pohyb vzduchu pomalejsi.

Uhel nabshu

Obr. 2.1.EProudnice znazéuii vzduch obtékajiciikdlo letadla

Rychlost vzduchuipd naldZznou hranou jer,;, za Kidlem jeva,. Vztlakova silaF
zvedajici letadlo vznika jakoudledek rozdilnych rychlosti proudiciho vzduchu pod

kifdlem a nad Kdlem.

VISKOZITA - Dosud jsme se zabyvali fyzikalnimi zakony dynamikgpalin za
piedpokladu, Ze kapalina je idedlni. To znamend, e€algkonale nesttitelnd a
neexistuji v ni zadna ea nagti. Realna kapalina vSaénto poZzadavkm nevyhovuije.
V kazdé proudici kapalkénexistuje vnitni treni, které je tisledkem existence deych
napsti v realné kapali@ Vnitini treni proudici kapaliny charakterizujeme vilou
kterétikdme viskozita.

Redstavme si proudici realnou kapalinu ®edou na velmi mnoho vrstev
rovnokEznych se srem proudni. Jednotlivé vrstvy seudi soké mohou pohybovat
raiznou rychlosti. Nejpomaleji se bude pohybovat waswiE&sném styku se &bou
trubice jiz kapalina protéka. Tato vrstva pak bagemalovat sousedni vrstvu, kter4 se
bude pohybovat o&eo rychleji nez krajni vrstva. Nejmé&mrzpomalena bude vrstva ve

stredu trubice, ktera se bude pohybovat nejrychldjr,. 21.6.
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Obr. 2.1.6 Roz#éeni rychlosti vazké kapaliny v

zavislosti na vzdalenosti od rovinnérsy.

Velikost t€éného napti je primo unérna gradientu rychlosti ve simu kolmém na
smer toku kapaliny, viz rovnice (2.1.5). Koeficient &dmosti 7 je dynamicka viskozita
kapaliny. Je to latkova konstanta, zavisla na dikdpaliny.

Operator gradient ndm popisuje, jak sanndana vellina v daném sgru. Gradient
rychlosti nam tedyikda, jak se mani rychlost ve siru kolmém na s toku kapaliny,
neboli jaka je zréna rychlosti v tomto simu:

Av
o —/7A—y (2.1.5)
Jednotkou dynamické viskozity je 1 Pascal sekutd?a(s).

Vedle koeficientu dynamické viskozity seuleme v praxi setkat s véinou

kinematicka viskozita, ktera je definovana jako gowiskozity 7 a hustoty kapaliny,

rovnice (2.1.6).

v="1 (2.1.6)

Yo,
Jednotkou kinematické viskozity je’st.
Viskozita kapalin velmi zavisi na teplokapaliny, s rostouci teplotou viskozita

kapaliny klesa.

LAMINARNIi A TURBULENTNi PROUD ENi - Charakter prouthi realné
kapaliny, je sil& ovlivnén jeji viskozitou. B malych rychlostech prowdi nedochazi
ke vzniku vif v kapalirg ani k promichavani kapaliny. Takovéto prénddnazyvame
laminarni proudni. Rozlozeni rychlostiiplaminarnim proudni je parabolické, jako je

tomu na obrazku 2.1.7.
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Obr. 2.1.7 RozlozZeni rychlostfigaminarnim prouéni tekutiny.

Hi vySSich rychlostech progdi kapaliny dochézi ke vzniku viira promichavani
kapaliny. Takovéto prouthi nazyvame turbulentni protmi. RozloZeni rychlostiip

turbulentnim prou¢hi neni parabolické jako ¥ipadt laminarniho proughi, Obr. 2.1.8

Obr. 2.1.8 Rozlozeni rychlostfigurbulentnim proughi.

REYNOLDSOVO CIiSLO — Pechod od laminarniho pro&ni k turbulentnimu
prouckni Ize utit na zaklad Reynoldsovaisla. Hodnota Reynoldsovasla je zavisla
na rychlosti prou¢hi, hustot kapaliny, polondru trubice a kon&né na dynamické
viskozit kapaliny, rovnice (2.1.7). Kapalinyfgchazi od laminarniho k turbulentnimu
proudtni po pekrateni kritické hodnoty Reynoldsovésla. Pro ¥tSinu kapalin je
kriticka hodnota Reynoldsowisla giblizné 1000.

=Ypr 2.1.7)
n

V rovnici (2.1.7) jeRe Reynoldsovogislo, v je rychlost proughi, r je polomer
trubice, p je hustota kapaliny g je koeficient dynamické viskozity kapaliny.

Pohybuje-li se¢teso, napiklad kulicka kapalinou, kapalina ji brani v pohybu.
Pricinou odporu kapaliny proti pohybélésa kapalinou je viskozita kapaliny. Mira
odporu kapaliny proti pohybwlesa je dana stejnjako v gipads proudni realné
kapaliny velikosti Reynoldsousla, rovnice (2.1.7), s tim rozdilem, Zeeni polongr
trubice ale rozrr télesa. Riklad proudni kapaliny okolo kuliky na obr.2.1.9 ukazuje,

jak se ndni charakter proushi v zavislosti na velikosti Reynoldsovsla.
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Obr. 2.1.9 Proudnice okolo kaky pfi

riznych Reynoldsovychislech (Re'

Pro tvar proudnic neni rozhodujici velikosieddu, nybrz jeho Reynoldsowugslo.

Vypocet Reynoldsovaisla vSak zahrnuje velikostgdmetu.
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3. Navier - Stokesova rovnice

3.1 Claude Louis Marie Henri Navier

(10. 2. 1785 - 21. 7. 1836) Navierotec byl pravnik a bytlenem
Narodniho shromazdi v P&izi béhem Francouzské revoluce. Z&h

v roce 1793, kdy bylo Navierovi pouhych osm lettétb dol& Zila jeho ;
rodina v P&Zi, ale po otco¥ smrti se jeho matka vratila do rodné ’
Chalon-sur-Saone a nechala Naviera viZPa jejiho stryce Emilanda Obr_'3_1_:||
Gautheyho.

Emiland Gauthey byl stavebnim inZenyrem, kteryavierovi vzbudil zdjem o
inZenystvi. B vstupu roku 1802 do Ecole Polytechniqueipatavier mezi nejhorsi
studenty, avSakdnem jediného roku se dostal mezi deset nejlep8éhem prvniho
roku studia studoval Navier analyzu u J.-B. J. kear ktery nél na mladého muze
velky vliv. Fourier se stal Navierovym celoZivotniptitelem, @itelem a podilel na
Navierow kariée. V roce 1804 Navier vstoupil do Ecole des PohBhawussées, kterou
absolvoval za dva roky jako jeden z nejlepSich estiid Nedlouho po absolvovani
Ecole des Ponts zégel Naviefiv prastryc Emiland Gauthey a Navier, ktery opustil
Paiz kwvali praci v terénu, se vratil na zadost Corps dest®do P#ze, aby se zhostil
ukolu zrevidovat Gautheyho préci.

Navier si vzal na starost kurzy aplikované hastky na Ecole des Ponts et
Chaussées v roce 1819 a v roce 1830 se zde sfakprem. Misto tradniho pojeti
vyuky vSak mngnil osnovy, ve kterych kladl mnohemétsi diraz na fyziku a
matematickou analyzu. V roce 1831 navic nastoupil Ap-L. Cauchym na Ecole
Polytechnique. Jeho nazory na vyuku vSak nebylgabsdileny a tak se kratce po jeho
ustanoveni profesorem na Ecole Polytechnique daktasporu se S. D. Poissonem
ohledre vyuky Fourierovy teorie analytiky tepla.

Jako specialista na stavbu silnic a rindsfl prvnim, kdo vytvél teorii vysutych
mosti, ktera byla pedtim postavena néist¢ empirickych zakladech. Jeho n&gi
projekt, postavit vysuty mostigs Sienu, vSak skoih nedsgchem. Pravym @ilvodem
nedusgchu tohoto projektu bylo, Ze ho nikdy nepodporovalatni radnice. Prace vSak

presto pokréovaly, avSak &sré pied dokodenim praskl na jednom konci kandl, coz

NN
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nepovazovali problém za zavaznyigppavovali se poSkozeni opravit, byl tento incident
vyuzit radnici jako zdminka k zastaveni projekimast byl strzen.

Navier je dnes znam nikoliv jako stavitel mipgako ve své daoh ale spiSe diky
Navierow - Stokesow rovnici dynamiky tekutin. Pracoval na problémegdikované
matematiky z oblasti inZenyrstvi, pruznosti a medkya tekutin a navic svou praci
prispél k teorii Fourierovychiad a jejich aplikaci na fyzikélni problémy. Znamou
Navierovu-Stokesovu rovnici pro nesiikelné kapaliny zviejnil v roce 1821 zatimco o

Stoji vSak za povSimnuti, Ze Navier odvodivMaovu - Stokesovu rovnici, aniz by
plné chéapal fyzikalni podstatu jéy které modeloval. Nechapal smykovy odpor v
tekutinach a ragji zalozZil svou praci na upra&vEulerovych rovnic, aby vzal v Gvahu
sily mezi molekulami tekutiny.

Academie des Sciences vilav roce 1824. V roce 1831 se pak staligti Cestné
legie. Navier Zil v dob, kdy Evropou a Franciitpdevsim, hybala velka politicka hnuti.
Navier il v industrializovany set, ve kterém w¥da a technika WeSi &tSinu
problémi. Sta¢l se také na odpor proti valce a krveproliti zan€muzské revoluce a
Napoleono¥ vojenské agresi.

Od roku 1830 byl Navier zasstnan jako vladni poradce v otdzkach vyuzédw a
techniky ke zlepSeni situace v zemi, v oblasti puzie dopravy jak sildini tak
Zeleznéni. Jeho mnohé zpravy ukazuji na jeho pozoruhodnépmosti stejiijako silné
politické nazory ohledhbudovani industrializované spoitmsti ku prospchu vSech.

3.2 George Gabriel Stokes

(13.8.1819 - 1.2.1903) Narodil se v roce 18&%Bkreenu (hrabstvf 2
Sligo, Irsko). Jeho otec Gabriel Stokes byl pastorByl nejmladsi ze %.. -

Sesti @ti a jeho 3 starsi briatse stali duchovnimi. George Stokes b

jednim z nejvyznamijSich irskych ¥dci. Je povazovan za jednoh

ze zakladat@l hydrodynamiky.

Vroce 1832 opustil Stokes Skreen &tachodit do Skoly
v Dublinu. V roce 1835 (bylo mu 16 let) odjel Stski#o Anglie a zéal studova Bristol
College. Nasledh studoval v Cambridge. V roce 1851 se stEnem Kralovské

Obr. 3.2.1

spole&nosti. Ve stejném roce publikoval George Gabriek8$ swj zakon viskozity.
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Rednétem jeho studia byla mechanika kontinua, viny vZpsich tlesech a
difrakce. Na jeho piest je zakladni rovnice mechaniky kontinua nazvBliaaier -
Stokesova. Krom hydrodynamiky se zabyval genim znén gravit&niho pole na
povrchu Zemi. Jeho znalosti fgkrctily prah fyziky, zabyval se také chemii a

botanikou.

Stokediv viskozimetr

Princip uéeni kinematické viskozity podle Stokese &pé v ntieni doby padu
kulicky o dané hustéta polongru spus¥né v gistroji zvaném Stokés viskozimetr,
ktery je naplgn mgienou kapalinou. Kapalina je Zdlt& na ufitou teplotu (viskozita se
s teplotou mini). Mé&fi se doba, kterou urazi kékia mezi déma zngkami.

Jeho finos hydrodynamice byl océm tim, Ze po &m byla pojmenovana jednotka

kinematické viskozity (systém CGS).
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3.3 Odvozeni Navier - Stokesovy rovnice

Navier - Stokesova rovnice vyjage rovnovahu sil na elementu kapaliny, proudici
laminarré - tedy s uvazovanintdcich sil.
V kapalirg si vytkneme element hmoty tak, jak je na@mre na Obr. 3.3.1 V mist

elementu psobi viEjsi objemové zrychlenA=i A + J [A, +KA,, v Obr. 3.3.1 jsou

pro tSi prehlednost obrazku slozky objemového zrychleni red&rngy mimo &ziste.

Y

Obr. 3.3.1 Vyzn&ené elementy hmoty.

Déle na shy elementu fisobi sily tlakové aiéci. Treci sily jsou zfisobeny pra¥
viskozitou tekutiny.

Pro tlakové sily jsobici na $ny elementu pouzijeme indexovani veésmosy, v
jakém tyto tlakové sily {sobi.

Smykové sily budeme ztia ¥ se déma indexy - prvni znd osu, na niz je &ha,
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kde napti pasobi, kolm4, druhy osu, s niz je smykové dapovnolEzné (viz
Obr.3.3.1).

Nyni aplikujeme zakladni vztah silové rovnoyahsowet vSech fisobicich sil je
roven sodinu hmoty elementu a jeho zrychleni.

Pro snér osy x plati (element hmotim= p[dx[dy[dz):

adndyde = ordndyds A+ p,dydz —(p, + aap” dx) dy dz = 7, dz dx+t

X

& 75 d
(7t v dzdx — o drdy+ (g + —"dz) dx dy
ihe iz

(3.3.1)
Délenim hmotou elemenfaldx[dy[dz dostaneme:
d
@, = A, _1.% +l( £ +a;:‘”‘)_
&o0x e dy e (3.3.2)

Tento vztah plati pro jakékoliv protrd skut€né kapaliny, tedy pro progdi
laminarni i turbulentni.

Nyni vyjadime momentovou podminku rovnovafigdich sil na elementu kapaliny
k osam, jdoucim jeha%is€m (element kapaliny se nerogtdiecimi silami) - nap v

pohledu proti ose z musi tedy platit:

o '.::Ez"dy'd—;+(ﬁ;ﬂy +aa—f:'dx)'d?x'dz'dy— T 'cfx‘dZ'dEy—l:f}w +%'dy)'d%'dz'dx= 0,
(3.3.3)

neboli po Upra¥.

fw+aa?.%_fm+%-%— . (3.3.4)
Po zanedbani veln nizSihofadu dostavame rovnici rovnosti smykovych &tap
(v pohledu proti ose z)

o = e

Obdobg tomu je i u dalSich smykovych n#p T e m T T
Sdruzen& smykovéaiéici) nagti jsou tedy stejna.
Newtoniv vztah:
v
T (3.3.5)

plati pro proudni laminarni, kde se rychlostémi jen ve sniru kolmém na jeji vektor

(jednorozngrné proudni).
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Rozsteny Newtoriv zakon pro laminérni prosdi (trojrozngrné) ma tvar:

a i
Py = T = # (=),
v B 9x (3.3.7 a)
obdobré
R I(Bvx N Bvx)
dz dx
he ha
Fe = Ty = (—L + =),
dz (3.3.7 b, ¢)

Tyto vztahy plati samégjme pro tzv. Newtonovskeé kapaliny, kde smykove ¢iaje
piimo anerné znené rychlosti ve smru kolmém na vektor rychlosti, konstantou
umérnosti je dynamicka viskozil” . Neplati pro kapaliny plastické, pseudoplastické a
dilatantni.

Dosadime-li odvozené vztahy do rovnice silové raaity, obdrzime:

L ap, 7, 3%, B, ab, @

g, =A —— ZE+ 1 ;+ = 2,
& dx e dy dxdy 8z dxde (3.3.8)
Velicina:
'\'=£
i (3.3.9)

je kinematicka viskozita.
Tlak ve viskézni kapaliineni skalar. Je to vektpr=i [p, + | Cp, +Kk [p,. Lze viak

odvodit, Ze existuje valinap, skalarni, invariantni k seadnicim.

Pro idealni tekutinu plap, = p, = p, = p. U skut&nych tekutin vznika fidavne

napiti ndsledkem linearni deformace elementargésiic tekutiny.
Pro skuténou kapalinu tedy plati, Ze:

p, = p-2m %
o0x

avy
p, = p—ZWGa—,
y

P, = p—zam‘;ﬁ. (3.3.10 agh,
z
Velicinu p budeme nazyvat tlak a plati pro ni:

1
p=clp,tp,tp)
3 (3.3.11)
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Je to vetiina smluvni, zatimco,, p,, p, jsou tlaky v pravém slova smyslu.

Dale plati (provedeme derivace rovnic, popisujigigchp, , p, ):

dr, 8__2:1 o Bzvx

dr oz ax?
ap_? = @ - D azv?
& B
o, W _, aﬁvx_
k& &t (3.3.12a, b, ¢)

Po zavedenithto vztal do rovnice rovnovahy sil obdrzime:

2 2 a2 a 4
a, =4 —laﬁ+2-f-av”+?-[av“+ TN E:'vz]

' Y osdx o axe _-f? Elyg Axdy & iz (3.3.13)
Neboli (3.3.9) a po Upray
2 2 2
a, = A —lzﬁ+;~-- [[aa‘t;" + aﬂ? + aﬂ 1;*]+ai[% +%+%]‘
eteks x v iz x| dx  dv iz (3.3.14)

Clen v posledni zavorce je roven nule, je to rovrkemtinuity pro nestkitelnou

tekutinu:

oy & (3.3.15)

dz (3.3.16 a, b, c)

axt At gt (3.3.17)
Jedné se o Navier - Stokesovy rovnice sloZkweénestlaitelnou viskdzni tekutinu,
popisujici laminarni proushi Newtonovskych kapalin.
Vektorovy tvar Navier - Stokesovy rovnice ahidne vektorovym sgenim €chto #i

slozkovych rovnic, takze obdrzime:
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&’=ﬁ—l'gm.:1’p + a0 A
< (3.3.18)

po rozepsanilenu ana tvar:

v
a=—+%v gradv
x| &

(3.3.19)
dostaneme tvar rovnice:
v - - 1 -
—+¥ gradV =A-—gradp + 40
< (3.3.20)
Vyznam jednotlivyckleni rovnice (ve fornd zrychleni):
.
ot

vigradv: konvektivni zrychleni,

mistni (lokalni) zrychleni,

A: objemové zrychlent,

1 [grad p: zrychleni zpsobené tlakovym spadem (gradientem),
P

VIAV: zrychleni poebné k pekonani viskdznihaeni tekutiny.

V celém odvozovani Navier - Stokesovy rovrjgree fedpokladali, Ze kapalina je
sice viskozni, ale je nestitelna. Pro skuttou kapalinu, kterd je jeStnavic
stlatitelna, ma Navier - Stokesova rovnice vektorovyitva

—v+ﬁ'gm.:i17 = ﬁ—l'gm'cz’p +,s~"£17+£gmddiv i
@ 3 (3.3.21)

Clen %grad div Vv je zrychleni, zpsobené dalSimdinkem vazkosti vzhledem ke

stlatitelnosti tekutiny.
Navier - Stokesovy rovnice Ize doplnit rovnkzintinuity (nap. pro nestléitelnou

tekutinu ma tvadivv = 0.
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3.4Re3eni Navier - Stokesovy rovnice

V sousta¥ Navier - Stokesovych rovnic a rovnice kontinuigpog ¢tyfi neznamé
veliciny (vx,vy,vz, p). Znameé musi byt objemové zrychle(ﬂ\ﬂ Ay,AZ), kinematicka
viskozita (v) meérna hmotnost kapalin{(,o) a okrajové podminky.

Obecs nejsou Navier - Stokesovy diferencialni rovniegitelné. AnalytickéeSeni
je mozné pro jednodussfipady laminarniho prowdi, slozigjsi piipady laminarniho
prouckni jsouiesSitelné numerickymi metodami.

Pro aplikaci Navier - Stokesovych rovnic pusbulentni prouéhi je teba doplnit

rovnice gidavnym turbulentnim n&gm, které vznika turbulenci (fluktuaci) proudu -

viz Reynoldsovy rovnice.

3.5 Pouziti Navier - Stokesovy rovnice

Pouziva seipvypoctech proudni v aerodynamice a hydrodynamice.
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4. Program COMSOL MULTIPHYSICS

4.1 Aplika&ni moéd Navier - Stokesovy rovnice

Mechanika proughi se zabyva studiem plgra tekutin bd’ v pohybu (dynamika
tekutin) nebo v klidu (statika tekutin). fiFstudiu toku kapaliny, je&asto dostatay
predpoklad, Ze hustota tekutiny se raim Tento pedpoklad nAm umadije pouZiti
aplikatniho modu Incompressible Navier - Stokespomoci  #ho miZzeme feSit
problémy z oblasti dynamiky tekutin.

COMSOL Multiphysics podporujéeSeni uloh ve stacionarnim stavu, tak i tdloh
nestacionarnich. V Modelu Navigator nalezneme tifimody pod poloZkami
Incompressible Navier - Stokes

» Steady - state analysis

» Steady - State analysis with multigrid

* Transient analysis

T Model Mavigator

| My i hdadel Library | User Models | Settings

Space dirmension; 2D w |

|_AFEMLAB
# || Chemical Engineering Module
# || Electromagnetics Module
# || Mcoustics
# || Diffusion
# || Electromagnetics
= ¥ Fluid Dynamics
= & Incompreszsible Mavier-Stokes
® Steady-state analysiz
® Tranzient ahalysis Description:
# || Hesat Transfer [FEMLAB - Muttiphysics modeling.
# || Structural Mechanics:
# || PDE Modes:

Dependert variables: | Ul

tpplication mode name; | |

Element: | o] [ Muttiphiysics ]

Ok l[ Cancel I

Obr. 4.1.1 Dialogové okno Model Navigator.
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Aplikaéni méd Incompressible Navier - Stokgsacuje s neznamym tlakem a

sloZky vektoru rychlosti tekutiny v daném ksod

4.1.1 PDE formulace a rovnice

Program COMSOL Multiphysics pouziva zob&wru Navier Stokesovu rovnici ve

tvaru:

o

ﬂ%‘—r]?zu +p(u-Viu+vp=F
E

V.ou=10
(4.1.1.2)

V pripadech studia rovnovahy hybnosti v extrémnich go#léch, zobeamé
rovnice v podminkach transportnich vlastnostitagkovych rychlostnich spédsou:

p%’—? - [T]["-Fu+["-?u]T]]+p[u- Vin+vVp=F

V-u=0 (4.1).2
Rovnice (4.1.1.1) je rovnovaha hybnosti, ro¥r#.1.1.2) je rovnici kontinuity pro
nestl&itelné tekutiny. V rovnicich je pouzito naslediigoaeni:

* 7] je dynamicka viskozita

P je hustota

u je pole rychlosti

p je tlak

F je intenzita silového pole.

Pomoci tohoto aplikaiho médu miZzeme simulovat &Sinu Gloh. V praxi vSak

aspsSna analyza Yivych proudni vyZaduje zjednoduSeni popisieposu hybnosti.

4.1.2 Tenzor nafti a jeho implementace

Tenzor nafti predstavuje silu, ktera se ugiaje na rozhrani tekutiny.

Viskdzni tenzor nafti 7 je definovan vztahem

T :T]i?u+i'~?u]T] (4.1.2.1)
V disledku hydrostatického tlaku a viskéznim silamizen v tekuti® dochazet

k pnuti. Celkovy tenzor n&fi o je definovany takto:
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o =—p[+r]i'~?u+['¢u]T] (4.1.2.2)

kdel je jednotkova matice, nebo jednotka diagonalniceat

Pomoci tenzérnageti mizeme definovat viskdzni silu rozhrani na jednotkovo

plochuK
K=wn=nVu+ ["‘?u]T]n
(4.1.2.3)
a celkovou silu rozhrani na jednotkovou plodhue tvaru
T=0on = (-pl+n(Vu +["~?u]T]]n (4.1.2.4)

kden je vrejSi normalovy vektor na rozhrani.

4.1.3 Bezrozirny tvarNAVIER - STOKESOVY rovnice

Navier - Stokesovy rovnice jsaiasto pepsané v bezrozimém tvaru,éehoz je
dosazeno tak, Ze zavedeme noveé grom, které jsou vzhledem Kymodnim ve vztahu
u* = u/U,

t* = tU/L,

kde L a U jsou Skélovaci veiny.

Za predpokladu stalé hustoty, pak ziska rovnice tvar:
fu’”

1 #* # T * # * #*
— Vg (Vu +(Vu ) ) +(u -Viu +Vp =F
1 ot e ’

¥ou =0 (4.1.3.1)

kde velikosti visk6znich vlifr jsou dany bezrozénnym Reynoldsovyndislem

Re= YLP (4.1.3.2)
Ui
Vztah mezi timtaislem, fyzikalnim tlakem a objemem ttakil v tomto pdadi jsou:
- _F
p=——
P L‘TE
‘ Fr= F—L
}':IL'TE

(4.1.3.3)
Hodnota Reynoldsovéisla ma velky vliv na tok a popisuje, jak moc seddo

v systému vyskytovat viry.
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4.1.4 Nastaver8 UBDOMAIM(poddomén)

HodnotySubdomaimastaveni jsou:

Jednotka | Prosmna Popis
P Rho Hustota
7] Eta Dynamicka viskozita
F F Velikost sily
Tab. 4.1.4.

Hustota materialu specifikuje hustotu tekutin.

* Dynamicka viskozita

Tento termin popisuje vztah mezi kluzem v tekua pongrem kluzu. To znamena,
Ze voda a vzduch ma nizkou viskozitu a latka jdleprma mit vysSi viskozitu. Kfeme
tak popisovat ne - Newtonianovu tekutinu definowdrikluzu - pondr zavislosti na
viskozitt. Priklady ne - Newtonianovych tekutin jsou: jogurtppava dr a suspenze
polymeru.

Poznamka: Chemickéa technologie modulu obsasyplika&ni mod pro
ne - Newtonianovy tekutiny @ddeklarovanymi modely viskozity.

» Velikost sily

Velikost vektoru silyF = (Fx, Fy, Fz), popisuje distribuované silové pjaleo nap.
gravitaci. Jednotka velikosti sily je sila/ploch&ltiZzeme specifikovat vlastnosti

subdomény v dialogovém o&iSubdomain Settings
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Subdomain Settings - Incompressible Havier-Stokes (ns)

Equakions

Vu=10

i Subdomain salection

FE ~

[ ] Select by group
Active in this domain

paufat + pu'Vu = 7{-pl + n({Vu + (Tu) )] + F

Physics | Init | Elerment |

Flutd properties and sources)'sinks

Library material: | v Load. .,

Quantity Yalue/Expression Unit Description
p T kgfm?® Density
n 1 Pa:s  Dynamic viscosity
F. o Mjm®  Wolume Force, x-dir.
Fy [0 Njm®  Vohume Force, y-dir.

Artificial Diffusion, .. I

[ ok || cancel || apply |[ Hel

Obr. 4.1.4.1 Dialogové okno Subdomain Settings -
nastaveni paramétNavier - Stokesovi rovnice.

e Hraniéni podminky

Program COMSOL Multiphysics uminie definovat okrajové podminkykolika

zpiasoby.Hranini podminky pro aplikeni médincompressible Navier - Stokésou:

Tabulka: Hranini podminky NAVIER - STOKESOVY rovnice

Hraniéni podminka

Popis

u=ug = (g vg Wy

Vtokovéd/ vytokova rychlost

T=-pgn

Vtok/ tlak (totalovy tlakovy tenzor)

p=py K=0

Vtok/ tlak (viskézni tlakovy tenzor

u=0 t K=20

Kluz/ symetrie 2D

n-u = 0. t]-K:ﬂﬁ

t,- K = Kluz/ symetrie 3D

Bez kluzu
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Hraniini podminka Popis

t-u=0 Normalovy tok/ tlak 2D

n-T=-p, (totalovy tlakovy tenzor)

t-u=0 Normalovy tok/ tlak 2D

P =Py (viskozni tlakovy tenzor)

n-K=20

t;ru=20 Norméalovy tok/ tlak 3D

to-u =10 (totalovy tlakovy tenzor)

n-T=-p,

t;-u =10 Normalovy tok/ tlak 3D

t,-u =0 (viskdzni tlakovy tenzor)

P =Dy

n-K=20

T=10 Neutralni (totalovy tlakovy tenzor)

K=0 Neutralni (visk6zni tlakovy tenzor)

u=0K=0 Axialni symetrie (osova symetrie)
Tab 4.1.4.

+ VTOKOVA/ ODTOKOVA RYCHLOST
Tato okrajova podminka se pouzivérpadech, kdy na rozhrani vtoku, nebo odtoku
muzeme specifikovat rychlost pole tekutiny:

u = (u,v,w) = (g g Wyl

v 3D a v 2D pipadu se zmenSuje posledni prvek.

e ODTOK/ TLAK
Tato okrajova podminka pouziva tvaru totalrtibkového tenzoru a celkova sila na

rozhrani je tlakova sila definovang p
T =-pgn
Pouzivani tvaru visk6zniho tlakového tenzdiak je nastaven naym@m viskdzni sila
je nulova:
Po=0
K=0
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To znamend, Ze implementace odtokovych podmpre totalni tlakovy tenzor
pouziva Neumannovu mezni podminku, ktera posky&séi znazoréni problému nez
Dirichletova mezni podminka ve visk6znim tlakovéemzioru. Déle jestmize byt
okrajova podminka uzitea napiklad, kdyz chceme dvoijici tlakpiipojit k tlakovému
poli, které je definované v dalSim aplékam modu v pisluSnésubdomain
Alternativre maZeme realizovat Dirichletovu podminku pro tlak pouzivani
totalového tlakového tenzoru v dialogovém ®Boundary Settingpro soustavu rovnic

a primo edituje mezni koeficienty.

« KLUZ/ SYMETRIE
Okrajova podminka Kluz znamen4, Ze normaléezks rychlosti je nulova:
n.u=0

a , Ze tangencialni slozka viskozni sily mizi:

t.K=0
v 2D:

t1.K=0
t2. K=0

v 3D. Tato podminka je rovnhocenna mezni podmigoeetie.

« BEZKLUzZU

Okrajova podminka Bez kluzu znamena, Ze ngtttekutiny se rovnd mezi, obvykle
tedy nule. Normakpouzijeme tuto podminku pro meze.
u=0

+ NORMALOVY TOK/ TLAK
V primém odtoku mez pouziva totalni tlakovy tenzor fisionormalovou slozku
celkového mnozstvi sily na mezi je tlakova sildriefana p. Také tangencialni slozky

rychlosti jsou nulové. V 2D:

t.u=0

n. T=-p
V 3D:
t1.u=0
. u=
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Pouzivani viskdzniho tlakového tenzoru je ttgka tangencialni slozky rychlosti
jsou nulové. Také normdlova slozka viskozni silynelova. V 2D pi  téchto
podminkéach je:
t.u=0
p=0
n. K=0
V 3D:
tp.u=0
to.u=0
p=0
n. K=0

+ NEUTRALNI
COMSOL Multiphysics zpracovava neutralni m¢aieo kdyby tam nebyla Zzadna,
C0Z znamena, ze totalova nebo viskézni sila zmid.formulaci celkového namahani,

to znamen4, zZe:

T=0
Pro viskézni formulaci:
K=0

Vybereme a specifikujeme mezni podminky v dialogowd&ne Boundary Settings
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Boundary Settings - Incompressible Navier-5tokes (ns)

Equation

tu=0, n{-pI +n{Fu+ (Vu) )ln = B

| Boundaries | Groups Soetfilents
Boundary selection Boundary condibians
_ % Boundary condition: Normal flow(Pressure  + |
3 Quantity Yalue/Expression Unit
4 U, my's
v s
[ P 0 P
-

Group:
[] select by group

[] Interiar boundaries

Description
w=yaocity
y-walocity

Pressure

| ok || cemcel || Apply || el

Obr. 4.1.4.2 Nastaveni okrajovych podminek.

Stabilizani techniky se pouzivaji zidodu zvySeni stabilityeseni.

e UMELA DIFUZE

Aplikacni modincompressible Navier - Stokpsdporuje urélou difizi pouzivanim

nésledujicich metod:

* |zotropni difuze

* Proudnicova difuze

» Boeni difuze (crosswind difusion)

* Tlakova stabilizace

Pro specifikovani a aktivovani gla difize postupujeme takto:
1 oteeme dialogové okn8ubdomain Settings
2 klikne na tlgitko fyzika

3 vybereme alesmgedusubdomainpoddoménu), klikneme na ¢igko difuze
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Artificial Diffusion

Artificial Diffesion For Mavier-Stokes Equations

0.5 | Tuning parameter
[] Streamiing diffusion |
Byg M) bz Tuning parameter
[7] Crosswind diffusion |
8.4 Ofh) 0. 35 .Tunlng parameter

[ ] Pressure stabilization Petrov-Galerkin

ﬁps ofh) _ | Tuning parameter

[ QK ][Cancel]

Solver Parameters

Analysis:

Obr. 4.1.4.3 Nastaveni e diflze.

Auto zelect solver

Solver:

~Time stepping

Times: |III:III.1 il

Relative tolerance: |IZI.IZI1

Stationary linear
Stationary nonlinear

Tirme dependerit

Eigervalue
Pararmetric linear
Faratmetric nonlinear

[

Abzolute tolerance: |EI.EIIII1 1]

[ &l complex numbers

~Linear system salver

Linear system solver: |Direu:1 [LIMFPACH] b |

Aclaption

Solution form: General W |

|:| Symmetric matrices

X

Ok H Cancel ][ Apply

Obr. 4.1.4.4 Specifikace uthé difize

Solver Parameter@astavenfesice)
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4.2 Riklad: Stabilni nestlatelny tok

Tento model zkouma fyzikélni vlastnosti plocimgstl&itelny a ustaleny tok: tok
kolem zgtného kroku za néfiomnosti vigjSich sil. Toto je BZna uloha v CFD. Tam
neni zadné znamé&gsnéreSeni, ale experimentalni data byla publikovandéi(pgte se
na Ref. 1) proto bylo mozné kontrolova&epnost FEMeSeni.

Model zahrnuje rozbory pouzivani obou regulérnialjubelnikovych siti a
mapovanych siti, porovnétéSeni proizné hustoty ok v siti.

4.2.1 Modelova definice

Tekutina vstupuje levou stranou s parabolickgyohlostnim profilem, prochazi
kolem otvoru (trubky) a opousti prostor skrz praskraj (obradzek 4.2.1.1 ukazuje

modelovou geometrii).

o O

Obr. 4.2.1.1 Modelova geometrie.

Model vypgita sloZzky rychlosti tekutiny = (u, V) ve snérux, y a jeho tlakp v
oblasti definované geometrie ¥eglchazejicim obradzku 4.2.1.1. PDE model pro tuto

aplikaci uziva stacionarni negtilné Navier - Stokesovy rovnice

j; —n'*?zu +plu-Viu+vp =F
LVeu=0 (4.2.1.1)
kde veltiny (uzivaji se jednotky Sl):
« Dynamicka viskozitag = 1.79-1¢ kg/m.s
« Hustota,p = 1.23 kg/nf
* Silové poléeF, neni v tomto modelu vyuzito
Prvni rovnice je rovnovaha hybnosti z druh&mewtonova zakona. DalSi vztah je

rovnice kontinuity, kde nula na pravé sitamamena, Ze tekutina je nesifalna.
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Tvar proudového pole zavisi jen na Reynoldstisle. V tomto modelu vybereme
okrajové podminky tak, Ze jpmérna rychlost v fitoku je Vimean= 0.544 m/s. Pro ziskani
odpovidajicich parabolickych rychlostnich préfihastavenych (u, v) = &eas(1-S),
0), kde jsou okraje parametrizace peomé, ktera &i od 0 do 1 podél okraje. Tekutina
je vzdy stacionarni na okraji, takze, ¢) = (0, 0) je vhodna okrajovad podminka. Ve
vystupnim okraji pedpokladame staly atmosféricky tlgk= 0.

Pro takové prouahi tekutiny nizeme pedpokladat rychlostni pole s okrajovou
vrstvou tlougky =1/ JRe v krajich. Pro \eSeni tohoto problému gebujeme
n¢kolik fad elemernit nag¥ic¢ vrstvou. Pro tok s velkym Reynoldsovyiislem, elementy

v prostednicasti kanalu mohou byt o dositsi nez ty, které jsou blizko okraje.

4.2.2 Pouzivani aplikaiho mdéduncompressible Navier - Stokes
Zaneme nastavenim modelu@Senim tohoto problému na fixované izotropni siti.
Dané vstupni Udaje odpovidaji Reynoldseisiu

_ 0.544-2-0.0052 - 1.23

Re 2- 123 3g9
179107

(4.2.2.1)
TirebaZze pracujeme s modelem ustaleného tokuelpge pdéateini podminky,

protoZe nestk&itelné Navier - Stokesovy rovnice jsou nelinearni.
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Vysledky:

Time=0 Surface: Velocity field [m/s Max: 0.228

0.9

0.8

0.2

0.7

0.6

0.5 [ 0.15

0.4

0.3
0.25 r 0.1
0.2

0.1

0 0.05

-0.1

-0.2

0

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 13 1.4 15 Min: 0

Obr. 4.2.2.1 Zobrazeni pole rychlosti.

Obrazek 4.2.2.1 ukazuje pole rychlosti v zmaaweé proudnici. Ze vstupu tak
muzeme identifikovat okhovou oblast, kterd expanduje se stoup&jeeivVzdalenost od
vstupu k bodu stagnace, kde se tok znavpioi k nizSimu okraji, je fipojovaci délka.
Bezrozngrneé ¢islo udavajici othovou oblast je ifjpojovaci délka dena girastkem
vySky. Podle experimentalnich dat je tento podiblgné 7.93 v Reynoldss@wisle
389.

Pro dostate¢ velké Re se vytvdi vir na odtokovém okraji, coZ znamena, Ze je tam
vtok skrz pgedpokladany odtokovy okraj. Tento poznatek si vypeiczahrnuti vice
oblasti ve vyp&tovém okruhu k tomu, abychom dostali spolehliegeni.

Aplikaéni moédincompressible Navier - Stokagiva Lagrangeovy p2 - pl elementy
k tomu, aby stabilizovaly tlak. TakZe druhé lagremgské elementy modeluji slozky
rychlosti zatimco linearni elementy modeluji ti&tandardni nastaveni prvku v tomto
aplikacnim médu vzdy poskytuje jednu polozku vysSich Lagskych elemeidt pro
slozky rychlosti nez pro tlak. StabilizateSeni pouzivame pro difazi proudnice neni

doporwené pro Navier Stokesovu rovnici, krogvysSich Reynoldsovyatisel.



Proudani tekutin, program COMSOL - 36

Pro tento model bylo mozné pouzit dva drult§. siomogenni neuspadana 31 a
nehomogenni 8j kde lokalni zjeméni sit poskytuje ¥tSi presnost kolem bodu, kde je
to poteba.

Na nasledujicich obrazcich jsou ukazatiklpdy sit:

* Homogenni neuspdadana st’

()

Obr. 4.2.2.2 Ukazka vygenerované&sit

* Neuspaadana st’

()

Obr. 4.2.2.3 Ukazka vygenerované&sit

LepSi vysledky podava druhy typésita obrazku 4.2.2.3. Nasledujici v¢ppjsou
provadny na tomto typu sit

Porovnanim vysledkpro usp#adané a neuspidané sé a izné mnozstvi stufi
volnosti (DOFS) je evidentni, Ze neusjdany druh sét vykazuje pesrgjsSi a vice
stabilni vysledky jiz pro mensSiho mnozstvi DOFSciNérg, v limit¢ nekoné€ného
mnozstvi DOFS, vysledky pro oba druhy siti konv@rda zkusebniho vysledku 7.93.

Pdet element sit souvisi s pétem DOFS. A tak nebo tak, vztah neni stejny pro
uspdadanou a neusp@danou 31 Stejné mnozstvi elemeénsi® vytvori vétsSi DOFS

pro uspdadanou nez pro neuspolanou i, jednoduSe ki#i pravouhlému tvaru
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element sit. Pro stejné mnozstvi DOR&sureSeni je delSi pro usfimanou nez pro

neuspsddanou si Toto je dilezité pro usptddanou si kter& ma silgSi spojity

systém a nasledkem toho jsou systémoveé matice€ meéptylené.

Cesta ke knihowh COMSOL_Multiphysics/Fluid_Dynamics/backstep
COMSOL_Multiphysi€luid_Dynamics/backstep _quad

4.2.3 Model navigator

1. Jdeme ddModel Navigatora vybereme2D v nabidceSpace dimensiofprostorova
velikost).

2. V aplika&nim rezimu otekeme sloZzku COMSOL Multiphysic&tuid Dynamics
(dynamika tekutin) @ potom slozkuncompressible Navier - StokegyberemeSteady -
state analysiganalyza usaleného stavu)

3. Ujistime se, Zeagrange - p2 - plje typ prvku v nabidcElement(prvky).

4. PotvrdimeOK.

4.2.4 Parametry a nastaveni

1. Pro parametrizaci modelu, jdeme @ptions (moZnosti) nabidky parameir a
vybereme si konstantyCpnstants
2. Vytvoiime si nasledujici polozky v dialogovém eék@onstants které popisuji

vlastnosti tekutiny a rychlost:

Oznaeni Vyjadeni
Rho 1.23
Eta 1.79e-5
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i Marme Expression Yalue ! Deesicription
rhi |I -23 1.23

|

eta 1.79e-5 11,7525
Yrean 10,554

[T
L

| ok || cancel || appy ||

Help

Obr. 4.2.4.1 Nastaveni konst:

4.2.5 Geometrické modelovani

1 Klikneme na tlaitko Rectangle/ Squar@bdélnik/étverec) ashift, tim specifikujeme

obdélnik.

2 V dialogovém ok#& Rectanglgobdélnik) nastavime v edéaim poli Width (Sirku) 1.5

a v Height (vysku) 0.5. NechamBase Position(zakladni bod) nastaven m@onner

(skupinu) a zadame 0.02 v editém polix.
3 PotvrdimeOK.

4 Klikneme na tlaitko Elipse/ circle (elipsa/ kruznice) ashift, tim specifikujeme

kruznici.

5 V dialogovém ok& Elipse (elipsa) nastavime v ed#iaim poli A - semiaxegpoloosa

A) 0.05 a VA - semiaxegpoloosa B) 0.05 abychom vytkid kruZnici. NechameBase

Position(zakladni bod) nastaven @anner(skupinu) a zadame 0.02 v editém poliy.

6 PotvrdimeOK.

7 Klikneme na tlaéitko Zoom ExtentgzvétSeni rozsahu).
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orr

ne k-

05 -

04k

03 0 0 0
co1

025 [ 0 0 0 O
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01k
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Obr. 4.2.5.1 Celkova geometrie modelu.

4.2.6 Nastaveni fyziky

NastavenSubdomair{poddomeén)
Tento model uzivd aktudlni vlastnosti tekutiny $flemvané v jednotkach SI. S

vhodnou stupnici je mozné nastavit hustotu tekutirul a viskozitwy = 1/Re Jestlize

modelujeme timto zZjsobem, Reynoldsowgislo obsahuje informaci o hustaekutiny

spole&né s detaily na délkové stupnici, stupnici rychlostvigkozitu. Pro takovyto
model, zadam&/Rev editnim poli dynamické viskozity v dialogovém akB8ubdomain
Settinggnhastaveni poddomén). Musime si b§tlemi, Ze je nutné otit stupnici ged

tim nez interpretujeme vysledky kvantitatévn

Vstupni hodnoty:

SUBDOMAIN (poddoména) | 1

Jo) Rho
7 Eta
Vmean 0,544

1 Z nabidkyPhysics(fyzika), si vyberem&ubdomain Settingsastaveni poddomén).
2 V dialogovém ok& Subdomain Settings vyberemesubdomaingpoddomény) 1 a 2

ze seznabubdomain
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3 Vstupnirho v ediénim poliDensity(hustota).
4 Vstupnietav edita&nim poli Dynamic viscositydynamicka viskozita).

Subdomain Settings - Incompressible Navier-Stokes (ns)

Equations

puPu= P{pl+n{ Yu + (Tu)" )] + E

Vu=0
[SEdenare] oups| [ Prvss || e | |
Subdomain seleckon Fluid properties and sources)sinks
: Al |1 tbrary materi: | v
Quantity VYalue/Expression Unit Description
o o | ki Densty
N leta | Pas  Dynamic viscosity
F, o | Njm® Volume Force, x-dir,
W 1 e
F, 0 | Njm®  Volume Force, y-dir,
Group: |
Artificial Diffusion. .,
| ] select by group J
Active in this domain

Ol ][Canr_el ][ Apply H Help ]

Obr. 4.2.6.1 Zalozka fyzika.

Nelinearni vypoetni zdizeni také vyZzaduje pateni hodnotu. S malym
Reynoldsovyntislem je jednoduchy konstantni vyraz dostaje
5 Je& vybereme obsubdomainkliknutim na tabulkunit (pocatesni).

6 Stanovime piatecni podmineky podle nasledujicich tabulek:

SUBDOMAIN |1a?2
u(to) Vmean
V(to) 0

p(to) 0

7 Jdeme do p@tesni hodnotyVmeanv ediénim poli prou(tg). Tato hodnota odpovida

poli rovnonerné rychlostivmeanskrz doménu.
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Subdomain Settings - Incompressible Mavier-Stokes (ns)

Equations
o Fu = F-pl + 0 Fu + {?u}r}] +F
Tu=10
| Subdomains | Groups Physics | Int | Element
| subdomain selection ' Initial value
V':tu} IIE mfs y-welociky
plEgd ] Pa Pressure
s
Group:
[ ] select by group
fctive in this domain
[ L] 4 ][ Cancel H Apply H Help

Obr. 4.2.6.2 Z4lozka gateini podminky

8 PotvrdimeOK.

4.2.7 Okrajové podminky

1 Z nabidkyPhysics(fyzika), vyberemd3oundary Settingéastaveni okraje).
2 V dialogovém ok& Boundary Conditions(okrajovych podminek) jdeme do

nasledujicich satinitela okraje:

Okraj 1 2-5,7 8
Typ vtokova/ odtokova rychlost Bez kluzu odtokktla
Uo Vmeari6*s*(1 - s)

Vo 0

p 0

3 Vybereme okraj 1 v seznarBoundary selectiofvybér okraje).
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4 Vybereme Inflow/ Outflow velocity (vtokové/ odtokové rychlosti) v seznamu
Boundary conditiorfokrajové podminky).

5 VstupniVmeari6*s*(1-s) v edita&nim polivp.

Boundary Settings - Incompressible Navier-Stokes (ns)

Equation
u=u,
IEnundanes'. Groups| (" Coeffidents | Coior 5t
Bourdary selackion || Boundary condtions
i a1 |
_ 2 Bourdary condition; Irflow/Outfiow velacty ¥ |
5 Quantity Yalue/Expression Unit Description
4 Uy Wmean*6*s*(1-5) | M5 xevelocity
5 v 0 i yvelocity
. i Pa | |Pa  Pressue
3| b
Grow: | |
[] Select by group
[ ] Interor boundaties
[ Of ] l Carcel J [ Apaly J l Help J

Obr. 4.2.7.1 Nastaveni okrajovych podminek.

6 Vybereme okraj 8 v seznarBoundary selectian

7 VyberemeOutflow/ Pressurdodtok/ tlak) v seznamBoundary conditior(okrajové
podminka) nastavime tlak a tak&iume Ze by newrio byt Zadné viskozniiptizeni v
tekuting ve vystupu.

8 Udrzujeme implicitni hodnoty pro okraje 2 -5.a 7

9 PotvrdimeOK.

4.2.8 Generovani git

ProtoZe Navier - Stokesovy rovnice jsou \Wgias velmi obtizné, je @leZité pouzit
vhodnou 4. Jestli-Ze je sipriliS hruba,ieSeni by se nemuselo sbihébe&c, nebo by
zde mohly vyvstat velké numerické chyby. Naopaktlige je sf priliS husta, doba

ieSeni pro nelinearni soustavy rovnic by mohla bytiSpdiouha. V tomto fpack



Proudani tekutin, program COMSOL -43

feSime model se dma iiznymi druhy si, prvni: pouzivani mapové &jtdruhy:

pouzivani konveini trojuhelnikové sé

* Prvni pfipad sit - Mapova st’
1 Jdeme do nabidkivesh (sit) a vybere siMapped Mesh Parameter@arametry
mapoveé si).
2 V dialogovém ok&tMapped Mesh Parametekiikne na tabulkuBoundary(okraje).
3 Zaskrtneme v nastavovacim ratkeConstrained edge element distributi@mmezeni
distribuce okrajového elementu).

4 Jdeme do nasledujidumber of mesh elemerftanozstvi elemeftsit).

Okraj MnoZstvi elementsit
1,2,3,4,6 34
5,7 62

5 Klikneme naRemesha OK.

» Druhy pripad sit - Trojuhelnikova sit’
1 Jdeme do nabidkyesh(sit) a vybereme drree Mesh Parametel@arametry volné
siK).
2 V edinim poli pro vstup zaddme 9e-4 gviaximum element sienaximalni velikost
prvku) naGlobal (celkoveé) strance.
3 Klikneme naRemesta OK.

4.2 9Redeni problému

V poloZce Solver parametermastavime dle ptgby parametryieSie, jako je
napgiklad délka iteréaniho kroku, zvolenaiesnost, pouzité metody pieSeni soustav
algebraickych rovnic atd. Simulaci poté spustimesksein tl&itka Solve (feSit).
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Solver Parameters |§|
r\nalyms: |[General | Time Stepping || Advanced|
~Time stepping
Auto select solver .
Times: |D:IZI.1 230 |
Solver: i Relative tolerance: [0.m |
Stationary linear fia| Absolute tolerance: {0010 |
Stationary nonlinear
Time dependent D Rl @ (=S
Ei |
e L_‘E ) rLinear system salver
Parametric linear
Parametric nonlinear Linear system salver: |Direct (UMFPACK) ™ |
Preconditioner: | |
s
Solution form; eneral " |

D Symrmetric matrices

E Ok i[ Cancel ][ Apply J

Obr. 4.2.9.1 NastavengSce.

4.2.10 Nasledné zpracovani a vizualizace

Standardni vizualizace vkresli velikost pole rystilo

og

07

0E

0a

04

0z

025

0z

0.1

-0

-0z

-0z

Time=0 Surface: Fressure M2 132007

Min: 132.982

Obr. 4.2.10.1 Vysledné vykresleni pole rychlosti.
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Pro to abychom vidi pole rychlosti a tlakového pole stasreé, pouzijeme kombinaci
ukazatele a vytidme nakres:
1 Jdeme do nabidkyostprocessingnasledné zpracovani) a oteme dialogové okno
Plot Parametergvykresleni paramei).
2 Klikneme naSurface(vrchni) strdnku.
3 PodSurface datgvrchovymi daty) si zvolime tlak v seznarRuedefined quantities
(preddefinovanych moznosti).
4 Klikneme na tabulkérrow (ukazatele).
5 ZaSkrtneme v nastavovacim ratkeArrow plot
6 PotvrdimeOK a vidime kombinované vykresleni.

Time=1 Surface: (u<epsfi-0.0200.0048 Amrow: Velocity field hdax: 83.092

a0

07
a0

06

F 70

05

=]
0.4

0z - 150
0.25

0z

0.1

= =0

-0

-0.2

Obr. 4.2.10.2 Zobrazeni protrd pomoci vektar.

Pro zobrazeni ¢hové oblasti, pouzijeme podnéiy vyraz testovani pro zapornou
x- komponentu rychlosti.
1 Oteweme znovu dialogové oknBlot Parameters Fridame vykresleni proudnice a
odstranime ukazatele v nastavovacim &mueStreamlines(proudnice) a odstranime
ukazatel v nastavovacim raske Arrow.
2 Klikneme naSurface(vrchni) tabulku.
3 V oblastiSurface datanapiSeme (u<eps)*(x-0.02)/0.0049 vamdin poli Expression
(vyraz). Odstranime ukazatele v nastavovacim tam8mooth(vyhlazeni) (dany vyraz

je zangrné nespojity).
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4 Klikneme na tabulk&treamling(proudnice).

5 V tabulceStreamline Pointgbody proudnice) klikneme na &iéko Specify start point
coordinateqspecifikace p&atenich bodovych saadnic).

6 Editujeme poldinspace(0.03,0.03,10) x alinspace(0,0.0101,10) v.

Tyto hodnoty wtuji sodadnice pro 10 stefirozloZenych péateinich bod.

7 Klikne na tabulkustremline Colobarevné sloZeni).

8 Klikneme na tlaitko Color (barva) a vyberem&ervenou jako barvu proudnice.

9 Kliknutim naOK zaweme dialogové okn®lot Parametersa na obrazovce se mam

objevi nové vykresleni.

4.3 llustrace simulace

Na ukazku jsem zdeigal vysledky vySe uvedené modelové geometrie.

Tabulka: Parametry modelové geometrie

Sirka obdélniku 1.5m
Vyska 0.5m
Poloner kruznice (trubky) | 0.05 m
Poasateini tlak 133 Pa
Patateini rychlost 0.1 m/s
Hustota tekutiny 1 kg/f
Dynamicka viskozita 12

Rychlost ve sr@ru osyx 0.1 m/s

Rychlost ve sr@ru osyy 0 m/s
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Time=0 Streamline: Velocity field [m/«
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Obr. 4.3.1 Rychlostni poledase 0 s.

Time=10 Streamline: Velocity field [m/<
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Obr. 4.3.2 Rychlostni poledase 10 s.
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Time=20 Streamline: Velocity field [m/¢
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Obr. 4.3.3 Rychlostni poledase 20 s.

Time=30 Streamline: Velocity field [m/<
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Obr. 4.3.4 Rychlostni poledase 30 s.
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Time=0 Surface: Pressure [Pa Max: 133.007
0.9
0.8 133.005
0.7
0.6
133
0.5
0.4
0.3 132.995
0.25
0.2
0.1
132.99
0
0.1
-0.2 132.985
0.1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1 12 13 14 15 i 132083
Obr. 4.3.5 Tlak ¥ase O s.
Time=10 Surface: Pressure [Pa_ Max: 133.006
0.9
0.8
133.004
0.7
133.002
0.6
0.5
133
0.4
132.998
0.3
0.25
0.2 132.996
0.1
132.994
0
-0.1 132.992
0.2
132.99
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 13 14 1.5 Min: 132.99

Obr. 4.3.6 Tlak wkase 10 s.
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Time=20 Surface: Pressure [Pa’ Max: 133.006

0.9

0.8
133.004

0.7
6 133.002

0.5

r 1133

0.4
63 1132998

0.25

0.2
1132.996

0.1
o 132.994

-0.1
132,992

-0.2

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 i 11 1.2 13 14 1.5 Min: 132.99
Obr. 4.3.7 Tlak ¥ase 20 s.

Time=30 Surface: Pressure [Pa Max: 133.006

0.9

0.8
133.004

0.7
0.6 133.002

0.5

I 133

0.4
0.3 r 7132.998

0.25

0.2
132.996

0.1
0 132,994

-0.1
132.992

-0.2
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 13 14 1.5; Min: 132.991

Obr. 4.3.8 Tlak wase 30 s.
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Obr. 4.3.9 Velikost rychlosti ¥ase 0 s.
Time=30 Surface: Velocity field [m/s Max: 0.152
=0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1. 11 1.2, 1.3 14 15 0

Obr. 4.3.10 Velikost rychlosti #ase 30 s.

-51
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5. Zakr

Program COMSOL Multiphysics je velmi dobrymstréjem proteSeni problérin
souvisejicich s prowdiim tekutin. Jeho ovladani je intuitivni a nenitarkk slozité. |
ten, kdo vidi program poprvé je za par minut schopavrhnout si vlastni geometrii,
nastavit poateini podminky atd. Program je schopenesit za par minut problém,
ktery byc¢lovek pccital nekolik dni, mozna i nasiai.

Vysledky jsem sptal na pd@itaci Intelpentium 4, mikroprocesor 3GHz, 3GB
RAM, sbkirnice 800MHz. Rekvapilo n&, Ze program bez problémbézel i na
notebooku, ktery ma o poznani horsi parametry alabaieSeni nebyladjak vyrazré
delSi. Z toho vyplyva, Ze COMSOL Multiphysics neijak hardwaro¥ narany.

Program lze s U&ghem vyuzit také ip nasledném zpracovani a vizualizaci
vysledki. Pfimo z modelu mizeme vytvdit video, které nam ifimo prezentuje vyvoj

parametii v systému v realnégase.
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6. Pouzité materialy

Knizni materialy:

[1.] M. Brdicka, L. Samek, B. Sopko, Mechanika kontinua, Acade@005

[2.] Manual COMSOL Multiphysics

[3.] Gresho, P.M, and Sani, R.hegstlaitelny tok a metoda koerych prvi,

Volume 1 & 2, John Wiley & Sons, New York, 2000.

[4.] Pironneau,Ometody konénych prvik pro tekutiny John Wiley & Sons, 1989.
[5.] Rose, Alan, and Simpson, Bebaminarni, konstantni - teplotni pro¢rd pres
zpetné obtékani vystupdst NAFEMS Workbook CFD Examples. Glasgow, UK,
2000.

[6.] J. M. Coulson and J. F. Richardsohemicka technologj&/olume 2: #aste’kovée

technologie a sepatai procesy' Butterworth - Heinemann

Doporuwené elektronické materialy:

[1.] http://www.wikipedia.cz

[2.] http://www.wikipedia.org

[3.] http://herodes.feld.cvut.cz/nonlin/slavni/naviemht

[4.] http://www.converter.cz/fyzici/stokes.htm

[5.] http://khzs.fme.vutbr.cz/~vvhal/SKRIPTA/SK9/Sk9.html
[6.] http://www.comsol.com

[7.] http://www . fifi.cvut.cz/k402/skripta/mechanika/kaomdf




