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ANOTACE

Tato diplomova prace pojednava o Riemannovych rategh, ve kterych se fieSeni
vyuZiva substituce. Jsou zde popsany transformagm®idrnich, valcovych a sférickych
souadnic. Cten& se dozvi, jak se od sebe jednotlivé substitudeali&dy je ktera
vyhodrgjsi.

Prace je roz&lena na dv casti, na teoretickou a praktickou. V teoretickdsti jsou
uvedeny hlavni &y a definice patbné k vypoétum. Praktickacast obsahujetfklady

feSené s pomoci i bez pomoci matematickych progtdaple a Derive.

ABSTRACT

This graduation thesis deals with the evaluating the Rieman's integral where a
substitution is used. The transformations to patgtindrical and spherical coordinate
systems are described here. A reader will get kedgé of it how the various

substitutions differ from the others and when the substitution is more useful than the
other one.

The thesis consists of two parts, the theoretindl @ractical one. In the theoretical part
the necessary definitions and theorems are prakehtethe practical part some of
problems are solved. The results are obtained migtio the classical way but also by

the means of computer software (Maple, Derive).
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1 Uvod

V této diplomové praci se zabyvam Riemannovymigrdey, predevSimdmi, k jejichz
ieSeni se vyuziva substituce. Chci vyuiizné druhy substituce a ukazat na vhodn
vybranychieSenych fikladech, jak se jednotlivé substituce liSi, kdkjera vyhodgjsi.

K feSeni pikladd budu pouzivat také vygetni techniku, a to matematické programy
Maple a Derive. Chci ukazat, jak Ize vyuzit progyanejen pro rychlejSi vypet, ale
piedevsim pro nazornost gtanych integral. Priklady budureSit v obou programech,
aby byl vidtt rozdil vieSeni a v moznostech danych progiafouzivam programy:
Derive 6, Maple 11.

Tuto problematiku jsem si zvolila, protoZze: héhem studia na Pedagogické fakult
nejvice zaujala Matematicka analyza a na tiést analyzy (specialni substituce ve
vicerozngrnych integralech) nebyla vyhrazena dostaée&asova vyuka, tak jsme se ji
nezabyvali tak dlouho, jak bych diguistavovala a jak by &rto uspokojilo. Vedouci mé
diplomové préace Ing. Eva ZmeSkalov4, CSc., ktesataké vydovala Matematickou
analyzu, n§ touto latkou o hodinach tak nadchla, Ze jsem ddavdo pgitani
zajimavych pikladi a zkouSenitiznych druli substituci sama. Vzhledem k tomu, ze
mam aprobaci matematiku a vyetni techniku, ckita jsem tyto dva obory spojit,
abych gedvedla vyhodu a hla¥gméazornost.

Mou snahou je, aby pagiteni bylo¢tend&um jasné co, proa jak se pdéita.

Nasledujici ¥ty a definice jsemcerpala z literatury uvedené v seznamu pouzité

literatury.



2 Kdo je Riemann?

2.1 Georg Friedrich Bernhard Riemann

Bernhard Riemann se narodil 17tiz8826
vmalé vesnice Breselenz  pobliz
Dannenbergu v dneSnim éMecku. Jeho
otec Friedrich Bernhard Riemann byl
chudy luteransky kfz. Jiz od raného
détstvi projevoval Riemann vyjindeé
matematické nadani (zejménainskwelé
poctairské dovednosti), ale préidl nekolik

nervovych kolaps, trpél abnormalni

stydlivosti a mdl hrizu z mluveni na

_ verejnosti. Jeho Zivotni @tl vibec nebyl
lehky. Rodée mu gedtasré zenteli na tuberkuldézu a postuprumirali na tuto nemoc

i jeho sourozenci. Mlady nadany Riemann tusSil,até4ceka i na j, ale nevzdal se.

Na stedni Skole se Riemann zabyvdégevsim studiem Bible, ale i zde se projevoval
jeho vztah k matematice - pokusil se matematickigddat korektnost knihy Genesis.
Své uitele vSak pekvapoval svymi schopnostmiipgreSeni obtiznych matematickych
Gloh. Roku 1840 odeSel do domu své blapido Hanoveru, kde studoval na mistnim
lyceu. Po balgin¢ smrti roku 1842 se oddtoval do Johannea v Lineburgu. Uz na
stredni Skolecetl prace Svycarského matematika L.Eulera a frarglad@ho matematika
J. Lagrangea. VysokoSkolska studia zahajil v r@61studiem filologie a teologie, aby
se v budoucnosti mohl statdem a finagné tim zajistit rodinu. O rok poz§i mu vSak
jeho otec povolil gerusit toto studium a zahajit na univegzit Gottingenu studium
matematiky. Zde se poprvé potkal s C.F. Gaussent, kdvstvoval jeho pednasky z
metody nejmensichitveral. Jest téhoz roku (1847) vSak odeSel studovat do Berlina,
kde tehdy dili Jacobi, Dirichlet, Eisenstein a Steiner. Po d\etech se vratil zjt do
Gottingenu, kde nawdtoval prednasky Bmeckého fyzika Webera z experimentalni
fyziky. Na goéttingenské univerzitpo absolvovani i {sobil. Svou prvni univerzitni
piednaSku vedl Riemann roku 1854, jiz roku 1857 s& sl této univerzit

mimoradnym profesorem a roku 1859 profesot@einym.



Roku 1862 se ozenil s Elise Kochovou &ldd se narozeni dite. Mnohocasu na
rodinné radosti mu uz ale nezbyvalo.dvzhorSujicimu se zdravi pobyval hlavme
slunné Italii a snazil se j@&stihnout posledni praci na velké fyzikalni teckiiera néla
poskytnout sjednoceny popis elektromagnetismitlas\a gravitace. Prévtuto teorii
povazoval za hlavni Ukol svého Zivota. Jenze kaeeoeuproshblizil. Protoze mnil
slabSi &lesnou konstituci, po zé&tu pohrudnice vroce 1862 se uz zcela nezotavil
a 20.¢ervence 1866 v Selasce v Italii podlehl tuberkuldzecku 40 let.

2.2 Jeho Préace

Znamy je jeho finos k teorii integralu. Teorie funkci se tykaldgedoktorska prace
Zaklady teorie funkci jedné komplexni peome z roku 1851, pomoci nich studoval téz
konformni zobrazeni na plochach. Zabyval se spgaifunkcemi zéta a théta, rozvoiji
funkci v trigonometrick&ady, diferencialnimi rovnicemi a mnoha dalSimi péoty.

V teorii ¢isel navazal na vysledky Eulera a Gausse, vysfivihypotéz o vlastnostech
funkce zéta, které souviseji sgpem prva@isel, ktera jsou menSi nebo rovna danému

piirozenémuislu.

Svou habiliténi prednasku Ohypotézach, které lezi v zdkladech geomgtraslovil
roku 1854, polozil v ni zaklady nového rozvoje difecialni geometrie, obecné teorie
(zakiivenych) prostalr libovolné dimenze a topologie. Abstraktni pojemogtoru
vymezil jako n-rozmrnou topologickou varietu s metrikou, kterou ud&vadraticka
diferencialni forma. Slo vlastno n-roznérné zobecéni geometrie na plose. AZ dosud
se neeuklidovska geometrie zabyvala jenfizakou dvourozrérnou plochou. Riemann
ukazal, Ze stejnym #gobem Ize studovat zakené prostory o jakémkoli @tu
rozmeéri. MiZe to byt trojrozrarny prostor jako je nads vesmir, aléie to byt i prostor
ktery mactyii, pét, Sest nebo jeSwvic roznéria. Riemannova teorie byla nesniiroka

a komplexni. VSechny dosavadni geometrie, Euklidov@aussova, Lohk#vského
a Bolyaie, byly jen ddimi ptipady Riemannovy geometrie. V jeho teorii mohl byt
prostor nejizrejSim zpisobem zkrouceny a zdeformovany, mohl m#nou Kivost v
riznych bodech, mohl byt souvisly gmvany, mohl mit libovolny p&et rozngra.
Riemann dokonceipdvidal, Ze zakveni prostoru zavisi na intenzigravitatniho pole,

jez je podminna koncentraci hmoty v &itych mistech.

Svymi pracemi na geometrii, jez dnes byva nazy\Wieaannova, a svoji teorii vysSich
dimenzi gipravil pidu pro Alberta Einsteina a jeho teorii relativity.



3 Kde zadit?
Aneb jak to ten Riemann myslel?

Predpokladejme pro jednoduchost Ze mame funkci jgdogenné f, ktera je spojita na

intervalu (a,b). V definici Riemannova integréalu je obsazeno rdigiei:

Interval{a, b> rozclime na podintervaly pomocgkéni. V kazdém intervalu sestrojime

dolni integralni sotet, coZz je geometricky celkovy obsah plochy obddinjejichz
zakladny jsou intervaly definovanédldnim a vySka je w@ena nejmenSi furdki
hodnotou z tohoto intervalu. Stéjsestrojime i horni integralni sit, kde bude vyska
obdélniku utena nejeétSi funkéni hodnotou zfisluSného intervalu. Dale éni
zjemnime neboli uvazujeme novélehi, které ma vice intervainez dleni predchozi.
Horni a dolni integralni s@et se od sebe liSi. KdyZ post@pmvaZzujeme stale jensjsi
déleni, potom rozdil hornich a dolnich stupostup® klesa, az se nakonec ,ustéli“ na

néjaké hodnat a tato hodnota se nazyva Riemannintegral funkce f na

intervalu(a, b) .

A jak to vypadd v prostoru?

Vybudovani teorie konme aditivni integrace v prostoru"Rze provést podokinjako
v R. Misto interval v R vezmeme s@in intervali v R". Budeme zkoumatéteni na
stveretky v R?, na krychleky v R® atd. Definujeme horni a dolni integral funkce

a zkouméame integrovatelné funkcet&sfusnou miru.

(B. Riemann ~ 1850, C. Jordan ~ 1870)



4 Definice a véty

4.1 Integrél p Ffes n-rozm érny interval
Definice: n-rozmérny Riemanniv integral

Bud' A=(ab)x...x(a,,b,) OR" n-roznery uzaveny interval,

f:R" - R funkce ohraniena na AODf. Definujme |A=(b-a)..o,-a,),

d(A) =/(b, -a,)? +...+(h, —a,)> objem a pimr A.

Pro i =1, ., n bii D:a=x"<x"<.<x™=b tzv. dleni (ah). Pak
D =[Dy,...,D] se nazyva &eni A. D rozloZi A na m = m... m, n-roznernych intervah
Ao = <xl“‘1'l),xlkl )% ...X<x,ﬂk"‘1),xr‘j" )

kdel<sk <m ai=1, .., n. Ozine tyto intervaly pro zjednodusenf"A.., A™.

V kazdém intervalu & pro j = 1,...,m zvolme bog, O A",

Polozme|D | = ma>{d(A“));j =J,...,m}. |D | je tzv. norma deni D.

Nyni kazdémuk ON piitadme dleni D(k) intervalu A. PosloupnostD(k)}”, se

nazyva nulova, kdyzD(k)| - 0.

Definujme S, (D) = Zm: f(y, )‘A(”‘. Cislo S,(D)se nazyva integralni soet
i=1

funkce f pro dleni D intervalu A a pro danou volbu reprezeniat

Rekneme, Ze ohrareéna funkce f je Riemannovsky integrovatelna na &sto alR
nazveme n-rozerny Riemaniv integral f na A, kdyZ pro kazdou nulovou posloagin
D(k) déleni intervalu A a pro kazdou volbu reprezenianttéchto dlenich plati
Il(i[r; S, (D(k)) =a.

Riemantiv n-rozrérny integral f na A budeme oztwvat

n—krat

[ 040 %,)dx..dx, nebo take]..[ f(x,....x,)dx..dx, .
A A



Poznamka:

Specialg dvojroznerny a trojrozndrny integral funkce f na A budu ozfwvat

[[ £ (x yydxdya [[[ £ (x v, 2)dxdydz

Misto dvojrozngrny a trojrozndrny fikdme roviz dvojny a trojny.

Objasreni hlavni mySlenky pro n-rozmmy Riemantiv integral:

Integralni sotet S(D) priblizné vyjadtuje hodnotu integralu z f na Aim je dtleni D
jemngjSi, tim gesrgji Si(D) vyjadiuje integral. Bedpoklad konvergence posloupnosti
norem dleni k nule znamena, Ze zjgovani je rozlozeno po A rovnamg. Cislo
S(D) pak vyjaduje sodet objenti n + 1 roznérnych kvadé nad é&lenim D s vySkami
zavislymi na volb reprezentaiit Po limitnim gechodu pak ziskdme objem n + 1

rozmerného Elesa nad podstavou A, které je shora oldemo grafem funkce f.

(specialg pron = 2)



Definice: Riemannovsky integrovatelna funkce
Bud f: R" - R,Q O Df ohranéena mnozina. Funkce definovana vztahem

0, pro xOR"-Q,

| =
2l {l prox0Q,

se nazyva charakteristickd funkce mnoziQy Ziejm¢ pro ohrantenou mnozinuQ

vzdy existuje n-rozerny uzaweny interval A tak, zeQ O A. Rekneme, Ze f je
Riemannovsky integrovatelnd (RI) n&, kdyZz funkce X,* f:R" - R je

Riemannovsky integrovatelna na A. Pak klademe

[ £ 00X )l X, = [ X (%) F (300X, )X X

Poznamka:

Existuje-li jd)(l...dxn , pak se Q nazyva nditelna v Jordanoy smyslu
Q
alQ[= jd)(l...dxn se nazyva mird) .
Q
Pro n = 2 je mira obsatvinné oblastiQ O R* (obrazce)|Q| = ”dxdy
Q

Pro n = 3 je mira objermprostorové oblast) 0 R® (télesa).|Q| = ”J.dxdydz
Q

Historickou motivaci k zavedeni vicero&gmych integral byl praw vypcocet objeni

téles.

Pri zkoumani velikosti plochy S poc ¥ A

grafem fce f, kterd je spojitd a nezapor 100 . -~

na <ab>, ,gitme“ pro jednotliva /

x [ <a;b> velikost fezu (tj. Useky ' 2
spojujici body [x,0] a [x,f(x)], tzn. délke | i s
Gseky je f(x)). o 2 X b

b f(x)

S=_Tf(x)dx=j(j1dy)dx



Analogicky Ize pditat objem &lesa pod grafem fce f(x,y)es jednotlivéezy, cozZ jsou

zde vlasty obdélnéky.
b d b d f(xy)
V= [ (] f(x y)dyydx=[(( [1d2)dy)dx
a ¢ a ¢ 0
z
flxy)
AN
= c d y:}
b
-



Priklad 1

2 2

Vypoctéte obsah elipsyx—2 + é =
a

Reseni
Vypocitame tedy miru rovinné oblasii.

Musime si nejprve oblast vymezit:

-—a<x<a
y zavisi na x, proto si ho vyjéthe z rovnice elipsy:

b2X2 + a.2y2 — a2b2
, _ah? -bx?
R

b b2 2

b22 ’ b22

Nyni jiZ maizeme vypgoitat obsah:

2b2 b2 2

x = asin()
Q= jjdxdy j jldy dx = H "bz “ax=2 \/a — x?dx=|dx = acos¢)dt =
_ 2b2 b22

arcsmé) =t

=2 (a7 ~a?sin’ tacostydt = 2 I a? cosg1-sin dt = 22 [ cos (=

arcsin(-1) T
2

1+ cost)dt = t{ &2(20}2 = ab(E+E) =rmab

N
'—.N\:l

NIy

2
= ZabJ. %t =ab

N
N
N

Mohli jsme také oblas© vymezit opang:

- / —ay <x< / —ay 3

Q= ”dxdyj J'ldx dy = rab

b ) a?b?—aly?
b2
9

b




4.2 Integrél p fes elementarni oblast

Definice: elementarni oblast

MnoZina Q O R" se nazyva elementarni oblast typuw,.(xx,), kdyz kaZzdy bod
[X1,....%] OQ sphuje nerovnosti
a<x<a,

g, (%) < X%, <h (%)
0, (%, %) € X5 < h, (X, %,)

gn—l(Xl""’Xn—l) S Xn S hn—l(xl""’xn—l)!

kde a,a, OR, a, <a, a pro kazdé i = 1, ..., n-1 jsog,h : R' - Rspojité funkce
sphiujici podminku g< h pro vnitni body Q. bud’ ¢ permutace mnoziny {X...,%}.
Pokud v pedchozich nerovnostech piSeafg)) misto x, pak Q se nazyva elementarni
oblast typu §(x),...,6(Xn)).

Poznamka:

Kruh Q ={[x, y]OR?;x* + y? <1} je elementarni oblast typu (x,y) ale i typu (y.x).
Plati Q :{[x, yJOR%-1< x<1-vV1-x2 < y<y1- xz} a
Q :{[x, y|OR%-1<y<1-1-y? < x<,/1- y2}

Véta: Fubini

Bud Q O R" elementarni oblast typu (x.,x,) a necli funkce f je Riemannovsky

integrovatelna n&2 . Pak

a h(x) P (XX 1)
If(xl,...,xn)d>(1...d>q1:I( j (..( j f(X,...,%, )dx )...)dx, )dx,
Q & 0:(%) Gn-1 (X %q1)

Pro typ 6(x1),...,0(Xn)) plati analogické tvrzeni.

10



Priklad 2
Spaitéte dvojroznérny integral ”(x2 + y)dxdy, kde Q je ukena:
Q

Q :{[x,y]D R?,x* < ysl}

Y ¥ /
\\ £
‘\ .5 F/j
;\ ,-’/
Redeni N 4
Na obrazku vidime oblag® . 0.5
Oblast je typu (x,y), ale take typu (y,X). -L

-1<x<1
Nerovnosti charakterizujici obd® jako oblast typu (x,y) jsou tvaru: cv<l
X

Aplikujeme Fubiniho ¥tu:

2 T il 2 yzl (2.1 3., _
J;Zj(x +y)dxdy—:[1(;[(x +y)dy)dx-£[x y+7LdX—£(x +§_§X jdx-

[, x_ 3T _16
3 2 10, 15

Pokud budemeiiklad paitat gres oblast typu (y,X), pak nerovnosti charaktercuji

O<y<1l
obor Q jako oblast typu (y,x) budou tvaru:

=Jysx<y

1y 113 Jy 1
Jfoc +yyduay= [ [+ y)bgay =] {%+ nyy dy=|

0 -Jy 0
[16 ~sT _16
‘Lsﬁ L'l=5

11



Priklad 3

Spaitéte trojroznérny mtegralj” ;dxdydz kde Q je ucena vztahy

1+ x+y+2)°

x=0,y=0,z=0,x+y+z=1

0 e e
5 B

T = L]

EEE

Reseni
KdyZ si nakreslime roviny oblasf, zjistime, Ze vymezujtyistin. Ctyistn je oblast

libovolného typu. Zvolime naptyp (X,y,z) a provedeme zapis pomoci nerovnosti:

O0<x<1
O<y<l-x
0<z<l-x-y

A nyni miZzeme aplikovat Fubinihogtu:

dxdydz ¢
QJG+X+Y+33_£(

1-x 1-

_{(

-y

5 dz)dy)dx =
! a+x+y+a

1-x

!

:vl[(

1-x-y 1 1-x 1 ~
{ 2<1+x+y+z)} dy)dx___j(j(él L+ x+y)? ] =

12 R _11(3x 1) _
=—=||=y+—| dx=—-=||=-—-——-—|dx=
271 4 @+ x+y) |, 2°\4 4 1+X

12



4.3 Transformace integral a

Definice: transformace integrah
Bud’ Q 00 R"uzawena a ohragena mnozina. Pak se nazyva n-rozénna oblast.
Bud’' F: R" - R"zobrazeni, kde F ={f...,f], pticemzf: R" - R,i=1,...,n.
Necht Q" O DF je oblast a nea¢hke kazdému bodu [y..,y)] 0Q" je rovnicemi
X1 =T (Y1, W0)se % = 0 (1,00, M0) prifazen bod
[X1,eee %] = [F1 (Y1see s W0)s-.o, TN (M. W0)] O R tak, Ze plati:

i) Je-li F(Q")=Q, pakQ je oblast v R

ii) Zobrazeni F je n&®" —h(Q" ipjektivni (prosté).

iii) Je-li Q," 0 Q" oblast, pakF(Q") 0 Q.

Pakiekneme, Ze transforréiai rovnice X = f1 (Y1,...,)s---r% = fN (y1,...,)) transformuji

oblast Q na oblastQ". Zobrazeni F se pak nazyva transformace a detannin

J(F(W,...,¥n )) = (M, ..., ) Jakobian transformace F.

of, of,

o, oy
J(Ypsen¥o) =] o e
1 o o,
R

Véta

Nech’ rovnice % = f1 (Y1,....,)0),....% = fn (Y1,...,}) transformuji oblastQ na oblastQ”,
f1, ...,  maji spojité parcialni derivace @ a pro kazdy bod [y...,yn] 0Q" —h(Q")
plati J(y, ..., ) # 0. Déle nechf je spojita na oblast) . Pak plati

J‘f(xl,...,xn)dxl...dxn = jf(fl(yl,...,yn),...fn(yl,...,yn))p(yl,...,yn)\dyl...dyn.
Q Q'

13



Poznamka

Pokud plati pedpoklady pedchozi ¥ty, pro n = 2tedy plati:
Je-li x = f(u, v), y = b(u, v), pak

JJ £ 0 ypaxdy= [] (£, f,(u,v)]3 (u,v)jdudy

Q Q'

Pro_n = 3plati:
Je-li x = fi(u, v, w), y = (u, v, w), z = §(u, v, w), pak

[[] 1 oy, 2ydxdydz= [[[ £ (,(u,v,w), T, (u,v,W), F4(u,v, w))]J (u,v, w)|dudvdw

Co je to Jakobian?

Pti transformaci tedy transformujeme obl&tna oblastQ*. J(yi,...,}n ) je Jakobian

transformace, neboli koeficient srovnavajici lokahelikost mnoziny a Q*.

V n¢kterych gipadech je vhodfSi zavést fi vypoctu dvojného integralu misto
kartézskych saadnic x, y, polarni sdadnice r a t, A
jestlize se tim zjednoduSi jak integrovana funkizd v [xy]

i vyjadieni oblasti, pes kterou integrujeme.

X = p COSp)

y = psinf)

Protoze niZeme oblastQ vyjadit jednak v soitadnicich kartézskych, jednak

v sodadnicich polarnich, musime ®byjadieni odlisit:
Q v kartézskych sdaadnicich
Q* v polarnich sotadnicich

Kromé substituce za x a y musime v integrované fun
nahradit symbol dx dy vyrazep dp do. Tuto skuténost

muzeme nazorhobjasnit tim, Ze vyraz dx dy naznge, Zze

jsme i tvoreni integralnich samia rozctlili oblast, pres

kterou integrujeme, pomoci ,malych“ dvojnych intaky

Cili obdélnika, jejichZz obsah se rovna siiou jejich stran.

14



Naproti tomu v rovili, ve které mame zavedeny polarniisamnice, odpovidaji¢mto
obdélnikim ,kruhové lichokzniky“. Obsah takového ,kruhového lichemika“ se
priblizn¢ rovna obsahu obdélniku, jehoZ jedna strana maudglia druha délky deo.

Obsah tedy j@ dp do .

Z toho nam vznikne Jakobian velikogsti J(x,y)

J] 1 (% y)dxdy= [[ f (ocose). psin(@)) pdo dg

Q

15



Polarni souradnice
Y [x.y]
Zavedeme-li transformaci R? - R?, kterou
definujeme rovnicemi:
r
X =r cos(t)
=rsin(t
y ® +
0 X >

DF = (0,00)x(027)
Pak se F nazyvé transformace do polarnicliaginic.

cos() sin(t)

Iy = -rsint) rcost)

=rcos (t) +rsin®(t) = r(cos’(t) +sin’(t)) =r

Poznamka:

Polarni sotadnice je vyhodné vyuzit, pokud mnoZzina Mcgst kruznice. Pokud je
mnozina M tvéena elipsou nebo ma posunutjest mimo poatek, je vhodné pouzit

zobecrné polarni sotadnice.

Zobecréné polarni sodadnice

X =X+ ar cos(t)
Yy =VYo+ brsin(t)

Iy = acos() bsin()

_arsin®) brcosf) = abrcos’(t) +abrsin?(t) = abr(cos’ (t) +sin*(t)) = abr

16



Priklad 4
Vypocitejte obsah plochy M, ktera je omezena:

ReSeni
Oblast M je tvéena jednoutvrtinou mezikruzi.
Obsah oblasti M se vypia:

jjldxdy

M

Mezikruzi neni zadnou elementarni oblasti.

Proto si niizeme pomoci polarnimi séadnicemi, které nam zjednoduSi vyjénl
oblasti. Mnozinu M, ktera neni hranatéeyedeme na mozinu M* hranatodgep kterou

se dobe integruje.

t A
r O(a,b) 7
tD<O,E> 2
2
0 a b r
Integral pak Ize snadno vygitat integraci fesiezy.
z b
b 2 2 2 2
r —
[[acxdy= [[rdrdt = [ ([ ratydr =| ~ L
M M* a o0 2 a 2 4:

17



Priklad 5
Urcete obsah mnoziny M omezené:

x? +y? < 4x

y<0

4< X2 + y2
l. ReSeni
Nejprve si nakreslime oblast M. Prvni nerovnostimiavime na tvar (x-2) + y* < 4.
Odtud je #ejmé, Ze prvni nerovnost vymezuje kruh o palom2 se dedem v bod
[2,0]. Ze teti nerovnosti vidime, Ze se jedna ojgn okoli kruhu o polorru 2 se

sttedem v bod [0,0]. Celou oblast M vidime na obrazku.

V piipac, Ze oblast M je kruh nebo jehtast, je vyhodné provést transformaci do
polarnich sotadnic.
X =r cos(t)
y =r sin(t)
Jr)y=r
Zménime tedy oblast M na oblast MProvedeme substituci:
r? co (t) +r?sin?(t) < 4r cosf)

rsint) <0
4<r?cos(t) +r?sin’(t)

18



Po upraveni&hto nerovnic dostaneme:

r < 4cost)
rsint) <0
4<r?

Nyni jiz vidime, Zer 0(2 4cost))
Potebujeme jestzjistit v jakém intervalu se pohybuje Uhel t.
Prisesik kruznic P ma soﬁadnice[l—\/f_%].

Po dosazeni bodu P do polarnich isdnic dokdZzeme spitat odchylku bodu P od

kladnécasti osy x.

rcost) =1 r
rsingt) = -3
rsin(t) _ -3
r cos() 1
tg(t) = /3
t=-2
3

MnoZina M je tedy popséna:

rD(2,4cos¢)>, t0( —g,o )

1 08 06 04 0.2 i

t

e
3
Z obrazku vidime, Ze je oblast M*

jednodussi oproti oblasti M, proto bude snazSipogitat hodnotu integralu.

Nyni pouZzijeme ¥tu o transformaci:

S= j j 1dxdy= j j Irdrdt
M M
Integral dopoitame podle Fubinihodty.

0 4cos 0 2 4cost) 0 0
j J']rdrdt: j ( j Q)rdr)dt: j [%} dt = j (8co< (t) - 2)dt = j (4(1+ cos@t)) - 2)dt =

2 _n 2
3

- N S

=[2t+2sin@)]°, === +4/3
R A cogt =102

19



Il. ReSeni bez vyuziti polarnich sadnic:

S= Hldxdy j(_}idy)dx+j( jldy)dx J‘(—J4 X2 +~/4x - X )dx+J\/4x x*dx

1 —Jax-x? 2 —Jax-x?

Na tomto pikladu je kras#é vidét, jakou substituce #&ha technickou vyhodu. Integral
ziskany pomoci substituce se dal Wjpat na dvouradcich. Vypgitat integral bez

substituce bude stat vice Usili.

MuzZeme si pomoci programem Maple, ktery nAm zobrggledek okamzZi

>int(-sqrt(4-x"2)+sqrt(4*x-x72),x=1..2)+int(sqrt(4*x-x"2), x=2..4);
ﬁ+ 27
3

Nebo to nizeme zkusit sami:

2 4 2 4
I(—\/4—x2 +\/4x—x2)dx+j\/4x—xzdxz.[—\/4—xzdx+J-\/4x—x2dx
1 2 1 1

Vypocitdme si jednotlivé integraly zvias

2 X= 23|n(t) arcsinl ’ET
J'—\/4—x2dx dx = 2cosf)dt = j (V4-4sin?t)2cos¢)dt j —4cod (t)dt =
' arcsmg) =t afcs"z IET

F sin(Zt)g J3 2

2(1+cosgt))dt =- =TT

'7[ ( e { 2 L 2 3

s 6
4 4 X= 2 = ZSIn(t) arcsinl
I\/4x x2 dx 'H—(x 2)2 +4 =| dx=2cost)dt = j(\/—4sin2t+4)2005¢)dt:
! ! arcsin%z):t arcsin

757' IT

= [4cog (t)dt = j 2(L+ cos@t))dt 2{t+5'”(2t)} V3,4,

- 2 - 2 3

6 ? 6
Kdyz se&teme vysledkydchto dvou integrail: 2

\/§+§7T
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Priklad 6
Vypocitejte obsah plochy M vymezené:

x> —10x +16y”* —96y +153< 0
3Xx-9<2y
y<3

Reseni

-5)2 _3)2
Prvni nerovnici si upravime na tva?:(les) L 13) <1

Z tohoto tvaru vidime, Ze se jedna o mitéast elipsy se sdem [5,3], kterd ma

velikosti poloosa=4, b = 1.

MnoZina M je tedy tvienacasti elipsy.

Pokud je tvéena mnozina M elipsou, je vhodné pouzit transforrdaczobectnych

polarnich sotadnic:
X =Xp +ar cos(t)
Y = Yo+ brsin(t)

Jirt)=abr

Za %, Yo volime soiiadnice gtedu elipsy a za a, b velikosti poloos elipsy. Tedy:
X =5+ 4r cos(t)

y =3+ 1rsin(t)
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Po dosazeni do nerovnic dostaneme:

r2cos (t)+rsin’(t) <1
r’<1
r<1i

15+12r cosf) —9< 6+ 2rsin(t)
6r cosf) < rsin()
6cos() < sin(t)

N

cos()20:>tD<O,%T>D<gﬂ,2ﬂ> COS([)SO:>tD<7ET%n>
6<tg(t) 62 tg(t)
arctg(6) <t arctg(6) >t

n t O (krr arctg(6) + k)
tD<arctg(6)+k7r,E+kﬂj O
kOZz t0(m o+ arctg(6))

td <arctg (6); 7_27)

3+rsint) <3

rsint)<0
sint) <0
Zjistili jsme:
t O(7r, i+ arctg(6)) .:<7T;:L4477'[>
r 0(0)
J(r,t) = 4r

Pomoci ¥ty o transformaci a Fubinihcty vypocteme integral.

led _ _ 14477 1 _ 1,447 , " _L4477T _
xdy=[[ardrdt="[ ([ardrydt=" [ [2r2[;dt= [2dt=
M M 7 0 w T

=[2t];*™ = 08947
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PFi vypoctu trojného integralu Ize pouzit sadnice valcové nebo sférické.
Valcové (cylindrické) souradnice A

Zavedeme-li transformaci R® - R®,

kterou definujeme rovnicemi:

[xy.z]
X=r cps(t) o
y =r sin(t) ol S
Z=1 r 7 Y
i ]
X
DF = (0,00)x(0277) xR 1£

Pak se F nazyva transformace do valcovych (cylohgiah) sodadnic.

cos() sin(t)
J(r,t,2) =|-rsint) rcost) Q=rcos*(t)+rsin’(t) =r(cos’(t) +sin’(t)) =r
0 0 1

Poznamka:

Transformaci do valcovych stadnic je vhodné pouzit, pokud je gadnicez v popisu

zadané oblasti linearni.
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Priklad 7
Vypocététe trojny integral j”(x2+y2)dxdydz na mnozig M, kterda je ohramena
M

paraboloiden2z = x* + y? a rovinou z = 2.

% 3_-

ReSeni ]
257

Zadana mnozina M jde lehce popsat pomc _ 25 :

valcovych sotadnic, proto provedeme

substituci:
X =r cos(t)
y =r sin(t)
z=12

Dosadime do zadané mnoziny M:

2z =r?cos’(t) +r?sin®(t)

z2=2 zZ=—
2
|:|'> 2 _
2z=r? e
) r=2
7=

Z obrazku a z fedeslych vyp&ti mizeme popsat

mnoZinu M:

Pomoci ¥ty o transformaci a Fubinihcty vypocteme integral.

2

j j j (X2 + y?)dxdydz= j j j r?rdrdtdz = f(zjﬂ(

e

r3dz)dt)dr :f(zf[ﬁz]fz dt)dr =

2

N

27T

_FFar - yavdr =Fars - Dyr = om0y || 218
_l(l(zr 2)dt)dr—£2ﬂ(2r S)ar {277(2 )} u
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Sférické (kulové) sodtadnice

A
Zavedeme-li transformaci R® - R?, =
kterou definujeme rovnicemi:
X = r cos(t)sin(u) 3 t_n[x'y'z]
y = r sin(t)sin(u) v S
z =rcos(u N\ 7
1.
DF = (0,00) x(0,277) x (0, 7) X

Pak se F nazyva transformace do kulovych (sférickgouadnic.

cost)sin(u) sin(t) sin(u) cos()
J(r,t,u) =|=rsin(t)sin(u) rcosf)sin(u) 0 =
rcost)cosl) rsin(t)cos{y) -—rsin(u)
= —r? cos (t)sin®(u) — r * sin®(t) sin(u) cos’ (u) — r > cos’ (t) sin(u) cos’ (u) — r * sin®(t) sin®(u) =

= —r?sin®(u)(cos’ (t) +sin®(t)) — r > sin(u) cos (u)(sin®(t) + cos’ (t)) =

= —r2sin(u)(sin?(u) + cos’ (u)) = - r 2 sin(u)

Zobecnéné sférické sowtadnice

X = ar cos(t)sin(u)
{ y = b r sin(t)sin(u) }

z=crcos(u

J(r,t,u) = —abcr’ sin(u)
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Priklad 8
Vypodtéte trojny integral ”j \X? +y? + z2°dxdydz na mnozig M, kterou tvdi ¢ast
M
koule:
x*+y*+z°<1 71
x=20,y=20,z=0

ReSeni z
MnoZinu M tedy tvai 1/8 koule.
Muzeme mnozinu popsat pomoci sférickychiaonic:

X = r cos(t)sin(u)
y = r sin(t)sin(u)

z =r cos(u)

Rozmezi novych proémnych je viditelné z obrazku:

r 0(021)

o)
ol

Premenili jsme tedy mnozinu M na mnozinu M*, kter =

tvori kvadr.

m',/xz +y? + 2 dxdydz=
M

\/r2 cos (t)sin®(u) +r?sin®(t) sin®(u) + r > cos (u) * r > sin(u)du)dt)dr =

~

(

]
O

Jr?sin?(u) +r? cos* (u) * r? sinu)du)dt)dr =

~

(

1
O t—r

us

(Trasin(u)du)dt)dr :j(fr?’[—cos(J)]gdt)dr =

)
—~

Ot |y Oy O]y
o—nYy

N r#sin(u)du)dt)dr :i(

]
O

(

Ot N[y O—— NIy O——N|y Ot—— NIy

1 Fis 1 Pl
3 =|r® 2 :]_T 3 :7_7 r_ :]_T*E:LT
rdt)dr !r [t]0 dr Zj;r dr 2[4}0

1
O t—r
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DalSi sférické soitadnice

Jina moznost, jak Ize zaveést sférickéiaomice:

Zavedeme-li transformaci R® - R®, A

kterou definujeme rovnicemi:

X =r cos(t)cos(u)
y =r sin(t)cos(u) [x.y.z]
Z =r<in(u) P.o

DF = (0,%0)x(0,277) x(0, 1)

cost) cos(u) sin(t) cos(u) sin(u)
J(r,t,u) =|-rsin(t) cosu) rcost)cos) 0 |=
—rcost)sin(u) -rsin(t)sin(u) rcosu)
=r?cos (t) cos’(u) +r?sin®(t) cos) sin®(u) + r? cos’(t) cosu) sin®(u) + r > sin®(t) cos’ (u) =

=r?cos’(u)(cos (t) +sin®(t)) + r> cos(u) sin®(u)(sin®(t) + cos’(t)) =

=r?cos(u)(cos’ (u) +sin®(u)) =r?cos)

Zobecnéné sférické sowtadnice

X = a r cos(t)cos(u)
y = b r sin(t)cos(u)
z=crsin(u

J(r,t,u) = abcr® cos()
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Priklad 9
Vypoctéte trojny integral ”I (x* + y?)dxdydz na mnozig M, kterou tvdi:
M

z=20
4<x*+y*+7°<9
ReSeni:
Plocha M je tvéena prostorem mezi

dvémi polokoulemi.

Zavedeme sférické stadnice:

X =r cos(t)cos(u)
y =r sin(t)cos(u)

z =rsin(u)

ProtoZe je vymezeny prostor sotnmy dle roviny X =0
. , . 3

ay =0, st& kdyz vypaitame integrél pouze pro jednt

¢tvrtinu tohoto prostoru a vysledek vynasobighgmi.

r0(23) t0 <0; 7—27> ul <0; ’—27>

j j j (X% + y?)dxdydz= 4*f(f (f(r 2 co(t) cog (U) + r? sin?(t) cog (u))r 2 cos()du)dt)dr =

=4 T(T (T r?cos’ (u) * r* cos@r)du)dt)dr =4* i(f (f r* cos’(u)du)dt)dr =
*3 4%”57 20 % | w=sinu)
=4 { (r { (! (1-sin?(u)) cos(J)du)dt)dr—‘dwzcosu)du_
:4*?([’4?(];(1 Wz)dW)dt)dr_4*I(r J'|:W_ﬁ:| dt)dr_4*j( f%dt)dr=
=4*ir“[gtrdr:4*ir“7—7dr:4—”{E}3 4_”(£3 3_2)_4_” 211_844
> L3 ], >3 315, 5 15

28



Priklad 10
Vypocitejte objem&lesa omezeného plochofiy? = z a rovinou y = z.

Redeni

Objem ¢tlesa niizeme poitat pomoci

trojného integralu:

V= .[JIJ' dxdydz

X*+y’=z y=z

X*+y’ =y

1., 1
X2 +(y=2)2 ==
(y 2) 2

Meze integralu (podle z)jsou dany rovnicemi obdacp, meze druhého integralu

(podle y) jsou keeny y rovnice X + y* = vy, jeZ vyjaduje ptimét prasesné ¢ary obou

ploch na rovig xy, tedy y,, = % 11/% - x* , a mezefetiho integralu podle x vyplyvaji
Z poloneru této kruznice.

1 (1,

22

(y—x? - y?)dy)dx=

2

v :j”dxdydz: f(z j ( fdz)dy)dx= f(

1 1 2 X+y
2 V4

—

1 1
—— =X
2 Va4

1
2 3 2% = sinv arcsirl 3
= J'(lxll—4x2 Ydx = = J' (lxll—sinzv )lcosvdv:
16 2dx=cosvdv _ <. 2
2
3 f 2 3
= J.icos4 vdv= Ii 1+cosv dv:ijl(h 2c0s2v + cos’ 2v)dv =
12 120 2 127 4
2 2 2
H H
:ij‘ @+ 20052v+w)dv:i (§+2c052v+£cos4v)dv:
487, 2 4872 2
2 2
=113y s sinoy+ SINAV P2 =i(§ﬂ+§ﬂ)=in
48| 2 48 4 4 32
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Objem Ize vypéoitat také pomoci integralu dvojného.

P zn&i plochu na rovia xy, podstavu valcové plochy gimkami rovnokZznymi k ose
Z, jez tleso spolu s plochami z = f (x,y), z = g (X,y) omjez(dole a nahe). Objem
uré¢ime jako rozdil objerindvou valdé o spol€éné podstad. Objem Elesa niizeme tedy

vyjadiit dvojnasobnym integralem:

V= [[(g(x y) - f (x, y))dxdy

Podstavnou plochu P tkidkruh. L5

Tento integral mZzeme dopditat stejr

jako jsme péitali trojny integral. b

Nebo zde bude vyhodné pouZzit polér

souradnice. -5

X=rcos(t) y=rsin(t)

X“+y =y
récos’t +r?sin’t =rsint ~ r 0(0,sint)
2 =rsint t0(0, )
r =sint
11 1,
2 24 7 sint
V:J'( jy x* - y*dy)dx = j(j(rsmt—r cos’ t—r?sin’t)rdr)dt =
1 2
e re
sin T sint 2
J. J. rsmt—rz)rdr)dt—J'(J' (—smt——)dr)dt—
0 O
= j —smt——)dr)dt-j(—sm t)dt_—j(1 COS2y2 4t =
0O O 2
izj - 2coszt+co§2t)dt_—j(1 2cos2t + LF O i
0
ij 3 ocoszt+t - costt)dt = 1[3t—sin2t+sm4t} -t
481 2 48| 2 ., 32
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5 Praktickd Cdst

Tato ¢ast prace obsahujiSené fiklady. Riklady jsou rozdleny do kapitol podle
pouZzité substituce. V teoretickésti bylo ukazano, jak a kdy se substituce poutivaj
Nyni bude i u kazdéhotikladu teceno, co se vlasthpccita a jak se da vysledek

interpretovat.

Piiklady jsou vypditané pomoci prograin Maple a Derive a také bez pomoci
progranii. Kody jsou uvadny v kompletni podaobi s obrazky.
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5.1 Polarni sou radnice

Priklad 1

Najdéte obsaltasti roviny ohraniené danouikvkou: x* + y® = 3xy

ReSeni:

Abychom mohli vypditat obsah dané oblasti, pelbujeme zjistit hranice dané oblasti.
Nyni se hodi pouzit vygetni techniku, abychom vlastwibec vidli, jak dan& oblast

vypada. My se nejprve ale pokusime §ipat obsah danétivky pomoci polarnich

souadnic. X =r cos(t)

y =r sin(t)

Provedeme substituci:
r®cos’t +r3sin®t = 3r? cost sint
r(cos’t +sin®t) = 3cost sint
_3costsint
cos't +sin®t

cos't+sin’tz0
(cost + sint)(cos’ t + costsint +sin’t) # 0
(cost +sint)(1+ costsint) #0
cost +sint #0 1+costsint #0
1+tg(t)#00cost#0 costsint # -1
tg(t) # -1 sin2t # -2
Vg

t#—— Dtil—T nelze
4 2

Ze zadani rovniceikuky vidime, Ze je symetricka dle y = x. Zjistibe, Ze t neidze

byt —

% a g ze symetrie tedy neiwe byt ani‘?'?]2 a 0. Proto zvolime meze uhlu

tD<O,7—2T> . Meze polondru r ziskdme dosazenim substituce do rovniteic

rD<O, 3costS|'nt3 >
cos't +sin’t
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g7 3costsint
2 codt+sin®t
Obsah vypsitame pomoci dvojného integrél“ 1dXdy:I( _[ rdr)dt
M 0 0

Po par narénych upravach nam vyjde obsah plochy 1,5.

MAPLE

>restart;
>wi th(student):with(plots):with(linalg):
>f 1 =x"3+y"3=3*x*y;
f=x3+y*=3xy
>integral: =Doubl eint(1,x,y);
integral :=f ldxdy

>inmplicitplot(f,x=-2..2,y=-2..2,col or=bl ack);

.5

>novyi ntegral := changevar({x = r*cos(t), y = r*sin(t)}, Doubleint(1,
X, y), [t r]);
>

novyintegral:=f r|dtdr
>g := subs({x = r*cos(t), y =r*sin(t)}, f);
g:=r3coqt)®+r3sin(t)®=3r2coqt) sin(t)

>sol ve(g,r);
3cog(t) sin(t)
" coqt)® +sin(t)®

>Doubl ei nt (abs(r),r=0..3*cos(t)*sin(t)/(cos(t)”3+sin(t)"3),t=0..Pi/2);
3c0(t)5|r(t)

cos(t) +5|r(t)

T

1.50000000

n

>eval f (9% ;
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DERIVE

V programu Derive si také ndjde kiivku vykreslime, a poté provedeme substituci do
polarnich sotadnic. BohuZel, zde musime samgpsat integral pomoci novych mezi a

nezapomenout na Jakobian.

[ ] 1 dx dy

3 3
CraCOSCtI)  + CraSINCEDD) = 3.p.COSCE).r SINCED

3 3 3 3 2
rooCOSCEY + r WSIMNCEY = 3.r SSINCED-COSCL)

3 3 3 3 2
SOLVECr «C0SCt)  + r «SIMCE) = 3.0 WSINCES.COSCt), r, Real)

35INCE)-COSCED

3 3
COSCL)  + SINCED

3 SINCED COSCEI/F(COSCE™3 + SINCEA3)

r dr
0
w2
J 3 SINCEY COSCEIFECOSCE™3 + SINCEYA3D
r dr dt
0
0
3
2
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Priklad 2

Vypoctéte obsah obrazce ohrdaného kivkou r? = 4cos@g).

Reseni

Kiivka je zadana pomoci polarnich gadnic stai ndm utit rozmezi hodnot pror & .

w2 T 2
r =2,/cos = COS >0=>¢o0(-——+—=—km,—+—=kir
G9) Bo) ¢ < s T3KTE T3 >
kOzZ

D<0;2 cos(3¢)>

Pro thelp ndm na intervaly0;277) vyjde Sest symetrickych interdalProto bude s,

kdyZz vypaitame obsah pro intervabD<0;g> a hledany obsah celého obrazce pak

dostaneme jako Sestinasobek wWteaého obsahu.

GZJW
Hldxdy 6j( jrdr)d¢ 6j2cos(3¢)d¢ 4

Jiz vime, Ze obsahrikky je 4. Ale jak tato kivka vypada? K tomu nam &ppomize

vypocetni technika.
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MAPLE

>with(plots):with(student):
>polarplot([sqrt(4*cos(3*t)), t, t =0 .. 2*Pi], color = gold);

>f:=r"2=4*cos(3*t);

f:=r?=4coy 3t)

>polr:=solve(f,r);

polr :=2./coq 3t), -2./coq 3t)

maxr:=2./cog 3t)

>obsah: =changevar ({x=r*cos(t),y=r*sin(t)}, Doubleint(1,x,y),[t,r] );
obsah:= ffrdt dr

>maxr: =pol r[1];

>pl ot (cos(3*x),x=0..2*Pi);

1_
0.5
L 21314 B
05
14
>sol ve(cos(3*x) =0, x);
n
6
>6*Doubl ei nt (r, r=0..nmaxr,t=0..Pi/6);
1l
6 2. coq 3t)
6J J ra d
0“0
>val ue(%;
4
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DERIVE

2
#1:  r = 4.C05(3.1)

2
#2: SOLVECr = 4.COS(3.t3, r)

#3: Fo= - 2.0(C05C3. 100 v r o= 2. f(COSCR.t0D

2.JEC0SE3 100
#4: I rodr
o}

m
#5 0 <t < — a r < 2:J(COS(3.12)
5

#5 COSC3.x)

-1
#¥ COS{3.x3 =0
#8: SOLWECCOS(3.x0 = 0, =, Real)
m m m
#9: K= — — ¥V H D — W R = —
5 5 2
mis
2. J{COS (3. 10)
#10: i rodr dt
o]
o]
2
#1171 —_—
3
2
#1272 —6
3
#13: 4
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Priklad 3

Vypoctste dvojny integral: J;AJ. (x+y)dxdy

M:x*+y?=x+y

Reseni
1.2 e —
- s . , .. - T T
Nejdflve Sl upravime rovniCl mnoziny M: /
14
e
M:x®+y* =x+y /o5
1, 1, _1 \
(-3 +y=9)' =3 M \
| E
11 |
S == Ve /
2 2 \ /
\\ f/
r=-—— \
2
a2 o 02 04 06 08 12
.. age w . . . \\'\ -
ZJIStIlI Jjsme, ze mnhozZina M je kruznice se 02] '“"\\_,4!{,/ -

sttedem S a polotmem r.

Co vlastg bude znamenat vysledek toho:
integralu? KdyZz si nakreslime do jednot
grafu mnozinu M a funkci x + vy, vidime, Z
se jednd o valec rozkkny rovinou.

Vysledek naseho integralu tedy bude obije

obrazce pod rovinou x + vy, tedy objet

spodnicasti tiznutého valce.

MnoZinu M bude lepSi vyj&it pomoci

polarnich sotadnic:
X — %2 =r cos(t)
y — Y2 =r sin(t)

r (o, V2
Z obrazku mnoziny M vidime rozmezi prémych: 2
t0(0,27)
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J2
”(x+ y)dxdy = Zf( f(r cost +rsint +rdr)dt =

M 0
2

2 gt}
4 0

2 2 1 2
= [ (3= (cost +sint) + 2)dt = > (sint - cost) +
112 4 12

e 1-4/2 1+42
2 2

Priklad Ize vyeSit také bez substituce:
1 1 1,1 1 1
O(=—4=- x——2,—+\/—— x==)?
<2\/2( 7PN P 2)>

Vypocet tohoto integralu nechavattenéi.

1+\/E l_'_ 1_()(_1)2
2 \2 2

Jox+ yydyyex=7
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MAPLE

>restart;
>Wi th(student):with(plots):w th(VectorCal culus):wth(plottools):

>f 1 =x+y; f
=Xty

>integral : =Doubl ei nt (f, x,y, M;
integral ::ff X+ ydxdy
M

> Mozi na: =[ x*x+y*y=x+y] ;

Mnozina:=[x% +y? = X + V]
>pl:=inplicitplot(Mozina[1l],x=-1..sqrt(2),y=-1..sqrt(2),
nunpoi nt s=5000) :
>display({pl});

>pl:=inplicitplot3d(Mozina[l],x=(1-sqrt(2))/2..(1+sqrt(2))/2,y=(1-
sqrt(2))/2..(1+sqrt(2))/2,z=1-
sqrt(2)..1+sqgrt(2), nunpoi nt s=5000, col or =gr ay):
>p2:=plot3d(f,x=(1-sqrt(2))/2..(1l+sqrt(2))/2,y=(1-
sqrt(2))/2..(1+sqrt(2))/2,color=red,filled=true):

>di spl ay(pl, p2);

40



Integral Ize vypcéitat pF¥imo pires mnozinu:

>int(f,[x,y]=Sector(Circle(<1/2,1/2>,sqrt(2)/2),0,2*Pi));
n

2
Pomoci substituce:

>substituce: =x=r*cos(t)+1/2,y=r*sin(t)+1/2;

. 1 _ 1
substituce=x=r coqt) +§, y=rsin(t) +§

>novyl nt egral : =changevar ({substituce}, subs(M=A, integral),[r,t]);

novylntegral::ff rir coqt) +|r|+|r|r sin(t) dr dt
A

>01: =sinplify(subs(substituce, Mhozina[1]));
1 . .
o1:=r cogt) +5+r sin(t) + r?=r coqt) +1+r sin(t)

>conbi ne(% ;
r coqt) +;+ rsin(t) +r?=r coqt) + 1 +r sin(t)

>solve(%r);

2 _J2

2’ 2
>
vysl edek: =Doubl ei nt (abs(r)*r*cos(t)+abs(r) +abs(r)*r*sin(t),r=0..sqrt(2
)/ 2,t=0..2*Pi);

2z
21 2
vysledek:j f 'r|rcoqt)+|r|+|r|r sin(t) dr ct
0 0
>val ue(vysl edek) ;
n
2
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DERIVE

#1: fizx + ¥

<l n

#2: Moz xex + yoy = % + ¥

#3: Mi=x + v =%+ v

1732 132 1
#4 ¥ - — | + - — = ——
i 2 P

#5: SOLVEx + v = = + vy, y)

2 2
1 - J(- 4 + 4ux + 1) Ji— 4+ dex + 1) + 1

#5: W= ¥y =
2 2

ReSeni bez substituce:

(1 + J23/2
(Ji— 4ex™2 + dax + 1) + 1372
#7: | (x + o dy dx
(1 - J{— 4ex™2 + dex + 1))/2
(1 - J23/2
m

#5: e
2
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Reseni pomoci polarnich soufadnic:
x = r cos(t) + 1/2

y = r sin(t) + 1/2

#9: faub = r«COSCEY 4+ reSINCED + 1

1 1 32 1 1 32 1
#10: {{r-COS{t} + ———] - ———J + [{r-SIN[t} + ———] - ___} -
2 2 2 2 2

i 1
#11 Fo= ——
2
i 1
#2: SOLVE|lr = —, r
2
f2 Sz
#13: P — —— % = ———
i z2

#14:  fzubst = ra(rCO0S0EY + rSIM{EY + 10

2ar
272
#15 - I el raCOSCEY + raSINCEY + 10 dr dt
0
0
m
#16 - —
2
Re3eni pomoci polarnich soufadnic:
X = r cos(t)
y = r sin(t)

#17:. fsub = r«COS50E) + raSINCLD
#FLE:  (r«COSCEIDaCrCOSCERD + (reSIMCED«CraSIMNCtD) = raCOS{t) +
reSINCED

2
#19 . roo= raC05CE) + reSINCLD)

2
#20 SOLVE(r = r«COS{E) + r«SINCEY, rd

#21: Fo= COSCEY + SINCE) w r = O

#22: Tsubst = ra(r«COS{t) + r«SIMN{tID

34
COSCt) + SINCED
#23: J | el PeCOSCEY) + raSINCEY) dr dt
0]
— i
)
#24 _
z2
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Priklad 4

Xty

2 2
o ] ——— X" —y“|dxdy
Vypocdtste dvojny integral: II
yp ny g aye 1/2

Resdeni

KdyZz si znazornime integrovanou funkci a danou nmazZjistime, Ze vyznam

integralu je vlasté takovy, Ze mame spiat objem oblasti vymezené valcem, grafem

funkci f a rovinou z = 0.

ProtozZe funkce s absolutni hodnotou by se nam &jpatiegrovala, zjistime, jak vypada
bez absolutni hodnoty. A oblastep kterou budeme integrovat réliche podle hodnot
funkce na kladnou a zapornatast. Na obrazku jeakovy graf grafem funkce

s absolutni hodnotoderveny graf je grafem funkce bez absolutni hodnoty.
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Upravime si integrovanou funkci

i mnozinu M:
X+y >
f: -X“=-y“=0
NG y
O:—X+y+X2+y2
J2
£=(X—£)2+(y—£)2
4 4 4
V2 V2
4 4
1
r==
2

Zobrazime-li si funkci f a mnozinu M
vrovine z = 0. Ziskhme dva kruhy.
MnoZina M je na obrazku ohrasena
modrou  kruznici. Kdyz polozime

integrovanou funkci f rovnou nule vznikne

nam c¢ervena kruznice, tedy tam, kde je
cervenda kruznice, protind funkce f rovinu

z=0. Nyni vime, Ze body uvihit

cerveného kruhu déavaji kladné hodnoty

integrované funkce a body minterveny

B Ay kruh davaji hodnoty zaporné.

ProtoZze mnozina M i integrovana funkce jsou syrokéri
dle y = x, mizeme péitat integral pouze protugkruh a
vyslednou hodnotu pak vynasobitétva.

Bude vyhodné si oblast rodd na ti casti a integral

pocitat po Echto ¢astech. VyuZijeme zde polarni

souadnice: X=rcost

y=rsint
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Dosadime polarni séadnice do funkce fi mnoziny M:

X+
f: ﬁy—xz—yz M:x*+y*<1
- r’cost+r’sin’t<l
r(COSt SNt _ 2 o —r2sin?t ,
J2 r’<1
r(c:ost+sint)_r2 r<i
V2

Vymezeni oblasti lII: .
r(cost +sint)

7 -r*=0
r(cost +sint) S 2

NG >
cost+sintZr

V2

Nyni sp&itame hodnoty integrélu pro jednotlivé oblasti.

Oblast I:

I s

x+y<l

5
r(cos +sint)

y’|dxdy= jdt(j( =T =

4

ﬂdt(J(r (cost +S|nt) ) :_‘]-ﬂd{(rs(cost +sint) _ﬁ}l _

5
4
J 32 4
4 4
57_[ 5
4 . -7

(cog +sint) 1 (sint-cost) 1.4 1 1

dt=—-| ——-~—-= =—+—-7T

J( 32 7 32 415, 3 8
2" 4
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Oblast II:

3

A r(cost +sint)

Y _x2- y?ldxdy= | dt( - (=" -r?)rdr =
x2 :r[;/[ﬂ I cost'[sint \/E
N
3. 3 L
4 1 4 3 : 4
jdt r *(cost +sint) rYdr = - Idt (r (cost+smt)_r_} _
1 cost+sint '\/E 1 3'\/5 4 cost+sint
a2 2"
3y 3,
‘ (cost+smt) 1 _(cost +sint)* % (cost+sint) 1 (1+2sintcost)®, .
Y R e LY R
1
4 4
o +2sin2t - cosdt
‘]— cost+smt) 1 ( sin 50 ))dt:
i 4 48
2
3,
3 1. 4
. ((sint—cost) _lt_(Zt_COSZt_BSIMt) ) 1+9_”
32 4 48 3 64
1
Zn
Oblast III:
3 cost+sint
e V2 -
r(cog +sint)
dxdy: dt( (——————=-r)rdr =
x:r'.;/'.ﬂ lJ.” -0|. \/E
4
§,T cosi/tsmt §,T cost+sint
4 2 2 - 4 3 . 4 \/E
o | (CojjSInt)—rS)dr=Idt{(r (cogt+sint) r* _
1, 0 2 i 32 4 |,
4 4
3, 3, 3.3 R |
_% (cogt+sint)* % @+2sintcost)® | _* (§+25|n2t 5cos4t) _
—j—dt—j dt-J' )dt =
1 48 1 48 1 48
rdd d rid
3n
3 1. 4
—1t—Ccos2t ——sin4t
_| 5 " |
48 64
1
ZIT

Celkovou hodnotu integralu dostaneme, kdy&tesae vysledné hodnoty integhake

vSech oblasti a vynasobimegdva. 2* (1 n l+9_IT+£J =9

3 8 3 64 64
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Hodnoty integrdl jsme mohli spéitat v programu Maple

SA = Int(Int((r*(cos(t)+sin(t))/sqrt(2)-r*2)*r, r =0 .. 1), t =
(3/4)*Pi .. (5/4)*Pi):
> A=val ue(A);
5n
4 1
1 : 2 _ 1 m
J J’(Zr(cos(t)+sm(t))ﬁ rjrdrct— 378
3m -0
4
>B:=Int(Int((r*(cos(t)+sin(t))/sqrt(2)-r"2)*r, r =
(cos(t)+sin(t))/sqrt(2) .. 1), t = (1/4)*Pi .. (3/4)*Pi):
>B=val ue(B);
3n
4 1
1 i 2 -_om.1
J J (zr(cos(t)+sm(t))ﬁ rjrdrct— 62 t3
% 1/2 (cog(t) +sir(t) )4/2
SC:=1Int(Int((r*(cos(t)+sin(t))/sqgrt(2)-r*2)*r, r =0 ..
(cos(t)+sin(t))/sqrt(2)), t = (1/4)*Pi .. (3/4)*Pi):
>C=val ue(Q;
3n

4 172 (cogt) +sir(t))./2

1 . 2 _ T
J J (Zr(cos(t)+5|r(t))ﬁ rjrdrot—64
T 0
2

>cel kem =val ue(2* (- A-B+Q));

97
celkem:= 16
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MAPLE

>restart;
>wi th(student):w th(VectorCal culus):with(plots):wth(plottools):
>fr=(x+y)/sqrt(2)-x"2-yr2;

f::(X+Z)¢2__X2_y2

>integral : =Doubl ei nt (abs(f),x,y, M;

_(x+y)42
2

integral := +x2+y? dx dy

M

>onmezena: =[ Xx*x+y*y<=1];
omezena=[x*+y*< 1]

>pl:=inplicitplot3d(onezena[1],x=-1..1,y=-1..1,z=-sqrt(2)-
2..sqrt(2)+2, nunpoi nt s=5000, col or =gray, styl e=wi r ef ranme, axes=nornal ) :
>p2:=inplicitplot3d(z=f,x=-1..1,y=-1..1,z=-sqrt(2)-
2..sqrt(2)+2, nunpoi nt s=5000, col or=red):
>p3:=inplicitplot3d(z=abs(f),x=-1..1,y=-1..1,z=-sqrt(2)-
2..sqrt(2)+2, nunpoi nt s=5000, col or =pi nk) :

>di spl ay(p1l, p2, p3);

>p4: =inplicitplot(onmezena[ 1], x=-1..1, y=-

1. .1, nunpoi nt s=5000, col or =bl ue) :
>p5:=inplicitplot(f,x=-1..1,y=-1..1, nunpoi nt s=5000, col or=red):
>di spl ay({p4, p5});
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Priklad FfeSeny pomoci substituce:

>substituce: =x=r*cos(t),y=r*sin(t);
substituc :=x =r cog(t),y =r sin(t)

>novyl nt egral : =changevar ({substituce}, subs(M=A, integral),[r,t]);

1
novylntegral:= JJ
A

rz—;ﬁr cos(t)—éﬁrsin(t) rldr
>01: =sinplify(subs(substituce, onezena[1]));

ol:=r?<1

>integral novy: =Doubl ei nt (abs(r*r*(cos(t)+sin(t))/sqrt(2)-
rr3),r=0..1,t=0..2*Pi);
2n 1

integralnovy::J J
0 0

>val ue(i nt egral novy);
27

J g sionunf 5.2 cos(1)+ 5 /2 in(t) - 1) /2 costt)
0

—%rZ (coq(t) +sin(t)) /2 +r3 dr dt

+ésignun&ﬁ cos(t) +;ﬁ sin(t) - 1)@ sin(t)
—isignunﬁ%ﬁ cos(t) +;ﬁ sin(t) - 1) + ({
112 signunEcos(t) sin(t) + ;) sin(t)? coqt)? - fzsignunEcos(t) sin(t) + ;) coqt)*

+ (15 signunEcos(t) sin(t) + ;) coqt) sin(t) + zlllsignunﬁcos(t) sin(t) + ;) sin(t)?

1 . . 1
*3 S|gnunEcos(t) sin(t) + 2) cogt)?, 0, otherwisej dt

And(o < cogt) + sin(t),;ﬁ (cog(t) +sin(t)) < 1]

>eval f (i ntegral novy);
1.76714574

>9*Pi / 16=eval f (9*Pi / 16) ;

on _
16 - 1.767145868
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Zde je zajimavé, Ze pokud v integraemeénim poradi integrovani, tak integral vyjde
nesprava.

>mnmezeNaopak: =Doubl ei nt (abs(r*r*(cos(t)+sin(t))/sqrt(2)-
rr3),t=0..2*Pi,r=0..1);
12

n
mezeNaopak:JJ —%rz(cos(t) +sin(t)) /2 +r3|dtdr
0“0

>val ue( nezeNaopak) ;
n

4

KdyZ buduiesit integrabez uziti substituce to znamena, Ze vypiam integral pimo
pies mnozinu, tak vysledna hodnota bude také nes@ravn

>int(abs(f),[x,y]=Sector(Circle(<0,0>1),0,2*Pi));

n
4

Problém spoéiva v tom, Ze program vypéa integral bez absolutni hodnoty, a pak
teprve aZz z této vysledné hodnoty v¥jié@ absolutni hodnotu. Proto jekay lepSi si
umét vypccitat nekteré giklady bez uziti péitace a ne se jen n&jrspoléhat.
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DERIVE

X+ Y 2 2
#1: fi= -% -y
Jz
2 P
#2: x +y =1
Wy 2 2
[ EN -x =y =0
J2
42 2 2R 1
#a - — + - = —
i 4 4

Priklad reseny pomoci
#5.  x o= ra05(t)
45 ¥y = r.SIN(t)
I J X+ Y : 2
#7 -x -y dx dy
- '\Fz
2T
1
[ } [ Fe0050E) + reSINCE)
&5 rs
J2
] 0
1]
L

Piiklad FeSeny bez su

y ¢
k1.5
L1
0.5
z
2z a1 E 2
b-1
l_1.5
=
substituce:
2 2
= (raQ0SCED) = (reSINCEDD ] dr dt

16
bstituce:

Pokud zkusime ntegral vypoéitat bez uziti substituce,
vysledek nebude spravny, protoze absolutni hodnota se
vypocita az z vysledné hodnoty integralu.

J(1 = %ax)
#10:

- J{Ll - =)

#11:
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Priklad 5

2 2
Vypoctéte dvojny integral I _[ (x* +y*)dxdy

x*+yt<1
ResSeni

Pro vyp@et daného integralu vyuzijeme polarni sainice.
X =rcost
y=rsint

Z mnoziny, pes kterou integrujemedrvend plocha), si vyjdome r:
rtcos*t+r*sin‘t<1
b 1

" cos*t +sin*t
4 1

r

IN

(cos’t +sin®t)* - 2cos’ tsin’ t
4 < ;
_sin® 2t

r

N

‘sk: HE“EE%Q
NERRRRRN
NRERRR

I

Nyni jiZ zname meze prainnych

t0(0.27)

a paitame objem plochy mezi Zlutym paraboloidem

a rovinou z = 0, na ohraténém prostoru.

[ 2
2 1 2-sin? 2t \/E T

”(x2 +y?)dxdy= j( jrsdr)dt:— i

2

xt+yts<t 0

Vypocet integralu nechavagtiendi.
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MAPLE

>restart;
>wi th(plots):with(student):
>M =x"M+yN4=1;

>fce: =x"2+y"2;
fce :=x?+y?

>gl:=inplicitplot3d(Mx=-1..1,y=-

1..1,z=0.. 2, nunmpoi nt s=5000, col or =" Mar oon", styl e=wi ref rane) :
>g2:=inplicitplot3d(z=fce,x=-1..1,y=-

1..1,2z=0..2, col or="Pal eGol denrod", axes=nor nal ):
>g3:=inplicitplot(Mx=-1..1,y=-1..1):

>di splay(g3); display(gl, g2);

S .
i ntegral : =Doubl ei nt (fce, x,y);

integral := ijz +y? dx dy

>substituce: =x=r*cos(t),y=r*sin(t);

substituc :=x=r co(t),y =r sin(t)

>novyl nt egral : =changevar ({substituce}, subs(integral),[r,t]);
>

novyintegral:= Jfrz ridrd

>sinplify(subs(substituce, M);
r*(2cog(t) +1-2cos(t)?) =1

>solve(%{r});

1 1

{r= PoAr=- s
(2 cog(t)*+1-2cos(t )Z)UM) (2 cos(t)*+ 1 - 2cos(t )2)(ll4
{r=- L b(r= L
J— 2 cog(t)*+1 - 2cos(t)? , -/2cog(t)*+1 - 2cos(t)?

>Doubl ei nt (r"3,r=0..1/((2*cos(t)"4+1-2*cos(t)"2)"(1/4)),t=0..2*Pi);
1

(v4)
om (2cox(t)t+1- 2cos(t )

J J r3dr ot
0 0

>val ue(%; ﬂf
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Priklad 6

Vypoctéte obsah rovinné plochy vymezenévkou 4{/%#{/%:1 a rovinami x =0,

y = 0. Parametry a, b jsou kladné.
ReSeni

Zavedeme zde zobe#me polarni sotadnicer at tak, abychom po dosazeni do rovnice
kiivky ziskali takovou rovnici, z které budeme maeht¢e vyjadt souadnici r, neboli

rovnici bez odmocnin.

x =ar codt
y=brsift

Z definicniho oboru kivky

(0,a)x(0,b) jsou Zejmé meze pro

souadnici t.
tD<o,iT>
\ 2
Su
e
\h Na obrazku je znazoén graf dané
T Kfivky.

Po dosazeni substituce do rovnié¢erky ziskame

4{/2+¢i/§:1
a b
.8
‘{/arco§t +i/brsm t 1
a b
Yrcoft +Yrsin®t =1

4r codt +4/rsin’t =1

4r =1
r=1
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Pro zvolenou transformaci musime &ipat Jakobian.

acost bsin®t

J(r,t) = =
ry —8ar cos’ tsint 8brsin’ t cost

=8abrsin’ tcos’t +8abrsin®tcos’ t = 8abrsin’tcos’t

Obsah tedy vypsitame:

” Vs
15

Hldxdy j(j8abrsm tcos’ tdt)dr—8ab{ 22} jcostsm tdt =

00

o0 =sint

(- sin’t)®sin’ tcostdt =
do = costdt

"—:I\J\EI

4ab

1
= 4abj (1-0*)%0’do =

(1-30°+30* -0%)o’do = 4abj'(o -30°+30" - 0")do =

= 4a 0_8_3010+0_12_014 l =4a 1 3+1 1 a_b
8 10 4 14| 8 10 4 14 70

1
.b
o'—.o- - o
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MAPLE

>restart;

>wi th(student):wth(plots):
>assune(a>0, b>0):
>M=[(x/a)™(1/4)+(y/b)"(1/4)=1, x=0, y=0];

X (14) y (v4)
o)) o]

>substituce: =x=a*r*(cos(t))”"8,y=b*r*(sin(t))"8s;

substituce=x = a~ rcoqt)?, y = b~ rsin(t)®
>obsah: =Doubl ei nt (1, x,y);
obsah:= ffl dx dy

>novyi nt: =changevar ({substituce}, subs(obsah),[r,t]);

novyint:= JJ —24r a~ b~cogqt)?sin(t) + 8r a~ b~cogqt) ¥ sin(t)
+ 241 a~ b~cogt)°sin(t) - 8r a~ b~cogt)’ sin(t)|dr dt

>mmozi na: =si mpl i fy(subs(substituce, M);

_ g\ (V4) g (14) 8 g
mnozina=[(r cogt)®) +(rsin(t)®) =1,a~rcogt)°=0,b~rsin(t)®=0]
>R0O := solve( { mmozina[ 1], mozina[ 2], mozina[3] }) ;
War ni ng, solutions nmay have been | ost

RC:={a~=0,b~=0,t=t,r =1},
1
1+ 24sin(t )* + 16 sin(t )® - 32 sin(t )° - 8 sin(t)? b
a~=0,b~=0,t=t,r = (1
+4 RootOf(1 + (1 - 2sin(t)? + 2sin(t)*) _Z>+2 _Zsin(t)? label= _L2) sin(t)?

{a~=0,b~=0,t=t,r =

- 2sin(t)?
- 8sin(t)* RootOf( 1 + (1 - 2sin(t ¥ + 2 sin(t)*) _Z2+2 _Zsin(t)? label= L2
- 2sin(t)*) / (
1+ 18sin(t ) + 36 sin(t )® + 8 sin(t )2 - 24 sin(t )!° - 32 sin(t )° - 6 sin(t)?) },
{b~:0,t:g,r:1,a~:a~} ,{b~=0,t:—g,r=1,a~:a~} :
{b~:0,t:g,r:1,a~:a~} ,{b~=0,t:—g,r=1,a~:a~} :

T T
{b~:0,t:§,r:1,a~:a~} ,{b~=0,t:—§,r=1,a~=a~} ,
{b~:0,t:g,r:1,a~:a~} ,{b~=0,t:—g,r=1,a~=a~} ,
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{b~:0,t:g,r:1,a~:a~},{b~:0,t:—g,r:1,a~:a~},
{b~:0,t:g,r:1,a~:a~},{b~:0,t:—g,r:1,a~:a~},
{b~=0 t:g,rzl,a~:a~},{b~:O,t:—g,r:1 a~=a
{b~:0,t:g,r:1,a~:a~},{b~:0,t:—g,r:1,a~:a~},

{a~=0,t=0,r=1,b~=b3},{a~=0,r=1,t=1m,b~= b},
{a~=0,t=0,r=1,b~=b~},{a~=0,r=1,t=n,b~=b~},
{a~=0,t=0,r=1,b~=b3},{a~=0,r=1,t=mb~=b+},
{a~=0,t=0,r=1,b~=b3},{a~=0,r=1,t=mb~=b+},
{a~=0,t=0,r=1,b~=b3},{a~=0,r=1,t=mb~=b+},
{a~=0,t=0,r=1,b~=b3},{a~=0,r=1,t=mb~=b+},
{a~=0,t=0,r=1,b~=b~},{a~=0,r=1,t=n,b~=b~},
{a~=0,t=0,r=1,b~=b3},{a~=0,r=1,t=1,b~= b~}

> S: =Doubl ei nt (abs( -

24*a*r*b*cos(t)M11*sin(t) +24*a*r*b*cos(t)"9*si n(t)+8*a*r*b*cos(t)"13*s

in(t)-8*a*r*b*cos(t)"7*sin(t)),t=0..Pi/2,r=0..1);

n

1 .2

s::J f =241 a~ b~cogt) " sin(t) + 8 a~ b~cogt) 3 sin(t)
0

0
+ 241 a~ b~coqt)°sin(t) - 8 r a~ b~cogt)’ sin(t) | dt dr

>val ue( % ;
a~b~
70
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DERIVE

V programu Derive mZzeme vyuZit moznost kresleni gral parametry pomoci

posuvniku, ktery pojmenujeme podle parametru.

Denve b - |F] %

gﬁl\e Edit Insert Set Options Window Help

R~ = e e N e N T

B 20 plot 1 =S _loix
! =
4.5 g 0ouooooaou R #1:
! =
3.5 1 Loceoog e 10
3
2.5

1 0.5 0.5 = - = N ' e A — )
B | &3 2D -plot 1:1 o =[E3
e T ——|;
Egm Y 00 x|
| v =2 2x]] 14,5
1 J_ 10
‘Elﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ_t
[EE[CEEEZFER 14
x
3.5 1 S R, |1
|
T3
12.5
®
-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 2.5 4 4.5 5
1=0.5
4
FH Cross: 2.4625 . 1.9125 Center: 2 , 2
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5.2 Valcové sou fFadnice

Priklad 7

Vypoctéte nasledujici integrétl:”'[(x2 +y?)dxdydz, kde mnozina Vje vymezena
\%
X?+y? =2z
z2=2

plochami

Resdeni

Souadnice z je linearni, proto zde bude vyhodné zat@stsformaci do valcovych
souadnic.

X=T cos(t) s “
S
x> +y? =2z T
r’cos’t+r?sin’t =2z
r’=2z : :
r=+/2z 2 1 X

=2 145

2

29

Oblast mnoziny V je vymezena paraboloidem a rovikalmou na osu z. Oblast
V iintegrovana funkce je symetricka dle x = 0 a\0, proto mohu integral géat

pouze praitvrtinu této oblasti a vyslednou hodnotu vynasobiyiimi.

Meze pronénnych tedy budou:

r D<\/Z;2>

tD<O;E> ;
2

z0(0;2)
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j j j (x? + y?)dxdydz= 4f dt(f dz(?(rz cos’ t +r?sin’t)rdr)) :4f dt(f dz(?ﬁdr)) =

= Jz-d '[4zzdz) =
0

Pokud chceme @p n¢jakym zpisobem prezentovat vysledek, nebude to zde jiz tak
nazorné, protoze to tentokrat nelze jednoduSedmatinizornit. Tento trojny integral
piedstavuje to, Ze bereme jednotlivé body, z oblastiezené rovinou z = 2 a
paraboloidem %+ y? = 2z, a pro kazdy bod v této oblasti v§fiame hodnotu %+ Y.

VSechny tyto hodnoty nakoneciseme a dostanem;efn.
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MAPLE

>restart;w th(student):
> =x"2+y"2;

>V1: =x"2+y"2=2*%z;

>\V2: =z=2;

>with(plots):inplicitplot3d([V1, V2], x=-3..3,y=-3..3, z=-
3..3,color=[gray, "SandyBrown"], axes=nor nal ) ;

integral :=Tripleint(f,x,y,z,V);
integral := JJJXZ +y?dx dydz
\
> Mhozi naV: =[ V1, V2] ;
MnozinaV:=[x*+y*=22z z=2]
>substituce: =x=r*cos(t), y=r*sin(t), z=z;

substituc :=x=r cog(t),y=r sin(t),z=2z

>novyl nt egral : =changevar ({substi tuce}, subs(V=Mintegral),[r,t,z]);

novylntegral:= JJJ r?|r|drd oz
M

>ML: =si nplify(subs(substituce, MhozinaV[1]));

M1:=r?=2z
>vysl edek: =Tripleint(r”3,r=0..sqrt(2*z),t=0..Pi *2,2z=0..2);
2 2n 24z
vysledek:f J f ridr dt dz
0v0 Yo
>val ue(vysl edek) ;
16n
3
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DERIVE

Zde jsenteSila giklad bez substituce.

<

N

LS

@f\‘?{!‘ﬁ:@ i 4
ol

*ﬂ};-

e A )
ottt 68
1%phgﬁr

L) ]
#3. SOWVE(Lx +y = 2.2, z=2], [¥]}
[ 2 z2
#4- y=fld-x I az=2 v=-Jd-xdanz=2
2 2
#5: X+
v,
(2:2)
Ji2vz - %22
z2 z2
6 i + vy ) dy dx dz
- J(E-z — x"2)
- J2.2)
16
#7:
3

Hranice u integralu jsem si musel&itisama podle obrazku.
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Priklad 8

Vypoctéte integréllm.,/x2 + y?dxdydz, kde mnoZina M je vymezena plochami:
M

ReSeni
MnoZina M je vymezena rovinou a kuzelovou plochou.

Zavedeme valcové stadnice:

X =rcost
y=rsint
z=12

Dosadime do mnoziny M:

x+y = r0(0; 2)
rt=z t0(027)
"=l 20(01)
z=1

j j j X+ y?dxdydz= j” (j(jrzdr)dz)dt= .[n(.l[%gdz)dt: Jn(1—12)dt=

lo | N

Vysledna hodnota je zde &pouwet hodnot vyrazy x? + y? potitaného pro viechny
body z dané oblasti.
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MAPLE

>restart;

>wi th(student):wth(plots):
>inplicitplot3d([x"2+yr2=z"2,2=1],x=-2..2,y=-2..2,2=-

2.. 2, nunpoi nt s=10000, col or=[ "Fel dspar ", "Firebrick"], axes=nornal ) ;

>
novyi nt egral : =changevar ({x=r*cos(t),y=r*sin(t),z=z}, Tripleint(sqrt(x”"2
+y"2),x,y,2), [t,r,z] );

novyintegral:= ij r?dtdr dz

>eval (xM2+y"2=z72,[x=r*cos(t),y=r*sin(t)]);

r2cogt)? +r?sin(t)?=27

>simlify(%; 2 2
r<=

>Tripleint(r~2,r=0..2z,2z=0..1,t=0..2*Pi);

2n 1 2
J erzdrdzdt
0 0v0

>val ue(%;

o4
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DERIVE

#1:

APPROX(SOLVE(x + vy =z , z))

#3:

2
+y )

2

2
+y ) vz= fix

2

- Jx

2 =

#4

Jixo+ v D

#5:

+ (raSINCEDD D

JOCrCOS(t))

#6:

#7:

rl«|r| dr dt dz

I

#8:

2

2

= Z

+ (r«SINCEYD

CreCOSCEDD

#9:

#10:

j P
rdr dz dt

#12:
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5.3 Stférické sou Fadnice

Priklad 9

Vypoctéte objem &lesa vymezeného nasledujici ploch¢x? + y? + z?)* = 3xyz

ReZeni

Protoze tuto plochu si nedokazentedstavit, ani nijak jednoduSednmout, pouzijeme

rovnou sférické saadnice: X = r cos(t)cos(u)

y =r sin(t)cos(u)
z =rsin(u)

Dosadime je do rovnice plochy:

(x> +y*+27%)°% =3xyz
(r’cos’ tcos’ u+r?sin“tcos u+r?sin*u)® = 3r® costsint cos” usinu

(r’cos’u+r?sin“u)® :§r3'2costsintcos2 usinu
2
(r?)® :§r3sin2tcos2 usinu
2
re :gsinZtcos2 usinu Or =0 = sin2tsinu=0
y =sinu y =sin 2t

05 048

\

0 0 1 P 3 i 3 &

| /
05 05
uD<O;7—T> tD<O;7—T>
2 2

Pokud budeme gitat s prordnnymi u a t v tomto rozmezi, potom vyslednou hodnot

integralu vynasobimetyimi. Pra:, je vidt z nasledujicich obraik Je na nich prostor
rozc&leny rovinami x = 0, y =0, z = 0 nad@sti a v kazdéasti jsou zapsany znaménka
funkci sin u a sin 2t. Sowin musi byt kladny a tomu vyhovuji pouze &ésti.

Vypocitdme tedy integrél pro jednu tutést, protoZe ostatni jsou symetrické.
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Nyni jiz miZeme vypeitat integral:

§3$nmco§usmu

o'—;mm
o'—.w\:

mldxdydz— dt([ du( j r2 cosudr)) =
0
Tz z
= 4| dt(| = O=sin2t cos” usinucosudu) =2| dt(| sin2t cos’ usinudu) =
0 03 2 0 0
: ceon
=2[s m2tdt(jco§usmudu) ‘ WEeosl jmzmlt(j Widw) =
0 dw=-sinudu ¢
2 —cosatTz[w'] 1
= j |n2tdt(jw3dvv) _2[ } ==
0 2 LL4 2

Objem tlesa tedy je Y.

Na dalSi strdnce je pomoci programu Maple vykrgslgraf funkce a mizeme si

vSimnout, Ze opravdu lezi ¥ah kvadrantech, které jsme pomoci sférickychiradnic

zjistili.
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MAPLE

>restart;
>with(student):with(plots):
>fce: :( X’\2+y/\2+zl\2) N3=3*x*y*7:

3
fce:=(x°+y?+27?) =3xyz

>inplicitplot3d((x"2+y"2+z72)"3=3*x*y*z, x = -1 .. 1, y =-1 .. 1, z =
-1 ..1, axes=normal, color="Silver", nunpoi nt s=30000) ;

-1

>
Tripleint(1,x,y, z)=changevar ({x=r*cos(t)*sin(u),y=r*sin(t)*sin(u), z=r*
cos(u)}, Tripleint(1,x,y,2z),[r,t,u]);

U 1dx dydz= Hfr 2|sin(u) | dr dt du
>subsfce: =zeval (fce, {x=r*cos(t)*sin(u),y=r*sin(t)*sin(u), z=r*cos(u)});

subsfce= (r?2 cogt)? sin(u)? + r?sin(t)? sin(u)? + r2 cog u)2)3 =
3r3coqt) sin(u)?sin(t) cog u)

> conbi ne(subsfce);

3 3 3 3
6 _ v~ .3a; -~ L3 a _ _ M .3 _ M L3
r r S|n(2t+u)+16r sin(2t—-u) 16r si(3u+2t) 16r sin(-3u+2t)

16
>isol ate( conbine(subsfce), r );
r——l(

-4

-3 cog2t—u)sin(2u) cog 2u) +3cog2t—u)sin( 2u) +3sin(2t - u) sin( 2u)?

(1/3)
NESARE|

-3coq2t-u)sin2u) coq 2u) +3cog2t—u)sin(2u) +3sin(2t - u) sin( 2u)?
(U3)
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>R =rhs(%;
1
R'_—Z(
-3 cog2t—u)sin(2u) cog 2u) +3cog2t—u)sin( 2u) +3sin(2t - u) sin( 2u)?
) 1
) +Z|ﬁ(
-3 cog2t—u)sin(2u) cog 2u) +3cog2t—u)sin(2u) +3sin(2t - u) sin( 2u)?
(1/3)

>Tripleint(r*2*abs(sin(u)),r=0..Ru=0..Pi/2,t=0..Pi/2);

nn
2 2

J J Int[rzsin(u), r=0 ..-%r(

0 Y0

-3coq2t-u)sin(2u) cog 2u) +3cog2t—u)sin(2u) +3sin(2t—u) sin( 2u)?
w3) 1
)y +21/3(

4

-3coq2t-u)sin(2u) cog 2u) +3cog2t—u)sin(2u) +3sin(2t—u) sin( 2u)?
(U3)
) jdu dt

>4*val ue( % ;

NI =
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Priklad 10

1 N1-x2 2-x%-y?
Vypocététe integral: IdX j dy I szZ
0 0 2 +y?

Reseni

Kdybychom z&ali tento integral rovnou integrovat, narazili bgam na fizné technické
obtize, proto zde @b raddji vyuzijeme substituci. Ze zadaného integralu negp

ziskdme meze prainnych.

1—x2:y :>x2+y2:1
0=y
1=
0=x
PouZijeme sférické sdadnice: X = r cos(t)sin(u)
y = r sin(t)sin(u) .
z =r cos(u)

ProtoZe jiz zname plochy, které vymezuji mnoZimk, 1 |

dokézeme z obrazkudir meze prominnych:

oo
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Nyni jiz vypatitame zadany integral:

1 1-x2 2-x2-y? LZT J2 ]ZT ~ co

[dx | dy Izzdz:J‘dt('[dr('[r“sinucoszudu)):‘ V\i o

0 0 ey 5 o 0 dw=-sinudu
7 202 i o
2 2 2 o2

= dt({r—} I w2dw) = Idtﬂ{—ﬁ} - J’dtQK_Q +1j -
o L2 1 » 5] 3 ¢ 51 12 3
fa2( N2, 1) fal2-2y al2-2m_mel2-y
512 3)7 s 15 2 _ 15
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MAPLE

>restart;w th(student):
>integral :=Int(Int(lnt(z"2,z= sqrt(x"2+y"2) .sqgrt(2-xn2-
y~2)),y=0..sqgrt(1-x"2)), x=0.

1 Jl x2 JZ x —y
integral := JJ J 7 dzdydx
>val ue( % ;
1 J1-x2
(2—x2—y2)(3/2) (x2+y2)(3/2)
3 - 3 dy dx
0“0

Maple nedokéze tentdipo zadany integral vyg@tat, proto pouzijeme substituci.

>substituce: =x=r*cos(t)*sin(u),y=r*sin(t)*sin(u), z=r*cos(u);
substituc :=x=r cog(t) sin(u),y =r sin(t) sin(u), z=r cos(u)

>novy: =changevar ({substituce},integral,[r,t,u]);
War ni ng, Conputation of new ranges not inplenented

novy:= ij(r2 r?—r2|r[>sin(u)?)|sin(u)|dr dt du

Prepsali jsme integral pomoci sférickych gminic, integral se nam igpciital
automaticky i s Jakobidnem, ale bohuzel meze sgepafitaji. Musime si je Wit sami.

>mmozi na: =[ sqrt (x"2+y"2) =z, sqrt (2-x"2-y"2)=z, 0=y, y=sqrt (1-
x"2), x=0, x=1] ;

mnozina=[/x2+y2=z./2-x2-y*=z,0=y,y=,/1-x?,x=0,x =1]
>novaM =si npli fy(subs(substituce, mozina));
novaM:=[./r?sin(u)? =r cou), /2 - r2+r2cogu)? =r cogu), 0 =r sint) sin(u),

rsin(t) sif(u) =./1 - r2cog(t)2 +r2 cogt)2 cog u)?, r cogt) sin(u) = 0,
r coqt) sinu) =1]
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>R := map( solve, novaM [r,t,u] );
War ni ng, solutions nmay have been | ost

n

R::[Hr:r,tzt,uz—4}[r=O,t=t,u=u],[r:r,t:t,u:2},

[r:r,t:t,u:—T},[rzr,tzt,u:Tﬂ,
{ :ﬁ,t:t,gzu],[r:—ﬁ,t:t,u:u]],

- =
I
~+
I
.:—0-
c

ul,[r=r,t=0,u=u],[r=r,t=t,u=0]],

[

[

_[r:—siéu),t:t,u:u}[r Siéu),t:t,u:uﬂ,
u},[rzr,tzt,u:O]},

[r:O,t:t,uzu],[r:r,t: ,u

N[ o

Trreesomsmtig )]

novyi ntegral : =Tri pleint (r*"2*cos(u)"2*r"2*abs(sin(u)),r=0..sqrt(2),t=0.
.Pi/2,u=0..Pi/4);

T2
novyintegral:zj J J r*cogu)?|sin(u)|dr dt du
0 Y0 Y0
Ted jiz integrél vypdaitat Ize.
>val ue(%;
2 2T[—iT[
15 15

Muzeme si znazornit mnozinuigs kterou jsme integrovali.

>with(plots):
>gl:=inplicitplot3d(sqrt(x"2+y"2)=z,x=-2..2,y=-2..2,2=-
2..2,col or="Medi unOr chi d", axes=nor mal , nunpoi nt s=20000) :
>g2:=inplicitplot3d(sqrt(2-x"2-y"2)=z,x=-2..2,y=-2..2,2=-
2..2,col or="Medi unPur pl e", nunpoi nt s=30000) :
>g3:=inplicitplot3d(0=y,x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2,color="M dni ght Bl ue"):
>g4:=inplicitplot3d(y=sqrt(1-x"2),x=-2..2,y=-2..2,2=-
2..2,col or="Medi unftl at eBl ue", nunpoi nt s=20000) :
>g5:=inplicitplot3d(x=0,x=-2..2,y=-2..2,2=-

2..2,col or="Medi umlur quoi se") :

>g6: =i nplicitplot3d(x=1,x=-2..2,y=-2..2,2=-

2..2,col or="Medi unSeaG een"):

>di spl ay(91, g2, g3, g4, g5, g6) ;
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gl:=inplicitplot3d(sqgrt(x"2+y”"2)=z,x=0..sqrt(2),y=0..sqrt(2),z=0..sqgrt
(2), col or ="Medi untr chi d", axes=nor nal , nunpoi nt s=2000) :

>g2: =inplicitplot3d(sqrt(2-x"2-
yr2)=z,x=0..sqrt(2),y=0..sqrt(2),z=0..sqrt(2), col or="Medi unPur pl e", num
poi nt s=30000) :

>
g3:=inplicitplot3d(y=0,x=0..sqrt(2),y=0..sqrt(2),z=0..sqrt(2),color="L
i ght SkyBl ue", styl e=wi refrane):

>gd:=inplicitplot3d(y=sqrt(1-
x"2),x=0..sqrt(2),y=0..sqrt(2),z=0..sqrt(2), col or="Li ght Sl at eBl ue", num
poi nt s=2000, styl e=wi refrane) :

>

g5: =inplicitplot3d(x=0,x=0..sqrt(2),y=0..sqrt(2),z=0..sqrt(2),color="L
i ght SkyBl ue", styl e=wi refrane):

>

g6: =i nmplicitplot3d(x=1,x=0..sqrt(2),y=0..sqrt(2),z=0..sqrt(2),color="L
i ght SkyBl ue", styl e=wi refrane):

>di spl ay(91, g2, g3, g4, g5, g6) ;
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DERIVE

{2-4’2 1}
¥2: e - -

15 15

Derive, narozdil od programu Maple, dany integpak#a hned.
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Priklad 11

2z

2 2 2 2
Vypoctete J.H\/l—% —§ —?dxdydz, kdyz M je dana nerovnosg; —% - <1.
M

22
2

C

ReSeni
Pii vypoctu pouZijeme zobrazeni dané rovnicemi:

X = ar cos(t)sin(u)
y = br sin(t)sin(u)
z = crcos(u)

Jedna se o obecné sférickéisalmice. Pro zjighi rozsahu jednotlivych proinnych

bude vhodné r@tnout si zadanou nerovnost.

X_Y

2 2 2
2

Tato rovnice pedstavuje kvadratickou plocht

kterou vidime vpravo na obrazku.

2
X? y° z
- -S<

2 2
a’ b* ¢

Nerovnice tedy festavuje prostor mezi dmi ¢astmi dané kvadratické plochy.

Nyni mizeme u&it meze pro prognné: tD<0;277>
u(0; )
r 0(01)
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Vypocéteme integral:

2 2
% Zz - " dxdydz—

—
—_—
Q_
T

2
dr(jdt(_[du(«/l— r?cos’ tsinu—-r?sin’tsin’u-r?cos u)abcr’sinu)) =
0 0

2 V4
dr(jdt(_[du\/l— (r?cos’tsin®u+r?sin”tsin®u+r?cos u)abcr? sinu)) =
0 0

1
<
Otk Ot Ot——

2 Vg 1 2 Ve
dr(jdt(jdu\/l—(rzsinz u+r2co< u)abcr? sinu)) :jdr(fdt(jdux/l—rzabcrz sinu)) =
0 0 0 0 0

= abcjl'dr((wll— rz)rszt(]Tdusin u)) :abcjdr((w/l—rz)rZTZdt) = 4mbcj1' (y1-r?)r3dr =

r =sin(w) 2

= df‘COS(W)dW 4rabcj'(w/1 sin w) sin® wcos(v)dw = 4mbcjco§ wsin? wdw=

arcsinr =

IET 7T
= 4rabc I cos’ w(l-cos w)wdw= 4nabcj (coS w-cos' w)dw =
0
3 3
= 47| (1 O0S2W 1 ZCOSZV:J’ COS" 2W) 4y = rabe| (- cos 2w)dw=
0 0
H 3 L
= rabc| (1—M)dw=%mbcj (1- cos4w)dw=%nabc{W— 5'”4‘”} 2T e
0 0 0
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MAPLE

>restart;

>with(plots):with(student):

>M =x"2/ ar2-y"2/ b"2-z"2/ c"2=1;

X _y2_22_1
a> b* ¢

>fce:=sqrt(1-x"2/ar2-yr2/br2-272/c"2);

2 2 2

X2 y? oz
fce=,/1-——-"5-

M a’> b? c?

N

>integral:=Tripleint(fce, x,vy,2z);

2 2 2
integral := Ml—zz—zz—zz dx dydz

>substituce: =x=a*r*cos(t)*sin(u),y=b*r*sin(t)*sin(u),z=c*r*cos(u);

substituc :=x=ar cog(t) sin(u),y=br sin(t) sin(u), z=cr cos(u)

>novyi nt egral : =changevar ({substituce},integral,[r,t,u]);

novyintegral := JJJ/ 1-r?|rP|al|c||b||sin(u)|dr dt du

>subs(substituce, M;

r2 cogt)?sin(u)?-r?sin(t)?sin(u)?>-r2coqu)?=1
>R0: =solve(%|[r]);

RO:=||r= ! | r=- !
J2sin(u)?cog(t)2 - 1 J2sin(u)? cogt)? -1

>R:=RO[ 11];
1

R:=|r=
[ /2 sin(u)? cog(t)? - 1}
>Tripleint((21-

rr2)N(1/2)*abs(r)~2*abs(a*b*c*sin(u)),r=0..1,t=0..2*Pi,u=0..Pi);

n 2n 1

JJ j«/l—rzrzabcsin(u)drdtdu
0v0 0

>val ue(%;

1
4 lallblc

79



DERIVE

V piikladu mame zadanou funkci i mnoZinu pomoci paraind®rogram Derive je
vybaven posuvniky, které pojmenujeme podle paramatrjejich pohybem ihned
meénime tvar grafu.

(4 30-plot 1:1 ] 3

] Eye: 25.856 . 12.785 . 9 Center: 0.0 .0 Length: 20: 20 : 19.¢

I Eye: Center: 0, 0,0 Length: 20 : 20 : 50.8°
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#1:

#2:

#3:

#4:

#5:

#5:

#7:

#8:

#9:

x ¥ z
fe=fll - — - —— -
2 2 2
a b c
2 2 2
% ¥ z
Mze——— - —— =1
2 2 2
a b c
2 2 2
% ¥ z
- - _ -1
2 2 2
a b c
2 2 2
% y z
SoWMEf— o - — - —— =1, 2
2 2 2
a b c
2 2 2 2
z=-Jtb x —a.ww —a.b?
a'b
z
=
wY

2 2
(a r.COSCEI-SIN(uD ) Cbor SINCED - SINCUD)

2
(corCOS{UDD

2 2
a b

2 2 2 P

2z
=

2

=1

2

FoACOSCE) WSINCUY — r «SINCE) SIN(U)

2 2 2 2 2 2 2

2
SOLVE(r «COSCt) «SINCu) - r «SINCE) «SIN(u) - r «COS{u)

1

2 2 P 2 2
JOCOSCE) WSINCU) - SINCE) «SIN(u) - COS(u) D

1

2 2 2 2 2
JOCOS(tY SIN(UY - SINCE) -SIN(u) - COS{u) )
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2
— r 05Ul

2

=1




0. Mizeme =1 nechat wykresTit mnozinu 1 we stérickych soufadnicich

=

ff,,ﬁ,

2 2
#11: 1 — r Jeashecer «SINCWD
T
2em
1
j 2 2
#12: JL - r Jeasbecor SSINCU) dr dt du
0
0
0
2
moah
#13:
4
2
moahec
#14:
4
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Priklad 12
Najdéte objem mnoZziny A ohra&ené plochami:

X*+y?+2°=4

x* +y?+72°=9

X2 + yz —72=0

220
Reseni
Dana mnozina A jetteso ohraniené d¥ma kulovymi plochami seigtdem v poatku a
polovinou kuZelové plochy s vrcholem také \Eatiku. Objem tohotoétesa vyhodsa
spaiitame pomoci sférickych stadnic.

X = r cos(t)cos(u)
y = r sin(t)cos(u)
z =rsin(u)

Z obrazku jsou viék meze prordinnych. MnoZina A je tedy obrazem kvadruéghto

rozmérech:
r0(23)

t0(0;27m)

Objem tedy sp&itame:

a- Q) _197(2-2)

v=| { [1dxdydz der(Tdt(j[ﬂ cos()))du= H[‘]S”[S‘““)]; _ %ﬂ )<

4
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MAPLE

>restart;with(plots):wth(student):
> A =[ XN2+yN 2420 2=4, XN 2+yN2+z272=9, x"2+y"2-z2"2=0, z=0]
A=[X+y?+ 22 =4, +y? +22=9,x*+y* -7 =0,2=0]

>gl: =i nplicitplot3d(x*2+y"2+z"2=4, x=-3.. 3, y=-
3..3,2=0..6, col or="Lavender", axes=nor nal ) :
>g2:=inplicitplot3d(x"2+y"2+z"2=9, x=-3.. 3, y=-
3..3,2=0..3,color="Indi go", styl e=wi refrane):
>g3: =i nplicitplot3d(x*2+y"2-z"2=0, x=-3.. 3, y=-
3..3,2z=0..3,color="Ilvory", nunpoi nt s=10000) :
>di splay(gl, g2, g3);

>

g4: =i nplicitplot3d(x"2+y"2+z72=4, x=0.. 3,y=0..3,z=0.. 3, col or="Lavender"
, axes=normal ):

>

g5: =i nmplicitplot3d(x"2+y"2+z72=9, x=0..3,y=0..3,z=0..3,color="1ndi go", s
tyl e=wirefrane)

>g6: =i nplicitplot3d(x"2+y"2-2z72=0, x=0..3,y=0..3,z=0..3,color="lvory"):
>di spl ay(g4, g5, g6);

o

)

!
I8
18

g

==

_.A L
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objem =Tripleint(1,x,y,2);
objem:= fjfl dxdydz
>substituce: =x=r*cos(t)*cos(u),y=r*sin(t)*cos(u), z=r*sin(u);
substituc :=x=r cog(t) cos(u),y =r sin(t) cos(u), z=r sin(u)

>integral : =changevar ({substituce},objem[r,t,u]);

integral := JJJ r | coqu)|dr dt du

>subs(substituce, A);

[r?coqt)?coqu)?+r?sint)? coqu)?+r2sinu)®=4,
r2cogqt)?coqu)?+r2sint)?coqu)?+r2sinu)?=9,
r2coqt)?coqu)?+r2sin(t)?coqu)®-r?sinu)?>=0,r sin(u) =0]

>conbi ne(% ;
[r2=4,r>=9,r?coq 2u) =0,r sin(u) =0]

>R := map( solve, [r"2 =4, r~2 =09, r~2*cos(2*u) = 0, r*sin(u) = 0],

[ur] );
R::[[[u:u,r:Z],[u:u,r:-2]],[[u:u,r:3],[u:u,r:-3]],

[[u:u,rZO], [u:u,r:O],[u:z,r:rﬂ,[[u:u,rZO], [u:O,r:r]]}

>Tripleint(r*2*abs(cos(u)),r=2..3,u=Pi/4..Pi/2,t=0..2*Pi);

n

2 2 3
J jjrzcos(u)drdudt
0 2
4
>val ue(%;
19 2n+§n
3 3
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DERIVE

2 2 2
#1: ¥ +y +z =4
2 2 2
#2: ¥ +y +2 =9
2 2 2
#3: X +y —z =10
#4 z=10
2 2 2
#5 SOLVE(x + v + 2z =4, 2)
2 2 2 2
46 z2z-J-x -y v+ vzzfx -y +4)
2 2 2
#7: SOLVE(x +y +2 =9, z)
2 2 2 2
#8: z=-Jlox -y +8 vz Jl-x -y +9)
2 2 2
#9: SOLVE(x +y -2z =10, 20
#10: z
w2
2em
3
J’ 2
#11: r «COS{u) dr dt du
2
0
mid
Y] 19.2
#12: o
3 3
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6 Zdver

V této praci jsem fedvedla, jak se dajeSit Riemannovy dvojné a trojné integraly, jaké
se k tomu pouzivaji substituce a gardlazorg jsem ukézala, jak Ize vypiat integral

bez uziti poitace, a jak Ize ziskany vysledek prezentovat.

Priklady jsemteSila také pomoci programMaple a Derive. Rozdil mezi €mito
programy, jejich vyhod a nevyhod si {fistten& vSiml. Oba programy maji samepme
vyhodu rychlého vypitu, ale bohuZel ne vzdy vypitaji vysledek spravh Castym
problémem {i pocitani je absolutni hodnota. Proto j@eFité abychom stale & jistou
piedstavu o tom, co gdame a jakou ma vysledek nejlépe grafickou podobu. K tomu
ndm ot pomohou matematické programy, s jejich pomodZeme ziskat i velmi
slozité grafy. Program Maple dokaze vykreslit grafy explicitaimplicitné zadanych
funkci, program Derive ma ¢has problém vykreslit implicithzadanou funkci, proto je
n¢kdy treba, rovnici dané funkce upravit a pokusit se z ni promou (y resp. z)
vyjadiit. Co se ty¢e grafi, ale oproti programu Maple ma program Derive zase vyhodu
v zobrazovani grafs parametry. Mzeme si vytvéit posuvniky pro dané parametry a

graf se namip pohybu posuvnik bude v zavislosti na parametreckinit.

Z pohledu provedeni substituci v integralech je vyk@lnprogram Maple, kde sta
nadefinovat danou substituci a pomoci jednoduchéfikazu program sam provede
substituci vintegralu a sptia rovnou i Jakobian. Jediné co n&adje to, zZe
nepeepaiitd meze daného integrélu. Ty pakzeme ziskat substituci do rovnic zadané
mnoziny, z které pak vyjdtine nové prornné. V tomto programu dokonce i existuje
piikaz gimo pro vypgéet integrélu pes utitou mnozinu, ktery Ize pouzit, pokud je
mnoZinou programem definovana oblast. V programu Derive existugetlatikko pro
provedeni substituce, bohuzel ale program jiz nedfgpdakobian. Ten si tedy musime
vypcCitat sami a pak osoBrprepsat integral, i jeho meze, cozZ je tedyéompracwjsi,

nez v programu Maple.
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Nelze obecafict, ktery z prograri je lepSi. Kazdy ma své vyhody a nevyhody. Derive
je pro uzivatele Bjemrgjsi, ovlada se ffgevazrié tlacitky nebo pomoci menu gigazy.
Program Maple je zaloZen na znalostkpzi. Nyni je jiz také BZna graficka verze, kde
se jiz nemusiitkazy psat rong, ale steji jako v programu Derive, se pouZivajicitha

a menu. Tato verze je pro spoustu uzivapijemnsjSi a snadgi ovladatelrgjsi.

Nyni si myslim, Ze jiz kazd§ten& vi, co, pr@ a jak se pé&ita a jak si dany problém co
nejvice zjednodusit.
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