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Resumé

Diplomova prace je zaméfena na hledani kofenti polynomt. Pro polynomy prvniho az
¢tvrtého stupné jsem problematiku fesil pomoci znamych algebraickych postupt. Pro al-
gebraické rovnice patého a vyssiho stupné jsem vybral nékolik metod z oblasti numerické
matematiky. VSechny predvedené pristupy jsem demonstroval na prikladech.
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1 Uvod

Diplomovéa prace se zabyva metodami urcovani korenti polynomi vyssich stupiid.

Toto téma své zavérecné prace jsem si zvolil proto, Ze neexistuje pojednani podavajici
uceleny prehled o problematice nalezeni korenti polynomi rtiznych stupnt. Mym cilem bylo
vytvorit metodickou ptirucku pro obecné i praktické feseni dané problematiky.

Diplomovou praci jsem rozdélil do dvou hlavnich ¢asti — a to algebraické a numerické.

V algebraické ¢asti definuji pojem algebraické rovnice n-tého stupné nad télesem kom-
plexnich ¢isel. v této pasazi pojednavam o polynomech prvniho az ¢tvrtého stupné a s po-
moci zndmych algebraickych postupti a algoritmut vysettuji prislusné koteny.

Numerickou c¢asti jsem se pokusil osvétlit problematiku pii hledani korenti polynomt
patého a vyssiho stupné véetné jejich separace. Pro tyto tcely jsem v textu uvedl nékolik
vybranych numerickych metod.

Prakticka cast prace obsahuje pocetni Teseni piikladii definovanych vyse. Pro vétsi
predstavivost jsou v nékterych pasazich ptriklady vhodné doplnény grafickym znazornénim
a vysledky vysSetrovani jsou zaneseny do prehlednych tabulek. Diraz je kladen na efektivni
vyteseni daného prikladu.



2 Algebraické rovnice 1. stupné, tzv. linearni rovnice

Véta 1. KaZda linedrni rovnice tvaru a1z +ag = 0, kde a1, a9 € C,ay # 0, md prdvé jedno
resent.

Dikaz.  Je-li ¢ kofenem rovnice a x + ag = 0, pak a;c + ag = 0. Vzhledem k podmince,
ze a; # 0, dostaneme
—a
c=—2¢€C (1)

ai

Z vyse uvedeného vyplyva, Ze x je nezndmé a koeficient a; je rizny od nuly, nebot
pro a; = 0 by se jednalo o rovnici ag = 0, jenz by neméla Feseni (ay # 0), nebo naopak
nekonecné mnoho Feseni (ag = 0).

P¥iklad 1. Res$me algebraickou rovnici %x —2i=0nad C

2
2
r = 3,

coZ spliiuje podminku (1).



3 Algebraické rovnice 2. stupné, tzv. kvadratické rov-
nice

Definice 1. Kwvadratickou rovnici (rovnici druhého vddu) nazveme rovnici tvaru asx* +
aT + ag = 0, kde a2,01,00 € O, (45} 7é 0.

Postup feseni kvadratické rovnice:

1. zavedeme substituci

rT=y+m (2)
a dosadime:

as(y +m)’> +a(y+m)+ay = 0
agy® + (ay + 2a9m)y + aom® +aym +ag = 0 (3)

2. jestlize a; + 2a9m = 0, pak

= — 4
m 2 (4)
a zpétnym dosazenim do (3) dostavame
2
o aj —4apas
e | )
a2y Aay (5)

3. dale délime obé strany rovnice (5) prvkem as # 0 a dostavame rovnici

2 4
y2 _ al agas _ O

4a’
4 /a2 — 4agas

Y12 = 2y
4. dosadime-li Feseni 3,y do (2), pak s vyuzitim (4) dostavame TFeSeni:

—ay + /a2 — 4dagay

(6)

T2 =
2@2

Prvek a? —4agas nazveme diskriminantem kvadratické rovnice a znac¢ime jej D. Je-li D = 0,
ma tato rovnice jedno dvojnasobné fesenti, jeslize je D # 0, pak ma rovnice dveé riizna feseni.
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a) Jestlize D > 0, pak ma rovnice dvé rizna realné feseni.

b) Je-li D < 0, mé rovnice dvé riizna imaginarni feseni (dvé komplexné sdruzena ¢isla):

—ay tiv/a3 — dagasy

2&2

T12 =

Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru as(x — z1)(x — x3) = 0, kde kofeny x;, 25 € C.

Poznamka 1. Za predpokladu, %e v kvadratické rovnici asx? + a1 + ag = 0 dle Definice
1 plati, Ze a; = 1, mizeme nalézt jeji koreny také pomoci tzv. Vietovych vzorci:

T1x2 = Qo

1 +2T2 = —aq.

V pripadé, ze fesime kvadratickou rovnici s imaginarnimi koeficienty, 1ze s vyhodou pro
usnadnéni vypoétu pouzit nasledujici feseni (tedy vynechdme goniometrické feseni, jez se
s hojnosti vyuziva na stfednich gkolach):

+ \/%<a+\/m)+i\/%(—a+\/a2+b2) pokud b >0
. @)
t (3t VT B) —ifS(at V) pokud b<0

kde z = a + bi.
Pi¥iklad 2. Resme algebraickou rovnici 22 — (3 + 2i)z + 5 + i nad C.

e Dosadime do (6):
3+2i£v-15+ 81

T2 = 9
kde ay = 1,47 = —(3 + 2i), a9 = 5 + i. Poté vyuzijeme vztaht (7) pro uréeni diskri-
minantu, kde z = —15 + 8i, z ¢ehoz plyne, Ze b > 0. Po dosazeni tedy dostavame

TETE -
- (\/%(—15 TS +iy s + W>) -

= £(1— 4).




e Takto spocteny diskriminant dosadime do (6) a dostavame

3+ 20+ (1 + 4i)

T12 = 5
4+ 67
O e Y
2
2—2 .
Ty = 5 =1—3q,

kde x1, x5 jsou fesenim ptivodni rovnice.
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4 Algebraické rovnice 3. stupné, tzv. kubické rovnice

Definice 2. Kubickou rovnici (rovnici 3. stupné) nazveme rovnici tvaru azz® + asz? +
a1xr +ag = 0, kde as, aq, 41,00 € C, as 7& 0.

Postup teseni kubické rovnice:

Pro zjednoduseni nasledujicich operaci upravime vzdy kubickou rovnici tak, aby a3 = 1.

1. zavedeme substituci x = y—%, ¢imz odstranime kvadraticky ¢len a dostaneme rovnici

¥’ +py+q=0, (8)

2a379a2a1

a2
kde p =a; — 3,9 = ao + 57

kubické rovnice.

€ C. Rovnici (8) nazveme redukovanym tvarem

2. Polozime nyni y = u + v v (8), timto méme po dosazeni
u? 4+ v+ Buv +p)(u+v)+¢=0 (9)

3. Cardano! nésledné zavedl podminku 3uv+p = 0, tedy uv = " andsledné dostavime
u3 4+ v3 = —¢q (vznikne po dosazeni do (9)). Déle také

3
3
TR —% (10)

4. 7 téchto vztahi (10) a Newtonovych vzorci dostavame rovnici

2 P’
S —) 11
Prar—2 =, (1)

kde u? a v?® jsou fesenim této rovnice. Tato rovnice (11) se nazyva kvadratickd resol-
venta kubické rovnice.

!Gerolamo Cardano (1501-1576) Je znam ptedevsim jako vyznamny italsky matematik. V roce 1545
publikoval spis Ars magna (Velké uméni), ve kterém popsal Feseni algebraickych rovnic 3. a 4. stupné.
Odtud tedy termin Cardanovy vzorce

11



5. ReSenim (11) dostavame

= 1 Iy2 4 (Pys
nedt = S e )
_.3 — 9 [2v2, Py
n=vt = 2o e )

Poznamka 2. Clen (£)?+ (§)? v rovnicich znacime jako diskriminant algebraickych
rovnic 3. stupné. V piipadé, ze kubicka rovnice s readlnymi koeficienty bude mit dis-
kriminant zaporny, nastane tzv. “casus irreducubilis” (nerozlozitelny piipad), kdy

feseni dostaneme v imaginarni formé. Vyuzijeme tedy feseni goniometrické:

T, = 2\/%COS%

pl v o«
= —2 _— —_— =
To 3 (:os(3 3)
|l v, 7
= —2 —_— p—
T3 3 cos(3 + 3),
kde v 1ze vypocitat z rovnice
—q
2

cosy =

Toto nas vede k 9-ti riznym FeSenim. Redukované kubické rovnici (8) ovsem vyhovuji
pouze tyto tfi, jez nazyvame Cardanovy vzorce:

Y= u+tv
Yo = pu+ Qv
ys = @ u+ v

Jestlize je diskriminant kubické rovnice rtizny od 0, dostavame 3 riizna feseni. V ptipadé
rovnosti pak mame nejméné jedno dvojnasobné reseni.
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Poznamka 3. ¢ v Cardanovych vzorcich znaci jednu ze t¥1 primitivnich odmocnin z jedné,
tedy:

9

coz je specialni pripad binomické rovnice ™ — 1 = 0.

Priklad 3. Resme algebraickou rovnici 2 + 622 + 6z +5 = 0 nad C.

e Vyuzijeme substituce v = y — %, tedy * = y — 2. Dosazenim do piivodni rovnice

mame:
v +py+q=0,
kde
2 2
as 6
— e _—— = —6
p ay 3 3
2a% — 9asaq 432 — 324
q ap + 57 + 97

Poznamka 4. Abychom se substituci a pfevodem puvodni rovnice na redukovany tvar
vyhnuli nepfijemnym pocetnim dpravam, lze s vyhodou vyuzit Hornerova schématu pro
urceni p, ¢, kde ptivodni rovnici vyjadiime jako Tayloriv rozvoj polynomu v bodé 2 ([3]).

1 6 6 5 :
) G p— 1 iui)stlt_u(z.
1 4 -2 9=g¢ YT
r=y— 2
-2 - —x+§
1 2 —6=p v=
1 _g Po dosazeni:
1 2 —6y+9=0

e za pouziti substituce y = u + v a s vyuzitim vztahu (11) dopocitame u, v.

3 _ 4 9va , (Py3
o= e
-9 -9 —6
3 = <2 72 3
“ 2+\/(2)+(3)
u = vV—-1=-1

13



S vyuzitim vztaht (10) mame

uv

e dosadime do Cardanovych vzorci:

y = utv=—-14(-2)=-3

o= put et =(—g +i) 1)+

-p

-p
3u

b= Putpu= (-5 —i)(-1) + (-5 +i5)(-2)

r, = —-3-2=-5
3 V3

Ty = = 91— — —
2 2

R B R

79 2 -

2 2
1V
2 2’

kde x1, z9, x3 jsou hledanymi koteny kubické rovnice.

14
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5 Algebraické rovnice 4.stupné, tzv. bikvadratické rov-
nice

Definice 3. Algebraickou rovnici cturtého stupné nazveme rovnici asx* + asz® + aw? +
aixr +ag = 0, kde Qy4,03,Q2,01, 009 € C, ay ?é 0.

Postup reseni bikvadratické rovnice:

V pripadé bikvadratickych rovnic postupujeme analogicky jako u rovnic kubickych jen
s tim, ze v urcitych substitucich zavedeme vzdy jednu proménnou navic.

1. Zavedeme substituci x = y — %, ¢imz odstranime ¢len 2 a dostédvame rovnici

v ey tay+s = 0, (12)
kde

_ay 3a3
P = 8a?

o aq ao203 Gg
¢ = ay  2a3  8a}

ag 3a3 asa3  ajas

5 = — -

ag  256al ' 1643 4a?

Rovnici (12) opét nazveme redukovanym tvarem, tentokrat vSak bikvadratické rov-
nice.

2. Polozime nyni 2y = u + v + w ve (12), timto méme po dosazeni.

(v +v° + w?) + 4(u® + v° + w® + 2p) (uv + uw + vw) +
+ pu? 4+ v+ w?) + 4(u® + vPw? 4+ v*w?) + 8(uvw + q)(u + v + w) +
+ 16s=0 (13)

3. Dle Cardana zavedeme dalsi dvé podminky

w4 +w'+2p = 0 (14)

a uwvw + q = 0, tedy
W+t w? = —2p (15)
uw? = ¢ (16)

15



a nasledné dostédvame rovnici
u?o? + vPw? +ow? = p? —d4s, (17)
jez vznikne dosazenim (14) do (13).
4. Ze vztaht (15),(16),(17) a Viétovy véty vznika rovnice
24227 4+ (pP —4s)z — ¢ = 0, (18)
kde z1, 29, z3 jsou feSenim této rovnice (18), jez se nazyva kubicka rezolventa bikva-
dratické rovnice.
5. Polozime z; = u? 2 = v% 23 = w?% odtud tedy dostavdme u = /z1, v = |/za,

w = /2z3. Kazdé z pod odmocninou vyjadiuje dvé hodnoty, jez zvolime libovolné,
tfeti z nich dopocitame ze vztahu uvvw + ¢ = 0.

Mimo vztah (u, v, w) vyhovuje podmince uvw+q = 0 také jesté (u, —v, —w),(—u, v, —w),
(—u, —v,w).

Dosazenim téchto vztahti do substituce 2y = u+v+w ziskavame reseni redukovaného
tvaru bikvadratické rovnice (12), tedy y1,y2, Y3, Ya-

6. Dosazenim ¥, y2, 3, Y4 do substituce x = y— % dostavame vsechna feseni algebraické
rovnice 4. stupné, tedy x1, x9, T3, 4.

Priklad 4. Resme algebraickou rovnici #* — 62 4+ 1022 — 22 — 3 = 0 nad C.

e Zavedeme substituci z = y — %, tedy * = y + % Dosazenim do ptvodni rovnice
mame:
y' oyt +ay+s =0,

. v sy o\ ’ 3 vy s
kde ndm pfi vypoctu p, ¢, s pomtize Hornerovo schéma pro 3 (vyhneme se slozitému

dosazovani):
1 —6 10 -2 -3
3 327 39 69
2 T 5 5
L5 7 5. 16—
3 =9 =15
2 2 18
1 -3 1=gq
3 =9
3 N
L 5 5=pr
3
2
1 0
1
7 Hornerova schématu dostdvame rekukovany tvar: y* — %y2 +y + % = 0, kde

_ =T _ _ 21
p=5,9=1:s=1.
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e Dosazenim p, q, s do (18) obdrzime rovnici ve tvaru z3 — 722 + 72 — 1 = 0 (kubick4
resolventa bikvadratické rovnice).

e Pokud bychom se pokusili vyresit tuto kubickou rovnici za pomoci Cardanovych
vzorcid, zjistili bychom, Ze tento ptipad vede na “casus irreducubilis” (D < 0). Pomoci
metody urdovani raciondlnich kotent (kapitola 6.2) zjistime, Ze rovnici 23 — 722 +
7z —1 = 0 vyhovuje kofen z; = 1. Pak tedy vydélime levou ¢ast rovnice dvojclenem
(z—1), ¢imz snizime jeji stupen na druhy. Odtud pak snadno uréime zbylé dva koteny
29,R3 = 3+ @

e Nyni polozime z; = u?, 2z = v?, z3 = w?. Pak tedy u = \/z1, v = /23, W = /2.
Kazdé ze tii z pod odmocninou vyjadfuje dvé hodnoty, z nichz dvé si libovolné
zvolime a tfeti dopocitame dle vztahu

uvww+q = 0 (19)

—_

w
+

=
_I_
—

Il

o

-1
5

Vztahu (19) vyhovuje mimo (u, v, w) jesté také (u, —v, —w), (—u, v, —w), (—u, —v, w).

e Dosazenim téchto vztahii do substituce 2y = u 4+ v + w mame vsSechna Teseni reku-
kovaného tvaru bikvadratické rovnice (12), tedy v1,y2, Y3, Ya-

[ V32 1
3+ 5~ 32)
3+%5°
3+ — )
\/ —
2 34

1
Ys = 5(—1—{— 3+

n =

5

1(1+
2
1
(1 —
5

Y2 =

1 )
V32
34 ¥2

o5 ¥g
[\ [\

1 1
= —(=1—14/3 -



e Nyni dosadime y1, y2, y3,y4 do ptivodni substituce x = y + %, kde x1, x9, x3, x4 jsou
hledanymi kofeny ptivodni bikvadratické rovnice.

Ty = y1+g:§(1+ 3+¢§_2—3+1¢733)+2:3
Ty = y2+;:%(1— 3+\/23_2+3+1@)+§:1
Ty = y3+g:%(—1+ 3+\/23_2+3+1@)+§:1+\/§
Ty = y4+g=%(—1— 3+\/23_2—3+1@)+—:1—\/§

Substitu¢ni medota Jednou z metod, jak 1ze efektivné fesit nékteré algebraické rovnice
je nalézt vhodnou substituci, ¢imz si nasledné hledani kofenti vyrazné usnadnime.

Piiklad 5. Najdéme vSechny kofeny algebraické rovnice 3z* — 1522 + 18 = 0 nad C.

Vyuzijeme substituce 22 = y, ¢imZ snizime stupeii polynomu ze ¢tvrtého na druhy a
dostavame 3y* — 15y + 18 = 0. Tuto rovnici vyiesime (kapitola 3).

15+ /(-15)2—4-3-18
2-3

Y12 =
mn o= 3
Y2 =

Dosazenim do ptivodni substituce mame

2?2 =3 tedy Tio = +v/3
2 =2 tedy x34= +/2

Hledanjmi kofeny jsou tedy ++v/3, £1/2, coz lze snadno ovéfit dosazenim do ptivodni
rovnice.
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6 Algebraické rovnice 5. a vyssiho stupné

Pocatkem 19. stoleti podal vyznamny francouzsky matematik Evariste Galois odpovéd na
otazku, se kterou si lamaly hlavu generace matematiki pfed nim. Dokézal, Ze existuje
algebraicka rovnice patého stupné, ktera neni algebraicky fesitelna. Galois pritadil kazdé
rovnici tzv. Galoisovu grupu. Poté odvodil fesitelnost rovnice pomoci radikali z vlastnosti
dané grupy. Nalezenim vhodné grupy nasel také konkrétni rovnici patého stupné, kterou
nelze fesit pomoci radikal. Pfedchozi postup ilustruje hlavni myslenku diikazu nasledujici
véty.

Véta 2. (Galoisova) Eristuje algebraickd rovnice 5. stupné, kterd neni algebraicky resitelnd.

I pfesto, ze obecné nelze nalézt vSechny kofeny polynomi patého a vyssiho stupné
algebraickym postupem, existuji algoritmy pro nalezeni urc¢itého typu kotentt daného poly-
nomu. V této kapitole prfedvedu postup, jak odstranit nasobnost feseni a nalézt racionalni
kotreny.

S rozvojem vypocetni techniky a numerické matematiky nalezli matematici ptiblizné
metody pro hledani kofenti polynomti, které obecné nelze fesit algebraicky. Nékteré z téchto
metod predvedu v nasledujici kapitole.

6.1 Vicenasobné koreny

Nejprve se zaméfime na to, jak v polynomu f(x) odstranime vicenasobné kofeny. Postup
je nasledujici:

1. Nejprve pfislusnou algebraickou rovnici (polynom) zderivujeme; f’(x)
2. Vyjadiime nejvétsiho spole¢ného délitele (D(z)) daného polynomu a jeho derivace.
f(z)

D(z)
h(x) jsou vSechny jednoduché (zatimco u f(z) jsou nékteré vicendsobné).

3. Déle potom = h(x), kde h(x) mé stejné kofeny jako f(z), s tim rozdilem, Ze u

4. Najdeme uz tedy jen kofeny h(x) a zbylé vicenasobné kofeny z f () uréime za pomoci
Hornerova schématu.
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Piiklad 6. Odstrafime vicenasobné kofeny v algebraické rovnici 2° — 1523 + 1022 4 60z —
72 =0.

e Nejprve polynom f(z) na levé strand rovnice zderivujeme: f'(x) = 5x* —452%+ 20z +
60.

e V dalsim kroku pomoci Eukleidova algoritmu nalezneme nejvétsiho spole¢ného déli-
tele f(z) a f'(x) a to nasledujicim zptisobem:

(2% — 1523 + 1022 4 60x — 72) : (5at — 4522 + 20z + 60) = £
—(2° — 9% + 42? + 127)

— 62+ 622 448c — T2~ — 22 —8xr+ 12

(5t — 4522 —1—2033—1-60) (2% —2? = 8x +12) =52 +5
—(5z* — 523 — 402? + 60z)
5z% — 5r? — 40z + 60
—(52% — 522 — 40z + 60)
0

D(z) = 2* — 2® — 8z + 12

Poznamka 5. V Eukleidové algoritmu jsme vyuzili vlastnosti asociovanych poly-
nomi. Nejvétsi spolecny délitel je v polynomech uréen jednoznac¢né az na asociova-
nost. Pro asociované polynomy P(z) ~ Q(z) vzdy plati, Ze stupenn obou polynomu
je stejny a navic P(x) = rQ(x), kde r € R. Déle také kofeny asociovanych polynomu
jsou stejné ([3]).

e Nasledujicim krokem, kde délime ptivodni polynom f(x) nejvétsim spole¢nym déli-
telem D(x), je vlastné odstranovani vicendsobnych kofent ukonéeno.

(25 — 1523 + 1022 + 60z — 72) : (23 — 2> —8x +12) =2 + 2 — 6
— (25 — 2t — 823 + 122?)
zt — Ta® — 227 4+ 602 — 72
—(z* — 2% —8x% + 122)
— 623 + 622 4 487 — 72
— (=622 + 622 + 48z — 72)
0

Polynom tvaru 2+ —6 ma tedy tytéz kofeny jako polynom z°—1523+10224+602—72,
ale vSechny jednoduché.
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e Nakonec jiZ jen uré¢ime kofeny polynomu z+z—6 (viz kapitola 3) a pomoci Hornerova

schématu ovérime jejich nasobnost.

—1+/(12—-4-1-(-6))

e 2.1
~1+45
ry = 9 =2
-1-5
To = 9 = -3
1 0 —15 10 60 —72
2 2 4 =22 =24 72
1 2 —-11 -12 36 0
2 2 8 —6 —-36
1 4 -3 —18 0
2 2 12 18
1 6 9 0
2 2 18
1 8 27
Tedy 2 je trojnasobny kofen polynomu f(z).
1 0 —15 10 60 —72
-3 -3 9 18 —&4 72
1 -3 -6 28 —24 0
-3 -3 18 —-36 24
1 -6 12 -8 0
-3 -3 27 =117
1 -9 39 —125

Tedy —3 je dvojnasobnym kofenem polynomu f(z).
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6.2 Racionalni koreny

Dalsi algebraickou metodou, kterou mtizeme pii hledani korenti polynomu vyuzit, je metoda
nalezeni racionalnich feSeni algebraické rovnice. Nejdiive ovSsem vyslovime vétu, na které
je cely algoritmus hledani racionalnich kotenti zalozen.

Véta 3. Jestlize md libovolnd algebraickd rovnice (nebo téz polynom f(z) =0)
"y + -+ 2ay +xay +ag = 0, (20)

kde a, # 0,n > 1;a,,...,a9 jsou celociselné koeficienty, raciondini koten u = =, kde
w#0 av,w jsou dvé nesoudélna celd c¢isla, pak plati, Ze

vlag a4  w|ay,. (21)
Dale plati ndsledugjici:
(i) Jestlizet € Z a f(t) #0, pak je-li u kotenem f(x), plati (v — wt)|f(t). (22a)
(17) Jestlize f(1) # 0, pak (v —w)|f(1). (22b)
(1i1) Jestlize f(—1) # 0, pak (v+ w)|f(—1). (22¢)

P¥iklad 7. Najdéme vSechny raciondlni kofeny algebraické rovnice % + 3% + 42* + 32° —
152% — 162 + 20 = 0.

Pfi feSeni vyuzijeme vztaht (21) a po dosazeni dostavame (v]20) a (w|1). Tomuto
vyhovuje nasledujici vycet ¢isel pro v € {£+1,+2, +4 £ 5+ 10}, w € {£1}.

Prostym dosazenim do ptvodni rovnice vypoéitame f(1) = 0, f(—1) = 20. Néasledné
postupnym dosazenim v, w do vztahi (22), tedy (v + w)|20 zjistime, Ze vztahtim (22)
vyhovuji £1, —2, 4. Opétovnym dosazenim do ptvodni rovnice dostavame jediné racionalni
koteny, tedy 1 a —2. O jejich nasobnosti bychom se néasledné mohli piesvédcit Hornerovym
schématem.

13 4 3 =15 =16 20
1 1 4 8 11 -4 =20

1 4 8 11 -4 =20 0
1 1 5 13 24 20

1 5 13 24 20 0
1 1 6 19 33

1 6 19 33 53
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Tedy 1 je dvojnasobnym kofenem, ;4 = 1.

1 3 4 3 —15 =16 20
-2 -2 -2 -4 2 26 20

1 1 2 -1 -13 10 0
-2 -2 2 =8 18 10

1 -1 4 -9 b} 0
-2 -2 6 -20

1 -3 10 -29

Tedy -2 je dvojnasobnym kofenem, z34 = —2.

Opétovnym uzitim Hornerova schématu pro -2 a 1 snizime stupen polynomu az na
druhy (tj. odstranime tyto kofeny z polynomu), tedy x? + z + 5 = 0. ReSenim kvadratické
rovnice dostavame zbylé dva kofeny:

—1+V12—-4-1-5

Ts6 =

2-1
1 V19
Ts = —§+i—
1 V19

T = —= —1
2 2
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7 Vybrané numerické metody pro reseni algebraic-
kych rovnic 5. a vyssiho stupné

V pripadé hledani kofentl polynomu za pomoci ne€které z numerickych metod postupujeme
dle nasledujiciho algoritmu:

1. Odstranime vicenasobné kofeny a ur¢ime racionéalni kofeny zkoumaného polynomu.

2. Ve druhém kroku provedeme ptrislusnou separaci zbylych kofent, tzn. nalezneme
vhodné intervaly, ve kterych lezi vzdy prave jeden kofen polynomu.

3. S vyuzitim jedné z aproximaé¢nich metod (s danou pfesnosti) nakonec uréime vsechny
kofeny zkoumaného polynomu.

Separace kofent Separaci kofent provedeme tak, ze nalezneme interval (a,b) takovy,
kde funkce f(z) je na intervalu spojita, plati ze f(a)f(b) < 0, pak v kazdém takovémto
intervalu (a, b) lezi alespori jeden kotfen funkce f(z).

Nyni uvedeme nékolik vét, které jsou uzitecné pii separaci korent.

Véta 4. Vsechny redlné koteny polynomu P(x) lezi v intervalu (b—1,a+1), kde a znaci nej-
vysst hodnotu koeficientu ag, ay, . . ., a,, b znaci nejmensi hodnotu koeficienti ag, ay, . . . , a,.

Véta 5. (Descartova véta) Jsou-li viechny koeficienty polynomu P(x) rizné od nuly, pak
pocet kladngjch koteni polynomu P(x) je nanejvys roven poctu znaménkovych zmeén v po-
lynomu P(z) nebo o sudé c¢islo mensi. (Pro zdaporné koteny plati véta obdobnd: Jestlize
budeme uvaZovat polynom s opacéngmi znaménky, neZ polynom pivodni, tedy —P(x), pak
pocet zapornych korent polynomu je roven poctu znaménkovych zmén v polynomu nebo o
sudé€ ¢islo mensi.)

Véta 6. Polynom P(x) md v intervalu (a,b) sudy pocet koteni, nebo Zadny, jestlize plati
a < b a soucasné f(a)f(b) > 0. (Lichy pocet koteni v intervalu (a,b) md polynom P(x)
za predpokladu, Ze plati a < b a f(a)f(b) <0).

Véta 7. Méjme ddny dva rizné redlné koteny polynomu P(z), ktery md realné koeficienty.
Pak mezi témito dvéma koteny leZi alesponi jeden koten polynomu P'(z).

Hranice kofenu polynomu Jednou z metod, jak urcit hranici kofend polynomu je
pouzit nasledujici vztah:

1 <A <1+A
1+%_n_ |a0‘7
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kde f31, P2, ..., 3, znac¢ime koieny algebraické rovnice a,z" + a,_ 12" ' + - 4+ ag = 0,
A =max(|ai],...,|a,]), B =max(|ag|,..., |an])

Pokud bychom chtéli uréit pfesny pocet redlnych korent algebraické rovnice (Descartova
véta ndm tuto odpovéd dat nemusi), je vhodné pouzit metodu Sturmovu.

Véta 8. Pocet redlnych korent polynomu P(z) v intervalu a < x < b je roven W (b)—W (a)
kde W (x) predstavuje pocet znaménkovych zmén ve Sturmové posloupnosti Py(x), Py(z)
..y Pn(x) polynomii (viz. priklad 8).

)
)

Piiklad 8. Urdeme pocet redlnych kofeniti algebraické rovnice 2% — %x2 +x — % = 0.

e V prvnim kroku sestavime Sturmovu posloupnost Py(z), Pi(z), ..., Py,(x) nasleduji-
cim zpusobem:

3 3
P()(I) = ZL‘3—§JI2+ZE—§
Pi(z) = —Pj(z)=-32>+3z -1
e Dalsi cleny Sturmovy posloupnosti, tedy P(z), P3(x), ..., Py, (z) uréime pomoci Eu-

kleidova algoritmu pro Py(z) a P;(x). Pokud oznacime Py, = VoP; + c3, tedy cs je
zbytek po déleni polynomu Py(z) polynomem Pj(zx), pak —co prestavuje dalsi ¢len
Sturmovy posloupnosti Py(z). Obecné tedy P,_1 = V,11P, + ¢,41, pficemz plati,
7e —cpy1 = P,y1. Déle si vSimnéme, zZe s kazdym nasledujicim krokem stupen no-
vého ¢lenu Sturmovy posloupnosti klesa, tedy vypocet zastavime v momenté, kdy
obdrzime ¢, 1 s nulovym stupném.

éa:;’—%;ﬁ—{—laz)—%):(—3352—1—3;15—1):—%:1:%—%
—(2° — 2"+ 37
SR
12 11
—(=32" + 37— §)
T3 Py(x) = gz +3

(=322 +3x —1): (go —3) = —18z — 126

—(—32% + 24x)
—2lz -1
—(—21z + 168)

168 Py(z) = 168

e Poslednim krokem bude sestaveni tabulky pro urceni poc¢tu realnych korenii.
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&
=
O
B
O
o5
O
X
8
S~—
=
O

—00 — — + + 1
+00 + — — + 2
0 — — + + 1
1 — — + + 1
2 + — + + 2

Z tabulky plyne:

W(+o00) —W(—00) =1 = 1 realny kofen
W(+o0) —W(0) =1 = 1 kladny kofen

W(2)—W(1l)=1 = 1 kofen v intervalu (2, 1).

Nyni jiz mtzeme pristoupit k samotné aproximaci realnych kofenti za pomoci nasle-

dujicich metod, jez budou podrobné popsany, bude predveden piislusny algoritmus reseni
vzdy doplnény praktickou ukazkou na konkrétnim prikladu.

7.1 Metoda puleni intervala (bisekce)

Zptisobem popsanym na za¢atku kapitoly 7 nalezneme separovany interval (ag, by), ktery
rozpulime tak, ze o = %, kde x( znaci stred tohoto intervalu a ag, by jeho krajni body.

Z nové vzniklych intervala (ag, zo), (zo,by) vybereme ten, ve kterém je zarucena exis-
tence kotene, tedy musi platit f(ag)f(zo) < 0. (Pokud je takova podminka splnéna, pou-
zijeme v dalsim kroku interval (a, x¢), v opa¢ném piipadé interval (z, by).)

Takto pokracujeme v ptileni, kde ndm postupné budou vznikat nové intervaly (aq,b1),
(ag, by), atd., dokud nebude platit, ze f(x) = 0 (zde jsme nalezli kofen polynomu a vypocet
ukoncime).

Ackoli je tato metoda pocetné velmi jednoduchd, pocet kroku k nalezeni kofene byva
obvykle dost velky, proto hledany kofen mutzeme urcit s danou presnosti «, tedy by — ap <
2a, kde k£ = 0,1,...,n. Priblizny koren je tedy poté roven stfedu posledniho nalezeného
intervalu zj, = %
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Poznamka 6. Pocet kroku k nalezeni kofene s pfedem danou piesnosti zjistime tak, ze
musi platit: 2i < 2a, kde [ znac¢i délku intervalu, k£ pocet krokt ptleni intervalu. Tedy
lni

k> 2.

Priklad 9. Metodou bisekce (ptileni intervalii) najdéme kofeny algebraické rovnice 4x® —
527 + 2% — 2* + 32% — 22 + 102 — 2 = 0 nad R s pfesnosti a = 0.000000001.

40 T T T T T

f(x)

30 -

20 E

10 | B

x1 = -1.0959 x2 = 0.2017

-20 1 1 1 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

Obrazek 1: Graf polynomu f(z) = 42® — 527 + 2% — 2* + 32° — 2% + 102 — 2 a jeho redlné
kofeny na intervalu (—2,1)

e Poté, co jsme se presveédcili, Ze rovnice nema zadné vicenasobné ani racionalni kofeny,
jsme pomoci algoritmil uvedenych na pocatku této kapitoly separovali dva intervaly
(—2,0) a (0, 1), kde v kazdém z nich lezi pravé jeden realny koten algebraické rovnice.

e Jeden kladny kofen rovnice lezi v intervalu (0, 1). Tento interval rozptlime nasledu-
jicim zptsobem:
. ag + b() . 0+1 .

_ _ 0.5.
o0 2 2
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e Po ovéfeni podminky f(ag)f(zo) < 0 zjistime, Ze této podmince vyhovuje nové
vznikly interval (0,0.5), ktery dale rozptlime stejnym zpiisobem. Takto pokracujeme
v piileni, dokud nedosahneme pozadované presnosti a = 0.000000001.

e Vysledky ptleni jsou sefazeny do tabulky a doplnény grafickym znazornénim.

Tabulka 1: Metoda bisekce, interval (0, 1)

Lk

0.5000000000
0.2500000000
0.1250000000
0.2031250000
0 ] 0.2016601600
20 | 0.2017712600
25| 0.2017715400
26 | 0.2017715300

— Ot N = O

e Vypocet jsme zastavili v 26. kroku, kde jsme s pozadovanou ptresnosti o = 0.000000001
nalezli kladny kofen algebraické rovnice, tedy zo6 = 0.2017715300, tedy plati |ass —
bg(j| < 2.

e Analogicky postupujeme i u zkoumaného intervalu (—2,0).

Tabulka 2: Metoda bisekce, interval (—2,0)

Lk

-1.0000000000
-1.5000000000
-1.2500000000
5 | -1.0937500000
10 | -1.0966797000
20 | 1.0959425000
24 | -1.0959425000

N = O F

e Hledanym kofenem algebraické rovnice na intervalu (—2, 0) s presnosti « = 0.000000001
je w94 = —1.0959425000, tedy plati |agy — bas| < 20
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7.2 Metoda tétiv (regula falsi)

Separovany interval (ao, by) rozpilime se¢nou vedenou body [ag, f(ao)], [bo, f(bo)] tak, zZe
nové vznikly bod xy, predstavuje prisecik mezi touto se¢nou a osou z:

by — ag

f(bo) — f(ao)

Z nové vzniklych intervala (ag, o), (ro,by) vybereme opét ten, ve kterém je zaruCena
existence kofene, tedy musi platit f(ag)f(z¢) < 0 nebo f(xq)f(by) < 0.

S (bo).

.T():bo—

Takto pokracujeme v ptleni, kde nam opét postupné budou vznikat nové intervaly
(a1, b1),(az,by) atd., dokud nebude platit, ze f(zx) = 0 (zde jsme nalezli kofen polynomu
a vypocet ukoncime).

Pokud hledany kofen urcujeme s predem danou presnosti «, ve vypoctu pokracujeme,
dokud neplati
|z — 21| < a.

Tedy musi platit f(zg)f(zr + @) < 0 nebo f(xy)f(xr —a) < 0, tzn. hledany kofen lezi s
jistotou v intervalu (zy — «, x), nebo (xy, x5 + «).

f(x)
\\

Obrazek 2: Grafické znadzornéni metody regula falsi
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Priklad 10. Metodou regula falsi fesme piiklad 9.

e Sestavime opét dvé tabulky pro separované intervaly (—2,0), (0, 1), které zuzujeme
postupnym dosazovanim do rovnice:

by — ag

f(bo) = f(ao)
pro T, ax, by, kde k = 0,1,... n, za podminky, ze f(ax)f(br) < 0.

S (bo),

ZEOZbO—

Tabulka 3: Metoda regula falsi, interval (—2,0)

k Tl

0 -0.0024038463
99 | -0.4066771300
199 | -1.0455002000
299 | -1.0957577000
389 | -1.0959420000

Tabulka 4: Metoda regula falsi, interval (0, 1)

Lk

0.1818181900
0.1994245700
0.2014920100
0.2017381800
0.2017675700
0.2017710200
0.2017714400
0.2017715000
0.2017715000

0O J O UL W N~ O

e Hledanymi koreny algebraické rovnice s pozadovanou presnosti o = 0.000000001 jsou
pro interval (—2,0) kofen x359 = —1.0959420000, tedy |z389 — 388| < @ a pro interval
(0,1) je to kofen zg = 0.2017715000, tedy |xs — 27| < .
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7.3 Newtonova metoda (metoda tecen)

Separovany interval (ag,by) rozpulime pomoci teény vedené v bodé [z, f(xg)] ke grafu
ptislusné funkce (polynomu). Prisecik tecny s osou x znacime x;:

o f (o)
" (o)

Nésledné pokracujeme v zuzovani intervalu, dokud nebude platit f(x;) = 0 (tzn., Ze jsme
nalezli kofen a vypocet ukonéime).

1 =

Poznamka 7. Pocatecni bod xy € (ag, by) zvolime libovolné, ale tak aby platila podminka

f(@0) f"(0) > 0.
Pokud hledany kofen urcujeme s predem danou presnosti «, ve vypoctu pokracujeme,
dokud neplati (stejné jako u “metody tétiv”):
|z — 21| < a.

Tedy musi platit f(zx)f(zr+a) < 0a f(xy)f(zr—a) < 0, tzn. hledany kofen lezi s jistotou
v intervalu (xy — o, xx), nebo (xy, r; + ).

Obrazek 3: Grafické znazornéni Newtonovi metody
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Priklad 11. Newtonovou metodou fesme priklad 9.

e Vime, ze hledané koteny lezi v intervalech (—2,0) a (0, 1). Poté, co se pfesvédéime,
Ze oba tyto intervaly pro kazdy bod spliiuji podminku f(xg)f”(z¢) > 0, zvolime pro
kazdy interval po¢atecni aproximaci xg, tedy —1 pro interval (—2,0) a 0.5 pro interval
(0,1).

e Dalsi aproximace pro tyto intervaly spocitdme pomoci vztahu

f(xr)

Tk4+1 = T — f’(wk)7

kde £k =0,1,...,n.

Tabulka 5: Newtonova metoda, pocatecni aproximace —1

Tk

-1.0000000000
-1.1458334000
-1.1033993000
-1.0961348000
-1.0959431000
-1.0959430000
-1.0959430000

DO W N~ O

Tabulka 6: Newtonova metoda, pocatecni aproximace 0.5

Tk

0.5000000000
0.2129221900
0.2017792500
0.2017715400
0.2017715400

=W N = O T

e Hledanymi kofeny algebraické rovnice s pozadovanou presnosti v = 0.000000001 jsou
pro interval (—2,0) kofen zg = —1.0959430000, tedy |zs — 25| < « a pro interval
(0,1) je to kofenz, = 0.2017715400, tedy |z4 — z3] < a.
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7.4 Metoda prosté iterace

Funkci f(z) = 0 pfevedeme na tvar
v = hx), (23)

kde h budeme nazyvat iteracni funkci. Nehledame tedy prisecik s osou x, nybrz prisecik
grafu funkce h s piimkou y = x, tzv. pevny bod funkce h. U této funkce (23) musi platit

W' (z)] < a, kde z € (a,b), a€(0,1). (24)
Poznamka 8. Proménnou = vyjadiime z f(x) tak, Ze vydélime f(x) jeji 1. derivaci, poté
rovnici vydélime —1 a k obéma stranam rovnice pricteme z.
Jako pocatecni aproximaci zy zvolime bod lezici v separovaném intervalu (a,b). Dalsi
aproximace pevného bodu vyjadrime nasledovné:
Te+1 = h(ZI}k>

Ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud nenarazime na pevny bod funkce h(z), popfi-
padé nebude-li opét platit podminka

|z — 21| < .

V4 & B

F{x)

=y

Xz My ¥p X %1 ¥o ¥n i Hp My 2
Obréazek 4: Grafické znézornéni iteracni metody

Poznamka 9. Hledani kofene polynomu f(z) itera¢ni metodou odpovida hledani pevného
bodu itera¢ni funkce h(z), tedy takového d, pro které plati f(d) = 0.

Rekneme, Ze pevny bod § funkce h(z) je atrahujici (pFitahujici), pokud existuje interval
(a,b) takovy, Ze pro zg € (a,b) se posloupnost xg, h(xg), h(h(xg)),... blizi postupné k 4.
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V pfipadé, Ze kofen x polynomu f(x) je atrahujici pevny bod itera¢ni funkce h(x), iteracni
metoda pouzivajici h takovy kofen nalezne.

Rekneme, Ze pevny bod je repulzivni (odpuzujici), pokud se posloupnost zg, h(zo), h(h(20)), . - .
dostane mimo interval (a,b). V tomto pfipadé iteraéni metoda pouzivajici h(z) kofen x
nenalezne.

Priklad 12. Prostou itera¢ni metodou feSme priklad 9.

e V prvnim kroku algebraickou rovnici pfevedeme z tvaru f(z) = 0 na itera¢ni funkci
x = h(x), napfiklad néasledujicim zptisobem:
—42® + 527 — 20 + 2t — 323 + 2% + 2
Tr = .
10

Zvolend itera¢ni funkce spliiuje podminku (24) pouze na intervalu (0, 1). Pro vypocet
iteracni funkce pro interval (—2,0) pouZijeme postup uvedeny v poznamce 8, tedy
—42% + 527 — 2% + 2t — 323 + 22 — 102 + 2
3227 — 3520 + 62° — 423 + 922 — 20 + 10

e Jako pocéteéni aproximaci zvolime (libovolné) u intervalu (—2,0) bod —1 a bod 0.5
u intervalu (0, 1).

e Dalsi aproximace budou vznikat opétovnym uzitim vztahu zy,1 = h(zy).

Tabulka 7: Metoda prosté iterace, pocatecni aproximace —1

Tk

-1.0000000000
-1.1458334000
-1.1033993000
-1.0961348000
-1.0959431000
-1.0959430000
-1.0959430000

SO W N RO

e Hledanymi kofeny algebraické rovnice s pozadovanou pfesnosti v = 0.000000001 jsou
pro interval (—2,0) kofen zg = —1.0959430000, tedy |z¢ — 5| < « a pro interval
(0,1) je to x5 = 0.2017715700, tedy |z5 — 24| < .
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Tabulka 8: Metoda prosté iterace, pocatecni aproximace 0.5

Tk

0.5000000000
0.1945312500
0.2017180500
0.2017711400
0.2017715700
0.2017715700

T W N~ O

7.5 Miillerova metoda

Jednd se o zobecnéni metody secen. Vyuzivame zde tii aproximace: xy, Ty_1, Tx_o, pritemz
kiivku definovanou jako y = f(z) aproximujeme parabolou definovanou témito body. Pru-
seCik osy x a této paraboly, ktery je nejblize k xj, polozime rovno xj, .

Postup feseni je nasledujici:

e M¢jme dany pocatecni aproximace xg, x1, To.

e Sestavime polynom P(x) = as(x — 22)* + ai(x — x3) + ag, ktery prochézi body

(20, f(w0)], [x1, f(21), [w2, f(22)], kde

a=a; = f(r2),

b=a; = (zo — w2)2<f(331) — fx9)) — (1 — I2)2(f(x0) — f(x9))
(o — w2) (21 — 32) (20 — 71) 7

g~ =) (en) = f@2) = (o = ) (f () = f(22)

(2o — 2)(21 — 22) (21 — o)

e Iteracni vztah pro hledani kofene polynomu je tvaru:

2c

B b4 b2 — dac’

kde 4+ nahradime znaménkem + nebo — tak, aby jmenovatel zlomku byl v absolutni
hodnoté nejvétsi.

T3 = T

e V nasledujicich krocich pokracujeme s aproximacemi x1, zo, x3; 2, x3, 4 atd. az po
nalezeni kofene (nebo dle predem dané presnosti ).
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Piiklad 13. Miillerovou metodou feSme algebraickou rovnici 3

a = 0.001.

—x — 1 = 0 s presnosti
e Separujeme interval (—1,2), na kterém zvolime pocéateéni aproximace takto: zo =
—1,1’1 = 0,1‘2 = 2.

Tabulka 9: Miillerova metoda, interval (—1,2)

|

Tk ‘
-1.00000000
0.00000000
2.00000000
0.61803399
1.17827569
1.30978731
1.32509032
1.32471777

N O Ol Wi~ O

e Hledanym kofenem algebraické rovnice na intervalu (—1,2) s pfesnosti a = 0.001 je
kofen x7; = 1.32471777, tedy |x7 — x¢| < .
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8 Zavér

Ve své praci jsem se zabyval problematikou hledani kofenti polynomi. Za nejvétsi prinos své
prace povazuji skutecnost, ze jsem ukazal rtzné pristupy, které se v literature vyskytuji
oddélené, v jednom celku. Nezabyvam se dislednym odvozenim jednotlivych metod ani
dokazovanim uvedenych matematickych vét, ale spise jsem vytvoril “kucharku” algoritmi,
kterda ma slouzit vice k praktickému uziti nez k teoretickému poznani.
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