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Anotace:
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fyzika 1. Pozornost je &ovana pedevSim metad Monte Carlo, deterministickym technikam
pocitatcového modelovani @eSeni vybranych drdhdiferencialnich rovnic. Kazda kapitola je

uvozena shrnutim neajtkzitejSich teoretickych poznaiknezbytnych pro jejich ugpnéieseni, poté
nasleduji piklady k procvéeni problematiky.

Abstract:

The Bachelds Thesis is structured as a collection of examfaes certain topic discussed in the

subject Computer Physics 1. The Thesis focusearigcplar on Monte Carlo method, deterministic

techniques applied to computer modeling and soleindpe selected types of differential equations.
Each chapter is introduced by a summary of the domehtal theoretical knowledge necessary for
the successful solution. The summary is followeetkgmples to exercise the subject.
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Uvop

Bakal&skéa prace je ra@tene¢na nactyii ¢asti. Prvnicast se zabyva Monte Carlo, druh&
probird metody molekularni dynamikyieti nastiuje feSeni ob§ejnych diferenciélnich
rovnic 1.fadu a posledniastiesSi parcialni diferencialni rovnice metodou sitaudim cilem
prace je vytvéeni souboru fikladi k uvedenym oblastem. fiPsepisovani prace jsem
vyuzivala pedevSim skript od pana prof. RNDr. Rudolfa Hradbe§c., které jsou v oblasti

pocitatového modelovaniiejmeé tim nejlepSim, co je v sdasnosti studedin k dispozici.

Metoda Monte Carlgati mezi uzit€éné matematické postupy. Vznikla z konkrétnich
poZadavk na feSeni slozitych probléin fyziky, matematiky, ostatnich fpodnich d,
techniky, ekonomie, atd. Opira se o pojmpravdpodobnostia statistikya umo#uje resit
problémy obtiza feSitelné tradinimi metodami. Tato metoda je‘gglevSim mistrovskou
ukazkou schopnosti matematicky modelovat a potéllswat sloZité jevy, a matematickou
formou dospt v nekterych gipadech k vysledku rychleji oproti tr&dim postugm.

Metoda molekularni dynamiljg prirozenou metodou pro studium dynami&sstic
nebo tles. Jedn& se o metodu deterministickéhsticového modelovanCastice, jejichz
chovani je touto metodou simulovano, spolu vzagenmteraguji a proto se spiSe jedna o
metodu mnoh&asticovou. Terminologii fevzala tato metoda z fyziky kapalin, proto jsou
jednotlivé objekty zpravidla oztiavany jako molekuly, ficemz se mze jednat o elektrony,
ionty v plazmatu, atomy v plynech, éndy v galaxiich a galaxie v metagalaxiich. Rozhamduj
ale je, zecastice, jejichz chovani pomoci pohybovych rovnicpipojeme, pedstavuji
relativns mikroskopickou trovi studovaného jevid!

Obyejné diferencialni rovnicese pouzivaji k matematickym pofas modeti
systéni, jejichz stavové progmné se rani podle jistého zakona v zavislosti na okamzitém
stavu systémuReseni, pokud existuje, neni jediné. JedndzostieSeni zartuje spleni tzv.
pocatesni podminky.

Parcialni diferencialni rovnicgsou rovnice, v nichz hledame funkaina zaklad
daného vztahu mezi jejimi parcialnimi derivacemioly s parcialnimi diferencialnimi
rovnicemi lze obtizé reSit pfesrg, ¢astji pouzivané jsou numerické metody. Parcialni
diferencialni rovnici jsou &SinoufeSeny uvnit n¢jaké otewené mnoziny a na hranici této

mnoziny zpravidla jsou definované dodaté tzv. okrajové podminky.



1 METODA MONTE CARLO'Y

Metoda Monte Carlo je souhrn postupmumoziujicich pomoci mnohonasobnych
nahodnych pokusziskatieSeni problérin a to nejen v piitacové fyzice. Tato metoda fFat
tedy mezicasticové metody. Je to metoda stochasticka, cohena, Ze hledany vysledek je
ziskavan na zaklg&dpoitu pravépodobnosti. V dobpo druhé sitove valce se k vypwam v
oblasti fyzikélnich vyzkur zainaji pouzivat péitace. Princip metody je ale mnohem starsi,
coz znamend, ze krealizaci nahodnych pokuastré paiitat vibec nepdebujeme. Jako
piiklad mizeme uvést uUlohu o Buffon®vjehle. Jedna se o empirickou metodu néemir

hodnotycislar — Georges Louis Leclerc, Comte de Buffon roku 1777

Mezi tvarce metody Monte Carlo gatl. von Neumann (formuloval statistické
zaklady), E. Fermi, S. A. Ulam, N. Metropolis akahn.

Pouziti metody Monte Carlo je rozsahlé. Pouzivat&etr ve vSech #&dnich

disciplinach. OvSemieSeni problému pomoci metody Monte Carlo neni viig

nejvyhodrjSim a to jak z hlediska jednoduchostiegnosti i rychlosti vypsiu.

SchémaieSeni problému pomoci metody Monte Carlo:

A Analyza problému a vytweni modelu
Cilem analyzy zkoumaného jevu je jeho popsani pomdgicodné vetiny.
Vytvoreni modelu pak znamena zjednodéSeopsat zkoumany jev pomoci konkrétni
nahodné vetiny s danym oborem hodnot a réhim pravdpodobnosti a s@asre urcit,
ktera charakteristika této ndhodné #iely obsahuje nami hledany vysledek.

A Generovani ndhodné vahy
Generovani nahodné v&hy na pditaci se provadi ve dvou krocich:
1. nagenerovani nahodné vely s ugitym pevré danym rozdlenim pravdpodobnosti
2. pretransformovaniiedeslé veliiny v hledanou nahodnou veiu

A Statistické vyhodnoceni vysleidlk
Predchozimi kroky dostaneme pouze jednu realizaciothd® veléiny. Proto musime
piedchozi kroky opakovat,ifigemz p@et opakovani musi byt veliky. Ziskame posttipn
hodnoty &, &, ... , &. Tyto hodnoty podrobime statistické analyze a @ddrmulace
daného problému z nich ziskdme hledanou o&pov

V piipac experimentalni realizace stochastického modelovgoi prokazano, ze chyba

metody klesa s ptem pokud N podle vztahu:

1
9 o (1.1)



Z ptedchoziho vyplyvé, Ze prvni krok jeiréi cast, a nasledujici kroky jsou rutinféisti
experimentu.

Metoda Monte Carlo realizujeeSeni probléin pomoci mnohokrat opakovanych
nahodnych pokus Odhady hledané veélny se ziskavaji statistickou cestou a maji tedy
pravdpodobnostni charakter. Ozfiae v tomto pipadt odhady6,, 6., ...,0y za hledané
hodnoty vekiny 6, jez ziskdme statistickym zpracovanim experimeithl dat.
PoZadujeme, aby v tomtdipact velicina 6, kden zn&i potet pokus, ktera je nahodnou
veli¢inou, @i n—ow konvergovala k hledané hodaat podle pravdpodobnosti. Tim se
rozumi spl@ni vztahu, aby pro libovotnmalés > 0 platilo:

lim P(6, -6 <€) =1, (1.2)

kde 8, mé& charakter statistickych odhiaa souvisi s hledanou hodnot®prostednictvim

pravdpodobnostnich zakonitosti.

1.1STRUCNE SHRNUTI POIMU STATISTIKY

Nyni uvedeme stiiny prehled zakladnich pojinz paitu pravaétpodobnosti. Vybr

témat je potizen metod Monte Carlo.
1.1.1 Nahodna veliina

Nahodné veliiny jsou veltiny, u které zname vSechny hodnoty, kterych mohou
nabyvat, a prawgpodobnosti jejich nabyti, avSak nedovedentedpowdét jejich hodnotu
v konkrétnim pipact. Délime je nadiskrétnia spojité podle toho, jakych hodnot mohoii p

realizacich nabyvat.

Pro kazdou nahodnou w&hu se zavadi tzvzakon rozdleni nahodné vefiny, ktery kazdé
hodnot nebo mnozi& hodnot z witého intervalu prazujeme pravgpodobnost, Ze nahodna
veli¢ina této hodnoty nabude. Existujisdvarianty tohoto zakona:

A Distribu éni funkce

Prifazuje kazdému realnéndislu prav@podobnost, Ze nahodna velikost nabude hodnot

mensich nez totdislo:

F(x)=P(¢ <x), (1.3)
kdeF(x) je distribini funkce, symboler®(y) se oznéuje pravépodobnost vyskytu jevu
y a¢ je ndhodna velina.

Prava@podobnost nemozného jevu je nulova a pgaedobnost jistého jevu se rovna 1.

Distribucni funkceF(x) proto nabyva hodnot z interval®,l) , je neklesajici a plati pro ni

P{x, <&f<x}=F(x,)-F(x) pro x <x,. (1.4)



A Pravdépodobnost
Distribu¢ni funkce ma diky své definici (1.3) integralni wgmn, shrnuje vyslednou
pravdépodobnost za ity interval. Pokud chceme pracovat s konkrétnimi

pravdpodobnostmi, musime zavést odpovidajici diferentigliciny, nag. p(x)

o= T neboii F(x)= | ply) L5)

—00

Oba popisy jsou ekvivalentni, alastji se pouziva prace s praygbdobnostmi, protoze je

bliz8i fyzik&lnimu zjisobu vyjadovani.

Typy nahodnych velgin:

A Diskrétni ndhodné veltiny
U tohoto typu nahodnych veéinh miZzeme zékon rozdeni nahodné valiny popsat

mnoZzinou hodnox; a odpovidajicimi pravghodobnostmp;, kde:
B = P{Cz: Xi}
X, .
E — ( X1 2 Xn J ) (1.6)
P Pz Py

Hodnotyx; aZx,, kterych niize nahodna vaelina & nabyvat, mohou byt libovoln#isla. Pro

pravdpodobnostp; aZzp, plati d¥ omezeni:

p>0 1=212,...,n

>p =1, (1.7)

Misto pravépodobnostp; miZzeme pouZzit i distribini funkciF(x), kterd bude mit
piipadre tvar skokové funkce.

A Spojité nahodné vekiny
Spojita ndhodna veiina £ nabyva hodnaot z ngjakého konéného nebo nekogeého
intervalu. Pro zapis tizeme pouzit jak distritdmi funkciF(x), kterd bude pro spojitou
nahodnou vetinu spojita, tak tzv. hustotu praygbdobnosti ndhodné veiiny ¢ v bod x —

p(x). Spojith ndhodna veina ¢ bude charakterizovana:
& xaby, p(x), (1.8)
kde hustota prawghodobnostp(x) ma tyto vlastnosti:

p(x)= 0, x[<a,b)

[pymy=1
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Pl <&<x}= [ py)dy.

Muzeme pracovat i s vicerozmymi nadhodnymi vetinami. Pro popis pouZijeme
sdruzenou distribini funkci:
F(xy)=P{x<&n<y}.
1.1.2 Charakteristiky nahodnych velgin

Nahodna vetiina X je jednoznané urcena rozdlenim pravépodobnosti pomoci
pravdpodobnostni funkce nebo distriimi funkce (pop. hustoty pravépodobnosti). Tyto
funkce jsou vSakiasto pomdrné slozité a jejich ufeni pracné. Proto je vyhodné shrnout
informace o ndhodné vein¢ do reékolika cisel, které ji dostatmé charakterizuji. Tat@isla
nazyvametiselné charakteristiky a ctlime je:

a) podle zfisobu konstrukce na charakteristiky:

— momentové: jsou konstruovany na zaklgd¢ateiniho momentyy nebo centralniho

momentuyy

— kvantilové: jsou obvykle odvozeny pomoci disttibufunkceF(x) a jsou uwovany pro
spojitou nadhodnou velinu, pro diskrétni ndhodnou w&hu nebyva jejich ueni
jednoznané

— ostatni

b) podle toho, které vlastnosti rateni pravédpodobnosti charakterizuji na charakteristiky:

— polohy: E(X), Me, Mo, kvantily. Urkuji jakysi "sted", kolem ®hoZ kolisaji hodnoty
nahodné vetiny X.

— variability: D(X), o, ... . Ukazuji rozptylenost hodnot nahodné ameyi kolem stedni
hodnoty.

— ikmosti a Siatosti: charakterizuji gibeh rozctleni nahodné veliny X.1°!

Nékdy je vhodné pouzit jen zkracenou formu zapiswapé pouze zakladni
vlastnosti nahodné velny. Pro tento el byl navrzen systém charakteristik — momenty

nahodnych vetin. Uvedeme ty nejpouZivasi:

A Charakteristiky polohy
Jednou ze zakladnich charakteristik kazdé nahodingny je jeji st'edni hodnota
s ohledem na rozteni pravd@podobnostiozn&uje seE a nefastji se nazyva tekavana
hodnota. Definini vztahy pro diskrétni a spojitou ndhodnoudieli jsou:

Efzzxi (b,

11



ES = Tx[p(x)mx. (1.9)

A Charakteristiky variability
Udavaji rozptyl moznych hodnot nahodné &iely & kolem jeji sktedni hodnotyeS.
Defini¢ni vztah spolény pro diskrétni i spojité nahodné ity se nazyvaozptyl
variancenebodisperzea oznguje seD¢:
D& =E(S-E&).
Tento vztah se ak&astji prevadi do vyhod¥jSiho ekvivalentniho vyjgeni:
D¢ =E(¢?)-(E€?). (1.10)

Odvozena jednotka od rozptylu se nazgw@rodatna odchylka oznéuje sed¢ :

O'f=\/D_f.

A Charakteristiky vySSich Fada
Definovatcentralni moment k-téh@dumtzeme za fedpokladu, Ze existufgs a ma

kone&nou hodnotu:

4 =Elf-EE), k=012....

— na z&klad momentuitetihofadu je definovanaikmost

a,=ts (1.11)
0-3

U symetrickych rozéleni je tato charakteristika nulova. Je-li kladjeaozctleni
praveepodobnosti zeSikmené doleva, je-li zaporné tak alogr

— normovanim centralnino momenturddu definujem&picatost

a e (1.12)
g,

Bude-lia4>3, bude studované roddni SpéatejSi nez normalni rozdeni (Gaussovo

rozckleni), pro mensi hodnoty je raddni ploSsi.

1.1.3 Vybrané nadhodné vetiny

Nejcastji pouzivana rozéleni pro diskrétni vetiny jsou binomické roz#leni, Poissonovo
roz&kleni a rovnomirné rozdéleni pro diskrétni nahodnou wv@hu, pro spojité vediny

rovnonerné rozeleni pro spojitou ndhodnou véu, Gaussovo a Maxwellovo raddni.

12



A Binomické rozdéleni
Timto rozalenim sefidi cetnost ndhodného jevurvnezavislych pokusech, kdyz

v kazdém pokusu ma vyskyt jevu prapddobnosp, kden je pirozenécislo apD<0,1>:

01l..n n
£=( ) px=P£=x=(jEW -p)". (1.13)
Po Py Py ( ) X [(ﬁ )
Zakladni charakteristiky rozteni jsou:
E€=np DE=np(l-p)
o 1-600-0) o

Ay =
* Jnp(-p) ‘" np(-p)

A Poissonovo rozdleni
Popisuje proces,ipkterém studujemeetnost #jakého jevu v mnoha pokusech, kdyz
vyskyt tohoto jevu v jednotlivych pokusech je jerelmi malo pravédpodobny.
Z binomického rozéleni se ziska limitnimiechodem, kdg—0, n—w an.p=A kon&né. A
je jedinym parametrem Poissonova rédedi.

£=(O]”"n} px=ﬂ£=@=e*éﬁz ! (1.14)

Po Py Py X e+l «

Zakladni charakteristiky rozteni jsou:

ES=A Dé=A
a. :i a :14—3
3 \/7 4 1 .

A Rovnomérné rozdéleni pro diskrétni nahodnou velginu
Nahodna vetiina ¢ s rovhonérnym rozdlenim mize nabyvatm hodnot 1,2,..m se

stejnymi pravépodobnostmi:
1
p=P(E=x)=—. (1.15)

Prvni dva momenty této veiny jsou:

m+1 m? -1

Ef =
¢ 2 12

A Rovnomérné rozdéleni pro spojitou nahodnou veltinu
Nahodna vetiina ¢ zavedena v intervalya,b) ma rovnondrné rozaleni tehdy, ma-li

v tomto intervalu konstantni hustotu pragddobnosti

13



b =——  xOdaby. (1.16)
b-a

Zakladni charakteristiky rovnafmého rozdleni jsou:

a+b (b-a)
Eé = D¢ =
¢ 2 ¢ 12
a,=0 042%

A Gaussovo rozdleni

Obecré byva normalni roz&leni pro popis daného jevu pouZziteln&eftt gripadech, kdy na
rozptyl hodnot nahodné véiny pasobi sodasré velky paet nepatrnych a navzajem

nezavislych vlivi. Hustota pravé&podobnosti tohoto rozteni je dana vztahem

1 (x—p)
f(X) =—————[éxp - X(=00,00). 1.17
(0= — r{ o0 (~e0,0) (117)
Jeho distribani funkce je
1 x _(t=n)?
F(x)= Ofe = dt.
0= j

Gaussovo rozfleni ma dva parametry a g, kde g>0.
Zakladni charakteristiky Gaussova réteai jsou:
Eé=u D&=o0? a,=0 a,=3.
A Maxwellovo rozdéleni

Toto rozeleni, pouzivané zejména v kinetické teorii gilyma jeden paramedr> 0.
Hustota Maxwellova rozdleni je dana fedpisem

2 X
f(X)=——X[@xg -— x[1(0,0). 1.18
(0= Zazj (0,) (1.18)
Zakladni charakteristiky rozteni jsou:
3a
Ef="F1 D& =2a°.
V2

1.1.4 Vybrané limitni véty

Z teorie pravépodobnosti jsou vybrany ty, na nichz je zaloZematisickée

vyhodnocovani experimentalnich dat a modelovarnnyeh proceg metodou Monte Carlo.
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A zakon velkych ¢isel
Budou-lié, &, ... ,& nezavislé nahodné vély se stejnym roztlenim, pak jejich
aritmeticky ptmer

n

& (1.19)

i=1

&0

S|

konverguje podle pra¥godobnosti k. Toto tvrzeni znamena, Ze pro kazdé kladpéati
. 13
lim P{—ngﬁ - U <£}:1.

n =

n-oo
Pro &tSi paet nezavislych pozorovani nahodné &iely £ miZzeme proto jejich

aritmeticky paimer pouZzit pro odhad dni hodnotye¢.

Rozptyl aritmetického @meru & je dan vztahem
Dé=—217"" "% =2 (1.20)

Smerodatna odchylka/ D¢ pak bude Grérna druhé odmocninz paitu pozorovanh.

A Centrdlni limitni v éta poétu pravd épodobnosti
Budou-lié&, &, ... ,& nezavislé nahodné veéiny se stejnym rozdenim, které ma sedni
hodnotuu a rozptyld®, pak jejich sotet méa pro velké priblizné Gaussovo rozdeni

s parametriN(n 4, n &).

1.2 GENEROVANI NAHODNYCH CISEL

Metoda Monte Carlo ii@dpokladd modelovani nahodného procesu pomoci @pera
s ndhodnymgiisly. K tomu slouzi generatory nahodnygkel, které jsou dany dupomoci
prograni, nebo se jedna o hardwarové generatory, téz savyaifyzikalni generatory.

Fyzikalni generatory jsou zaloZeny na jevech, kiea§i nahodny charakter. Nidklad
rozpad radioaktivniho prvku, kde setiinpacet ¢astic zachycenygitatem za jednotkigasu.
DalSi metodou fyzikalnich generatobyly tabulky nahodnychltisel, tj. fyzikalni generatory
vyprodukovaly nahodnéisla ,,do zasoby*, tatéisla pak byla uchovavana nagjgim mediu.

Hardwaroveé generatory byvaji generatory s posuvmggistry a jsou fgdugeny pro
piimou hardwarovou realizaci v jedn@lovych p@itatich obsahujicich integrovany obvod,
ktery piimo generuje pseudonahodfidla.

Softwarové generatory obvykle generuji pseudondadidia, ktera by spravmela
byt statistickymi testy nerozeznatelna od skfeh nahodnyckiisel, nicméa jsou

vypoctena deterministicky.
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Algoritmu zaji¥’ujicich generovani ndhodnye¢fsel je mnoho aip nizkych narocich
na opravdovou nahodnost se pouzivaji funkce zémsystych knihoven.

Nejcastji pouZzivané generatory vyuzZivaji principu line&mi kongruentniho
generatoru (LCG), ktery je definovan vztahem:

X, = 8X +ax, +..+ax, +b (modM) (1.21)
kde k=0; a, b a M jsou vhod# zvolené konstanty a generovarésla jsou cela
s rovnomdrnym rozlozenim v rozsahQ< x =M . Konkretizaci konstant v definim vztahu
muzeme vytvdit tfi zjednoduSené typy generaior
A Aditivni — zalozené na vztahw,, =%, +X_, (modM). Tyto generatory jsou velmi

rychlé, kvalitni, ale jejich slabinou je velmi kkatperioda.

A Multiplika¢ni — zaloZzené na rekurentnim vztahu prvnifé@lu s nulovou hodnotou
konstantyb,: x,, = aX (modM). Tyto generatory jsou dostédte rychlé, ale kvalita
vysledku neni dostaijici.

A Smigené — zalozené na linearnim rekurentnim vziahe ax + b (modM).

A S posuvnymi registry — pracuje misto s cely¢isly pouze s bity.
b,=gb+cb, +...+¢h, (mod2), kde k> 1a ¢ nabyvaji pouze hodnot 0 nebo 1

(nejmérk dw¢ hodnoty musi byt nenulové), konstarkae voli mnohem &sSi nez u

linearnich kongruamich generatdr— zvyseni kvality generatoru.

1.2.1 Algoritmy pro transformaci ndhodnych velgin:

A Rozehrani diskrétni ndhodné velliny

f:[xl X, oo .. ka
B, Py oo - Py

V poeitaci vytvoiime vektor &k slozkach:p, p,+ Po, Py + Py + Payeeees P+ P+t Py L.

Veli¢ina ¢ zadana tabulkou:

Pak nagenerujeme jednu hodngia budeme postuprvySetovat podminku:

j
y<>.p
i=1

Prvni intervalj, pro ktery bude tato podminky spira, uti prisluSnou hodnoty = x;.
A Rozehrani spojité ndhodné vediny metodou inverzni funkce

Hledanou spojitou ndhodnou vetiu ozn&ime &, obor hodnot{a, b>a hustotu
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pravéEpodobnostp(x). Velicinu rozehrajeme tak, Ze nagenerujefisto yD(O:L), které

transformujeme podle vztahfi= g(y). Pro hodnotuy pritom plati

y:_&[ p(x)mx. (1.22)

A Rozehrani spojité ndhodné veliny metodou vyhéru
Predpokladejme, Ze hustota prépddobnostp(x) veliciny £ je omezena na intervalu
(a,b). Konstantum zvolime tak, aby platilop(x) <M, xO(a,b) . Nagenerujeme v
hodnoty nahodné veiny i a s a vytvaimecislan, =a+ yl(b—a), n, =My, . Bude-li
bodP o sodadnicich(/, 772) lezet pod Kvkouy = p(x), tj. bude-lin, < p( l), zvolime
¢ =n,. Nebude-li podminka sptna, nagenerujeme novou dvojjgia j5 a postup
opakujeme. Binnost metody zavisi na hodiadil, kterou je nutno zvolit co nejmensi.

A Rozehrani Gaussovske nahodné veéiny ¢

PoZadujeme rozehrat nahodnou &iali s parametryy = Qo =1, tj. N(0,1)

p(Xx) :%E}x;{—%} xD(—oo,oo).

Integraci normovaného Gaussova kedi vznikne integral prawgodobnosti®(x):

1 7 t?
CD(X) = E DJ eX[{_Ej [ait
Uvedeme dva algoritmy:

m
— Algoritmus zaloZeny na centralni limitndty: ' = Zyl , kde zrekonstruovand véia
i=1

{' bude mit parametrw:g, :%\/g Prechod na poZadovanou normalizovanou

veli¢inu ¢ provedeme pomoci vztahﬁ:zz—’u. Minimalr¢ pouzitelna veliina { se
o

ziska pram = 5, velmi vysoka pesnost pran = 12
— Algoritmus zaloZeny narpsné Gaussovske vghi¢: ¢ = \/Tnyll]:os(Znyz), kdey a
)6 jsou hodnoty rovnominé rozctlené nahodné veliny y.
A Rozehrani nahodného bodu v kouli o pologru R
Pracujeme ve sférickych s@anicichr, 6, ¢. Transformani vztahy ziskané s pouZitirfi t

hodnot nahodné veiny yjsou: r =R3/y,, cos8=2y,—-1 ¢ =2ny,.Pro uteni
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nédhodného bodu na povrchu koule péistguzit druhy aiteti vztah.

1.2.2 Hledéani jedné neznamé hodnoty.

Vytvofime nahodnou valinu ¢ tak, aby hledanéislo bylo prvnim momentem této
nahodné vetiny. Provedemea nezavislych realizaci nahodné valy ¢ (odhad dekavané

hodnotyE¢ a tim i hledan@) podle zakona velkyctisel plati, Ze pro dosti velkése blizi

k a: aDlEEn:fi.
n 3

1.2.3 Fiklady:

1. Rozehrajte metodou Monte Carlo diskrétniamyi dané nasledujicimi

pravdpodobnostnimi funkcemi:

a) p(x)=(2 5 7 9 13)

01 03 0,2 03 01

b)p(x):( 1 2 3 4 105J

0,0875 018 0,42 031 0,002

2. Francouzska ruleta ma 36 poli (nula az 35), MngreozliSenych zelenowervenou a
cernou barvou. Nula je zelena, licha g&rnou a sudé&ervenou barvu. Nahodn#slo z
generatoru transformujte do jednoho vysledku hiyoufnejte pravépodobnost na 500

hrach:

a) pravépodobnosterveného vysledku,
b) prav@podobnost vysledku vysSiho nez X@tne,

c¢) pravépodobnost padnutisla O.

3. Meéteni délky je zatizeno systematickou chybou -0,2 &mahodné chyby &eni se
smérodatnou odchylkow = 0,5 cm. Jaka je pravdodobnost, Ze chybadieni nepekrati

v absolutni hodnétdvojnasobek samodatné odchylky?
4. Rozehrajte valinu s normalnim Gaussovo razenim

a) pomoci limitni centralnisty

b) pomoci funkniho predpisu¢ =./-2Iny; [@os(273,).
V obou gipadech porovnejte ziskana rékahi s teoretickouikvkou.

5. Rozehrajte valinu s Gaussovo roztenim se sedni hodnotoyw =10 a rozptylem

a) pomoci limitni centralnisty

18



b) pomoci funkniho gedpisu¢ =4/—2In y, E:os(Znyz).
V obou gipadech porovnejte ziskana rékahi s teoretickouikvkou.

6. Pomoci vztainr = Ri/?l cosd =2y, —1 a¢ = 27y, rozehrajte bod v kouli.
7. Metodou Monte Carlo rozehrajte bod
a) vectverci o hrag 1,

b) bod v kruhu o pologmu 1,

2 2

c) v elipse dané rovnici x_+y_ =1,
16 9

d) v trojihelniku daném bodp=[0d, B=[1d, Cc=[01],
e) v krychli o hrag velikosti 1,
f) v kouli o polon#ru 0,5,
g) ve valci o polor&ru podstavy 0,5 a vySce 1.
8. Metodou Monte Carlo rozehrajte ndhodnygsaektoru.

9. Rozehrajte fyzikalni valinu s Maxwellovo rozélenim pro soubokastic o teplat
a) 300 K

b) 500 K
c) 1000 K.
Empirickou hustotu prawghodobnosti porovnejte graficky s teoretickynilmhem.

10. Pomoci generatoru ndhodnygsel vygenerujte hodnoty tak, aby je bylo moZnéaiypri
a) simulaci hodu hraci kostkou (hodnota 1 aZ 6),
b) simulace 1000 hddhraci kostkou, vyhodnoceni prace navrzeného aigori
c¢) simulaci sottu hodu deseti kostek najednou.

11. Pomoci generatoru ndhodnygsel (a ASCII tabulky) vygenerujte hodnoty tak, ddyyo
vytvoieno heslo:

a) o délce 5 znaka pouZiti libovolnych pismen abecedy,

b) o délce 5 znaka pouziti pismen abecedy, tak aby heslo obsahovi@ojedno velké a

jedno malé pismeno,

c) o nahodné délce 5-10 zriak pouziti pismen abecedy, tak aby heslo obsahowialo
jedno velké a jedno malé pismeno,

d) o nahodné délce 5-10 zriak pouZziti vSech zn@kASCII tabulky, tak aby heslo

obsahovalo min. jedno velké pismeno, min. jednaé@mémeno a min. jedrids|o.
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12. Ripravte program, ktery umoznfiplizné rozehrat spojitou nahodnou vfiu
s ¢etnostmi vyskytu tabelovanych hodnot z nasledtgictilky.

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

20 53 76 90 105 100 86 57 26 7 3

ProblémiesSte pro tyto interpotai funkce mezi nejblizSimi body:
- lineérni interpolace

- interpolace metodou nejblizSiho souseda

- interpolace kubickym splinem

Vysledky graficky porovnejte.

Resdena Uloha:

Buffonova uloha o jehle je empiricka metoda préeni hodnotyislaTt

Obrazek 1.1: Buffonova jehla

Na vodorovné rovi#jsou nakresleny rovnébky ve vzdalenostd od sebe a je dana jehla o
délcel <d. Jehla je nahodrhozena na rovinu. Vysledek pokusu budesgsp tehdy, protne-
li jehla jednu Zar, jinak bude neugpny. Pokus bude opakovahkkrat a bude wovan pongr

M /N, kdeM je paiet Usgsnych pokus. Jednoduchym vyptem se da najit limitni vztah
mezi ponérem M /N pro nekonény paiet pokus a délkamil a d. V konstant amgrnosti

v tomto vztahu je obsaZzertslo 71, takZze nalezenim pafru M /N experimentalé uréime

hodnotu konstantyz,

7T=2—|/d .
M/N

Pfi koneiném pdtu hodi je ale vysledek zatizen zZmeu chybou. B 10 pokusech jsme
schopni odhadnout hodnotu jako 3, i 1 000 pokusech jako 3,1#id00 000 pokusech jako
3,14, atd.

1.3VYPOCET URCITYCH INTEGRAL U A PLOCH
Vypocet integrah predevSim utitych je ¢astym problémem ve fyzice.

1.3.1 Pouziti zakladni metodywypactu integralu z funkcé(x) na vlastnim interval(a,b):
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b

I =] f(dx,

a

K dispozici mame dvjednoduché metody:

a) —vypocet pomoci stedni hodnoty funkce:principem je nalezeniigtdni hodnotyf'

integrované funkcx) na intervalua,by. Hodnotu integralu urtime podle vztahu:
b
| =] f ()dx=(b-a)cF’

Stredni hodnotuf' nalezneme tak, Ze vezmeme nahodnowiveli’ rovnongrné
roz&klenou na intervalga,by a zavedeme nahodnou #hiu 77 = (&), jejiz matematické
ocekavanien je rovno ptimérné hodnat funkcef(x) na intervalua,by. HodnotuEs

odhadneme pomoci zadkona velkyibel. Potom:

D(b—a)%agf(a) (1.23)

b) —geometrick& metoda:metoda vychézi z geometrického vyznamu integaio plochy

pod Kivkouy = f(x) v rozmezia azb. Predpokladame, Ze funkdé€&) je na celém
intervalu(a,b) omezena. Vezmeme ¢imahodné vetiny £/ 4a,b)a n%0,c) rovhongrné
rozcklené na pislusnych intervalech. Taktdipravimen ndhodnych bai(7,£) a pomoci

podminkysi<f(&) urkime, kolik z nich padne podikku y = f(x). Jejich pget ozn&ime

n'. Pak za hodnotu integrédlu vezmeme odhad:

I Dc[ﬂb—a)EP—'.

n

Ya

%

y=f(x)

0 a E»i b r

Obrazek 1.1: K vypitu ugitého integralu.

1.3.2 Metody se zvySenoudinnosti

a) nalezeni hlavni¢asti: integral rozdlime na d¥ ¢asti, hlavni vklad a uesiujici korekci —
f(x) = 9(x) + h(x)
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b b b
= [ £ (x)ax= [ g(x)dx+ [h(x)dx.
Pro metodu $edni hodnoty se vztah (2.23) modifikuje na:
ID—Z[f( (&)]+ jg(x)dx

b) metoda vazeného vyéru: nahodna&islaé v intervalu(a,by budou v oblasti vice
prispivajici k hodnat integralul generovany s&si hustotou.
— jednodussi varianta — integnd interval(a,b) rozdlime na gkolik dil¢ich intervat,
nag. (a,q), (€1,c), ... ,{C,b)y a v kazdém budeme generovat jing@onahodnyckiisel

& ng, Ny, ..., Nke1. Zvolimen = g + Ny + ... + g4, pak pouzijeme pro integraci vztah:

I =T f (x)dx+T f (x)dx+...+_|l2f (x)dx.
a c c

— presrgjSi  varianta — nahodnou vé&lhu ¢ budeme generovat s hustotou

pravdpodobnosti spojt  se nénici na celém intervalu (a,b:
b b f(X)
| =| f (X)dx=|—— plx)dx.
{ !p(X) )

Odhad hledaného integralu pro novou nahodnowinelin = f(&/p(&), kde plati, Ze
En=1.
()
Dz_ll p(&)”
Rozptyl nové ndhodné veiny 77 pak bude:

b 2
D/7:J'f(x) dx—12.

plx)

c) metoda symetrizace integrované funkceintegrovanou funkci upravime tak, aby se na

integra&nim intervalu ngnila co nejmédn. Je-li funkcef(x) nag. monotoni rostouci nebo

klesajici, je ji vhodné symetrizovat podle vztahu

9(x)=5[£(x)+ fla+b-x].

Integrél Ize piblizn¢ spaitat nay. metodou s$edni hodnoty podle modifikovaného

vztahu:

_Z[f( &)+ tla+b-¢&]l.
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1.3.3 Vicerozmérné integraly:

b d(x)
Zakladni vzorec I :I _[f (x,y)dydx.

a c(x)

Obecna formulace problému: I :I f(P) p(P)dP,
G

kdep(P) je zadana hustota praymbdobnosti v oblasts pies kterou integrujemeR=
(x,y,...)je bod z oblastG.

a) metoda st¥edni hodnoty funkce:vezmeme nahodné bo@y, P, ... s hustotoyp(P) a

zavedeme nahodnou u#@tiu 77 = f(P)

En=[f(P)p(P)dP=1.

Nalezeni odhadu hledaného integralu

b) geometrick& metoda:predpokladame, Ze funkd€P) je v oblastiG omezena, tj0 <f(P)=
c. Nahodné bodf) generujeme v n@wytvorenéd+1 rozmemé oblastiG x(0,c).
ZjiStujeme, kolik z &chton bodi leZi pod povrchenplochy* z = f(P). Jejich pdet

ozn&ime n'

U

| Oc L
n

1.3.4 Fiklady:
1. Pomoci metody Monte Carlo odh&tinobsah kruhu o daném polém.

2. Pomoci metody Monte Carlodete hodnoty nasledujicich jednoraamych integrai.

1
a) _[(XS -3x° +1)Eix,
-1

b) _[sinxmix,
0

x [eosx [dix ,

c)

O v | Y

H
d) J'sinxm:o§xmx,
0

ProblémieSte pomoci:

— geometrické metody,
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— metodou nalezeni hlavéasti,
— metodou vazeneho v,
— metodou symetrizace integrované funkce.
3. Pomoci metody Monte Carlocate objemydchto €les s danymi parametry:
a) polokoule o pologru 1,
b) valec o poloréru podstavy 0,5 a vysce 1,
c) ctyfstnu s vrcholy[ OC]([ lO,]J[, 0,0ia[O;LO],
d) rotatniho kuzele o pologru 1 a vysce 2.
Hodnoty porovnejte s vysledky ziskanymi pomoci diygh vzorai.

4. Vypaitete hodnotu dvojného integralu pomoci metody Moraed
f(x)=x+y, kde x0( 03 a y0(03).

5. Castice se pohybuje paimce s rovnorrnym zrychlenima = 3 nis2 Pomoci metody
Monte Carlo pro vypéet ukitého integralu ufete jeji rychlost waset = 5 s a drahu,

kterou urazila, jestlize, = 0 ms™. Vysledky porovnejte s numerickym vygiem.

6. Metodou vypotu stedni hodnoty funkce spitejte ztratu energie za 1 minutu na rezistoru
o odporuR = 1000Q, pfipojeném na elektricky zdroj istlavého nagti se sinusovym
praibéhem, jestlize amplituda n&fd Unax = 100 V a frekvencd = 50 Hz. Vypdet

proved'te dvakrat (pra,=10*n;). Vysledky porovnejte s numerickym vygiem.

7. Metodou Monte Carlo vygtu uritého integralu ufete, na kolik % maximalni hodnoty
klesne pikon do odporoveé zé&te ¥ pouziti tyristorové regulace a otewni tyristoru pi

hodnotach
a) n/8,
b) /4,
c) /2.

1.4DALSi vyuziTi METODY MONTE CARLO

1.4.1ReSeni Laplaceovy rovnice

n 2
Laplaceova rovnice je specialnirfigpmdem Poissonovy rovniasu = f(xlyxzy...,xn)= Z% ,
i1 0%

kde Aozn&uje tzv. Laplacév operator. RovnicAu = @e nazyva Laplaceova rovnice.
A Reseni eliptické parcialni diferencialni rovnice

Obvyklym postupem z numerické matematikyeyedeme parcialni diferencialni
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rovnici na jeji diferetni ekvivalent, tzn., Ze nejprve nalezneme ekvivgigparcialni
derivace of/dx, 0f/dy, 8%f/0x?, z nich sestavime difer&mi ekvivalent celé rovnice a

dostaneme obvykl§tyibodovy vztah pro definovanou dvourcamou oblastG
1
u; = 2 [ui+1,j tUL FU Ty j—l] ' (1.24)

A Algoritmus bloudéni v pravouhlé siti

Hledame prav&podobnost, kdy po vypusti z bodu P dorazime po nahodné
trajektorii do rkterého hrariniho bodu, kde jiz istaneme. S timto bodem je spojena
n¢jakaciselna hodnota, kterou uloZzime do gt v za¥recné fazi ji vyhodnotime. Pokus
n-krat opakujeme a startovnimu boBupiitadime pimérnou hodnotu z takto ziskanych
veli¢in.

Pfi ndhodném blouthi prochazimeradou dalSich bada v kazdém z nich mame
stejnou prav&podobnost, Ze budeme pokoaat v jednom z&tyi snmera. Vyjadiime-li tuto
podminku v pravépodobnostech, dostaneme ekvivalentni vyraz k vyta2d.

LT | T

h
Obréazek 1.2: K bloughi v pravouhlé sit?’
A Algoritmus bloudéni s ndhodnym krokem

Vyjdeme z boduP,, kolem rghoz vytvaime kruznici, jejiz polorr | je nahodny.
Tato kruznice musi byt cela v obla&i Na této kruznici zvolime bol;, ktery se stava pro
nas novym vychozim bodem, a cely postup opakuj@ostaneme tak trajektorii tv@nou
bodyPy, P1, P, ... a obecé bude platit

P. =R +la, kdek=0, 1, 2, ....; wx = COSpk + Singx a nahodny Uhepy je v intervalu

(0,2m. Problém této metody spiwa v ukorteni trajektorie a ve votb optimalniho

poloméru kazdé kruznice.
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Obréazek 1.3: K blouthi s nahodnym krokeff.

1.4.2 Riklady:

1. Metodou Monte CarleSte Laplaceovu rovnici

o Pp o
W+W_O pro xd( 0} a yO(01) s okrajovymi podminkami

#(0.y)=y. p(Ly)=y+1 #(x0)=x a #(x1)=x+1
Ulohuteste:
a) algoritmem bloughi v pravouhlé siti,

b) algoritmem blou¢hi s nahodnym krokem
) pomoci difereéniho schématui -1 Uig j FUg FU g U
¢ 4

2. Reste pedchozi tlohu pro okrajové podminky

#(0.y)=Vy", #lLy)=y*+1 $(x0)=x" a g(x1)=x"+1

1.5TRANSPORTNI PROBLEM , SRAZKOVE PROCESY

V tomto problému studujeme tmhod ¢astic hmotnym progdim. Red za&atkem
modelovani jefeba experimentatnnebo teoreticky rozhodnout, které fyzikalni procgou
podstatné a je pfba je uvazovat v modelu. Obé&gplati, Ze neni mozné studovat dany jev

v jeho pIné §i, a’ uz z divodu vypa&etni nardénosti,¢i z nedostatku experimentalnich dat.

Prikladem je piichodc¢astic rejakou latkou, pohyb nabityatastic v plazmatu, atd.

1.5.1 Datova struktura

Vytvorenimdatové strukturyajistime vprirozenénmodelu ukladani pegbnych dat:
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Obrazek 1.4: Ukazka datova struktura gésticové modelovar.

VSechny udaje ffisluSejici jedné&astici jsou ukladany do jednoho sloupce datové
struktury, tj. pget sloupé odpovida celkovému ptu ¢astic. Pro kazdowastici do ni
ukladame wkolik skupin Udaj, piicemZ nejastjSi jsou prostorové saadnice, rychlosti
¢astic, jejich hmotnost, ndboj, stupexcitace. Samdejme, Ze ne vSechny z nich se musi
pouzit.

1.5.2 Pracovni oblast

Studovany proces simulujeme v pracovni oblastiiené zdrojemcastic, vlastni

pracovni oblasti, v niZ se transport odehravaoaai oblasti.

Zdroj Pracovni oblast Cil

/W/

0 X

Obréazek 1.5: Znazoeni pracovni oblastiimodelovani transportiéstic!”

— zdroj¢astic edstavuje generatdastic, které vstupuji do pracovni oblasti
— pracovni oblast jeast prostoru, kde dochazi k interakcim prochazjicstic s latkovym
prostedim

— cilova oblast je prostor, kde evidujemegi@dastic, které do tohoto prostoru vstoupily.
1.5.3 Rozptylové procesy

Predpokladame, Ze v latce, v niz probiha transpat,gjtomno celkemk-typu
rozptylovych proces Tyto procesy jsou charakterizovanyesinimi volnymi drahamily, Ao,
..., A, piipadre Winnymi prifezy jednotlivych typ interakciS,, S, ..., & Stedni volna
draha/; je ptimérna vzdalenost mezi srazkamtehoifadu a udava se v metrech.

U¢inny makroskopickyprifez vztazeny k piu zachytnych center v jednotce objemu

udavame:
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__1
N,

S
HodnotaN odpovid& pstu molekul plynu v jednom fha @i béznych podminkach je
jeji hodnota rovna,21/70°> molekul nebo atofn Makroskopicky dinny prifez je udavan
v m?.
U¢inny mikroskopickyprirez S=—.
Celkovy &inny prarez Snebo celkova sedni volna drahd. Slozeni ditich interakci:
S:Zk:S, nebo 1=i1 :
= A FA
Dil¢i i celkové stedni volné drahy i &inné piairezy mohou byt konstanty gt&inou
vSak zavisi v nehomogennim pi@sti na poloze nebo na energistice.
Mezi parametry modelovani, kterymitizpisobujeme obecny model studovaného
jevu, zapeoitdvame konkrétni typy rozptylovych prodegejich intenzity vyjadené pomoc;
a§ a energetické a prostorové zavislosti.
Zakladni typy rozptylovych procesi:
A Pruzny rozptyl
Pri pruzném rozptylu seipinterakci nendni celkova energie interagujici¢hstic, tzn., ze
energiecasticeE pied i po srdzce bude stejna. @npohybucéastice se ovsem zZmi a
proto se zréni i slozky energi&,, E, aE,.
A Nepruzny rozptyl
P nepruzném rozptylu dochazi ke z&é&nergieAE. Tato ztrata energie je dikkonstantni
nebo nadhodna velna. Snér ¢astice po interakci byvaétsinou zadan z experimentu.
V fadt modeti byva i WtSi paet nepruznych rozptylovych proges iznymi parametry.
A Zachyt
Zachyt fyzikal odpovidd #iznym mechanisim, nag. pohlceni neutronu, zachyt
elektronu na pasti v zakdzaném pasu dielektrilkh, at
A Stépeni
Stspenim ozn&ujeme proces, ip kterém z jedné studovangstice vznika 3i paet
¢astic. Ukazkou je ndfklad vznik neutrof pii rozpadu v jaderné fyzice.

Po urazeni ndhodné volné drahy dojde k interakciv§ak teba rozhodnout, ktera

interakce to bude.fPtom se vyuziji hodnoty s¢dnich volnych drah diich interakciA; (nebo
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cinnych phrezl S) k nalezeni prawbodobnosti déiich interakci v daném mést @i dané
energii¢astice. Pro pravgbodobnost vyskytirté interakce pouzijeme jeden ze vztah

_A =35
p,—x nebo p.—g-

1.5.4 Nahodna volna draha

Rozehrani nahodné volné drahy je zakladnim uUkolam i@Seni transportniho
problému. Operujeme se &wa pojmy:
— nahodna volna drah& je vzdalenost, kterou urazéstice mezi ddma sok jdoucimi

interakcemi a jedna se o nahodnouculi

— stedni volna drahd je nenahodnéislo udavajici pimérnou vzdalenost mezi interakcemi
a charakterizujici tak praeti, v #mz transport probiha. i®dni volna drahatrpdstavuje

prvni moment ndhodné véhy & a je mezi nimi obvykly vztah:
1 n
i=1

Predpokladame-li, Zeigtdni volna draha je konstantni, tj. Ze latkové beals je homogenni,
a stedni volna drdha nezavisi ani na dalSich parantettéstice, nizeme pouzit pro

generovani jednotlivych realizaci nahodnych volngiciih & jednoduchy vztah:
& =-Allny,.

y je rovnongrné rozdtlena nahodna veilina v intervalu(0,1). pokud ale nenifedpoklad

A = konst.splrén, nemizeme pedchozi vztah pouZit.

1.5.5 S&peni trajektorie

V modelech w#kterych fyzikalnich jeu se mezi rozptylovymi procesy vyskytuji
takové, pi kterych vznikaji novécastice a dochazi tak keégeni trajektorie. Studovany
model z&ne byt mnohd&asticovy. Bi Stépeni trajektorie se zipodni jedné stopyastice
vytvori tzv. strom a program musi projit vSemi jehivemi. K zefektivieni celé procedury
byly navrzeny d¥ metodiky:
— analyza po &tvich

— analyza po generacich.

1.5.6 Riklady:

1. V tabulkach nagte stedni volné drahy atoén¢i molekul iznych plyri za normalniho
tlaku a teplat 300 K.

29



2. Nechl' v daném plynu dochézi ke &@aa typim srdzkovych procés- prvnimu s dinnym
prifezem 10° m? a k druhému sdinnym pritezem 2x16° m?. Fripravte funkci, kteréa

rozhodne o typu srazkového procesu, ktery nastark@amziku srazky.

3. Pro srazku elektronu s neutrdlem argonu v nizkotefsth plazmatu jsou dany nasledujici
(cinné plirezy g a E je energie elektran’
a) ionizace atom#éy ze zakladniho stavu

|. pro energii elektronu mensi neZ 15,8 e\bjg = 0 cnf,

Il. pro energii ¥t nez 15,8 eV jer, (E)= 9-7D(0;4(E~)‘2 158)+ 610%%(E - 158) ex{_gj |
70+ E

b) pro excitaci neutrald, ze zakladniho stavu (tent@idny prifez zahrnuje excitaci do

s

vSech nejdlezit¢jSich energetickych stay
l. pro energii elektronu mensi nez 11,5 e\bigc(lg)zo cnt,

Il. pro energii vy$Si nez 11,5 eV je

2,8
3410%(E-115)"|1 (J ]
- [ (15 , 2310%(E-115)

E

E 552
1+—

~ 19
1+ 5

c) pro elastickou srazku elektronu s neutralninmatim A,

g,

ela

(E)=10"x!ab

~

kde Y, = [1+0£1+

005

001E3

— 14
LI S
Y1 Yz

~ 2\33
E
0,6

ik

E 2171 E 25 E 41795
aY,=|1+ — 1+ — | +| — )
15 55 60

Jaky @inny prifez ma srazkovy proces nulové srazky? Vysledky zbérmgraficky.

4. Zobrazte pohybastice v kruhu o polo#nu 1 cm, jestlize $&édni volna draha je

a) 1 mm,

b) 5 mm.
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Velikost rychlosti¢astice nechise v ptibchu experimentu neéni, jeji velikost zvolte tak,
aby nEl obrazek dobrou vypovidaci hodnotu.

. Zobrazte polohy 100 molekul po 100 iteracichodp, které se nachazeji nagatku

experimentu ve gdu pracovni oblasti, kterou je kruh o potsml cm.
Reste pro sedni volné drahy
a) 1 mm,
b) 5 mm
a vysledky diskutujte.
. Modifikujte predchozi tlohu tak, abyste prokazali vliv tlaku pehtost difuze. Ulohu pro

razné tlaky vyeste.
. Vytvoite zdrojc¢astic s maxwellovskym rozténim rychlosti.

. Pomoci metody Monte Carlo simulujtest 2D tenké vrstvy. Ve idu pracovni oblasti,
kterou tvdi pravouhla miz o 101 x 101 uzlechipdpokladejte kondenzai jadro.
Predpokladejte, Z&astice migrujici po pracovni oblasti na ni mohopatinout se stejnou
pravceepodobnosti pro vSechny neobsazené uzly. Poasgtice ustava vifpack, Zecastice

opustila pracovni oblast nebo doSlo k jejiniiypgjeni k jiz vytva@enému Gtvaru.
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2 METODA MOLEKULARNI DYNAMIKY @

Obecny postupeSeni modelovani trajektorii ,molekukégstic, tles) je nasleduijici:
— Vytvoreni co nejerngjSiho modelu studovaného jevu.
— Popséani systému pomoci soublNIréastic.
— Sestaveni klasické pohybové rovnice pro vSecastice.
— Urkeni paéatesnich podminek a wSeni pohybovych rovnic. Rozmeaisi probihd
v intervalty, thay- Cilem vypd@tu je WtSinou nalezeni trajektorigstice nebo polohy

dastice v danénsase.

V nekterych oblastech fyziky se metoda molekularni dykg pouZziva i pro vypeet
statickych vlastnosti, néjlad pi sledovani drahygastic ve fazovém prostoru pro kéneu
dobut.

Hledana veliina byva zpravidla vyjagna ve forms sttedni hodnoty.

2.1PRACOVNI OBLAST , VYPOCET SILOVEHO P USOBENI

Nyni se podivejme na jednotlivé krokyi pvytvareni paitatového modelu. Pro
praktickéieSeni fyzikalniho problému jéeba zvolit pracovni oblast, odhadnout vysledné sily
pusobici na jednotlivéastice souboru, it pocateini stavcastic, numericky viesit gislusnée

pohybové rovnice vSedatastic a pipadre statisticky zpracovat ziskané vysledné trajektorie

2.1.1 Pracovni oblast

Pracovni oblast se bude liSit podle tyj@deneho problému. Pro pelby p@&itatového
modelovani je pdeba vzdy zvolit ufitou velikost oblasti (nelze simulovat nekéné velkou
oblast):

— Studium pohybuétes neba:astic, jejichz trajektorie lezi v omezené oblaBtacovni oblast
musi byt tak velka, aby studovana soustava bgla umisina v této oblasti (n&ppohyb
komety kolem Slunce).

— Studium chovani velkého @o ¢astic zajimajicich velky objem. Pracovni oblast mm#
nmefitko podle charakteristiky systému a proto bude Inemo mensSi nez cely objem prostoru
naplného casticemi, jelikoz ji volime jako jakysi wgz do studované soustavgstic
(nag. vime, Ze elektrické pole dosahuje do vzdalenasii cm, takZe oblast
musime vymezit tak, aby tam toto pole bylo zatorcelé).

A Tvar pracovni oblasti

Pti volbé tvaru seridime symetriteSeného problému.
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— Jsou-licastice rozlozeny pravideipntvar pracovni oblasti péidlime tomuto rozlozZeni,
protoze pak se zjednoduSi popis pracea hranici pracovni oblasti, napstudium
pohybu elektrobh v pevné latce, kdy tvar pracovni oblasti napodebmtSenou

elementarni hiku krystalové mizky.

— Nema-li studovany problém zZadnou vyraznou symetlime tvar pracovni oblasti co
nejjednodussi, aby se zjednoduSila i manipulackty pi modelovani. Nap ve
dvouroznérném gipact budeme pracovat s&vercem o hrah L, v trojroznérném

piéipadt s krychli o hras L.
A Velikost pracovni oblasti
Pti volbé velikosti pracovni oblasti mame &kritéria: prvni vypdetni a druhé fyzikalni.

— Sowasna vypoetni technika nam umaije pracovatiadow s miliony castic. Ri
mensSim pé&tu jsou filis velké fluktuace aip prilis velkém p@tu ¢astic je vypdet [ilis
pomaly a nemusi st kapacita parti pocitace.

— Fyzikalni kritérium vyplyne z charakteru silovépasobeni v modelu. Rozeznavame
sily dalekodosahové, kdy jejich velikost se vzdagnklesa s kvadratem vzdalenosti
(gravitani sila,
elektrostaticka sila, aj.), a kratkodosahoveéréimaji zavislost na vzdalenosti mnohem
silrgjsi —r~’ (naf. sily v pevnych latkach).

Pri volb¢ velikosti pracovni oblasti poZzadujeme, aby d#@stici umistnou Vv jejim
sttedu bylo silové fisobeni odc¢astic mimo pracovni oblast zanedbatelné, tj. aby na
vzdalenostiL/2 klesly sily na nevyznamnou hodnotu. V&g pripadi nam sodasna
aplikace obou kritérii @i interval, z kterého iZeme roznar pracovni oblasti zvolit. &kdy
vSak se ob kritéria navzajem vykuji a pak je nutné pouzit ekvivalent &égch obrati

z metody Monte Carlo (vizipdchazejici kapitoly).
A Volba okrajovych podminek

V pripad, Ze pracovni oblast je pouze iggem z celého objemu naph&ho
casticemi, bude neustale dochazet k vylétavésiic z pracovni oblasti a naopak vstupu
¢astic z okolniho prostoru. V modelu tento rovnovwazroces simulujeme pomoci tzv.
cyklickych okrajovych podminek — pokutéstice pracovni oblast opusti, ihned vstoupi do

pracovni oblasti zfi na odpovidajicim migtprotilehlé stny (viz obrazek 2.1).
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Obrézek 2.1: Cyklické okrajové podky ve snsru osyx.
V kubické pracovni oblasti o hrah. kazda sotadnicex, y a zkazdécastice musi lezet
v rozmezi(0, L). Sledujeme pouze hodnoty $adnic a pi¢teme nebo odeeme hodnotu

L k prislusné sotadnici, ktera z interval(0, L) vyboei.

Pri aplikaci cyklickych okrajovych podminek kladema studovanou soustawéstic
urcita fyzikalni omezeni. V systému nesmi byftgmen zZadny usénnény tok ¢astic a
prostedi musi byt zcela homogenni. Pokud tomu tak nebudsime vytvét zdroj castic

a jim kompenzovat Ubytalastic opougjicich pracovni oblast.

2.1.2 Vypdiet silového misobeni

Metoda molekularni dynamiky je zaloZena reSeni pohybovych rovnic. Proto
musime Wit sily, které na kazdowastici pisobi. Redpoklddame, Ze pracovni oblast
obsahujeN ¢astic. Silu fisobici natastici nachazejici se pobliz pracovni oblasti maglgako
vektorovy sotet silového fisobeni od ostatnidd—1¢astic v pracovni oblasti.

KomplikovargjSi situace nastane pedstice lezici pobliz hranice pracovni oblasti, kde
nemizeme zanedbat sdj$i silové misobeni od blizkychtastic na druhé strénhranice
pracovni oblasti a je nutné jejich vliv zajtat do vypdtu. To nelze uélat piimo — do
modelu bychom zahrnuli vedlaiypodnichN ¢astic i rekteré sousedniastice a doslo by tim

jen ke z¥tSeni pracovni oblasti, coz problénieds.

Tento problém Ize vSateSit napiklad kopirovanim pracovni oblasti. Na obrazku 2.2
je pracovni oblast zobrazena bez @ema ve stedu a kolem ni je umisto 8 kopii. Pracovni
oblast obsahuj@l ¢astic (zdeN=5). Kopie jsou ozn&ny|-VIIl, zistavaji svazané sipodni

pracovni oblasti, takze kazdy pohylvpdnicastice se promitne i do vSech jejich oliraz
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Obréazek 2.2: Obrazy pracovni oblasti proo&g silového psobent?

Vysledné silové fisobeni na konkrétriastici v pivodni pracovni oblasti se i nadalecfia
jako vektorovy sotet pisobeni od ostatnicN—1 ¢astic, gicemZ se uvazuji nejiSi sily.

V naSem pipact dostaneme:

I:1 = f12 + f13+ f14 + f15’
kde vSechnyastice 2, 3, 4 a 5 vezmeme wpdni pracovni oblasti.
Naproti tomu:

E =+ F0+ F0) 4+ F)

23 24 25

F, = 1?31"' F3(;/) + F3(X”) + Fz(gl)

Fo= o )+ £+ )

Fo=fo, + f00+ £00 4 £0),
kde horni index rozliSuje, do které oblaséistice pat, zda mivodni nebo &kterého jejiho
obrazu.

Pri realizaci zjistime, Ze kazd#stice nebo jeji obraz se v gt popisujicim silové
pusobeni objevi pravjednou. Algoritmus hledani ne&igich sil se tim zjednodusSi. Nepracuje
se imo se silami, ale pouze se vzdalenostdstic, nebt vSechny typy sil ubyvaji se
vzdalenosti a sta proto najitN—1 nejblizSich¢astic. Jelikoz neptgbujeme sily, nejedna se o
absolutni hodnoty vzdalenosti, ale jen o jejichiapd takZe pracujeme jen s druhymi
mocninami vzdalenosti. VSechny $adnice vSech obrézc¢astice se liSi pouzefigtenim

nebo od&tenim hodnoty v rozdilech typux, — x; , coz |ze v cyklu jednoduSe realizovat.
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2.2 RESENi POHYBOVYCH ROVNIC
2.2.1 Deterministicka metoda molekularni dynamiky je zaloZena n@&Seni soustavy
pohybovych rovnic pro vSechriastice typu

Ifi:m @&, i=1...,N.

2>

Diferencialni rovnice druhéhgadu [é:?jTZj pievedeme na dvojnasobny gad rovnic

prvnihofadu (v promnnych r a v). Ty posléze fevedeme na rovnice diferari (spojitou

¢asovou osu nahradime diskrétni posloupnessii t,t,....t .., kde At =t,,, —t, ). Zvolime

pocateni podminky pro polohu a rychlost vSetastic véasety a dostaneme jednoduchy
algoritmus proreSeni soustavy pohybovych rovnic pro vsétkiastic. Byla navrzena cela
fada algoritnd, z nichz nejjednodus$si jsou metody:
A Eulerova metodaieSeni pohybovych rovnic

— Paateini podminky:r;°,v°

— Prechod zasutp doty, ...

— Prechod zZasut, doty: 1

Fk+1:ﬁk +\7ikAt+2i|EikAt2

Wﬂ:qhhlﬁwn i=1..,N (2.1)
m

Ifik+1 =
Tato metoda je univerzalni, napasi zadna fyzikalni omezeni.
A Verletova metodaieSeni pohybovych rovnic:
— Pasateni podminky:r:°,v°
— Prechod zasutp doty, ...

— Prechod zZasut, doty+1
Flt=. i=1..,N (2.2)

Ve vztahu pouzivame sdasré starou a novou hodnotu sify aF ", takZe paebujeme

souwasre dva vektory, coz zvySuje naroky na kapacitu gigmcitace.
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A 'Leap—frog’ metodaieSeni pohybovych rovnic:
— Pasateni podminky:r°,v*?

— Prechod zasutg doty, ...
— Prechod zZasut, dotys1

rk+1:f‘_ik+\7ik+]/2At+ilf-kAt2
2m

F<i=. i=1..,N (2.3)
G k+32 _ 5 k+l2 1 k+1
v =V, +—F"7 At
m
2.2.2.Metoda P—I-C (Particle—In—Cell)
Formulace problému: analyzovanim algofitma feSeni pohybovych rovnic (2.1),
(2.2) a (2.3) z hledisk&asoveé narénosti zjistime, Ze ifgvaznowast doby program straviip

vypoitu sily F . Silu pisobici na—touastici p&itame podle vztahu:

|fi=|fiext+iﬁj i=1.N, (2.4)
g
kde IfieXt je sila misobici nacastici z externiho zdroje a druhlyen rovnice pedstavuje
vzajemné silovéjsobeni soubortiastic.

V pripact piitomnosti pouze elektrostatického poleizeme externi silu vyjé
pomoci intenzity tohoto pole:

Fo =g E™(F) (2.5)

kde E®(F) je intenzita lokalniho pole v mést-técasticer ag; je naboj tétaastice. Jelikoz
tato intenzita pole zavisi jen na polozéé castice, bude prvndlen v sousta¥ rovnic pro
vypcet celkoveho silového dgobeni (2.4) lineagn zaviset na p#iu castic N, O(N).

O efektivit vypcottu rozhoduje druhy¢len rovnice (2.4). Zde musime rozliSittipad
dalekodosahovych a kratkodosahovych sil.

Ktomu &elu musime najit intenzitu lokalniho elektrickéheba graviténiho pole

E"* a vztah pro vysledné silovégobeni je:

R(7)=F()+F*() i=1,..N.
V této metod navic k obvyklé diskretizackiasové osy ( s kroken\t) provedeme jest
diskretizaci prostoru. Pracovni oblast rélhthe na soustavu menSictivercovych buisk

s hranouAx . Pivodni souboN ¢astic se nam tak rozld mezi jednotlivé biiky.
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DalSi postup vyp&u intenzity lokalniho pole pro elektrostatické @g¢bbdobs bude
probihat i pro pole gravitai):

1. Elektricky naboj vSechastic v buice slozime do jedné vyslediastice ve sedu buiky
gij, kde {j) jsou sowadnice pislusné biiky. Celkovy elektricky naboj v bice g; mizeme
ziskat bd” pomoci metody NGP (Neatest Grid Point), coZ jesgiraéteni vSech nabaj
v buice a peneseni vysledného naboje diedt buiky, nebo pomoci metody CIC (Cloud
In Cell), kde naboj neni bodovy, ale ma rigyr tvar, ktery obvykle zasahuje do vice
burgk Umérné svému objemu vislusné biice. Pro jednoduchostigdpokladame, Ze

ndbojovy Utvar ma konstantni hodnotu a tvar stigkg buika.

2. K prostorové hustdtnaboje p; od naboj g; piejdeme vydlenim objemem hiky.

3. VyieSime Poissonovu rovnici a dostaneme hodnoty alké&tro potencialu v kazdé tice

Ui aU =—2.
EO
. NS Z Ui+1j_Ui—lj Y C . .,
4. Diferertnimi schématy tpr(Eij) :T prejdeme od elektrostatického potencialu
X X

lok
j

hledané intenzitelektrického poIeEi v jednotlivych bukach.

2.2.3 Fiklady:
1. Vytvoite souhrnny fehled vSech typnejvyznamasjSich sil.
2. Odhadste charakteristickou velikost pracovni oblasti pé&sledujici systémy:
a) pohyb Zerakolem Slunce,
b) pohyb elektronu kolem jadra atomu,
¢) studium vlivu pilivu a odlivu na erozi paieznich oblasti,
d) elektrické nabijeni povrchu kosmické staniceesmiru,
e) studium jadernych gaeni uzivanych pro vyrobu elektrické energie,
f) studium kvantovych systém
g) studium pohybu hzd v galaxii.

3. UvaZujte 100 elektrdnv pracovni oblasti tvardtverce o strah velikosti L. Metodou

kopirovani pracovni oblasti tate velikosti sily psobici na kazdou &stic. Uvazujte
a) pouze gravitmi silu,
b) pouze elektromagnetickou silu,
c) gravit&ni a elektromagnetickou silu.

Vysledky porovnejte.
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4. V pracovni oblasti tvartitverce o straf délky L nahod® rozmistte 10000¢4stic. Poté
naprogramujte funkci, ktera umoZzni aproximovat ket sily misobici natastici pomoci
algoritmu Particle-in-Cell (PIC). UlohteSte v modifikacich

a) Nearest Grid Point (NGP),
b) Cloud in Cell.
Porovnejte fesnost obou algoritina jejich¢asovou narénost.

5. V MATLABuU pripravte funkce, které umozni vygitat novou polohu soustawastic po

provedeni jednohdasového kroku. K vypitu pouzijte

a) Euletiv algoritmus,

b) Verletiv algoritmus,

c) algoritmus Leap Frog.

6. Algoritmy z gedchoziho fikladu pouZzijte ke studiu pohybu planety

a) Zent kolem Slunce,

b) Jupiter kolem Slunce,

¢) Neptun kolem Slunce.

Ulohu teste pro dizreé velké ¢asové kroky a sledujte, jak se projevuje nefyzikaln

ohtev.
7. Modelujte pohyb desetastic, které na sebe vzajegmmepisobi
a) vectverci se stranou délkiz,
b) v krychli se stranou délki .
Srazkové procesy neuvazujte. Vyuzijte v modeldicki okrajové podminky.
8. Modelujte pohyb deseatastic
a) vectverci se stranou délkiz,
b) v krychli se stranou délki .

VyuZzijte v modelu cyklické okrajové podminky. V oelu uvaZzuijte ilustrativni sraZzkovy
proces.

9. Modelujte pohyb 100 elektrarve ¢tverci, na které fsobi ve srru kolmém ke spodni
strart elektrostaticka sila. Velikostapobici sily zvolte tak, aby bylo mozné pozorovat
zvy3enou koncentragstic v okoli spodni strangastice, které na tuto stranu dopadnou,

necht se odrazeji zft do pracovniho prostoru.
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3RESENiI OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNICH

Numerické integrace obgjnych diferencialnich rovnic patmezi negasgjSi ulohy
numerické analyzy. Numericky integrujeme diferemdiaovnice, pokud jsou nelinearni.
Line&rni diferencialni rovnice s konstantnimi kogfnty numericky integrujeme tehdy, jde-li
o WtSi systém, jehoZz analytickéeSeni je vyjateno slozitymi a neghlednymi vyrazy
obsahujicimi exponencialni funkd@.

Omezime se na obgjné diferencialni rovnice, navic na diferenciatminici 1.fadu.
Pro & budemereSit nejjednodussi moznou uUlohu, Cauchyhdéap®ni ulohu. Na daném

realném intervalu %, x,> mametesit diferencialni rovnici

y'(x)= f(x, y(x)) (3.1.)
S paateini podminkou

(%)= Yo. (3.2)
kde f je funkce dvou realnych pramnych (prava strana diferencialni rovnice)yaldR.
Pokudf nezavisi nay, tj. f(x, y): g(x) pro réjakou funkcig jedné realné prosmnée, pak
dostavame vyptet ukitého integralu jako speciélntipadieSeni diferencialni rovnice

y'(x)=g(x)
s paateini podminkou (4.2.); a jefeSeni je

YX) =y, + Tg(t)@lt, X0 (%5, %,) -

Obyejné diferencialni rovnice vysSickadi lze vhodnou volbou pomocnych
proménnych geveést na soustavy diferencialnich rovnic prvniddu. Ty IzefeSit analogicky
jako pro jednu progmnou s pislusreé upravenymi typy prognnych, tj.y je vektorova funkce
realného argumentu. Néjde bychom se @i ujistit, Ze feSeni Cauchyho péatesni ulohy
existuje a Ze je jediné. Obectomu tak byt nemusi.

Priklad:

Diferenciélni rovnice s g@tesni podminkou:
y (%) =/ ¥(x) y(0)=0
X2
Pro x> 0 ma trividlniieSeni y(x) = 0, aleiesi ji i funkce y(x) =

Nedostatkem i@dchoziho fipadu je, Ze prava strana neni definovana y(rx)<0,

Ize vSak najit podobné&ilady, které jsou definovany vsude.
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Z fyziky jsme zvykli, Ze diferencialnimi rovnicenpopisujeme systémy, jejichz
chovani se zda byt pirurteno péateinimi podminkami. Z fedchozich fiklada je videt, Ze
po matematické strance by g@desni podminky nemusely stid k jednozné&nému uieni
feSeni. Nasledujici podminka vytdunejednoznénostreSeni v mnohatdezitych gipadech.

Lipschitzova podminka:

Kdyz funkcef je definovana a spojita n<a<0,xn>>< R(j. f (X, y) je ukeno pro vSechna

x0(%,, x,) @ pro vdechngy OR) a kdyz:

(L O ROXO(%,, %, )0y Y, OR:| f(x 1) = f(x y,) < Uy, - v,

pak existuje pravjedna realna funkcg na intervalu(xo,xn>, ktera jereSenim rovnice (3.1.)
s paateini podminkou (3.2.).
Cauchyho p&atesni ulohu Ize pepsat na ekvivalentni integralni rovnici
y(x)=yo + [ f(t y(t)) ot
Integral na pravé strarize chapat jako integral funkgejedné prominné, g(t): f(t, y(t)).
Tuto funkci vS8ak obegnnezname, nelfcobsahuje hledan@&seniy.
Muzeme jej také chapat jakdiwkovy integral ges Kivku s parametrizadjt, y(t)),

t0(X,, X,); tuto Kivku vak nezname.

Protoze nizeme pracovat jen s kaire¢ mnoha body, rozdime interval(xo,xn> nan

dil¢ich intervali, pro jednoduchost stejné délkjn:(xn—;x‘)). Ziskdme uzlové body

x =X, +ih, kdei =0,K,n. Spravné hodnotyeseni v uzlovych bodechy(x ) , nahradime

jejich odhady, které budeme zitay;. Odpovidajici hodnoty pravé strany diferencialni

rovnice budeme pro zjednoduSeni&ha
fi=fx.y).
Postupg budeme generovat posloupngsti=0, Kn. V kroku i+1 zndme odhadyo,K, Vi, s

jejichz pomoci poitame odhagi.;. Podle analogie se vztahem pregné&eseni

o)== J )

budeme hledat sloZkgSeni takove, ze

Y Y =AY,
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kde Ay, bude odhad integralu

Xis1

[t y(t) . (3.3)

Pomoci tohoto odhadu piedme dalSi hodnotu
yi+1 = yl +Ayi '

Jednotlivé metody se liSi pouzeispbem odhadudy, integralu (3.3.).

3.1. EDNOKROKOVE METODY

Pomoci &chto metod p&itdme nové hodnoty pouze na zaklagsledku pedchoziho
kroku reSeni. Typickymi a neéasgji pouzivanymi metodami z této skupiny js®unge-

Kuttovy metody.

3.1.1 Eulerova metoda

Je to nejjednodussi metotkBeni diferencialnich rovnic, je to jednokrokov&ada a

je 1.f4du. Jedné se o situaci, kdy integral (3.3ditdone metodou levého odhadu (s jednim
intervalem), tj. funkci f (t, y(t))nahrazujeme konstantou rovnou jeji hodnotevém krajnim
bodt uvazovaného intervaly. Druhy argumeny; mame jiz odhadnuty zipdchoziho kroku
(nebo pra = 0 vyplyva z poateeni podminky).

By, = [ £(x,y;)@t=hor(x,y)

Viu = ¥, +OF(X, ;) = y; + LT,
Uvedeny vzorec ma nazorny geometricky vyznam: htadrio= f()g , yi) je snmernice useky

vedené z bod(ix , y,) do bodu(x.,,, y..,).

3.1.2. Prvni modifikace Eulerovy metody

Tak jako Eulerova metoda je zobe&ofm integrace metodou levého odhadu,
nasledujici metoda je zobeéeim obdélnikové metody. Funkdi(t, y(t)) v ni nahradime dip
konstantou, kterou vSak bude hodnota upeakintervalu integrace, tedy v kiod

—”1:)(i+n
2 2
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Problémem vSakistava, co dosadit za druhy argument funk¢eméla by to byt hodnota
hledanéhoreSeni. Tento nedostatek sefe8i tim, Ze provedeme pomocny krok patovi

délky (Eulerovou metodoudimz dostaneme odhadSeni v boét x +g:
h
=v. +—[F..
7 =Y 5

Funkci f(t,y(t)), nahradime konstantot{xi +2’,7ij a dostaneme

Ay, = I f(& +g,f7ijmt=hif (& +g,f7ij-

X

Tato metoda je Zadu.

3.1.3. Druha modifikace Eulerovy metody (Heunova neda)

Metoda je zobeamim lichoksZnikové metody integrace. Funkcf(t,y(t)) v ni
nahradime linearni funkci, prolozenou hodnotamirajriich bodech intervalu. Hodnota v
levém krajnim bod je f, = f()g : yi). V pravém krajnim bagdvSak naraZzime na neznalgst
ové sotadnice, coz afi reSime pomocnym krokem (tentokrat délyEulerovou metodou,
kterym dostaneme odhdeSeni v bod X+ 1:

6=y, +hrt,.

Funkci f(t, y(t)) nahradime linearni funkci, jejiz graf prochaziyod
h
0, 105, ) (s, (%.0,6))- Dostanemary, =2 (x)+ (x.,.8)).

Tato metoda je Zadu.

3.1.4. Runge-Kuttova metod&?

Runge-Kuttova metoda je metodou jednokrokovou, je@le4. fadu (v Tayloro¥
rozvoji numerického a analytickéliteSeni se shoduji koeficienty u mocnin kroku aztsaé

mocniny). Podstatou uvedenych modifikaci Eulerowstady bylo, Ze v pomocnych krocich

e

chyby. Takto bylo mozné pokfavat dale a s vice pomocnymi kroky ziskat metod§Sigh
fadi. To je princip obecnych Runge-Kuttovych metod ré&tpouzivaji hodnoty pravé strany
ve 4 bodech.

Postup: nejprve byly vypteny pomocné body a hodnoty pravé strany,

ko= f(%.y)
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h h
ki, =f| x+=,y +— K
1,2 (XI 2 yl 2 |,lj

h h
k. fl x +—,y +—[k
i,3 ()(I 2 yl 2 |,2J

Ki 4 f(xi +h,y, +h|:ki,3)'

Integréal (4.3.) byl nahrazen linearni kombina&chto hodnot:
Ay; = g [ﬁki,l +20K;, + 20K ; + ki,4)

Zacatek vyp@tu piipomina prvni modifikaci Eulerovy metody. Hodnoky, byl pctitan v
bod, ktery byl uten Eulerovou metodou s polomim krokem, ta pak byla pouZitaip

vypoctu k; ; podobr jako v prvni modifikaci Eulerovy metody, s tim dilem, Ze byl udan
pouze krok polowini delky. S hodnotouk , pak bylo naloZzeno obdobnjako v prvni
modifikace Eulerovy metody.

VSechny dosud uvedené metodyipdbd rozsahlejSiidy Runge-Kuttovych metod.

Jejich spolénym rysem je, Zze odhaduji integrq‘l f(t, y(t))mt z rekolika hodnot funkce

v bodech, ziskanych z vychozich hodng@ty, a pomocnych krok Tyto hodnoty jsou
zkombinovany tak, aby se vykompenzovaly chyby igjichiadi. Takto I1ze za cenuétsi

slozitosti obdrzet metody libovainvysokéharadu. Runge-Kuttova metodaiédu se obvykle
jevi jako optimalni kompromis, kdyziipvypoctu pouziva hodnota pravé strany &tgiech

bodech; je dokazano, Ze pféad p > 4 neexistuje obdobny postup, ktery by vydtpouze s
hodnotami v bodech.

3.2. VICEKROKOVE METODY

Tyto metody vyuZivaji obeeénvice neZz jednu poslednvypaitenou hodnotu.

MySlenka je zaloZena na tom, Ze z posloupnogtiedvypatenych hodnot dostavame

informaci o ptibéhu feSeni, ktera nam umidje Iépe odhadnout integréj f(t, y(t))mt. To

dovoluje napiklad zvysitiad metody, aniz bychom gebovali dalSi pomocné kroky, jaké
jsme pouzivali v Rungovych-Kuttovych metodéch.

Jednoduchost &kterych vicekrokovych metod je lakava. Bohuzel nwamou
nevyhodu, nebtdk nastartovans-krokové metody pdebujemes hodnotyo, i, K, Via. Ty

ziskdvame zvolenostartovaci metodquobvykle rekterou z jednokrokovych metod, rap
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Runge-Kuttovou, jejimuz naprogramovani se tedy heeyne. Na druhé stramasazeni
vicekrokové metody e snizit vypoetni slozitost. Hlavni vyhodou je moZnostegeni

feSeni v metodaagbrediktor-korektor

Z hlediska zavislosti chyb na kroku by bylo Zadoualdy startovaci metoda byla
zhruba stejnéheadu jako vicekrokova metoda, kterou se bude gokit. Zejména by bylo
nevhodné zvolit startovaci metodu podstatizSihoradu, neb6 pak hrozi, Ze hned v prvnich
krocich gipustime velkou chybu, ktera znehodnoti nasledngodst, provedeny s vysSi
piesnosti. Besr¥jSi analyza chyb vede k dopdani, abyiad startovaci metody byl stejny
nebo o jednu nizsi ne&d nasledné vicekrokové metody. O jednu niZSi prgostartovaci
metodu pouzijeme v konstantnim ¢ow kroki (minimalnim pro nastartovani vicekrokové

metody), zatimco pgiet kroki vicekrokové metody je né&po anerny délce kroku.

3.2.1. Adamsovy-Bashforthovy metodyexplicitni)
Tyto metody vychazi z toho, Ze s hodnotami praveanstf, fii, K, figs
(odpovidajicimi uzlovym bai X, %1, K, X_s+1) prolozime interpokni polynom ¢, a ten

integrujeme misto neznamé funkédt, y(t)). Tedy:

Ve skut&nosti neni pdeba @imo paitat interpol&ni polynom ¢.. Podle Uvahy o lineatit

integralu zavisi vysledek linearma hodnotach, f_, K, fi_s1, je tedy tvaru

kde @, jsou edem vypoitané konstanty pro danou metodu. (Lze ji ziskdegraci

polynomi z Lagrangeova tvaru interpdl@ho polynomu nebo metodou néitych
koeficienti.) Jeden krok metody tedyqustavuje pouze jeden vyjed pravé strany a jednu
linearni kombinacis hodnot.Rad metody jes, tedy p@et pouZitych bodl. Je nutné jest

zdiraznit, e nahrada polynomem se zde pouZiva preopratranu f(t, y(t)), nikoli pro

redeniy(t).

3.2.2. Adamsovy-Moultonovy metodyimplicitni)

Tyto metody pouZivaji obdobnou myslenku jako met@diamsovy-Bashforthovy,
pravou stranuf(t, y(t)) aproximuji interpolanim polynomem. Abychom se vyhnuli velké

chyk® zpisobené extrapolaci, interpolujeme (v uzSim smydiky tomu, Ze interpotai
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polynom @, prolozime nejen hodnotarfy fi_1, K, fi_s+1, ale i hodnotou pravé strany v kod
Xi+1, 1.

o = F(Xuns Vi) -
Ta ovSem zavisi i na vysledné hodngt,. Stejré jako u Adamsovy-Bashforthovy metody se

postup redukuje na vypet linearni kombinace hodnot pravé strany
s-1
Vi 7Y =AY, = h@mj N f
=0
kde w,jsou gedem vypdtené koeficienty pro danyad metody. Po dosazeni Zay

dostavame rovnici
s-1
Yia =Y +hido, OF (Xi+1’ yi+1)+ h%mj [T (3.4.)
pro neznamou hodnotg, 1 , ktera je timto ufena implicitré; proto se takovym metodaitka
implicitni. Nevyhodou je, Ze jentilka se rovnici (4.4.) dareSit analyticky a tim realizovat
puvodni zandr. Pfipadné numerick&sSeni této rovnice zvySuje vyg®ini narénost. Pouziva
se ve zjednoduSené podojako sodast metodorediktor-korektor ty jsou hlavnim mistem

uplatréni implicitnich metod.

3.2.3. Metody prediktor-korektor

Jedna se o Siroké spektrum metod, které selpgnzivaji, zejména v tlohach, kde je
dosaZeni poZadovanéegnosti obtizné. Zakladem je korektor, coz §kterd z implicitnich
metod, modifikovana tak, Ze se rovnice (4i3i numericky. \j-té iteraci z ni vypéitame
odhad y,,, hodnoty y,,, piicemz na pravé stranpouzijeme odhadyi1, j-1 ziskany

v predchozi iteraci. Je-li korektorem Adamsova-Moultemmetoda, dostanemeéeppis
s-1
Yin = Y, thido, [f (Xi+1’ yi+1,j—1)+ h Emj [
=0

Jedna se vlastno reSeni rovnice (4.4.) metodou prosté iterace. Ppispalgoritmu zbyva
stanovittidici mechanismus itefaiho pouziti korektoru. Jednotlivé kroky vyjto je zvykem
ozna&ovat zkratkami jejich anglickych naavP pro predikator (predictor), C pro korektor
(corrector). Kromd nich mize byt (z hlediska slozitosti) nezanedbatelasti vyp@tu i
vyhodnoceni pravé strany (evaluation), tj. hodnot

fony = T (Xenr Vi) i=0,1, ...,

oznaované pismenem E.
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Jak je zvykem u metody prosté iteraceil tny se cyklus korektoru provédtak dlouho,

dokud nedosahneme dostaiie malého rozdilu po sémasledujicich vysledky,,, ; = Vi, ;-

Takovy postup ma vSak problém v tom, Zedem nevime, kolik iteraci budeme iediovat.

V praxi se to mzZe projevit radikdlnim zpomalenim metody vilpthu feSeni. Ftom nemusi
mit smysl usilovat o velmifesnéireSeni, neltd samotna rovnice (4.4.) je jiz jen rfepnou

aproximaci spravnéhieseni gvodni diferencialni rovnice. Z¢hto divoda se obvykle voli
konstantni p&et k opakovani korektoru a odpovidaji¢idici mechanismus se forméaln
zapisujeP(EC) E . Tento postup odpovida jednomu kroku numerickéeni diferencialni
rovnice.Casto se volk = 1, pak se korektor — bez ohledu na obdrZzené digle pouZije jen

jednou aidici mechanismus lze zapsat jako P(EC)E.

Prikladem metod prediktor-korektor jsou Adamsovy rdgtoV nich je prediktorem
Adamsova-Bashforthova metoda, korektorem Adamsowaifdnava metoda. Kombinaci

raznych prediktolt a korektoé dostavame velmi Sirokou Skalu metod.

Metody prediktor-korektor se v poslednich letechlipgly nafadt novych uspSnych
aplikaci tam, kde idvejSi postupy selhavaly, jako nappii predpowdi vyvoje slunéni
soustavy na desitky miliard let.

Reseny piklad:
Na #€leso misobi tiham-g smérem doli a odporova sila prasdi-v smErem vzhiru.

Patateini rychlost ¢lesa je nulova. Pak plati:
mazlt’= mg-A, v(0)=0.

Pokud:

muZzeme napsaeseni

mg-— Av

f(t,v)= p-

Yo = 0.

Veli¢iny y, yo a funkcef mohou byt také vektory. Zapisujeme je do slaupc

yi(t) Yo it y)
0= Y1 y0= | rty=| )
ya(t) Yon f,(ty)

Derivaci zna&ime takto
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,_dy

dt
Nyni porovname vektorovy zapis
y = f(ty),
¥(to) = Yo

a slozkovy zapis
Y, = £t Vi ¥ Ko Vi)

Yo = f(6 Ya Yoo K V)
M

Yo = Tt ya Voo K, Vi)

yl(tO) = Yo1

Yalto) = Yoz

M

Yalto) = You -
Rovnice vysSichiadi nez prvniho Ize vhodnymi substituceniepést na soustavu rovnic
prvnihofadu. Rovnice n-téhtaduy...k-ta derivacey™ = g(t, y, Y, K,y ) S paatenimi,

resp. okrajovymi podminkami:

yl(to) = Yo
Y2 (to) = Yoz
M

Y t) = Yoo
Po gepsani do systénmurovnic 1.fadu substitucemi:

V=Y, Y, =Y. K.y, =y

Yi=Y, Y,
Yo=Y; Y
" f(t,y)= "
Yo = 0t Y1, Yoo K, Yia) a(t.y)
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2 (to) = Yoz Yo = Y3
M M
yn (tO = yOn yOn

3.2.4 Riklady:

2 + y2
s pa&atesni podminkou y(1)=2

1. Eulerovou metodoteste diferencialni rovnicy' =

na intervalu <1,2> s krokem h = 0,1. Vysledné hagrzapiSte do tabulky a zobrazte

graficky.

2. Eulerovou metodoteSte diferencialni rovniciy’ = 21+1—O,1y s pa&ateni podminkou
X

y(=2) = -1 na intervalu <=2, 3> s krokem h = 0,%skdné hodnoty zapiSte do tabulky a
zobrazte graficky.

3. Eulerovou metodoueste diferencialni rovniciy':sinz(y—x) s peateni podminkou
y(0) = 0 na intervalu <0,1> s krokem h = 0,1. Vgslé hodnoty zapiSte do tabulky a
zobrazte graficky.

4. Eulerovou metodotieSte diferencialni rovniciy’ =2XE§XF(— y) s paateni podminkou
y(0) = 0 na intervalu <0,3> s krokem h = 0,1 a 0,85. Vysledné hodnoty zapiSte do
tabulky a zobrazte graficky.

“ . [In(x)-1 .
5. Eulerovou metodoieste diferencialni rovnicy :M S pa&éateEni podminkou
X

y(1) = 0,5 na intervalu <1,2> s krokem h = 0,5. M¢aé hodnoty zapiSte do tabulky a
zobrazte graficky.

6. Runge-Kutta metododtvrtého fadu fesSte diferencialni rovnicly’ = x—xy s paateni
podminkou y(0) = 3 na intervalu <0,1> s krokem 19,%. Vysledné hodnoty zapiSte do
tabulky a zobrazte graficky.

7. Runge-Kutta metodowtvrtého iadu teste diferencialni rovniciy = y® -9x-15y
s paateini podminkou y(1) = 2 na intervalu <0,5, 2> s kmokle = 0,1. Vysledné hodnoty
zapiSte do tabulky a zobrazte graficky.

8. Runge-Kutta metodottvrtéhoraduieste diferencidlni rovnicy’ = yx* —15y s paateni
podminkou y(0) = 1 na intervalu <0,2> s krokem 8,5 a h = 0,25. Vysledné hodnoty

zapiSte do tabulky a zobrazte graficky.
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9. Runge-Kutta metodativrtéhoiraduieste diferencialni rovnici

y? —3t% -2ty

Y= t? + 2ty

s paateini podminkou y(1) = 2 na intervalu <0,1> s krokem ®,1.

Vysledné hodnoty zapiSte do tabulky a zobrazteaaf
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4 RESENI PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC ©

4.1 TYPY PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC
A Parciélni diferenciélni rovnice prvniho #¥adu jsou diferencialni rovnice, v nichz se
vyskytuji nejvyse parcialni derivace prvnifému. Takovou rovnici fitzeme psat v

obecném tvaru:

f[xl,x xnzzzjzo
0%, 0x,

kdez (%, X,..., %) je neznama funkce promennych.
Pokud ma parcialni diferencialni rovnice prvnitéolu jednoduchy tvar, pak ji iheme
ieSit jako obyejnou diferencidlni rovnici. Je vSakeba vzit v Gvahu, Zefipintegraci
podle prorgnnéx; povazujeme vSechny ostatni pramé, tznxy, Xp,..., Xi-1, X+1, atd., za
konstanty a za integtai konstantu bereme funka (X1, X2,..., Xi-1, Xi+1,...), tzZn. i
integraci podlex je integr&ni konstantou libovolna funkce, ktera nezavisi nargnneé
Xi.
Linearni parcialni diferencialni rovnici prvniliédu Ize vyjatit obecnym vztahem:
ai(&,xz,---,xn)a—?az(xl X );72+ +2,(%, %, )aa—xzn=b(><1.><2.---,><n)-
Tuto rovnici pro b(xl,xz,...,xn)io ozn&ujeme jako nehomogenni linearni parcialni
diferencialni rovnici prvnihorddu v n promennych. Pro b(xl,x ,...,xn):O hovaime
o homogenni linearni parcialni diferencialni rovipioynihofadu vn proménnych.

A Linearni parcialni diferencialni rovnice druhého radu:

a(xy)"’“ +2bx,y) 2 U o(xy) (xy)—+e(xy)a—y+g(xy) f(x,y),

axay

kde diskriminant pedstavuje:

D(x y)=b*(x y)-ax y)dxy).

Elipticka rovnice: jako eliptickou parcialni diferencialniownici (parcialni
diferencialni rovnici eliptického typu) funkce dvomoezavisle prognnych oznaujeme
takovou linearni parcialni diferencialni rovnici udéého fadu, pro niz je nasledujici

determinant $3i nez nuld?

D(x, y)<0.
Parabolick& rovnice: jako parabolickou parcialni diferencialrovnici (parcialni

diferencialni rovnici parabolického typu) funkceodv nezavisle progmnych oznaujeme
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takovou linearni parcialni diferencialni rovnici uého fadu, pro niz je nasledujici
determinant roven nulé:
D(x,y)=0.

Hyperbolickarovnice: jako hyperbolickou parcialni diferencialovnici (parcialni
diferencialni rovnici hyperbolického typu) funkceadl nezavisle progmnych oznaujeme
takovou linearni parcialni diferencialni rovnici udého radu, pro niz je nasledujici

determinant men&i nez nufh:
D(x,y)>0.

Rozdleni na eliptické, hyperbolické a parabolické re@ense uziva také pro funkce
vice promtnnych. Pro funkce vice pramnych vSak v obecnémfiipad nelze najit
transformaci v celém okoli daného bodu, ale poudaném bo#®

4.2. FORMULACE PO CATE ENICH A OKRAJOVYCH ULOH [©
A Dirichletova uloha - hledame na oblasti:
je dana oblas® s hranicil’, je danae$eni na hranici, tedy funkg{x, y) definovana

nal’.

A Cauchyova neboli p&atecni tloha:
je danareseni pro konstantnyj = y,, tedy je dana funkce(x) a podminka
u(x, yo) = #(x).
U hyperbolické rovnice je dénajéﬁﬂnkcew(x), pro niz plati

3—;(x, Yo)=(x).

A SmiSena Uloha- kombinace ptateini a okrajové ulohy:
Je danoieSeni pro konstantniy=y,, tedy je dana funkceg(x) a podminka
u(x, y,) = #(x) . ReSeni je dano i pro konstanti a a x=h, tedy funkcea(y) a A(y).
U hyperbolické rovnice je dana na intervélyb) jese funkce g/(x), pro niz plati

g—;<x, yo)=(x).
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Musi platit podminky souhlasu:g—j(yo):w(a) a %ﬁ(yo)m//(b).

u(x,y)

) - s —{0))]
y=t_ \\\\ } =i, ﬂ K
\\\\\:\\\ \\
\'\_\ \\‘\ék\_ 7 /, - _ :;\/‘
B) \\\q)(\\y ¢ B) %‘J@(\)"
~; ' /b ; 2 b
X X
Parabolicky pipad pro smiSenou ulohu.
o (y) u(x, .V)
—=s. B
y=t__ _—y z
et o N
e - wix y\'f"/#\\: - w(x \,\
BG) T “‘\"'Z’(A)a B() w(}[:(\)“
% X

Hyperbolicky gipad pro smiSenou ulohu

4.3. RINCIP METODY SiTi — DIFERENCNi METODA

A Diskretizujeme rovnici.

A Oblast pokryjeme obdélnikovou siti (viz obrazek 4.1
A Parcialni derivace nahradime diferencemi.

AV kazdém uzlu sétvznikne algebraicka rovnice (zvlastni pozornogtgba ¥novat

singularnim uzim.

A HodnotyteSeni v uzlech siziskameeSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic.

L — — 1
/ o
{—1 Lj—cJ—c]—cJ—:j[—(: T—C
—— {1
/

[ ™~ T

~_1 1

O regularni uzel — vdechny sousedni uzly leZi v oblasti nebo na hranici
@ hrani¢ni uzel - lezi na hraniéni kfivee

© singularni uzel — alespon jeden sousedni uzel je vnéjéi, tj. neni regularni ani hraniéni

Obréazek 4.1: Princip metody i
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A Hodnota v uzluuze[xi,yjj, U, ... hodnota funkce

Uiy ~Uiy, -
)=t centrélni diference

) ou
Prvni diference: — X,V
ox (X' Y 2h

U, —U.
ou (., j)z —_—4...dopredna diference

ox h
U . -U._.
%(Xi , y,-)= "Z—h'_l‘ ...... zpstna diference
X
2 U. —-2U +U. ..
Druhé diference: %(K.Y,-F 41, hzu -1,

a—zu(x ‘): Ui,j+1_2Ui,j +Ui,j—1
ay2 17 |2

Diskretizace v regularnich uzlech: fumk hodnota v regularnich uzlech se rovna

aritmetickému piméru hodnot v sousednich uzlech:

I

1
U, :Z(Uiﬂ,j tU i, U +Ui,j—1)

Diskretizace v hradhich uzlech:
Ui = ¢(Xi , yi)

Diskretizace v singularnich uzlech:
bud’ preneseni hodnoty z nejbliz§iho bodu na hranici

nebo vyuziti interpolace

4.4 RRIKLADY

1. Provel'te simulaci prostupu tepla zdi z plnych cihel aiflice 40 centimeir. Teplota na
vnitini séné zdi nechi je 20°C, teplota na ¥si seén¢ -20°C. Testujte vliv volby vstupnich

parametil na rozloZeni teploty.
2. Simulujte gedchozi ulohu i proffpad, kdy je
a) na vrgjsi,
b) na vnigni
stné umistna izolace z polystyrenovych desek o timeSs 5 centimefr. VyuZijte
ziskanych informaci k diskuzi o vyhodnosti usjmténi daného #gobu izolace.

3. Pomoci programu COMSOL Multiphysics simulujte rd@dai teplot ve zdivu v okoli

okenniho otvoru a jeho vypin

4. Simulujte pomoci metody siti 2mu teploty v tg¢i vyrobené
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a) z hliniku,
b) z oceli,

c) z plastu,
d) ze deva.

Konce tyi jsou udrzovany naugnych, ale konstantnich teplotach. Tepelné ztraty
z ostatnicléasti tye zanedbejte. UlohteSte také v programu COMSOL Multiphysics.

5. PomociteSeni Poissonovy rovnice ¢ete rozlozeni elektrického pole uuniizawené

smytky kruhového tvaru s konstantnim elektrickym &tép na povrchu.
6. Predchozi ulohdeSte protdzna geometricka uspadani:
a) ctverec,
b) obdélnik,
c) dva bodové naboje,
d) dwve rovnolEzné useky.
Sledujte vliv volby vstupnich paramét(velikost objektu, vzdalenost jednotlivy¢iasti,
hodnota zvoleného elektrického &p...).
7. ReSenim Poissonovy rovnicesate rozloZeni elektrického pole uvrtitlesa tvaru
a) plné koule,
b) duté koule,
c) dutého dlouhého valce,
vyrobeného z elektricky vodivého materialu.

8. Vytvoite model kmitajici membrany. Testujtéznd geometricka uspadani a vstupni

parametry.

Je-li teba v rkterych Ulohach specifikovat parametry pouzitgéstic — hmotnost, naboj,

velikost sil, atp., dopite, co bude keSeni paeba tak, aby tlohy &y realnaieseni.
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ZAVER

Cilem bakaltské prace bylo vytuit sbirku pikladi k webnici P@itacova fyzika I. a
soukEZzre pripomenoutctendi vybrané metody numerické matematikgsto pouzivané ve
fyzice, popsat a rozebrat metotb8eni diferencialnich rovnic a seznamit se blideetdou
Monte Carlo, se kterou souvisi ighled zaklad statistiky. Zakladem kazdé kapitoly jsou

piiklady volené tak, aby zabiraly celou oblast Wwané problematiky, a jsou uvédy na
koncich kapitol.

V celé praci se snazim stng, ale vystiz®, popsat nejpouZivési metody peéitacového

modelovani a doufam, Ze moje snazeni bude ku gchsm pinosem pro vSechnitenée.
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