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Abstr akt

Tématem této bakalaiské prace je vyuZiti programu Maple pri studiu matematiky.
Zam¢tuje se predevdim na oblast diferencidniho a integrdniho poc¢tu. Jednotlivé
kapitoly na sebe postupné navazuji tak, aby se ¢tenar seznamil se zékladnimi operacemi
programu Maple aZ po zminénou oblast diferencidlniho a integraniho poctu.

V zavéru prace je provedeno celkové zhodnoceni jak ndm program Maple mize
pomoci pii studiu matematiky.

Abstract

The theme of this bachelor work is a utilization of the program Maple for studying
mathematics. It focuses on the sphere of the differential and integral calculus. All
chapters concur step by step to provide information from basic operations up to the
already mentioned sphere of the differential and integral calculus.

In the conclusion of the work there is accomplished the general evaluation how the
program Maple can help with the study of mathematics.
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1 Uvod

Do rukou se Vam dostala bakaléiska prace na téma ,,Vyuziti programu Maple pii
studiu matematiky”, ktera se zamétruje predevSim na problematiku diferencidlniho
a integrdniho poctu. Touto praci bych chtéla ulehit praci studentim stiednich
i vysokych Skol, ktefi se zabyvaji studiem matematiky, ale i ostatnim zgemciam
o matematiku. PredevSim by tato prace méla studentim uSetit ¢as pii pocitani priklada,
aby si mohli kontrolovat vysledky vypracovanych ukoli pomoci programu Maple.

Program Maple je jiz vyuzivan na mnoha vysokych skoléach v Ceské republice. To se
samoziejmé projevuje pri pripravé vyuky a cviceni, ale také u ro¢nikovych praci
au zkousek.

Tim, Ze umi nalézt extrémy a limity funkce jedné a vice proménnych, déle
symbolicky derivovat, integrovat funkce, resit linearni a nelineérni rovnice, soustavy
nerovnic, obycejné a parcidni diferencidni rovnice a jejich soustavy. Program mtzeme
uplatnit pro testovéni a kontrolu znalosti studentt i z jinych védnich obort (napt. fyziky
nebo chemie). Na prvni pohled miZzeme v programu Maple nalézt feSeni, které se ndm
nebude jevit sprdvnym. Pomoci raznych prikaztt umi Maple zjednodudit a upravit
vyrazy atak s spravnost feSeni lehce ovétime,

Napada m¢ otazka, jak mize Maple zmenit a piedevSim zkvalitnit zptisob vyuky
matematiky? Na tuto otézku Ize najit mnoho ¢lanka scelou fadou informaci a to
piedevSim na internetu. Studenti misto zdlouhavého provadéni symbolickych vypoéti
a rucni manipulaci svyrazy maji vice ¢asu vénovat se vybéru vhodné metody reSeni

ainterpretaci vysledku.

Byla bych réda, kdyby tato préce douzila jako piirucka programu Maple pro Uplné
zacaedniky, kteri se chtéji s programem Maple seznamit a vyuZivat jej.



Prace je ¢lenéna do Sesti hlavnich kapitol a dalSich podkapitol. Pfimo do textu jsou
plynule zarazeny piiklady reSené v Maple a barevné odliSeny. Prikazy jsou znaceny
¢ervenou barvou a vysledky, které Maple vypiSe, jsou modrou barvou. Na konci kazdé
kapitoly jsou uvedeny teSené priklady v programu Maple. Priklady, které jsou zde
pouzity jsem ¢erpalaz literatury [1], [3], [4], [5], [6], [7], [10].



2 Program Maple

2.1 Zakladni popis programu

Maple je pocitacové progtiedi, které bylo vyvinuto na univerzité¢ Waterloo v Kanadg,
pro snazsi pouzivani matematiky. A pro¢ zrovna ndzev Maple? Doslovny pieklad Maple
je javor, coz je kanadsky narodni strom. Javor je tedy spojen se zemi puvodu, ale jak je
vidét nema javor s matematikou nic spoletného. Jiné odvozeni jména programu je
uvedeno v publikaci [2], a to z anglického spojeni M athematics pleasure (matematika
potéSenim). Maple je program pro ieSeni matematickych problémi. Maple umoziuje
provadét jak symbolické a numerické vypocdty, tak vytvéret grafy funkci, programovat
vlastni funkce ¢i procedury, uklédat data v nékolika formatech a dokonce provadét
export do programovacich jazyka (napt. C, Fortran 77, ...). Funkce v Maple pokryvaji
Sirokou oblast matematiky od za&kladu linearni algebry a matematické analyzy,
diferencidlniho a integrdniho poctu, pires diferencidlni rovnice, geometrii az k logice.
Systém je primarné uréen pro symbolické operace v matematice, numerické vypocty

a zobrazovani grafu.

Tuto préci jsem zpracovavala v programu Maple 9.5 v Classic Worksheet. Kdo ma
zdjem dozvédst se vice informaci o programu Maple, je vytvoren Cesky klub uzivatel
Maple na internetovych strénkéch http://www.fi.muni.cz/~hrebicek/maple . Z téchto

stranek jsem také prevzala nésledujici informace: Maple 9.5 pokracuje v dlouhé tradici
spolecného vyvoje algoritmez skupinami expertii nejprestiznéjSich svetovych ingtitucich.
Obsahuje 3000 matematickych funkci pokryvajicich mnoho oblasti symbolickych
a numerickych vypoctii.
VetSi matematicka sila (naps. vylepSené algoritmy v oblastech numerickych
vypocti a diferenciélnich rovnic)
VylepSené uZivatel ské rozhrani, palety pro jednodussi vkladani vyrazi a funkci.
Prrevod Maple aplikaci do jinych formati - napr. Microsoft Excel, Matlab, C,
Fortran
Export worksheetz do HTML, LaTeXu, RTF


http://www.fi.muni.cz/~hrebicek/maple

Export grafii do riiznych formati

Podpora XML a HTML (publikovani vysedk: ve forme¢ XML dat nebo WMWY
stranek) a podpora MathML 2.0

TCP/IP spojeni (pristup k datizm na Internetu nebo vytvorenych systémem Maple
beZicim na jiném stroji).

Matematicky technicky slovnik obsahujici okolo 5000 pojm.

Balik Student pro intuitivni vyuku zakladii matematiky (Calculusl, Precalculus)
s wyuztim grafickych Mapl etii

Podpora e-learningu v aplikacich MapleNet a Maple T.A.

2.2 Dilezita pravidla

protoze je Maple kanadsky program, je vhodné pouzivat anglickou klavesnici
pouZzivani desetinné tecky misto desetinné ¢arky

Maple je citlivy na mala a velka pismena

kazdy prikaz ukongit strednikem ;

za znakem kiizZzek # mizete psit poznamky, které Maple preskakuje



3 Matematicke prikazy v programu Maple

3.1 Zakladni matematické operace

Po spudténi programu vypiSe Maple znak > (tzv. prompt) a hned za nim umisti
kurzor. Za timto znakem je prostor pro psani Mapleovskych prikaza, které musi byt
vzdy ukonceny strednikem ; , aby se operace vypsala na obrazovku. Po zadani piikazu
stisknéte klavesu Enter a Maple vypiSe vysledek. Prikaz je také mozno ukongit
dvojteckou : , ae operace se na monitoru nezobrazi . Program barevné rozliduje fadky,
piikazy jsou ¢ervenou a vysledky modrou barvou.

UkaZzme si rozdil mezi pouZitim stiedniku a dvojtecky na piikladu:
> 24-2*3;

18
> 24-2*3:
>

Vysledek predchoziho fadku zjistime pomoci symbolu %. Pojd'te se podivat jak to
funguje:
> 12+8:
> 0 3;

17

Je vidét, Ze vysledek po dvojtetce se nevypiSe, ale Maple si tento vysledek

pamatuje. V dalSi operaci je nahrazen % .

Aritmetické operace zapiSeme v Maple obvyklym zpisobem jako v matematice.
Prehledné je to vidét v nasledujici tabulce:

Operace Symbol Priklad
ssitani > 3+1;
+
4
od¢itani > 12-3;
) 9




nésoben ) 35,
15
delent / 1573;
5
celogiselné delent _ iquo(12,5);
iquo(...)
2
zbytek po cel.dgleni _ i rem(10, 6);
irem(...)
4
mocnina XN2+41N2;
N
X2 + 16
druha odmocnina sqrt (36);
sort(...) 6
absolutni hodnota abs(-3);
faktoridl | 6!;
’ 720
Sitatel zlomku nuner (2/ 3) ;
numer(...)
2
jmenovatel zlomku denon( 2/ 3);
denom(...) 3

Error,

> 2*X+3*y+x+2*y;

Tabulka 1.1: Aritmetické operacev Maple

V programu si musime davat pozor na psani znaménka ,krat“. V piipadech, kdy

> 2X+3y+X+2y;

m ssing operator or " ;°

3x+5y

10

b¢zné znaménko ,krét" vynechavame jako napr.: 5x, 3sin(x) apod., Maple tyto piiklady
bez znaménka n&sobeni nepirecte a vypise chybu, Ze v prikazu chybi operétor. A proto je
tieba psét 5* x, 3* si n( x) atd.. Nazorng¢ je to vidét na piikladu:




Program Maple m& sva pravidla na poradi provadénych matematickych operaci.
Provéadi z&kladni matematické operace v tomto poradi: mocniny, nasobeni a déleni,
itani aodeitani. Jak je uvedeno v nasledujicim prikladé:
> 2+5*4-6/7;

148

7

V tabulce 1.1 je uveden piikaz pouze pro vypocet druhé odmocniny. V pripadé, Ze
potiebujeme jinou odmocninu, budeme pouZivat piikaz pro mocniny a exponent ve
tvaru ziomku. Napiiklad pro vypocet V75 pouZijeme prikaz ve tvaru:

> 750 (1/3):

75

Pozn.: Pokud by jsme nepouzili zavorky, Maple by spocital nejprve 75" a toto &islo
vydélil 3:
> 7571/ 3;

25

Dale bych uvedla jeden prikaz, ktery je pro praci v Maple dilezity. Je to prikaz
eval f (...), ktery nam ¢iselné vypocita zadany priklad. Maple se snazi vzdy dét
piesny vysledek, ale ndm tieba nevyhovujici. Pomtze ndm tento piikaz jak je ndzorné
uvedeno v nasledujici ukéazce:

> sqrt(9);
3
> 9N (1/2);
/9
> eval (9 ;
3.000000000

Po zadani druhé odmocniny z 9 pomoci piikazu sqrt (.. .) Maple rovnou vypsal
¢iselny vysledek roven 3. Pokud se druha odmocnina z 9 zapie jako 9\(1/2), Maple
sice rozpoznd, Ze je to druhd odmocnina z 9, ale nenapiSe vysledek roven 3, ale pouze

matematicky zapis +/9 . Maple prosté z n&jakého divodu neumi tyto zlomkové mocniny
vyjédtit rovnou, proto je tieba pouzit prikaz eval f (99 :

11



> sqrt(5)-2*sqrt(7);
[5-27
> eval (9 ;
-3.055434645

3.2 Mnohocleny

Jedte na zacétek si uvedeme dalSi tii dualeZité piikazy pti praci s mnohocleny. Pro
roznasobeni vyraza pouZivame prikaz expand( . . . ) . Chceme-li rozlozit mnohoclen
na souc¢in nékolika mnohoélent niZzSich stupnd, pouzijeme prikaz na rozlozZeni vyrazu
factor(...). Potiebujeme-li vyraz  zjednoduSit  pouZijeme  piikaz
simplify(...). Podiveme se jak tyto prikazy funguji na jednoduchych
prikladech:
> (atb)*(3*a-b);

(a+b)(3a-b)

> expand( % ;
3a’+2ab- b?
> (2*a"3-2*a);
2a- 2a
> factor (% ;
2a(a- 1)(a+1)
> (a”2-a*b)/ (a*b-b"2);
a’- ab
ab- b?
> sinplify(9;
a
b

Pozn.: Maple vibec neredi podminky, za kterych ma dany vyraz smysl.

12



3.3 Rovnice

Pojmem rovnice rozumime vztah, kdy f(x)=g(x). Kde f(x) a g(x) jsou funkce
s proménou x. ReSenim rovnice jsou viechna x z defini¢niho oboru. Rovnici délime na
levou a pravou stranu. Nékdy potiebujeme ziskat jen pravou nebo levou stranu rovnice.
K tomu slouzi nésledujici piikazy: | hs (...) -levdstranarovnice
rhs (...) -pravdstranarovnice

>| hs(y-5=3*x+y);

y-5
>rhs(y-5=3*x+y);

3x+y

Rovnice Ize pomoci ekvivalentnich Uprav upravovat za podminky, Zze nezménime
defini¢ni obor nové vzniklé rovnici. V Maple feSime rovnice pomoci prikazu
sol ve(...) jak jeuvedeno nanasledujicim piikladu:

>sol ve(x+1=2*x-4);

V pripadé Ze reSime rovnici s nékolika nezndmymi a my chceme vysledek jen pro
jednu nezndmou v zavislosti na ostatnich, potom v prikazu sol ve musime uvést pro
jakou neznamou chceme rovnici feSit. UkaZzme si to na piredchozim piikladé:

>sol ve(x+1=2*x-4, X) ;

Vidime, Ze Zzadnd zména se neprovedla, protoZe v zadani rovnice je jen jedna
proménna. Ale na dalSim priklade jiz vidime zménu:
>sol ve(2*x+al 2=a- 3*x, a) ;
10 x
>sol ve(2*x+al 2=a- 3*x, X) ;
a
10

Vysledek se nam zmenil podle zadané proménné.

13



Rovnice miaZzeme rozdélit na linearni, kvadratické, goniometrické, exponencidni
a logaritmické. Obecn¢é rovnice v Maple feSime pomoci piikazu sol ve(...).

Musime si davat pozor na spravny zapis rovnic, aby to Maple pirecetl.

- Lineérni rovnice

Tvar linedrni rovnicejeax+ b= 0proal Rab 1 R. Rovnice ma jeden kofen
X = -b/a v ptipadé, Ze a ' 0. Rovnice ma nekone¢né mnoho feleni v pripadé, Zea =0
ab = 0. Rovnice neméaieSeni pro pripad, kdya=0ab? O.

UkéZeme si linearni rovnice, které : a) nemaji Zadné reSeni

b) maji nekone¢né mnoho feSeni

2 2
a) rovnice: M - X_+1:M
3 6 6
> sol ve((x+1)*(x+2)/3-x"2/ 6+1=(x+3) *2/ 6, X) ;

>

Maple viibec nic nevypsal ato znamend, Ze rovnice nema zadné reSeni.

b) rovnice: (25x+6) 2 x(x - 1):Z
1 3X 5
> sol ve((25*x+6)/15-2/ 3*x-(x-1)=7/5, X);
X

Vysledek je roven x, to znamena, Ze pro kazdé x z R marovnice ieSeni. Ale tady
pozor! Jak uZz jsem uvedla v kapitole 3.2, Maple neumi pracovat spodminkami.
NevypiSe, pokud pro n¢jaké x priklad nema smysl. V tomto pripadé se za x nesmi
dosadit nula, protoZe x je ve jmenovateli. UZivatel si tedy musi podminky ovérovat
AU ES

- Kvadratickeé rovnice
Kvadraticka rovnice ma tvar a + bx + ¢ = 0. Cisla a, b, ¢ nazyvame koeficienty
kvadratické rovnice. Rovnici miaZeme iesit v R podle vzorce: x;» = - b+-D .
2a
D se nazyva diskriminant a plati D= b® — 4ac. Pro vypocet diskriminantu existuje
v Maple prikaz di scri n(. . .) . Takto to funguje na prikladu:

14



>discrim5*x”2-18*x- 8, X) ;

484
V zévislosti na hodnoté diskriminantu D miZou nastat 3 situace: D>0, D=0 nebo D<O0.
1) Pro D>0 méarovnice dva razné realné koieny, jak je vidét v nasledujici ukézce:
> x"N2-3*x-108=0;

x?- 3x- 108=0
> solve(%;
12, -9

MuzZeme si jedté overit, Ze diskriminant je opravdu vétsi jak nula:
> di scrim x”2-3*x-108, X) ;

441

2) Pro D=0 marovnice jediny redlny koien:
> sol ve(4*x"2+4* x+1=0);
1-1
2' 2
Pozn.: Vamnéte si, Ze dvojnasobny koren se vypsal dvakrét.
Vypocéteme, Ze diskriminant se opravdu rovné nule:
> di scrim(4*x"2+4*x+1, X) ;

3) Pro D<0 ma rovnice dva komplexn¢ sdruzené koreny. Maple rovnou vypiSe vysledek
v komplexnim tvaru:
> 5*x"N2-6*x+2=0;

5x*- 6x+2=0

> sol ve(%;

+

gllw
1
gl

ollw
gl =

Zkontrolujeme, Ze diskriminant je zaporny:
> di scrim5*x"2-6*x+2, X) ;
-4

15



- Goniometrické rovnice

Goniometrické rovnice obsahuji neznamou nebo vyraz snezndmou v argumentu
goniometrickych funkci. V Maple pro tyto funkce pouzivame piikazy: sin(...),
cos(...),tan(...), cot(...) kde je vzavorce uveden argument. Zavorky
u téchto prikazt jsou vzdy nutné.
UkaZme si priklad s goniometrickou rovnici:
>sol ve(sin(x)=1/2,x);

p

6
Je vidét, Zze Maple vzdy nenalezne vSechna reSeni. Jak by spravné mélo byt v tomto
priklads: K={ n/6+2kn, 5/6n+2kn, kI Z}.

- Exponencidlni rovnice
V exponencidlnich rovnicich se neznama vyskytuje v exponentu. Podivejme se na
feSeni tohoto typu rovnice v Maple:
> sol ve(3"(x)=9);
2
A jedte jeden priklad na exponencidni rovnice:
>sol ve(3M(x) -2 (x) =2"(x+1) +37(x-2)) ;

27¢
In §E

30
'”giz

2.999999999

>eval f (9 ;

Pozn.: Pokud si dée préci a zlomek si na papiru upravite, zjistite, Ze spravnym
vysledkem je 3. Maple neupravoval vyraz, ale rovnou dosazoval hodnoty logaritmi,
¢imz vznikl nepresny vysledek.

- Logaritmické rovnice

Logaritmické rovnice maji nezndmou jako z&klad v logaritmu nebo jako

logaritmovany vyraz. Pro zapis logaritmické funkce v Maple pouzivame nasledujici

16



piikazy: | n(x) (ae také | og(x)) pro piirozeny logaritmus, | 0gl0(x) pro
logaritmus se zékladem 10, | og[b]( x) pro logaritmus se zakladem b.
> | n(10);

In(10)
> | 0og(10);
In(10)
> eval (9 ;
2.302585093

Pozn.: V béZném matematickém zapisu je log(x) bran jako logaritmus x o zékladu 10,
ale jak je vidét v predchozi ukazce, Maple sprikazem | og(x) pocita jako

S piirozenym logaritmem.

Priklad logaritmické rovnice v Maple:
>sol ve(l 0gl0(x) +3/10g10(x) =4);
10, 1000
Vidime, Ze Maple naSel dve reSeni a oddélil je ¢érkou: 10, 1000.

Prikaz na teSeni rovnic sol ve lze vyuzit i k vyjadiovani neznamé ze vzorce.
Vyjadieni nezndmé ze vzorce pomoci programu Maple Ize tak pouzivat nejen
v matemeatice, ale i ve fyzice nebo v chemii. Vyjadiime si nezndmou t ze vzoretku pro
rychlost rovnomérného pohybu v = g/t:

> v=s/t;
s
Vo
> t=solve(v=s/t,t);
t=y

Jedté bych poznamenala, Ze program Maple umi feSit i rovnice s parametrem jak
jsem ukézala v pr.17 na str.28.

17



3.4 Soustavy rovnic

Pro feSeni soustav rovnic se v Maple nabizi vice moznosti feSeni. Jedna z moznosti
je feSeni pomoci aktivni knihovny lineérni algebry, dalSi feSeni je napi. prevedeni
soustavy do matice a eSit dadle soustavu rovnic jako matici. My si uk&zeme piikaz
solve, ktery uz zname, ale tentokréa troSku v jiné podobé: sol ve( mnoZina rovnic,
mnoZina neznamych) .

Jesté si musime sezndmit stypem mnoZina. MnoZina se zadava do sloZenych
z&vorek ajednotlivé prvky se oddéluji ¢arkou. Jako je to v nésledujici ukazce:
> {3*x-2*y=4, x+3*y=5};

{3x-2y=4,x+3y=5}
>solve(%;
{x=2y=1}

Po zadéani piikazu sol ve( %) se ndm mnoZina neboli soustava rovnic vyresila.
UkaZme si jak tyto dva kroky mizeme zapsat do jednoho piikazu:
>sol ve({3*x-2*y=4, x+3*y=5}, {x, y});
{x=2y=1}

Jestlize se nam pomoci prikazu sol ve nepodaii nalézt feSeni soustavy, muZeme
Zkusit pouzit prikaz eval f. Pokud ani to nepomiZe, musime pouZit prikaz
f sol ve( mnoZina rovnic, mnoZina nezndmych) , ktery nalezne numerické teSeni.
Jako v nasledujicim piikladu:
> sol ve(2*cos(x) =x);

RootOf(_Z- 2 cos(_Z))

> eval f (99 ;
1.029866529

> fsol ve(2*cos(x) =x);
1.029866529

Na dal&im ptikladu uvidime, Ze ani piikaz eval f neni vSemocny:

18



> rovni ce: =cos( x) +t an( x) +x=1;

rovnice :=cos(x) +tan(x) +x=1
> sol ve(rovnice, X) ;
> eval (9 ;

cos(x) +tan(x) +x =1.

Je tieba feSit rovnici priblizné a zadat interval, ve kterém budeme hledat FeSeni.
Prikaz bude vetvaru f sol ve( rovnice, proménna, meze intervalu) :
> fsol ve(rovnice, x,1..3);
2.524808251
> fsol ve(rovnice, x,1..2);
fsolvg(cos(x) +tan(x) +x=1,x,1..2)

V prvnim pripadé jsme nadli priblizné reSeni v intervalu [1,3]. V druhém pripadé
jsme zadali interval, ve kterém neni feSeni a v tom pripadé rovnice nebyla vyieSena. Pro
nalezeni intervalu steSenim je dobré pouzit graf . My mame zadanou rovnici a na graf
potiebujeme funkci, kterou vytvoiime zrovnice pievedenim pravé strany na levou.
Sgrafem funkce se podrobngji sezndmime aZz v kapitole 3.5, ale pro nézornost
piedchoziho prikladu se podivejte na graf funkce f: x = cos(x) + tan(x) + x - 1:
> pl ot (cos(x) +tan(x)+x-1, x=0..10,y=-5..5);

Jesté mald pozndmka ke grafu predeslé funkce: Maple v bodech kde neni funkce
definovana udéla svislé ¢ary, které nejsou soucasti funkce. Pokud nam tyto svislé cary
vadi, do prikazu pridame formuli: di skont =t r ue a Maple si poté uz nevSiméa bodi,
ve kterych neni funkce definovana (nebo spojitd):
> pl ot (cos(x) +tan(x) +x-1, x=0..10,y=-5..5,discont=true);
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Obc¢as miZe nastat opacna situace, kdy f sol ve s s prikladem neporadi, alesol ve
ho zvlédne, napt.: kdyzZ je vysledek komplexni ¢islo:
> fsol ve(x"2+1=0, Xx) ;
>
> sol ve(x"2+1=0);
[, -1

Rozdil mezi prikazem sol ve af sol ve neni na prvni pohled dobre vidét. prikaz
f sol ve také mizeme pouzit na zrychleni préce, protozZe vliastné funguje jako sol ve +
eval f (pokud chceme presné vyjadieni). Pokud chceme radéji symbolicky zapis
vysledku, je lepsi zvolit sol ve, viz nasledujici piiklad:
> sol ve(cos(x)=-(sqrt(2))/2,x);

3p
4
> eval f(3/4*Pi);
2.356194490

> fsolve(cos(x)=-(sqrt(2))/2,x);
2.356194490
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3.5 Graf funkce

Maple umi zobrazit a vykreslit dvourozmérné a trirozmérné grafy. Pro
dvourozmérny graf se pouziva piikaz pl ot ( funkce, meze intervalu na ose Xx) .
Nejprve si ukéZeme jak zadame do Maple funkci napk.: X2- 4x - 5
>f . =X->x"2-4*X- 5;

f=x® x*°- 4x-5

A ted’ k této funkci zobrazime graf:
>plot(f(x),x=-2..6);

Vidime jak se ndm graf piehledné zobrazil. Do piikazu pl ot (. ..) jsme zadali
meze na ose X, neboli vertikdni interval, a Maple uz automaticky sam ptizpasobil
rozsah horizontalniho intervalu, neboli meze na ose y, zadané funkci. Ale v piipadé
potieby, je mozno zadat meze na osey v piikazu hned za meze na ose x jak je ukazano
na stejném prikladu:
> f:=x->x"2-4*x-5;

fi=x® x*- 4x- 5
> plot(f(x),x=-2..6,y=-15..20);
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Pro zachovani stejného mefitka na osach muaZzeme pouzit prikaz
scal i ng=constrai ned, dalS§im piikezem miZzeme zménit barvu grafu:
color=... (misto tecek doplnime anglicky nézev barvy: red, green, blue, black
apod.) MazZzeme s nastavit i tloustku ¢ar pomoci piikazu t hi ckness=... , kde
zvolime ¢islo od 0 do 3 (¢islo 3 predstavuje nejtlustsi ¢éru). VSechny tyto prikazy si
ukaZzme na prikladu:
> pl ot (x"2-4*x-5, x=-2..6, scaling=constrained, col or=blue,

> t hi ckness=3);

Maple umi nalézt hodnotu maxima i minima pomoci piikazia m ni m ze( funkce,
meze intervalu) a naxi m ze( funkce, meze intervalu) a déle vypocitat funkeni
hodnotu v daném bodé. Podivejme se jak tyto piikazy funguji na predchozim piikladé
pro funkci: f(X)=6x-2+3
> maxi m ze(f(x),x=-6..8);
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>f(4);

>sol ve(f(x)=15/2);

NI w

NI W

Je vidét jak snadno jsme pomoci Maple zjistili maximum funkce, funkéni  hodnotu
v bod¢ x = 4 afunkéni hodnotu v bodé maxima.

DalSi moznosti, které nam Maple nabizi, jsou napriklad zakresleni dvou i vice funkci
do jednoho grafu a graf popsat. Do piikazu pl ot (. ..) zapiSeme misto jedné funkce
dvé jako typ mnozina tzn. do sloZzenych zavorek a oddélené ¢arkou. Pro popis grafu
slouZi prikaztitle = *...", ktery seumisti do prikazu pl ot (. ..) hned zameze
intervalu. Jak je to pouZito v nésledujici ukazce:
>f:=x->x"3+4;

f=x® x>+4
> Q. =X->xX"2-3;
g=x® x*- 3
> plot({f(x),0(x)},x=-10..10,y=-20..20,title="graf dvou

> funkci ") ;
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graf dwou funkci
201

y 107

-20-

Jak uz bylo zminéno, Maple umi také vykresdlit trojrozmérné grafy funkci. K tomu se
pouziva piikaz pl ot 3d(...) v zavorkéch jsou stejné parametry jako v piikazu pro
dvojrozmeérny graf pl ot (. ..). V nésledujici ukézce jsou razné pohledy stédle na
stejny trojrozmérny graf:
> pl ot 3d(y/ x"2, x=-6..6,y=-6..6);
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Trojrozmérné grafy miazeme v programu Maple ot&et a prohlizet si je ze vSech
stran. A to pomoci stisknutim levého tlagitka mySi na grafu a smysi jednoduSe
pohybovat.
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3.6 Re%ené priklady

9°-12+4
3-2
> (972-12+4) [ (3-2);

1) Upravte vyraz:

73

2) Vypocitejte 314 .
Odmocninu piepiSeme jako exponent ve tvaru zlomku. A poté pouzijeme evaluatni

piikaz eval f (%) .

> 147 (1/5);
144
> eval (9 ;
1.695218203
3) Vypocitejte /12 .
> sqrt(12);
2.3
> eval (9 ;
3.464101616

4) Zjistéte hodnotu daného vyrazu a vypidte na 30 desetinnych mist: 2 + €°.
>eval f (2*Pi +exp(5));
154.6963444

Pozn.: Pokud chceme vice desetinnych mist, miZzeme do prikazu eval f pridat
parametr. Ale pozor tento parametr uréuje pocet tzv. platnych ¢islic, tedy pocita cislice
od prvni nenulové zleva. Parametr je pevné nastaven na hodnotu 10.

V naSem pripadé pii vypsani 30-ti desetinnych migt, je tieba uvést parametr 33 (3
mista pied desetinnou ¢arkou + 30 desetinnych mist):
> eval f (2*Pi +exp(5), 33);

154.696344409756189898040866807111
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V tomto ptikladé jsme pouZili Ludolfovo ¢islo z (pi). Pozor v Maple je tieba zadévat
velkd pismena, takze Pi. A také Eulerovo cislo e, které zapisujeme ve tvaru

exp(...), kdev zavorce uvadime exponent .

5) Vypocitejte 8%0 avypiste na 2 platné ¢islice.

> eval f(1/800);
0.001250000000
> eval f(1/800, 2);
0.0012

6) Zjistéte absolutni hodnotu vyrazu: | 84-10-2|-12+3 |
> abs(8-abs(-10-2)-12+3);
13

7) Vypocitejte hodnotu vyrazu: 6! + (12-3)!
> 6! +(12*3) ! ;
371993326789901217467999448150835200000720

3uv+9v- 2u- 6
3uv- 2u- 9v+6
>sinmplify((3*u*v+9*v-2*u-6)/ (3*u*v-2*u-9*v+6)) ;

u+3
u-3

8) Zjednoduste dany vyraz:

(1+2)
1+3i
>simplify(((1+2*1)78)/(1+3*1));

481 1917

107 10!

9) Zjednoduste vyraz v komplexnim tvaru:

V tomto piikladé jsme pro zpis imaginarni jednotky i pouZili znak | .

10) Vypocitej: (3x - 2)(x + 1)
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>expand( (3*x-2)*(x+1));

3x2+x-2

11) Rozloz dany vyraz: 9x? - 3x - 2.
>factor((9*x"2-3*x-2));
(3x+1)(3x-2)

12) Rozlozte vyraz: 4x* + 3x + 1.
>factor((4*x"2+3*x+1));
4x*+3x+1

Zde je videt, Ze Maple neumi v3e. Nelze presné spoditat koreny a proto jen vyraz
opsal ze zadani. Koieny jsou komplexni ¢isla, pro zjisténi téchto koifeni pouZijeme
nasledujici prikaz:
> solve(w;

-0.3750000000 + 0.3307189139 I, -0.3750000000 - 0.3307189139 |

13) Vytedte linedrni rovnici: x=0

3-X &-X Xx+30, 7-Xx 9+7x

-C - + - +

2 & 3 4 g 6 8

>solve((3-x)/2-((7-x)/3-(x+3)/4)+(7-x)/6-((9+7*x)/8) +x=0) ;
1

14) Vytedte rovnici s absolutni hodnotou: | x+3 | = 4
> sol ve(abs(x+3) =4);
1, -7

15) Vyiedte rovnici s absolutni hodnotou: | [x+1]-3| =1
> sol ve(abs(abs(x+1)-3)=1);
3,-5,1,-3

16) Z daného vzorce vyjadiete neznamou a: S = 84"“7‘3)"9
€ a

> sol ve(S=((a+c)*v)/2,a);
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-2S+cv

X X a’

3a+x x-3a 9a’- X’
> sol ve(x/ (3*a+x)-x/ (x-3*a)=a"2/ (9*an2-x"2), X) ;

a

6

17) Vyredte rovnici s parametremal R aneznamou xi R :

Maple vyiesil rovnici spravné, ale neumi vypsat podminky. K={a/6} plati pouze pro
piipad kdy at 0. Maple Uplné vynechal pripad, kdy a=0 av tomto piipadé se K=R-{0}.

18) Ma&me obdélnik o obvodu 22 cm a obsahu 24 cm?. Uréete délky jeho stran a, b.

Tento priklad vyreSime soustavou rovnic o dvou neznamych a pouZijeme vzorecky
pro vypocet obvodu(2Xa+b)) a obsahu obdélnika(ah). Poté bude jedna rovnice
22=a(a+b) a druha rovnice 24=ah. ReSeni v Maple bude nésledujici:

> 0: =2*(a+b);

0:=2a+2b
> s: =a*b;
s:=ab
> s=24;
ab=24
> 0=22;
2a+2b=22
> sol ve({s=24, 0=22},{a, b});

{b=3a=8},{b=8a=3)

19) Re¥te soustavu rovnic: X +y-2z=-1
4x+3y-3z=-1
S5x+y+5z2=2
> sol ve({x+y-2*z=-1, 4*x+3*y-3*z=-1, 5*x+y+5*z=2} ,{X, Vv, 2});
{z=1,y=2,x=-1}
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20) Vyredte soustavu rovnic: (X +y)? - x(2y - 1) +y = 18
(x-y)(x+y+1)=6
> sol ve({(x+y)"2-x*(2*y-1) +y=18, (x-y) *(x+y+1) =6}, { X, y});
{x=-4,y=-3},{y=2,x=-4},{y=-3,x=3},{y=2,x=3}

21) Sestrojte graf funkce f:y = | x*-2|x|-3 | a zjistéte minimum funkce a funkéni hodnoty
v bodech x=0 a y=3.
> f:=x->abs(x"2-2*abs(x)-3);
f:=x® |x*- 2|x|- 3
> plot(f(x),x=-4..4);

> mnimze(f(x),x=-4..4);

0
> f(0);

3
> f(x)=3:
> solve(%;

1+.7,-1-./7,0,2, -2

22) Do jednoho grafu nakreslete dvé funkce: fy = tg(x/2) ag:y = Sin(x/3) naintervalu
(-2n,2nm).
> f:=x->tan(x/2);

f=x® tan x2
27
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> g: =x->sin(x/2);
— gél 0
g:=X® dgn 2X:Q!:

> plot ({f(x),9(x)},x=-2*Pi..2*Pi,y=-5..5);

U funkci tangens a cotangens se v grafu v bodech, kde neni funkce definovana,
objevi svislé cary. Pokud je vgrafu nechceme zobrazit pouZijeme prikaz
di scont =t r ue:
> plot({tan(x/2),sin(x/2)},x=-2*Pi..2*Pi,y=-5..5,

> di scont=true);
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4 Diferencialni pocet

4.1 Limitafunkce

Limita funkce je jedna ze z&kladnich a nejdaleZitéjSich viastnosti funkce. Pro funkci
y = f(x), kterd mav bod¢ a limitu A musi platit:
- Zejedefinovana pro vSechna x z n¢jakého okoli bodu a.
- ke kazdému ¢islu e > 0 existuje takové ¢islo d > 0, Ze pro véchna x t a
z d-okoli bodu a ndleZi odpovidajici funkeni hodnoty f(x) do e-okoli bodu A
Limitu funkce zapisujeme takto: |jm f(x) = A

x®a
Prikaz, ktery v programu Maple vypocita limitu funkce f(x) v bodé a, ma tvar:
limt(f,x=a):
> f:=x->3*X"N7-x"2+1;
fi=x® 3x'- x?+1
> limt(f(x),x=-1);
-3

Pokud zapiSeme piikaz s velkym po¢atecnim pismenem: Li mi t (f, x=a) limitase
pouze opiSe a nevypocita:
> Limt(f(x),x=-1);

lim 3x'-x*+1
X® (-1)

MuZe nastat devét typi piipada, které si postupné ukézeme na prikladech:
Nal R,AT R
lim f(X)=A

> f:=x->abs(sign(x));
f:=x® [sgn(x) |
> limt(f(x),x=0);
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I)al R,AT ¥
lim f(x) =¥

X® a

> f:=x->1/ x"2;

1
f=X®?
> limt(f(x),x=0);
Y4
)al R, AT ¥
lim f(x) =-¥
X® a
> f:=x->-1/abs(x);
fi=x® - L
X
> limt(f(x),x=0);
-¥

IV)al ¥,AT R
lim f(x)=A

X® ¥
JestliZze potiebujeme v programu Maple zadat + nebo — nekonetno, pouZijeme vyraz
infinitynebo— infinity.

> f:=x->1/Xx;

f:x®)1(
> limt(f(x),x=infinity);
0
V) al ¥,AT ¥
i (9 =¥
> f:=x->abs(x);
fi=x® |X]

> limt(f(x),x=infinity);
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VI) al ¥, AT ¥
lim f(X) =-¥

X® ¥

> f:=x->-abs(x);

fi=x® -|x|
> limt(f(x),x=infinity);
-¥
Vil)al -¥,AT R
lim f(x)=A
X® - ¥
> f:=x->1+1/ x;
fi=x® 1+l
X

> limt(f(x),x=-infinity);

1
Vill)al ¥, AT ¥
fim, 109 =¥
> f:=x->abs(x);
fi=x® |X]
> limt(f(x),x=-infinity);
¥
IX) al ¥, AT ~¥
fim, 109 =-¥
> f:=x->-abs(x);
fi=x® -|x]
> limt(f(x),x=-infinity);
-¥



Ted jsme si ukézali vSechny moZnosti, které mizou nastat pri reSeni limit. Jesté
miZe nastat jedna mozZnost a to v pripadé, Ze limita neexistuje jako v nasledujicim
priklade:
> f:=x->1/x;

f=x® 1
X

> limt(f(x),x=0);
undefined

Predchozi limita neexistovala, protoZe jednotlivé limity zleva a zprava se nerovnaji.
To s spomoci programu Maple miZzeme jednoduSe overit. Na vyieSeni limity zleva
i zprava v bodé¢ x=a slouzi prikazy | eft a ri ght, které se uvedou do prikazu
[imt(f(x),x=a,left):

> f:=x->1/Xx;

f:x®)1(
> limt(f(x),x=0,left);
- ¥
> limt(f(x),x=0,right);
¥

Chceme-li zobrazit vysledek spolecné se zadanim limity, pouZijeme nasledujici
spojeni prikazu:
> f:=x->((sin(3*x))/x);

X

> Limt(f(x),x=0)=limt(f(x),x=0);
lim sin(3x):

X® 0

3
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4.2 Derivacefunkce

Derivace funkce je dalSim z&kladnim pojmem diferencidniho poctu. Derivace

TN f(x)
lim h

X® 0

funkce je specidlni ptipad limity. Limitu nazyvame derivaci

funkce y=f(x) vbodé x, . Derivaci obvykle oznatujeme f'(x) a piSeme

FO+h)- F(%)
h

smérnici tecny funkce f v bodé x,. Libovolna funkce mé v libovolném bodé nejvyse

(%)= lim . Derivace funkce v bodé¢ geometricky predstavuje

X® 0

jednu derivaci. M&li funkce v bodé x, derivaci pak je vtomto bodé zarucené spojita.

Neni-li funkce spojita v bodé x,, nemav tomto bod¢ ani derivaci.

Pro vypocet prvni derivace funkce vprogramu Maple pouZijeme piikaz
di f f ( funkce, proménna, podle které derivujeme) :
> f: =x- >X"5;
f=x® x°
>diff(f(x),x);

5 x*

Chceme-li vypocitat derivace vySSich fadu, musime to uvést do piikazu
di ff (funkce, proménna$stupen derivace) :

> f: =x- >X"5;

>di ff(f(x),x$3);

V tomto piipadé je také mozné zadat stupen derivace tak, Ze napiiklad pri druhé
derivaci zapiSeme proménou X dvakrat:
> f: =x- >X"5;
f=x® x°
>diff(f(x),x,Xx);
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20 x°

Predchozi zapis pro vysSi stupen derivace je vhodny zejména pri pocitani derivaci,

kdy se ndm v priabéhu méni proménnd. Chceme-li spocitat napt. treti derivaci cos(xy)

nejprve dvakrét podle x a jednou podley:
>di ff(cos(x*y), x, X, y);

sin(xy) xy?- 2cos(xy)y

Muzeme pouZit i nasledujici prikaz, ktery vede ke stejnému vysledku:

>di ff(cos(x*y), x$2,v);
sin(xy) xy?*- 2cos(xy)y

4.3 ReZené priklady

1) Vyiedte limity funkci ve vlastnim bodg:

. X +2x-1 .
a[im——— b) |im (sinx+ cosx)
xwo  X+1 < %
4
2 .2 .
d) | 3X° +5x- 2 o [i 2sin“ x+sinx- 1
“Qﬂ 27 - 1 IJ@TZsinzx—Ssinx+2
3 6
. 2 . 1
9) [im (tg 99> ) [jmOee)™
@2 x® 0
4

a)
> f=x->(x"2+2*x- 1)/ (x+1);

X°+2x-1

fi=x® w1

> limt(f(x),x=0);

37

) |im(log(20x) - Inx)

x®1

f)l \/;3
M 2 a)2

) i 005X - 1}

|x®0 arctan x




b)
> f:=x->sin(x)+cos(x);

f:=x® sin(x) + cos(x)
> limt(f(x),x=3/4*Pi);

> f:=x->l0gl0(10*x) -1 n(x);
f:=x® loglQ(10x) - In(x)
> imt(f(x),x=1);

1
d)
> f1=x->(3*x"2+5*x-2)/ (27*x"3-1);

2
f::X®3X+—§X_2

27x-1
> limt(f(x),x=1/3);

7

9

> f1=x->(2*(sin”2)(x)+sin(x)-1)/(2*(sin”2)(x)-5*sin(x)+2);

2 (sin?)(x) +sin(x) - 1

f:=x® — .
2(sn)(x) - 549n(x) +2

> limt(f(x),x=Pi/6);

f)
> f:=x->(sqrt(x)-3)/(sqrt(2*x)-3*sqrt(2));

f=x® ﬂ

J2x- 32

> limt(f(x),x=9);
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s

9)
> f:=x->(tan(x))" tan(2*x);
f=x® tan(x)tan(zx)
> limt(f(x),x=Pi/4);
(-1)
e

h)
> f:=x->(x+exp(x))"(1/x);
fi=x® (x+ex)§z
> limt(f(x),x=0);
e2

> f:=x->(cos(sqrt(x))-1)/arctan(x);
@ O/X)- 1
f.—X®Tan(X)
> limt(f(x),x=0);
-1

2

2) Vypocitejte limity funkci v nevlastnim bodg:

2344 . X+2 . xX*+3x%+5
alime——" b C A TOA TV
M limzr Nimes  9lim 3

d)l. N2X2 + X e)l. IX+2+3UX*- 6
Im— | L—

3x
f) lim (8N Ux+cos1/X)* Q) |im|092+e2 h) |imarccos(\/x2+x— x)
@y 10g\3+ e

X® - ¥ X® ¥
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>f:=x->(2MN(x+3) +4) / (2" (x- 1) +1) ;
2(X’f?’)_'_4

(x- 1)

2 +1

f:=x®

SLimt(f(x),x=infinity)=limt(f(x),x=infinity);

(x+3)
. 2 +4
lim W: 16
X® ¥ 2 +1

b)
> =x->(x+2)/ (x"2+3);
X+2

f:=x® 5
X“+3

SLimt(f(x),x=infinity)=limt(f(x),x=infinity);

. X+ 2
lim 5 =0
x® ¥ X°+3

>f:=x->(x"4+3*x"2+45) / (3-X);

4 2
3-X
SLimt(f(x),x=-infinity)=limt(f(x),x=-infinity):
. xX*+3x2+5
im —=
X® (-¥) 3- X

d)
>f:=x->sqrt(2*x"2+x)/x;

/ 2
X

SLimt(f(x),x=infinity)=limt(f(x),x=infinity);

[ 5 2
lim M:ﬁ
X® ¥ X
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€)
>f1=x->(sqrt(x+2) +3*sqrt (x"2-6))/ (2*x+1);

2_
f::X®4/x+2+3 X°- 6

2x+1

SLimt(f(x),x=infinity)=limt(f(x),x=infinity);

im /X*t2+3 xX*-6 _3

X® ¥ 2X+1 2

f)
> f:=x->(sin(x"(-1))+cos(x™(-1)))"x;
- oo, o
fi=x® §n§§+ CO?X 'Q_r'Q_r
> Limt(f(x),x=infinity)=limt(f(x),x=-infinity);

X

lim @g«“%@«“gg e
X® (-¥) Xg X gg

¢)
> f:=x->l og(2+exp(3*x)) /1 og(3+exp(2*x));
(3%)
(ioxe 1002+
log(3+e )

> Limt(f(x),x=infinity)=limt(f(x),x=infinity);

_In2+e®) 3
2
x®¥ |n(3+e’Y)

h)
> f: =x->ar CCOS( sqrt (XA2+X) B X) )

f:= x® arccos(+/ x>+ X - X)

> Limt(f(x),x=infinity)=limt(f(x),x=infinity);

lim p- arccoy(-+/ X+ X +X) :%
X® ¥
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3) Vypocitejte jednostranné limity:

. 2x+1 . X+3 .
a) b) c)
mss m= IMe-o:
1
d) [imE €0S X>C0S /X &) [ f) i o FO0OSX
Ix|®ron X Ix|®ron I>!®r1n V1- X
a)
>f:=x->(2*x+1)/(x-5);
. 2x+1
f:=x® x- 5
SLimit(f(x),x=5left)=limt(f(x),x=5,1eft):
lim 22Xt
Xx® 5 X~ 5 -
b)
>f:=x->(x+3)/x;
fr=x@ X*3

mt(f(x),x=0,right)=limt(f(x),x=0,right);
x+3:¥
X

> Lij

lim

X® 0+

c)

>f:=x->7/(2-x)"3;
7

© (2- x)°

>Limt(f(x),x=2,right)=limt(f(x),x=2,right);

lim 3=

x® 2+ (2- X)

d)
»=x->(1-cos(x)*cos(sqrt(x)))/x;
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oy - cos(x)z cog(+/x)

> Limt(f(x),x=0,right)=limt(f(x),x=0,right);
i L C0s(x) cog(y/x) _1

X® O+ X 2

e > f:=x->x"(1/10g(x));
Brooo &
f:=x® X 1000 &
> Limt(f(x),x=0,right)=limt(f(x),x=0,right);

fr

. In(x) &
lim x"7=e
X® 0+

Pozn.: Pro Maple je In(X) a log(X) to samé, oboji bere a pocita jako piirozeny
logaritmus. VSimnéte si jak v zadani opsal log(x), ale ve vysledku vZdy piSe In(x).

f)
> f:=x->arccos(x)/sqrt(1-x"2);
arccog(x)

J1- %2

> Limt(f(x),x=1,left)=linmt(f(x),x=1,1eft);

f:=x®

. arccos( X
lim &Coos(X) _

x® 1- /] - X2

1

4) Uréete derivace funkci (y'= prvni derivace, y"= druha derivace, ...):

a) f: y=sin2x b) f: y=e>°> o) f: y= (€-e¥)/(e+e™)
y’:? y’:? y’:?

d) f: y=xInx e) f: y=cos3x? f) f: y=x*-2x3+3x%-4x+5
=2y =2 y=2 g

a)
>f:=x->sin(2*x);
f:=Xx® sn(2x)
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>y r=di ff(f(x),Xx);

y :=2cog2x)
b)
>f:=x->exp(3*cos(x));
f=x® e
>y r=diff(f(x),x);
y :=-3sin(x) e )
0)
>f:=x->(exp(x)-exp(-x))/(exp(x)+exp(-x));
fmxe & ¢
e +e
>y r=diff(f(x),x);
2
(-x)
. (e*-e )
y =1- o2
(e+e )
>simplify(9%;
4
2
(e +e™)

Ted’ zkusime stejny priklad zadat do Maple trochu jinak, ale matematicky spravné

auvidime, co se stane s vysledkem. Misto € napiSeme 1/€”.
>f:=x->(exp(x)-1/exp(x))/ (exp(x)+1/exp(x));

et - 1

X

f=x® ©
e+t

eX

Sdiff(f(x),x):



>
+
(Dx"_\

=
1
x
1
@[
o-10: | QIO

>simplify(9%;

4e%"
e+ 1)2

Vysledky jsou na prvni pohled odlisné, ale je to stejny vysledek jen pokazdé v jiném

matematickém zapisu. Proto pri pocitani v programu Maple zaleZi i na zptisobu zadani

zapisu.
d)
>f:=x->x*In(x);
f:=x® xIn(x)
>y i=diff(f(x),x);
y =In(x) +1
>y o=di fF(F(x), X, X);
y”':i
X

€)
>f:=x->c0os(3*x"2);

f:=x® cos(3x?)
>y r=diff(f(x),x);

y = -6sn(3x%)x

Ted’ se podivejte jaké mohou nastat komplikace pri nespravném zadani piikladu:

>f:=x->cos(3*x)"2;

f:=x® cos(3x)?
>y r=diff(f(x),x);

y :=-6cog(3 x) sin(3x)

> f:=x->c083*Xx"2;

f:= x® cos3 x>
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>y r=di ff(f(x),x);
y =2 cos3 x
V obou piipadech dojdeme k chybnému vysledku. Musime si dat pozor na spravny
zépis do programu Maple.

f)

>f 1 =X->X"N4- 2¥ XN 3+3* XN 2- 4* X+5;
f=x® x*- 2x3+3x*- 4x+5
>y " o=di ff(f(x), x$3);
yi=24x%x- 12
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5 Integralni pocet

5.1 Neur ity integral

Mame funkce F(x) af(x), které jsou definované na otevieném intervalu (a,b). Pokud
pro viechna x 1 (a,b) plati F'(x)=f(x), fekneme, Ze funkce F(X) je v intervalu (a,b)
primitivni funkci k funkci f(x). Potom plati:

- kdyz je funkce f(X) spojita vintervalu (a,b), existuje k ni vtomto intervalu

primitivni funkce .

- téchto primitivnich funkci je nekonecné mnoho a je-li F(x) jednou z nich, pak

vSechny ostatni jsou tvaru F(x) + C, kde C je libovolna konstanta.

Primitivni funkci neboli neurcity integral zapisujeme takto: ¢ f(x)dx=F(x)+C,
kde funkci f(x) nazyvame integrandem, symbol ¢ integracnim znakem, C je konstanta

a symbol dx slouZi k odliSeni integracni proménné x od piipadnych dalSich parametr.

KdyZ mame za ukol najit primitivni funkci k dané funkci, je tato Uloha vétSinou

formulovana jako vypocet neurcitého integralu dané funkce.

Prikaz, ktery v programu Maple vypocita neurcity integrél (primitivni funkci)
zvyrazu podle integracni proménné, ma tvar: i nt (vyraz, integracni promenna) .
Nésledujici piikaz vypocita neurcity integral z funkce f(X)=x+1/x%.
> f:=(x+1/ (x"2));

> int(f,Xx);
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KdyZz se podivame na vysledek, ktery nam Maple vypocital, je zde rozdil od
obvyklého zdpisu v matematice. V Maple plati umluva, Ze se vypoudti z vysledku
konstanta, tj. ¢ dx = x misto obvykle definice ¢ dx = x+ C, kde C je konstanta.

Stejn¢ jako u limity mazeme pouZit piikaz s velkym pocatecnim pismenem a vyraz
se nevypocita, ale pouze opisSe zadani:
> Int(f,x);

5.2 Uréity integral

Mame funkce F(x) af(x), které jsou definované na uzavieném intervalu éa,bfi Jestlize
plati F(x) = f(x) pro kazdé x 1 &a,bfi potom derivaci funkce F v bodech a ab rozumime
derivaci zprava(v bodé a) a zleva(v bodé b). Rikame, Ze funkce F je primitivni funkci
k funkci f na uzavieném intervalu &,bfi Necht F je primitivni funkce k funkci f
v intervalu @a,bfy potom uré¢itym integrdlem funkce f v mezich od a do b nazveme rozdil
F(b)-F(a) funkénich hodnot funkce F v bodech a ab.

b

Urcity integrél zapisujeme takto: § Fax
a
Cislo a se nazyva dolni mez aislo b horni mez ur¢itého integralu.
Pro vypocet wuréitého integrdlu se vprogramu Maple pouziva prikaz:
i nt (vyraz, integraéni proménné=dolni mez. . horni mez) . PouZiti tohoto piikazu je

vidét na pifklads, kdy se pogita urcity integrél v intervalu &2,2fiz funkce f(X)=4-x%:
> Int(4-x"2,x=-2..2)=int(4-x"2,x=-2..2);
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2

4 32
- 2 -
§24 X2 dx 3

5.3 Uziti integralniho poctu
Ur¢ity integral |ze aplikovat v geometrii, fyzice, technice av dalSich oborech. My si
ukézeme jak pouzivat urcity integrdl pii vypoctu obsahu Gtvaru a objemu téles.

A
)

Al
1 ,

Obr.1

Na obr.1 je nakreslen rovinny obrazec ABCD, ktery je omezen Useckou AB na ose X,
Useckami AD a BC rovnobsZnymi sosou y a jesté grafem funkce y = x°. Soutadnice
bodu A jsou [1,0] a bodu B[3,0]. Abychom umgli vypogitat obsah tohoto obrazce, je
zapotiebi znat integrélni pocet, respektive urcity integrd, skterym jsme se seznamili
v predchozi podkapitole 5.2.

Program Maple ndm samoziejmé pii pocitani téchto piikladi maze pomoci. Jak tedy
spocitdme obsah Gtvaru, ktery je zobrazen na Obr.1? Obsah spocitdme jako urgity
integral funkce f(x)=x? v uzavieném intervalu &l,3fi

> f:=x"2;
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> int(f,x=1..3);

V predchozim prikladé jsme meli Gtvar zadany grafem funkce, osou x a dvéma
piimkami x =1 a x =3. MiZou nastat jest¢ dva pripady: Utvar omezeny grafem funkce
a osou nebo Utvar omezeny dvéma raznymi grafy funkci. Pojd'me si piehledné oba
piipady ukézat na piikladech.

Pripad, kdy rovinny Gtvar vznikne zadanou funkci a osou x. Zadani ptikladu zni:
Vypotitejte obsah Gtvaru omezeného kiivkou y = f(x)= -x* + 4 a 0sou X.
ReZeni v programu Maple:
1) Zadadme danou funkci do programu
> f:=-x"2+4;
fi=-x>+4
2) Vypocitame praseciky funkce f(x) s osou x, tzn. y=0 z toho vyplyva, ze f(x)=0
> 0=f;
0=-x°+4
> sol ve( 9 ;
2,-2
3) Ted vypocitdme urcity integrél funkce f(X) v intervalu &2,2f
> int(f,x=-2..2);
32

3
Obsah zadaného Utvaru je roven 32/3.

4) Pro znézornéni prikladu si mazeme nakreslit graf.
> plot(f(x),x=-3..3);
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Nagrafu jsou vidét priseciky funkce f(x) sosou x, proto jsme si graf zadané funkce
mohli nakreslit jiz na zacatku piikladu a nemuseli jsme pak pocitat praseciky funkce
f(X) sosou x. Vypocitali jsme obsah tohoto Utvaru:
> plot(f(x),x=-2..2,filled=true);

1)
Pripad, kdy Utvar vznikne zadanim dvou funkci. Zadani ptikladu zni:

Vypotitejte obsah Gtvaru omezeného kiivkami f(x)=Cx a g(x)=x*.
ReZeni v programu Maple:
1) Zadadme dané funkce f(x) a g(x) do programu.
> f:=sqrt(x);
fi=/x
> g: =x"2;
g:=x?
2) Vypocitame praseciky funkce f(x) s funkci g(x).
> f=q;
X = X
> solve(w;
0,1
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Tyto dva kroky mtzeme spojit v jeden nésledujicim prikazem:
> sol ve(f=g, x);
0,1
3) Nakonec vypocitame urcity integrél z rozdilu funkci f(x) ag(x) v intervalu 0,1
> int(g-f,x=0..1);
1
3
Nemuze ndm vyjit zaporny vysledek obsahu Gtvaru. Aby jsme piedesli podobnym
piipadiam, musime integrél dat do absolutni hodnoty.
> abs(int(g-f,x=0..1));
1

3
Obdobny piipad miZe nastat, kdyZz prohodime dolni a horni mez integralu nebo
odecteme funkce v opatném poradi. VSechny moznosti, které mohou nastat vidime na
nasledujicich prikladech:
> int(f-g,x=1..0);

> int(f-g,x=0..1);

> int(g-f,x=1..0);

> int(g-f,x=0..1);
-1
3
Jak uZz bylo receno, tomuto problému predejdeme pouZzitim absolutni hodnoty:
abs(int(f-g, x=meze intervalu) ). Potom uZ nezdlezi na tom, v jakém poradi

funkce odecteme a jestli zaménime horni a dolni meze intervalu.
4) MuzZeme si v programu Maple nakreslit graf obou funkci.

> plot([f,g],x=0..2,y=0..2,legend=["f(x)","g(x)"],

t hi ckness=3);
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1.67
1.21
0.54
0.4

¥

0

04081216 2

— 19,

Nyni si oznacime vznikly Gtvar mezi obéma funkcemi Sedou barvou. Tento Utvar méa

obsah roven urcitému integrélu z rozdilu funkci f(x) a g(x) v intervalu €0,1A to je 1/3.

V programu Maple pouzijeme nésledujici prikazy:

> w th(plots):

\%

\%

\%

t hi ckness=3):

\%

di spl ay(nl, n2, n3);

71
1.6
1.2
0.5
0.4

¥

0

nl: =pl ot (x"2,x=0..1,y=0..1,color=white,filled=true):
n2: =plot(sqgrt(x),x=0..1,y=0..1,color=grey,filled=true):
n3:=plot([f,qg],x=0..2,y=0..2,legend=["f(x)","g(x)"],

04081215 2

=

Ur¢ity integrél 1ze také vyuZit pii vypocétu objemu télesa, které vznikne rotaci daného

atvaru kolem osy x. Utvar je dan kiivkou o rovnici y=f(x), ktera je grafem spojité

funkce vintervalu &b Objem takto vzniklého télesa vypocitame dle vztahu

.o
Vv :qu (x)dx.
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Obr.2
Na Obr.2 je zakreslen trojuhelnik OAB. Jeho rotaci kolem osy X vznikne rotacni
kuzel svyskou v a polomérem podstavy r. NaSim Ukolem bude odvodit vzorec pro
vypocet objemu rotaéniho kuzele:

1) Rotuje-li trojuhelnik OAB kolem osy x mizeme pouZit vztah pro vypocet objemu
pomoci ur¢itého integralu: V =p Qbf 2(x)dx . Nejprve musime urgit rovnici funkce f(x),
jgjimz grafem je ptimka OB. Tu ur¢ime jako rovnici primé umérnosti s konstantou

k=" tedy f(x)="x.
\% \%

2) Pomoci programu Maple vypocitdme objem zkoumaného rotacniho kuzele:
> fi=(r/v)*x;
rx

fi=—
v

> int(Pi*f"2,x=0..v);

priv

3

Vidime, Ze ndm vySel zndmy vzorec z geometrie pro vypocet objemu rotacniho

kuzele V = %przv.



Pri pocitani objemu téles pomoci urcitého integralu, mize nastat jedté jedna varianta
vypoctu, ato v pripade, Ze vzniklé téleso se nedotyka osy x. Jak je tomu v nésledujicim
piiklade: Vypocitejte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci Utvaru ohrani¢eného

kiivkami y=x, y = 1 , X=1, x=2 kolem osy x. Vypocet tohoto prikladu bude v programu
X

Maple vypadat takto:

1) Zadame do programu Maple funkce a zakreslime si graf:

> f:=x;
fi=x
> g: =1/ x;
9':i
X
> w th(plots):

> pl:=plot([f,g],x=0..3,y=0..3,legend=["f(x)","g(x)"]):

> p2:=plot([1,t,t=0..3], col or=navy, | i nestyl e=3, nunpoi nt s=2,
t hi ckness=1, | egend=["x=1"]):

> p3:=plot([2,t,t=0..3], col or=navy, | i nestyl e=3, nunpoi nt s=2,

t hi ckness=1, | egend=["x=2"]):

di spl ay(pl, p2, p3);

\%

0 o5 1152253
"

— i

—

2) Objem zkoumaného rotacniho télesa je V=V1-V,. Kde Vi je objem télesa, které
vzniklo mezi funkci f(x) a osou x v intervalu od 1 do 2. A V; je objem télesa, které
vzniklo mezi funkci g(x) a osou x vintervalu od 1 do 2. Postupn¢ si spocitdme
jednotlivé objemy téles:

> V1:=int(Pi *f"2, x=1..2);
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3
> V2:=int(Pi*g"2, x=1..2);
=P
V2=-2
> V. =V1- V2,
_1lp
V= 6

3) V grafu si miZzeme vyznacit plochu, kterarotuje kolem osy x a vytvéri nam dané
téleso:
> wth(plots):
> pl:=plot(1/x,x=1..2,y=1/2..2,color=white,filled=true):
> p2:=plot(x,x=1..2,y=1/2..2,color=grey,filled=true):
> p3:=plot([f,g],x=0..3,y=0..3,legend=["f(x)","g(x)"]):
> p4:=plot([1,t,t=0..3], col or=navy, | inestyl e=3,

nunpoi nt s=2, t hi ckness=1, | egend=[ "x=1"]):
> p5:=plot([2,t,t=0..3], col or=navy, |inestyl e=3,

nunpoi nt s=2, t hi ckness=1, | egend=[ "x=2"]):
> di spl ay(pl, p2, p3, p4, p5);

0 o5 1152253

=
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5.4 Re%ené piiklady

1) Vypocitejte neurcité integraly:

a) | (%+3x ) dx b) | (2 CVx)+3)/x dx o) | 0C-8)/(x-2) dx
d) [ 6C+22-10%)/(x-2) dx  €) | cos(3x+1) dx f) [ (sinx/2 + n/4) dx
9) | (cos 2x)/(cos x —sin x) dx h) | (cotg? x+1/sin?x) dx

i) | cosx(gnx + 7)? dx i) | & cosx dx k) | xe dx
) | xInxdx m) [ cos? 6x dx n) | sinx V(cosx + n/2) dx
0) | x -arctan x dx p) | & dx q) | arctan® x dx

a)
> f:=x->x"(1/2)+3*x"(-1/3);

. 3
fi=x® \/§+X(1/3)

> int(f(x),Xx);

32 23
X( ) X( )

2 9

3 T2

b)
> fi=x->(2*x"(1/3) +3)/ x;
(13)
fm @ 2X +3
X
> int(f(x),Xx);
6x(1/3)+3ln(x)
c)
> f:=x->(x"3-8)/(x-2);
_ x*- 8
f=x® - D

> int(f(x),Xx);
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1 3 2
3X +X°+4X

d)
> fi=x->(x"3+2*x"2-10*x) / (x- 2);

x>+ 2x%°- 10X
X- 2

f:=x®

> int(f(x),x);

X3

§+2x2- 2x- 4In(x- 2)

€)
> f:=x->cos(3*x+1);

f:=x® cos(3x+1)
> int(f(x),x);

;sin(3x+ 1)
f)

> f:=x->sin(x/2)+Pi/ 4;

f:=x® sin§1 x9+
275

i X9, PX
S T

INJh e

> int(f(x),x);

9)
> f:=x->cos(2*x)/(cos(x)-sin(x));

cos(2 x)
coq x) - sin(x)

f:=x®

> int(f(x),x);
sin(x) - cos(x)
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h)
> f:=x->cot 2% (x)+1/ (sin*2*(x));

f:=x® cot’x +

2

sin® x
> int(f(x),x);
cot? x?  In(x)
2 g
> simplify(9;
1 cot? x* sin? + 2 In(x)
2 sin?
i)
> f:=x->cos(x)*(sin(x)+7)"2;
f:= x® cos(x) (sin(x) +7)?
> int(f(x),x);
1, .
3 (SN0 +7)°
)

> f:=x->exp(x)*cos(x);

f:=x® e*cog(x)

> int(f(x),x);
;e" cog( X) +;ex sin(x)
> simplify(%:;
;ex (sin(x) + coy(x))
k)
> f:=x->x*exp(Xx);
f=x® xe
> int(f(x),x);
(-1+x) e
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1)
> f:=x->x*In(x);

f:=x® xIn(x)
> int(f(x),x);

1, X2
5X In(x) - "

m)
> f:=x->cos(6*x)"2;

f:= x® coy(6x)?
> int(f(x),x);

1 . X
Ecos(G X) sin( 6 x) 5

n)

> f:=x->sin(x)*sqrt(cos(x)+Pi/2);
fi=x® sin(x)m

(312)

> int(f(x),x);

112 (4 coqx) +2p)

0)
>f:=x*arctan(x);

f = x arctan(x)

>int(f,x);
1 > x 1
éarctan(x) X“ - §+§arctan(x)
p)
>f: =exp(x"2);
X2
f=e( )
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>int(f,x);
'zllﬁerf(xl)

Program Maple ma stimto prikladem problémy, nelze jegj spocitat pomoci realné
analyzy, proto Maple spocital tento priklad pomoci komplexni analyzy. Odtud pak to |
ve vysledku. Ve vysledku se jedté objevilo erf, coz je funkce definovana pomoci
integrélu z funkce exp(-x?). Podrobnosti o funkci z&emce najde v Npoveds Maple
v kapitole Integration.

a)
f:=(arctan(x))"4;

f:= arctan(x)*

>int(f,x);
4 2
2l arctan(x)” 2 | arctan(x)* + 4 arctan(x)* In wg
(1+x|) 1+x° 5
1+x?
2 . 2 .
- 6| arctan(x)? polylo% & <+ 6 arctan(x) polylo% Mg
) 1+x° 5
+3 po|y|ogvg3 M%
1+x* ¢
> sinplify(9;
garctan(x)4 | + arctan(x)* x? | + 2 arctan(x)* x + 4 arctan(x)? Ing 2+|| 9
)
+4 1 arctan(x)® Ing2| 9x- 61 arctan(x)? polylo wg
| 1+ X2 ¢
2. 2 .
+ 6 arctan(x)? polylo% & =X+ 6 arctan(x) polylo% Mg
+X g 1+x B
+ 6 | arctan(x) polylo% &Ox+ 31 polylof wg
1+X 2 1+X E

-3po|y|o%21, &O 5’(1+x|)
1+X 2 ¢

Pozn.: Pokud pracujete v néjaké nizsi verzi programu Maple, je mozné, Ze se Vam u
tohoto prikladu nezobrazil vysledek Zadny. S kaZzdou vysSi verzi se totiz Maple nauci
nove véci aumi spocitat vice prikladi.
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2) Vypocitejte urcité integraly v mezich daného intervalu z funkce f(x):

a) 43,3 f(x) = 2x- 5
c) &2,1A f(x) = (x + 3)?
e) &.,2f f(x) = (xX*-1)/(x*+1)
0) &1,1f f(x) = &
i) &2,3f f(x) = x/(x*+1)

a)
>f:=2*x-5;
fi=2x-5
>int(f,x=-3..3);
-30
b)
>f=xN24+2*%X;
fi=x>+2x
>int(f,x=1..3);
50
3
©)
>f:=(x+3)"2;
f:= (x+3)2
>int(f,x=-2..1);
21
d)
>f:=sin(x);
f:=sn(x)
>int(f,x=0..Pi/2);
1
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b) &1,3f f(x) = x* + 2x

d) &,7/2f f(X) = sin x
f) 3,3 f(x) = V(2x+10)
h) &1,50 f(x) = 1/(4x+5)



)
N2+1
/(x

’ =(x"4-1)

f:=

>

2);
=1..
f,x

i nt(

>

)’
) (
.

3);
=3..
f, x=

i nt(

>

J =exp(X) ;
f:=
>

1);
=1..
f, x=

i nt(

>

+5) 1
f .
> 4

5);
=1..
f, x=

i nt(

>

.

2
X
_1+
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>int(f,x=-2..3);

1
5In(2)

3) Vypotitejte obsah ttvaru omezeného kiivkou y = f(X) = x* + x — 12, 0sou x a
piimkami x = -5, X = 6.

Pro ndzornost si zakreslime graf:

\%

wi th(plots):
f:=x"2+x-12;

\%

fi=x2+x- 12
> pl:=plot(f,x=-7..7,y=-20..40):
> p2:=plot([-5,t,t=-12..32], col or=navy, | i nestyl e=3,
nunpoi nt s=2, t hi ckness=1):
> p3:=plot([6,t,t=-12..40], col or=navy, | i nestyl e=3,
nunpoi nt s=2, t hi ckness=1):

> di spl ay(p1, p2, p3);

! —
[]

-20-

Z grafu vidime prasegiky s osou x: [-5, 0], [-4, 0], [3, 0], [6, 0]. Utvar se sklada ze
tiech ¢asti, které si na grafu miuzeme oznxit:
> w th(plots):
> pl:=plot(f,x=-5..-4,y=0..8,color=yellow, filled=true):

\%

p2: =pl ot (f,x=-4..3,y=-12..0,col or=yellow, filled= true):

\%

p3: =pl ot (f, x=3..6,y=0..30,col or=yellow, filled= true):
p4: =plot (f,x=-7..7,y=-20..40):

\%



> p5:=plot([-5,t,t=-12..32], col or=navy, | i nestyl e=3,
nunpoi nt s=2, t hi ckness=1):

> p6:=plot([6,t,t=-12..40], col or=navy, | i nestyl e=3,
nunpoi nt s=2, t hi ckness=1):

> di spl ay(pl, p2, p3, p4, p5, pb);
40+
304

y 207

104

-20-

Nejprve spocitame obsahy jednotlivych ¢asti, které seéteme a zjistime vysledny
obsah Gtvaru:
> Sl:=int(f,x=-5..-4);

23
81._—6
> S2:=int(f,x=-4..3);
=343
= 5

Obsah druhé ¢asti nam vySel zaporny, protoze graf funkce f(x) se nachézi pod osou
X. Tomuto problému miazeme piedejit dvéma zpisoby: 1) urcity integral nebudeme
pocitat z funkce f(x) ale z funkce opacné, tedy —f(x). 2) urcity integrdl z funkce f(x)
dame do absolutni hodnotu, jak je to pouZzito v tomto prikladu:
> S2: =abs(int(f,x=-4..3));

=343
= 6
> S3:=int(f,x=3..6);
.8l
3= >
> S: =S1+S2+S3;
_ 203
S:= 5
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Obsah Gtvaru je 203/2.

4) Vypoctéte objem rotacniho paraboloidu o poloméru podstavy r = 3 cm a vysce
v=6cm.

Zakreslime si ¢ast paraboly, ktera rotuje kolem osy Xx. Polomér podstavy si
znézornime na ose y a vy3ku na ose x. Musime jedté urcit rovnici paraboly z obecné
rovnice paraboly y* = 2qx, kde za [x, y] dosadime [v, r]=[6, 3] a vypocitame 2q = 3/2.
Potom dostaneme rovnici hledané paraboly y* = 3/2 x.

> f:=3/2*x;
- 3X
fi= 5
Pro zakresleni do grafu pouZijeme jen ¢ést paraboly pomoci odmocniny: sqrt (f):
> w th(plots):
> pl:=plot(sqrt(f),x=0..8,y=0..5,thickness=3):

\%

p2: =plot([6,t,t=0..5], col or=navy, | i nestyl e=3, nunpoi nt s=2,
t hi ckness=1, | egend=["v=6"]):

\%

p3: =pl ot ( 3, x=0. . 8, col or =navy, | i nestyl e=3, nunpoi nt s=2,
t hi ckness=1, | egend=["r=3"]):

\%

p4: =pl ot (sqrt(3/2*x),x=0..6,filled=true, col or=grey):
di spl ay(pl, p2, p3, p4);

\%

Pomoci trojrozmérného grafu si miazeme dany paraboloid |épe predstavit:

> plot3d([x,sqrt(3/2*x)*cos(t),sqrt(3/2*x)*sin(t)],x=0..86,
t=0..2*Pi);
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Vypocitdme objem rota¢niho paraboloidu:
> V. =Pi *int(f,x=0..6);
V:=27p

Objem rotacniho paraboloidu je 27 7 cm®.
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6 Zavér

Cilem této bakalarské prace bylo sezndmit Vas s programem Maple a ukazat jeho

vyuziti pri studiu matematiky.

Dnedni propojeni matematiky a pocitatové technologie je v centru zgjmu mnoha
diskuzi. Na toto téma se uskuteciuji rizné konference a seminére. Konference na téma
, UZiti pogitatt ve vyuce matematiky* se kona kazdy rok na podzim i v Ceskych
Budgjovicich, kde ji porada Katedra matematiky Pedagogické fakulty Jihoceské
univerzity v Ceskych Budgjovicich a Spole¢nost wgitelti matematiky JCMF. Diskutuje
se 0 vlivu pogitace pii vyuce matematiky, jakou roli miZe sehrét pocita pii vyucovani
nebo jakou roli mé ucitel pri vyuce, ktera je podporovana pocitatem. Vice informaci
muazete Zjistit na webovych strankach lonské konference:
http://home.pf.jcu.cz/~upvvm/2009/ .

Ve své praci jsem ukézala mnohé vyhody programu Maple. Umi provadét
jednoduché matematické operace, pracovat smnohocleny, feSit razné typy rovnic
a jgich soustavy, zobrazovat grafy a dalSi. Ale musime dodrZovat pravidla Maple,
protozZe i trochu odlisné zadani prikladu, i kdyZz matematicky spravné, nam miZe vypsat
jiné feSeni. Maple je vybornou pomickou pii studiu matematiky, ale pozor, protoze
spoléhat se muZzete predevsim jen sami na sebe. Pocitacova technologie stéle prochézi
novym vyvojem a kazda vysSi verze programu Maple umi dalSi véci navic, ale neni
amyslim, Ze nikdy nebude bezchybna. Maple napiiklad viibec neumi redit podminky za
kterych ma dany vyraz smysl, proto s jef musi kazdy spocitat sam.

Zamefila jsem se piedevSim na oblast diferencialniho a integrélniho pocétu. Program
Maple ndam muaZe pomoci svyieSenim limit ve vlastnim i v nevlastnim bod¢, umi
i jednostranné limity a derivace, urcity a neurcity integrdl. Jak jsem ukazala na

piikladech Ize vyuzit i pro uziti integréniho poctu.
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DoSla jsem k zavéru, Ze pocita€ je nenahraditelna pomicka pri studiu matematiky,
kterd nam otevira Sirokou Skdu matematickych programi. Jeden z nich je praveé
progran Maple. Ano, pocita¢ vyuZivat, ale nezapomenout na Uskali, ktera v sob¢

skryva
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