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Anotace

Prace méa feSersni formu. Cilem préace bylo sjednotit a ucelenou formou
podat feSeni diferencidlnich rovnic. Prace je vyuZzijetelnd jako ucebni material
pii feSenich danych rovnic. Préice obsahuje jak feSeni teortickych piikladu, tak

i realné fyzikalni problémy, ¢imZ poukazuje na praktické vyuziti.

Annotation

This thesis is research based. It‘s objective is to provide the solution of
differential equations in consolidated and compact form. It includes solutions
to both theoretical examples and real physical problems, whereby indicating its

practical use, namely as teaching material.
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Part 1
Uvod

Préace je zaméfena na diferencialni rovnice. Pfedevsim na rozdélené téchto rov-
nic, postupu pii feSeni jednotlivych typt a feSené piiklady, které poméahaji s
pouzitim popsaného postupu. Piiklady jsou feSené, jak matematické bez uvede-

ného kontextu, tak i fyzikalni s pfedstavenim daného problému.
Cilem préce je predevsim sjednotit rizné typy rovnic a jejich nasledné feseni.

Prace je slozena z kapitol diferencidlni rovnice prvniho fadu, druhého fadu a
nastin metod numerické matematiky. Kapitola obsahujici diferencidlni rovnice
prvniho fadu ma spiSe doplhujici charakter, jelikoZ pii feSeni diferencialnich

rovnic druhého f4du potiebujeme nékdy fesit pravé rovnice prvniho rfadu.



Part 11

Diferencialni rovnice

1 Historie

Dégjiny diferencialnich rovnic zacinaji koncem 17.stoleti pracemi I. Newtona
(1642 - 1727) a G. W. Leibnize (1646 - 1716), i kdyz se otézky patfici do teorie
diferencidlnich rovnic vynofily uz na rozhrani 16. a 17. stoleti v numerické
matematice v pracich J. Napiera (1550 - 1617) pii vypoc¢tu logaritmu &isel. V
matematické fyzice objev zdkona lomu svétla vedl R. Descartesa (1596 - 1650)
ke konstrukei kiivek z vlastnosti jejich tecen nebo normal.

Dne 11.11.1675 uzil Leibniz poprvé integralniho znaku ve vztahu
[ydy = %yz a v roce 1676 zacal pouzivat pojmu “aequatio differentiale” v
souvislosti s oznac¢enim vztahu mezi diferencidly dz a dy proménnych z a y.

Na zacatku 18.stoleti se usili matematiki soustiedilo na hledani metod feSeni
nejjednodssich diferencidlnich rovnic 1.fadu. Byly poloZeny zéklady klasifikace
téchto rovnic podle metod feSeni, ale studium téchto otazek mélo v té dobé
empiricky, neuceleny charakter, takze zatim nelze hovorit o néjaké obecné teorii
diferencialnich rovnic.

Koncem 18. stoleti vzrostl neobyc¢ejné vyznam diferencidlnich rovnic; staly
Byly nalezeny hlavni tiidy obyc¢ejnych diferencialnich rovnic integrovanych
kvadraturami, systematické metody pfiblizného teSeni a byla zavedena fada
novych zédkladnich pojmi. Soucasné narustal pocet tkola vedoucich k difer-
encidlnim rovnicim, na jejichz feSeni zavisel osud novych zidkonu a objevi v
nejriznéjsich oblastech techniky a pfirodnich véd.

Vedle téchto vnéjsich popudu, které pusobily jako hybna sila na rozvoj toerie
diferencialnich rovnic, vznikaly i vniftni sily podporujici u¢inné vystavbu této
teorie: narustaly vnitini rozpory projevujici se v ruznych formach. Na jedné
strané vyvstal problém, jak poznat strukturu a vlastnosti feSeni rovnice, kterou
nelze fTesit explicitng, ale lze ji pfevést na kvadratury; jeho feSeni podnitilo
rozvoj teorie specidlnich funkci. Na druhé strané marnéa snaha, jak najit obecny
algoritmus, ktery by umoznil fesit danou rovnici, nakonec vytstila v tsili najit
podminky existence a jednoznacnosti feSeni, coz mélo ohromny vyznam pro dalsi
rozvoj. Prvni etapu d&jin diferencialnich rovnic dovrsil S. Lie (1842 - 1899),
ktery uzitim teorie grup klasifikoval diferencialni rovnice podle infinitesimélnich
transformaci a ukazal, Ze kvadraturami lze feSit jen maly okruh rovnic, takze
problém integrace ztratil tak svij puvodni vyznam a bylo jasné, Zze obecnou

teorii nelze budovat timto smérem.



Mezitim vznikaly v rtznych oborech nebeské mechaniky problémy vyzadu-
jici studium funkci definovanych diferencialnimi rovnicemi v celém jejich exis-
ten¢nim rozsahu. To dalo podnét k budovani kvalitativni teorie H. Poincarém
(1854 - 1912) a A. M. Ljapunovu (1857 - 1918). Jejich prace mély ohromny
vyznam pro cely dalsi rozvoj teorie diferencidlnich rovnic a jejich aplikaci na
studium oscilaci raznych fyzikalnich a mechanickych soustav.

Dalsi rozvoj teorie diferencialnich rovnic zejména v poslednich desetiletich
je tak obrovsky, Ze se zcela vymyka jednotnému zpracovani. Pro ilustraci je v
publikaci [1] uveden seznam disciplin teorie diferencialnich rovnic podle pted-
meétového klasifika¢niho schématu “AMS (MOS) Subject Classification Scheme
(1970)”, v némz jsou uvedeny diferencialni rovnice pod kdédovacim ¢islem 34.

34 - XX Oby¢ejné diferencialni rovnice.

- 01 Elementarni vyklad stfedoskolské trovné.
- 02 Piehledné ¢lanky.

- 03 Historie.

- 04 Programy a vypocty uzitim strojové techniky.

34 A XX Obecna teorie

A 05 Elementérni metody feSeni.

A 10 Existence a jednoznacnost feSeni pocatec¢niho problému; zavislost feseni
na poc¢. podminkéich a parametrech.

A 15 ProdluZovani feeni.

A 20 Rovnice v komplexnim oboru.

A 25 Analyticka teorie: FeSeni fadami, opera¢ni pocet atd.

A 35 Rovnice nekone¢ného radu.

A 40 Diferencialni nerovnosti.

A 45 Teorie aproximace FeSeni.

A 50 Numericka aproximace.

34 B XX Okrajové problémy.

B 05 Linearni problémy.

B 10 Vicebodové problémy.

B 15 Nelinearni problémy.

B 20 Weylova teorie a jeji zobecnéni.
B 25 Spektralni teorie.

B 30 Specialni rovnice.

34 C XX Kuvalitativni teorie.
C 05 Limitni cykly a singularni body.
C 10 Oscila¢ni asymptotické vlastnosti.



C 15 Nelinearni oscilace.

C 20 Transformace.

C 25 Periodické a skoroperiodicka feSeni.
C 30 Metoda priuméru.

C 35 Dynamické systémy.

C 40 Rovnice na varietach.

34 D XX Teorie stability.

D 05 Asymptotické vlastnosti, char. exponenty.
D 10 Perturbace.

D 15 Singularni perturbace.

D 20 Ljapunovska stabilita.

D 25 Stabilita ve smyslu Popova.

D 30 Strukturalni stabilita a analogické pojmy.

D 35 Stabilita variet feSeni.

34 E XX Asymptotika feSeni.
E 05 Asymptotické rozvoje.
E 10 Perturbace.

E 15 Singularni perturbace.
E 20 Metoda WKB.

34 F 05 Rovnice s ndhodnou proménnou.
34 G 05 Rovnice v Banachovych a jinych abstraktnich prostorech.
34 H 05 Regulace.

34 J XX Funkcionalni diferenciélni rovnice,
J 05 Obecna teorie.

J 10 Diferenc¢ni diferencidlni rovnice.

34 K XX Funkcionalni diferencidlni rovnice s odklonénym argumentem.
K 05 Obecna teorie.

K 10 Okrajové problémy.

K 15 Kvalitativni teorie.

K 20 Teorie stability.

K 25 Asymptotika feSeni.
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2 Zakladni nazvoslovi

2.1 Diferencialni rovnice

Diferencidlni rovnice je matematicka rovnice, ve které jako proménné vystupuji
derivace funkci. Diferencialni rovnice stoji v zakladech fyziky a jejich aplikace
najdeme ve vétsiné oblasti lidského védeéni.

Matematicka teorie diferencidlnich rovnic se zabyva existenci feSeni, jednoz-
nacnosti (¢ili zda je feSeni jedno), zavislosti feSeni na po¢ate¢nich a okrajovych
podminkach.

Ve fyzice a dalsich aplikacich je zajimavé zejména ziskdvani analytického
fegeni, tedy funkce y(z), ktera rovnici fesi. Pokud takova funkce nejde vyjadrit,

vstupuje do hry numerické feSeni diferencidlnich rovnic.

2.2 Typy diferencidlnich rovnich
Zékladni déleni diferencidlnich rovnic je podle typu obsazenych derivaci:

¢ Obyéejné diferencialni rovnice (ODR): jsou rovnice, obsahuji derivace
hledané funkce jen podle jedné proménné . Obycejnou diferencialni rovnici

n-tého fadu zapisujeme v obecném tvatu jako
F (myyyy(”)) =0 (1)

e Parcialni diferencialni rovnice (PDR): jsou rovnice, ve kterych se
vyskytuji derivace hledané funkce podle vice proménnych, tedy parcialni

derivace. Obecné lze parcidlni diferencidlni rovnici zapsat ve tvaru

Doy By 928 Derdws’ T Derdwy 923 9ah
(2)

2 2 2 2 k
F(wl,xz,...,xmz Oz 0z 0%z 0%z 0%z 0%z %z >:0

¢ Diferené¢ni algebraicka rovnice (DAE) je diferenciélni rovnice zahrnu-

jicich diferen¢ni a algebraické pozadavky, dané v implicitnim forme.

e Zpoidovaci diferencialni rovnice (DDE) je diferencialni rovnice ob-
sahujici funkce jedné zavislé proménné, derivace dané proménné a je zavisla

na pfedchozich stavech zavislych proménnych.

Kazda téchto kategorii je rozdélena do linearnich a nelinearnich podkategorii.

Pokud je dano m diferencialnich rovnic pro n neznamych funkci, pak

hovofime o soustavé diferencialnich rovnic.
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2.3 Rozdéleni diferencialnich rovnic

Diferencialni rovnice délime podle ruznych kriterii.

2.3.1 Podle zapisu

Funkce muzeme zadat riznymi zpusoby, nejéastéji analyticky, graficky a
tabulkou.

a) Analyticky

Analytickym predpisem rozumime zadéni funkce ve tvaru y = f(z), fikame,
ze funkce je zadana ezplicitnim vyjidFenim (explicitni funkce). Funkci mtzeme
vyjadiit také v implicitnim tvaru (implicitni funkce) jako F' (x,y) = 0. Dalsim
zpusobem je zapis v parametrickém tvaru (parametricka funkce) soustavou rovnice

x=f1(t),y= f2(t), kde ¢ je vhodny parametr.

b) Graficky

Pii grafickém zadéani funkci vyjadiime grafem.

c) Tabulkou (vycétem hodnot)

Funkéni predpis muze byt zadan také vy¢tem hodnot, ktery obvykle usporadame

do tabulky.

2.3.2 Podle ¥adu diferencialni rovnice

Rad diferencilni rovnice je fad nejvyssi derivace, ktera je v ni obsaZena. Za
fad soustavy diferencidlnich rovnic povazujeme hodnotu nejvyssi derivace, ktera
se v soustavé vyskytuje. Podle fadu byvaji diferencialni rovnice déleny na difer-
encialni rovnice prvniho fadu a diferencialni rovnice vyssich radu.

Prikladem diferencialni rovnice 1.fadu je rovnice:
a1y’ +aoy = b () 3)

Prikladem diferencialni rovnice 2.¥adu je rovnice:
azy” + a1y’ +apy = b (x) (4)

2.3.3 Podle linearnosti

Diferencialni rovnice, v nichZ se hledana funkce vyskytuje pouze linedrng, pricemz
se nikde nevyskytuji ani souc¢iny hledané funkce s jejimi derivacemi, ani souciny

derivaci této funkce, oznacujeme jako linearni diferenciilni rovnice. Také
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pocatecni a okrajové podminky musi byt linedrni. Pokud jedna z uvedenych
podminek neni splnéna, hovorime o nelinearnich diferencialnich rovnicich.

Linearni diferencidlni rovnice musi byt zapisovatelné ve tvaru:
any™ + apy (2)y" Y o+ ag (@)Y + ag () y = b(2) (5)

Nelinearni diferencialni rovnice je rovnice, ktera neni linearni. Tato véta
naznatuje, jak se pojednéva literatuie [8], Ze mohou byt razné “silné”
nelinearity. U diferencidlnich rovnic druhého #adu, pokud bereme rovnice sta-

cionarni (nezéavislé na ¢ase), rozeznavame tyto rovnice:

e rovnice semilinedrni nebo rovnice s kompaktni nelinearitou - linearni rovnice

s nelinedrnim ¢lenem, ktery zévisi na nederivované neznameé, napiiklad

0%z 0%z 0%z
—aix%“raix%‘f'aix%‘i‘g(z)_f (6)

kde g je spojitd nelinearni funkce, napiiklad g (2) = z3. Pfitom zélez{ na riistu

funkce g, nelinearita je slabé, pokud g se “pfili§” neli§i od linearni funkce.
o kwvazilinedrni rovnice - rovnice linearni pouze v nejvyssich derivacich

Z ao (x,2,D2) D% = b(x,2,Dz), (7
|a]=2

kde Dz je (klasickd) parcialni derivace
(0%2) [ (0x7 ... 0z{Y). (8)
Prikladem je rovnice minimalni plochy

(1 + zi) Zaz + 2222y 20y + (1 + zi) Zyy =0 (9)

o nelinedrni rovnice - rovnice nelinearni i v nejvyssi derivaci, obecné ji lze
napsat ve tvaru F (z, z, Dz, D?z) = 0. Modelovym piikladem je rovnice s

nelinearnim Laplaceovym operatorem tzv. p-Laplacianem (p > 1):

o (joeptes\ o (o tes) o)
Oz \ |0z Ox Oy \ |0y R

dy
ktery zobectniuje klasicky Laplaceuv operator v pfipadé p = 2.

e nelinedrni tlohou je i line4rni rovnice s neliendrni okrajovou podminkou.

e misto rovnosti miZeme pozadovast nerovnost; z rovnice (1) poté dostaneme
nerovnost, kterd uz je ilohou nelinedrni. Také v okrajovych podminkach

mohou byt nerovnosti.
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e 1lohy s volnou hranici. Uvazujeme vedeni tepla v prostiedi vody a ledu.
Poloha rozhrani vody a ledu je dalsi neundmou, kterou je nutno uréit, v
piipadé evolucnich tloh se toto rozhrani v ¢ase méni. Ve fyzice je takovym
prikladem t¥eba rust tenkych vstev.

e 1lohy s nezndmou oblasti jsou tlohy, ve kterych nezndmou je i oblast,
ve které rovnici uvazujeme. P¥ikladem je tloha optimalizace tvaru (opti-
mal design), kdy hledame optimalni tvar soucéastky; napiiklad tvar, kdy
souc¢éstka ma minimélni hmotnost, ale pii uréenych zatiZenich v ni napéti

nepiekroc¢i uréenou hranici.

2.3.4 Podle vyrazu na pravé strané

Necht 11 je diferenciélni rovnice n-tého ¥adu tvaru
any™ + apy () y Y 4 tay ()Y +ao (x)y =b(x), (11)

tedy rovnici (5).

Homogenni diferencidlni rovnice se nazyva diferencidlni rovnice, jejiz prava
strana je rovna nule, tedy plati b () = 0. Témto rovnicim se také nékdy fika
zkréacené.

Nehomogenni diferencialni rovnice je takova, jejiz funkce na pravé strané
je ruzné od nuly, tedy b(z) # 0. Takovy typ rovnice byvéa nékdy v literatuie
oznacovan jako uplné diferencidlni rovnice.

Je-li funkce na pravé strané rovna jedné, tedy je-li b (z) = 1, mluvime o této

rovnici jako o normované.

2.3.5 Podle koeficienti

Diferencidlni rovnice s proménngmi koeficienty je napi. rovnice (5), kde a; (z)
jsou koeficienty obecné zavislé na x. Jsou-li koeficienty konstanty, jesnéd se o
diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty. Homogenni rovnice n-tého fadu

m4é tvar:
any(") + anfly(n_l) +-+ay +ay=0 (12)

2.4 Reseni diferencialni rovnice

Za YeSeni (integral) diferencidlni rovnice (v daném oboru) povazujeme kaz-
dou funkci, kterd ma prislusné derivace a vyhovuje dané diferencialni rovnici.
ReSenim (integralem) soustavy diferencialnich rovnic je mnozina funkci

s derivacemi potiebného fadu, které vyhovuji vS§em rovnicim dané soustavy.
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ReSeni diferencidlnich rovnic délime na:

e obecné - Jako obecné feSeni oznacujeme takové feSeni diferencialni rovnice,
které obsahuje libovolnou integra¢ni konstantu. Graf funkce, kterd je
feSenim diferencialni rovnice, nazyvame integrdlni éirou diferencidlni
rovnice. Jestlize mame obecné feseni diferencialni rovnice, pak pii raznych
volbach konstanty dostavame rizna feSeni, a tedy i rizné integralni Cary.
Potom se jedna o soustavu integrdlnich car. Konstantu lze pokladat za

parametr této soustavy.

¢ partikularni FeSeni (Casteéné) - Partikularni (¢aste¢né) feSeni je feSeni
diferencidlni rovnice, které ziskame piifazenim urcité ¢iselné hodnoty kazdé
integra¢ni konstanté obecného FeSeni. Partikularni feSeni miZeme v p¥i-
padé jednoduchych diferencidlnich rovnic vypocitat analyticky. Nicméné
ve velkém mnoZstvi pfipadu je analytické feSeni pfilis obtiZzné a diferen-
cialni rovnice se fesi numericky. Partikularni feseni odpovida konkrétnimu
fyzikalnimu teSeni. Nap¥. pokud uvaZujeme barometrickou rovnici, tak
tlak pocatecni tlak pgurcuje dalsi tlaky v dané vysce. V obecném feSeni

pocatecni tlak nevystupuje.

¢ singularni (vyjime&né) - Néktera feSeni nelze ziskat z obecného feseni.
Takovéa teSeni, ktera se vyskytuji pouze u nékterych rovnic, popt. v nék-
terych bodech oboru, oznacujeme jako singularni nebo vyjimeéna. Sin-
gularni feSeni ma tu vlastnost, ze v kazdém jeho bodé je porusena jednoz-

nacnost. Graf singularniho feSeni se nazyva singuldrni integrdlni cédra.

2.5 Podminky

Obsahuje-li feSeni diferencialni rovnice r integracnich konstant, muzeme tyto

konstanty eliminovat a omezit tak obecné tfeSeni diferencidlni rovnice tim, Ze

budeme pozadovat, aby feSeni spliiovalo » podminek. Tyto podminky mohou

byt okrajové nebo pocatecni.

Podateéni podminky urcuji, jak mé vypadat funkce, popf. jeji derivace v
uréitém c¢asovim okamziku na celé oblasti, na niz diferencialni rovnici
fesime. ReSeni rovnic s po¢ateénimi podminkami oznacujeme jako Cauchy-

ovy lohy ( problémy ) nebo dlohy ( problémy ) s pocdtecnimi podminkami.
yo =y (x0), 4o =¥ (x0) (13)

Pocateéni podminky jsou castou situaci, ktera se ve fyzice Fegi. Mame danou
situaci na pocatku a zajima nas, jak bude problém vypadat béhem dalsich

¢asovych okamziki.
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Okrajové podminky jsou takové podminky, které musi funkce, popf. jeji

derivace splhovat v urcitych bodech. Tyto body obvykle lezi na okraji

oblasti, na niz diferencidlni rovnici fe§ime.

Okrajové podminky se vyskytuji tam, kde soufadnice vystupuji jako nezavisle

proménné. V publikacich [20] a [21] jsou popsany 4 typy okrajovych pod-

minek:

e 1. druhu - Dirichletova podminka: “Hodnota zavisle proménné v

misté xpje znamou funkci ostatnich soufadnic a ¢asu.”

— zadavame hodnoty na hranici oblasti (v pfipadé linedrnich

diferencialnich rovnic)

— Priklad: Koncentrace &astic v krabici Ny = 1027m3.

2. druhu - Neumannova podminka: “Hodnota derivace zavisle proménné
podle jedné soufadnice (napf. podle x v bodé& z¢) je znamou funkci

ostatnich soufadnic a ¢asu.”

— zadavame prostorové derivace funkce (v pfipadé linearnich difer-
encialnich rovnic)
— Priklad: Nulovy tok plochou 7 - 7 = 0, kde 7 je normalovy

vektor, 7 predstavuje tok a - zastupuje skalarni soucin.

3. druhu - Newtonova-Fourierova podminka: “Hodnota linearni kom-
binace hodnoty zavisle proménné z v bodé zq a jeji derivace podle x
v misté z( je zndmou funkei ostatnich soufadnic a ¢asu. Konstanty

a, b jsou koeficienty linearni kombinace.”

4. druhu - Vyjadiuje podminku rovnosti plosnych toka energie na
rozhrani mezi dvéma oblastmi v dokonalém styku, majici ruzné fyzikalni

vlastnosti.”

Prisné rozliSovani mezi pocateénimi a okrajovymi podminkami je zdivodnéno

predevsim tim, ze véty o existenci a jednoznacnosti feSeni pocateéniho resp.

okrajového problému je nutno formulovat rozdilnym zpusobem.
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3 Diferencialni rovnice prvniho radu

Vétsina fyzikalnich zédkont je formulovana ve formé diferencialnich rovnic. Jsou
to bud parcidlni nebo obycejné diferencialni rovnice. V této ¢asti se budeme
zabyvat oby¢ejnymi doferencidlnimi rovnicemi. Tyto rovnice nejéastéji popisuji
zéavislost fyzikalnich veli¢in na ¢ase. Hlavnim predstavitelem t&chto rovnic ve
fyzice jsou rovnice pohybové, které popisuji pohyb téles pod vlivem vnéjsich ale

i vzajemnych sil.

3.1 Rovnice se separovatelnymi proménnymi

Tato rovnice se da vyjadfit ve tvaru:

v =1r(x)-g()- (14)
Reseni diferencidlni rovnice lze provést nasledujicim algoritmem.

% - .. d £ s 1vs s o
Pievedeme diferencial 4’ na ¥ a pravé strana se vyjadii jakou soucin dvou

oddélenych funkci.

dy

=19 (15)

Upravime tak, aby byly na jedné strané rovnice pouze funkce jedné proménné

a zintegrujeme, ¢imz ziskdme vysledek pro funkci y.

/gcg)/f(w)dw (16)

Priklad:

Zadani:

/ Yy
=2 1
y=" (17)

Reent:
Nejprve pomoci algoritmu popsaného vySe nahradime diferencial y”
dy _y

dr =z y # 0. (18)

Ptedpokladame nenulovou funkci y. V pifipadg, Zze by funkce byla nulova, by i

difencial byl nulovy a jednolo by se o trivialni dlohu.

Upravime rovnice a integrujeme.
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JelikoZ mame neurcity integral, tedy nejsou stanoveny meze, nesmime
zapomenout, ze primitivni funkce je roz8ifena o konstantu cina levé starné a
c9 na strané pravé. Primitivnich funkci je nekone¢né mnoho, jedna se o kiivky,

které jsou “posunuty” pravé o danou konstantu, kterd je v po derivaci nulova.

Inlyl+c =lIn|z| + co (20)

JestliZe vime, Ze integra¢ni konstanta je libovolné &slo (urcitelné v

pocatecnich a okrajovych podminek), miZeme rovnice upravovat.

Inlyl =Infz[+c2 — (21)

Zavedeme jednotnou konstantu, kterou ziskdme slou¢enim obou jednotlivych
konstant. Z matematického hlediska se rovnice ani feSeni timto krokem

nezmeéni.

Cy —Cl =¢C (22)

Pomoci jednoduché matematické apravy dostaneme z puvodni konstantu tvaru
¢ konstantu tvaru (ne®. Opét jsme hodnotu nezménili, pouze jsme ji upravili

do tvaru, ktery ndm umozné lep§i manipulaci s rovnici.
Inly| =In|z|+Ine° (23)
Upravime pravou stranu podle véty o souctu logaritmi, tedy Ze soucet
logaritmu o stejném zékladu je roven logaritmu soucinu o daném zakladu.
Inly| =Ine’|z| (24)
Provedeme substituci, kdy nahradime vyraz e® a zavedeme oznaceni k. Jedna
se pouze o formalni tupravu.
e =k (25)

Vysledné feSeni dostavame tedy ve tvaru:



3.2 Rovnice homogenni

Homogenni diferencialni rovnice je rovnice zapsatelna ve tvaru

=r(%) 27

y=1(%) (27)
Rovnici fesime pomoci substituce
Y

==, = ux. 28

u=t = (25)

Nasledné zderivujeme (28) a dostavame

y =u'z +u. (29)

Dosadime do rovnice (27)

Wz +u=f(u). (30)
Opét upravime, abychom osamostatnili diferencial.

o = 1B (xif = (31)

Timto postupem jsme dostali diferencialni rovnici prvniho fadu se separovatel-

nymi proménnymi, jejiz feSeni je popsané v (3.1)

Priklad:

Zadani:

xy = ylng (32)
T

Reseni:
Nejprve prevedeme danou rovnici do tvaru diferenciadl y na levou stranu

rovnice a zbylé funkce na stranu pravou. Dostavame tedy rovnici

y = LY. (33)
x
Nyni pouzijeme substituci
Y
== 34
u=?, (34
upravime a dostadime do ptvodni rovnice.
y =u'zr+u (35)
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Wr=ulnu—u (36)

Ziskali jsme rovnici se separovatelnymi proménnymi, kterou budeme fesit preve-

denim diferencialu na derivaci.

, ulnu—u
x

du ulnu—u
_— = (38)
dx x

Pokud méme rovnici v tomto tvaru, muzeme ji integrovat.

Jiwn=1% (39)

Musime zohlednit podminku, abychom nedostali ve jmenovateli nulu, zavedeme

proto podminku

u(lnu—1)#0. (40)

Po integraci dostavame

Inllnu—1|=lInx +Ine. (41)

V z&jmu piehlednosti zavede substituci

e = k. (42)

Upravime soucet logaritma na logaritmus soucinu

In|lnu—1|=Ink|z| (43)

a odlogaritmujeme obé strany rovnice

Inu—1=kuz. (44)

Potteujeme zjistit, jak vypada funkce u, tedy ji osamostatnime

Inu=kx+1. (45)

Odtranime logaritmus

u = efrtt (46)

a dosadime obracenou substituci
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Y _ ket 47
S =¢ . (47)

Upravenim dostédvame vyslednou rovnici
y =2 prok € R. (48)

3.3 Rovnice tvaru ¢y = f (ax + by + ¢)

Rovnice tohoto tvaru feSime pomoci substituce

u=az+by+c. (49)

Rovnici zderivujeme a upravime, ¢imz dostaneme nésledujici rovnice.

u =a+by (50)

V== (51)

Timto postupem jsme ziskali rovnici se separovatelnymi proménnymi, feSeni
podle (3.1).

Priklad:

Zadani:

y = (2 +y)’ (52)
ReSent:
Srovnadnim s obecnym tvarem zjistime, ze hodnoty jednovych koeficienti
jsou
a=2;b=1;¢c=0. (53)

Substituce po dosazeni hodnot vypada nasledovné

u=2z+y. (54)

Zderivujeme a upravime tak, aby na levé strané stal samostatny diferencial y.

u=2+y (55)

y =u —2 (56)
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Do puvodni rovnice dosadime rovnice (55) a (56)

' — 2=’ (57)

Opét izolujeme diferencial a dosadime za diferencial derivaci

u =u? 42 (58)
du 9

— = 2. 59
ot (59)

Proménné separujeme a integrujeme.

/%:/dx (60)

Zintegrujeme nejprve levou stranu. Vyraz upravime,aby jej bylo mozné inte-

grovat.

/ du V2 / du V2 " U (61)
== | 5 = S-arctg—=

u? 42 2 (%) 41 2 V2

Po integraci obou stran rovnice dostavame

2
iarctgl +c=z+co. (62)

2 V2

Zavedeme substituci a nahradime obé& integra¢ni konstanty jednou.

U
arctg— =2z + k 63
975 (63)
Upravou izolujeme proménnou .
= —tgV2+ k (64)
V2

uw=2 (tgx/ix + k) (65)

Dosadime za substituci (54).

2 +1y =2 (tgﬁ:z: + k) (66)

Upravime a dostaneme hledanou vyslednou rovnici pro y

y=V2(tgv2r+k) - 20 (67)
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3.4 Rovnice tvaru ¢/ = f <%>

U téchto rovnic rozliSujeme tii typy feSeni.

1) e=C=0

, ax + by a+be
- ~ 7 ) = -z 68
Y f(AaH—By) f(A—i—BZ (68)
Timto jsme rovnici pfevedli na rovnici homogenni, jejiz feSeni jsme rozebrali

v 3.2.

a b
A B

2)

y' = g (ax + by)

pouzijeme substituci u = ax + by

nebo
y' = g (Ar + By)

poté pouZijeme substituci u = Ax + By

a b
3 0
V4 5|7
r=u+k
= l
Yy=10+ (69)
dr = du
dy = dv
k,l volime tak, aby
k 4+ bl =0
ak + 0t + ¢ (70)
Ak+Bl+C =0
dv au + bv
R vt 1
du f<Au—|—Bv) (1)
Reseni nalezneme ad 1) v sekei 3.4.
Priklad
Zadéni:
, r+y+1
- J = 2
Y T ety —1 (72)
Reseni:

Nejprve uréime, o ktery typ se jedné, spocitame tedy nésledujici determi-

nant.
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=2-2=0
2 2

Zjistili jsme, Ze se jedna o druhy typ, rovnice tedy miuZzeme piepsat do tvaru

;L z+y+1
Yo @ry -1

Pouzijeme tedy substituci v = x + y.
W=1+y =y =u -1
A dosadime do upravé rovnice (73)

o 1= u-+1
S u—1

Osamostatnime diferenciil a nahradime jej derivaci.

, u+1
— 1
Y=g 1"

du 3u

dr ~ 2u—1

Separujeme neznamé a integrujeme

2u—1
/u3u du:/dx.

Po integraci nesmime zapomenout na integrac¢ni konstantu c.

2 —lln|u|—x+c
3¢ 3=

Nyni jiz staci dosadit pouzitou substituci a ziskdvame vyslednou rovnici

2 1
g(x+y)—§ln|(x+y)|:x+c.

3.5 Rovnice linearni

Je rovnice zapsatelné ve tvaru

Y 4+px)-y=q(x),

kde p (x), g (x) jsou spojité funkce na zkoumaném intervalu.

(73)

(75)

(78)

(79)

(81)

Je-li ¢(z) = 0, potom hovofime o zkracené LDR, kterd ma separovatelné

preménné.
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Je-li ¢ (x) # 0, hovofime o tuplné LDR, jez se da fesit pomoci dvou metod,

Lagrangeovou metodou variaci konstant a Bernouliovou substituci.
Metody feSeni:
e Lagrangeova metoda variace konstant

1. Ur¢ime obecné feSeni piislu§né zkracené linearni diferencialni rovnice

Y +p(x)-y=0, (82)

ozn.

j=C.e Jr@dr (83)
2. Obecné teseni tuplné linearni diferencialni rovnice hledame ve tvaru

kde C (x) je funkce.

Rovnici (83) zderivujeme a dostavame

Y = () e [P O () IO (), (84)

Dosadime do zadani ¢’ + p (z) -y = q (x)

C' () TP 0 (@) e TP p (@) 4p (2)-C () -e~ T 7% = g (2) (85)

Z prvniho ¢lenu piredes§lé rovnice zjistime, 7e derivace konstanty C, mé

C' () = P g (2) (56)
C(z) = /efp(m)d”” cq(z)de+ K (87)

([ eIr@ 1) da e
Yy (/ q(x)d +K> (88)

e Bernouliova substituce

Predpokladame, Zze obecné fefeni linearni diferencialni rovnice

Y +p(x)y=0 (89)

mé tvar
y(z) =u(z) v(z). (90)
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Toto obecné fefeni a jeho derivaci y' = v’ - v + u - v' dosadime do zadani

vevtu-v +u-v-op(x)=q(x) (91)
oot fuev buevp (@) = g (2) (92
uevtus [ +vep(a)] =g () (93)

Zavadi se volitelnd podminka v’ + v - p(x) = 0.

v = Jr@)de (94)

Dosadime do rovnice a dostaneme v’ - e~/ P(®)d — ¢ (1)

u= /efp(”)d”~q(x) de + K (95)
u= (/efp(m)dx-q(x)da:—&—l() e [ p@)de (96)
Pozn. Jak si miZeme vSimnout, pocitané integrdily vyjdou v obou pripadech
stegnée.
Priiklad:
Zadani:
Y + 3y = bz (97)
Reent:
Zavedeme substituci
y=u-v. (98)

Zderivujeme a dosadime do zadani.

y=u - v+u-v (99)
wvtu-v +3u-v =5z (100)

Upravime vytknutim
u v+ u- (v 4 3v) = bz, (101)

Zvoléme podminku v’ + 3v = 0 a po upravé
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v = —3wv.

Nahradime diferencial derivaci

a zintegrujeme, ¢imz dostaneme

[5= [ s
v

Inv=-3z

Dany vysledek odlagaritmujeme
Dosadime do (101)

a nasledné integrujeme

u = /5$'€31d1' =

Dosadime do zavedené substituce (98)

a = bx a =5

Y = eSz b= %631

1
y= ge?’”’ <x . 3) e 37,

Po algebraické upravé dostaneme feSeni ve tvaru

_5 _5
Y73% 79

Priklad:
Zadani:

2x

/ 2
= 1
Yy 221 y=z"+

Regeni:
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(104)
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(106)
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Jednéa se o uplnou linearni diferencialni rovnici prvniho fadu, kde

2z
Pl ="ty
a
q(x) =2 +1.

Ukazeme feSeni této rovnice pomoci obou uvedenych metod.

1) Nejprve pomoci Lagrangeovy metody variace konstant
Prislusna zkracena linearni diferenciani rovnice mé tvar

, 2z

2" u=0.
2 +1 y

)

Nalezneme jeji obecné feSeni ve tvaru

:g — Ce—fp(a:)dz

)

tedy

2z
/p(x)dm:—/mdx: —ln|x2+1| = —In (2% +1)

cheln($2+1) _— g:C(xQ_'_l)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

Variance konstanty: obecné feSeni tplné linearni diferencialni rovnice hledame

ve tvaru

y=C () (2”+1),

odkud plyne

V= C' (@) (& +1) + C ()20

po dosazeni do dané rovnice dostaneme

2x

C(z)(z*+1)=2"+1

C'(2)(®+1)=2>+1 = C'(z)=1 = C(z) =z +K.
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Tedy obecné feSeni méa tvar

y=(z+K)(z*+1).

2) Nyni provedeme FeSeni pomoci Bernoulliovy substituce.

Obecné feSeni hledame ve tvaru y (z) = u (x) - v (x) . Ze vztahu

Y = uv

po derivaci plyne

/ !/ !/
Yy =uv+u-v,

a po dosazeni do dané rovnice dostaneme

2
u/v+u~v’f27x+1ou~v:x2+1,
T
odtud po tpravé
2
u~v'+v<u’—332j_1~u) =22+ 1.
Volitelnd podminka pro funkci
2x
/ —
u (,I) — m . O7

vede k soustavé rovnic
w-v' =22 +1

, 2z
u_i.
2 +1

(122)

(123)

(124)

(125)

(126)

(127)

(128)

(129)

Druha z téchto rovnic (129) je zkracend linearni diferencialni rovnice pro nezné-

mou funkci u (z) a jeji feSeni lze zapsat ve tvaru
U= e—fp(;c)d;c7

tedy

u=2x>+1.

Dosazenim této funkce do prvni rovnice (128) soustavy dostaneme

(a:2—|—1)~11’=332+1 = vV =1 = v=z+K

Obecné feseni jsme hledali ve tvaru y = u - v, tedy po dosazeni
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y=(2+1) (z + K). (133)

Jak vidime v obou piipadech ndm obecné feSeni vyslo stejné. Volba metody

feSeni je tedy zcela na nés, na vysledek nemé vliv.

3.6 Rovnice Bernoulliova
v +p)-y=y" q2), (134)

kde m € R, m # 0, m # 1, funkce p(z), ¢ (x) jsou spojité na zkoumaném
intervalu a plati ¢ (x) # 0. Bernoulliovu diferencilni rovnici pfevadime sub-

I=m na linearni diferencialni rovnici.Je-li m > 0, potom funkce

stituci z = y
y = 0 je feSenim Bernoulliovy diferencidlni rovnice. Podobné jako u linearnich

diferencialnich rovnic muzeme feSeni hledat ve tvaru y = u - v.

y +p@)-y=y"-qx) /:y" (135)
y  p@)-y
— + =q(z 136
T o () (136)
Yoy () -yt =g (x) (137)
Zavedeme substituci a = y'~™. Nyni provedeme derivaci a’ = (1 —m)-y~™ /.
Dosadime substituci do rovnice (137) a dostaneme
/
+p(@)-a=q(x) (138)

1—m

Substituci jsme pievedli danou rovnici na rovnici linearni, jejiz feSeni nalezneme

vyse v (3.5).
Priklad:
Zadani:
Y +y=x-\y (139)
Reseni:
y=x-Vy—y Jy#0 (140)

Funkce y je nenulové, muzeme tedy délit jeji druhou odmocninou. Dle pravidel

0 poCitani s mocninami, muzeme druhou derivaci zapsat také jako
Vi =yt (141)
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Po vydéleni dostavidme rovnici tvaru

<

=—y2 +ux. (142)

[N

<

Dle navodu zavedeme substituci

(143)

S
I
<
Nl=

a zderivujeme

a'—1 Cey”
—2y Yy 2.

Z piedeslé rovnice jsme vyjadiili ¢ a nésledné jsme dosadili rovnice (143) a

Nl

(144)

(144) do rovnice (142). Takto dosatneme rovnici

/

=—a+uz. (145)

-

N

iy 2.y

Po algebraické upravé vypada rovnice nasledovné

1 1
!
a=——a+ -z 146
50+ 3 (146)
Nyni vyfesime tuto linedrni rovnici pomoci Bernoulliovy substituce. Dle

predepsaného postupu vynésobime

1 1
a = —5at+ 5@ ) e S made (147)
a e’ + 1a e =g 3" (148)
2 2

Leva strana miize byt pfepsané do tvaru derivace.

/(a-e%m)l :/%m-eéz (149)

Integraci zderivované funkce ziskdme funkci samotnou. Pravou stranu zintegru-

jeme.

_1 r_ 1
1$-e29“’d:£— 211: b 2, —g-e2® — [ 2%y = x- 3% — 2e3”
2 vV =e2% p=2.e2%
(150)
Musime p¥idat integra¢ni konstantu. Rovnice tedy nabyla tvaru
1 1 1
a-e2® =g-e2% —2e2% + (. (151)
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Osamostatnime proménnou a vydélenim vyrazu v soucinu
_1g 1, 1,
a=e 2. (z-e2¥ —2e2* +(C (152)
a po upravé dostdvame rovnici

a=x-2+C e 3" (153)

Odstranime substituci, tedy dosadime do rovnice (143)

yr=x-24+C-e 3" (154)

a algebraicky upravime. Dostaneme feSeni v podobé
N2
y:(x—2+c.e*ﬂ> . (155)

3.7 Rovnice exaktni

Jedné se o rovnici ve tvaru

P(z,y)dz+ Q (z,y)dy = 0. (156)

Rovnici tohoto tvaru nazyvame exaktni, je-li jeji leva strana (zvana nékdy
Pfaffova forma) totalnim diferencidlem funkce F' (z,y), kterou nazyvame

kmenovéa funkce.
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F(x,v)

OF(x,y) CH(x, v)

-
oP(x,y) O°F(x,y) 0Q(x,y)
oy axOy Cx

Obrazek: Schéma exaktnich rovnic

Diferencialni rovnice (156) je exaktni, je-li

dP dQ
>z = 157
dy dx (157)
Urceni kmenové funkce:
Nejprve zintegrujeme P (z,y) podle proménné z, protoze jak je vidét na

schématu vyse, funkce P (z,y) vznikla derivaci podle této funkce. Tedy
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F(e,y) = / P(z.y)dz + o (y). (158)

Jelikoz jsme integrovali neur¢ity integrél, dostavame primitivni funkei plus kon-
stanta C. ProtoZe jsme integrovali podle proménné z, konstanta C nemuZze
zéviset na proménné x, ale muze zaviset na proménné y, proto jsme misto C
pouzili jako konstantu ¢ (y).
Kvuli piehlednosti oznac¢ime U (z,y) = [ P (z,y)dz. TakZe rovnice (158)
nabude tvar
dFdU  dy

F(.’l?,y) = 5

== . 159
dy dy dy (159)

Nyni vyuZijeme druhou funkci, @ (x,y), o které vime, 7e vznikla parcialni derivaci
kmenové funkce podle proménné y. Proto zderivujeme rovnici kmenové funkce
(158), ziskanou predchozi integraci, podle y. Po algebraické upravé bude jeji

tvar

— =Q(z,y) - ——. (160)

Pokud dosadime do rovnice (159), ziskdme hledanou kmenovou funkci F' (x,y).

Priklad:
Zadani:
z-dr+y-dy=0 (161)

Reseni:
Nez pristoupime k samotnému feSeni rovnice, musime ovérit, zda se opravdu

jedné o exaktni diferencialni rovnici.

P d
—o = L _,

- = = 162
dy dx (162)

Overili jsme, Ze se opravdu jedna o exaktni rovnici. Toto ovéfeni musime provést
vzdy, pokud si myslime, zZe dané rovnice je exaktni. Pouzijeme z ndvodu rovnici
(158) a dostaneme

22
/:cdx = o). (163)
Nyni potfebujeme uréit, jak vypada funkce ¢ (y). Pomoci (160) zjistime, Ze

dp _

— 164
ay =Y (164)

protoze U neni zavislé na y, tedy derivace bude nulova
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— =0 165
o (165)
Tedy po integraci je
2
Y
v y) =3 (166)

Dosazenim do (163) ziskame vyslednou kmenovou funkei ve tvaru

2 2
F(x,y):%+%:0. (167)

3.8 Integracni faktor

Neni-li Pfaffova forma, tedy leva strana rovnice (156) , totalnim diferencidlem
nékteré kmenové funkce, nasobime tuto rovnici (156) takovym faktorem
uw = p(xz,y), abychom dostali exaktni diferencidlni rovnici. Faktor p se pak

nazyva integraéni faktor, nebo Eulertv multiplikator. Pak rovnice

p,y) - P, y)de+ p(,y) - Q (x,y) dy =0 (168)

je exaktni, a plati

9 (pP) _ 0(pQ)

= 1
Jy ox (169)
neboli po derivaci plati
ou oP ou oQ
P— — =Q— —_—. 170
dy a dy Ox K Ox (170)
Po kratké algebraické apravé dostaneme rovnici
oP 0Q ou o
— =) =EQ-="P 171
a ( Oy 033) Ox Oy (171)

Timto jsme dostali pro integrujici faktor p parcidlni rovnici (171), jejiz FeSeni
muzeme integrujici faktor p uréit pomérné snadno. Je to zvlasté v téchto dvou
piipadech:

a) Integrujici faktor p = p(x), tj. zavisi jen na argumentu z. Pak je g—‘; =0,

takze rovnice (171) je pak tvaru

P _ 9QY _ nHou
dy oxr | T % ox

neboli

w_ 1 <ap - aQ) dz. (172)



Protoze leva strana této rovnice je funkci jen argumentu z, musi totéz platit i o
pravé strané. Je-li naopak prava strana rovnice (172) funkei pouze argumentu

x, pak je p = p(x). V tom p¥ipadé plati

1 /0P 0Q
l = ==——-—=—)dx. 173
=[5 (5@ 1)
b) Integrujici faktor u = u (y), tj. zavisi pouze na argumentu y. Pak je g—‘; =
a rovnice (171) pfejde v rovnici
oP o0Q\ _ o
(8- %2) =Py
neboli
0 1 /oP 0
op_ 1 (90 _0Q), (174)
I P\Jy Oz

Zde je leva strana rovnice zavisla pouze na y, a tedy i prava strana musi zaviset
jen na argumentu y. Je-li naopak prava strana rovnice (174) funkci pouze ar-

gumentu y, pak je téz u = p(y).

Priklad:
Zadéani:
(y+y*)de+ (z-y* +2+1)dy =0. (175)
Reseni:
Zde mame oP 00
1432y —1=242 £0. 176
9 Oy +3y° —y Y- # (176)

Proto se pokusime pouzitim vztahta (172), popf. (174) uréit integrujici faktor

. Prvné vypocteme

lop 0@\ _ 2 (177)
Q\oy 0x) x-y24x+1’
1 /oP 0Q\ 292 2y
P<8y_8x>_y+y3_1+y2' (178)

V druhém piipadé je uvedeny vyraz funkci pouze argumentu y, takze podle
(174) plati

1
14+y%

2
In|p| = —/ L dy=—In(1+y*) =1In (179)

1+y?
Je tedy
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= 180
ey (180)
Piislu§né exaktni rovnice je tedy tvaru
1+y° 2 1
A ‘Z) WA gy =0 (181)
1+y 1+ y?
neboli po upravé
1 p—

pfitemz je %—I; =1= %. Nyni pouzijeme funkce P = y, Q = z= + ﬁ k

vypoc¢tu kmenové funce.

F(z,y) = /ydm +/ (O + 1+1y2> dy. (183)

Hledané obecné feseni je tedy

x-y+arctgy = C. (184)

3.9 Clairautova rovnice

Tato rovnice je tvaru
y=z-y +f) (185)

a) Obecny integral této rovnice je tvaru
y=C-z+ f(C) (186)

a dostaneme jej tak, Ze do rovnice (185) dosadime misto y~ konstantu C.

b) Singularni integral této rovnice se dostane (pokud existuje) jako obdlka
soustavy piimek
y=C-z+f(C), (187)

které pfedstavuji obecny integral této rovnice.

Priklad:

Zadani:

y=z-y + (v —y"?) (188)

ReSeni:

37



Jde o Clairautovu diferencialni rovnici, takze jeji obecny integral je tvaru
y=C-x+C—C? (189)

Piislusny singularni integral dostaneme jako obalku pravé urcéené soustavy in-
tegralnich ¢ar. Jeji rovnici dostaneme vylou¢enim parametru C z této rovnice

a z rovnice, kterd vznikne jejim derivovanim podle C, tj. z rovnice

0=x2+1-2C, (190)
takze )
C:§(x+1). (191)

Dosazenim za C uvedené hodnoty do rovnice (189) dostaneme rovnici
y==(x+1)>. (192)

Poznamka:

Diferencialni rovnice Clairautova patfi mezi diferencidlni rovnice prvniho
Fadu, které jsou vzhledem k derivaci y’ vyjadreny implicitné, tj, ve tvaru
F(z,y,y) = 0. Tyto rovnice lze ndkdy fesit tim, Ze z nich y'(explicitng)
vyjadiime, tj. uréime ve tvaru y' = f(z, y). Nékdy vsak toto vyjadieni je
velmi sloZité, popf. je nelze urcit (v koneéném tvaru vzhledem k elementarnim
funkcim). V tom pfipadé pouZivame jinych metod. Pomérné jednoduchym
zpusobem lze Fesit nasledujici Lagrangeovu rovnici, jejimz specidlnim piipadem

je pravé uvedena Clairautova rovnice.

3.10 Lagrangeova rovnice

Rovnice typu
y=xh@)+f). (193)

Tuto rovnici Fesime tak, Ze ji derivujeme podle x a polozime ' = p = p(x),

¢imz ji pfevedeme na nezkracenou linearni diferencidlni rovnici prvniho fadu.

Priklad:
Zadani:
y=2xy +y? (194)
Resent:
Po derivaci dané rovnice podle z a dosazenim y' = p = (x) obdrzime rovnici

dp
dx

dp

32
+pdaz

p=2p+2 (195)
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neboli

dp 2
— (2 3 = —p. 196
7 (22 43p%) = —p (196)
Odtud pro p # 0 méme
2
dr 22 g, (197)
dpp

Dostali jsme nezkracenou linedrni rovnici pro x = z (p). Prislusna zkracena
rovnice méa obecny integral
r=Cp 2 (198)

e Pozn. Pro dalsi feSeni této rovnice pouzijeme metodu variace konstant.
Metoda variace konstant pro feSeni uplné linearni diferencialni rovnice

Mgjme linearni diferencialni rovnici
a2y” + a1y’ +agy = B (). (199)
Nejprve vyfesime zkracenou diferencidlni rovnici
a2y’ + a1y + apy = 0. (200)

Jeji feSeni je
y=Cr -y (x) +Ca-y2 (2). (201)

Obecné feSeni uplné linearni diferencidlni rovnice ma tvar

y=Ci(2) -y (2) +C2(2) - y2 (2) . (202)

Derivujeme ho a dostaneme

y'=C1(2) -y (2) +Cr () -y (2) + Oy (2) - 92 () + C2 () -y () . (203)
Vhodna volitelna podminka
Cy(z) y1 () +Cy(x) - y2 () = 0. (204)

Potom je
y' =Cr(x) -y (x) + Co(x) -y (2). (205)

Opét derivujeme
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y'=C1(2) -y (2) + Cr (2) -9y (2) + C2 (2) -3 (2) + C (2) - g5 (2) - (206)

Derivace 3", y' a y dosadime do zadané diferencialni rovnice a po upravé

dostaneme

01(Ag-yT—I—Al~y'1—|—Ao-y1)+Cg(A2-y5+A1'y'2+A0'y2)+

| | | | (207)
+A (01 Y1 +Cy '92) = B(z)
Ay + Ay + A 1 =0 (208)
Ay -yo+ A1 yy + A9 y2=0 (209)
tedy
A (Cy -y +Cy - 4) = B(a) (210)
| | | | B €T
(01 Y1+ G '92) = # (211)
2
Dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznadmych
Cy (@) 1 (2) +Cy(x) - 92 () = 0 (212)
L B (x
Cr-m+Cyyy = ;) (213)
2
Soustavu rovnic (212), (213) fesime Cramerovym pravidlem.
w=| " (Ix) b2 Sx) (214)
Y1 Y2
0 y2(z)
W= p | (215)
A, Ya
0
| B(x)
h A,
Determinanty W, W7, W5 nazyvame Wronskiany.
W Wi

40



SR R L o

Nesmime zapomenout dosadit do (201).

Proto obecny integral rovnice nezkracené bude (podle metody variace kon-
stanty) tvaru z = C (p) p~2. Jeho dosazenim do predeslé rovnice obdrzime

Opgp) = —3p. (219)
Odtud je
C (p) = —3p” (220)
a tedy
C(p) = *Zp‘l +C. (221)
Proto 5
T = —1p2 +Cp 2 (222)
a dale
y =2px+p°. (223)

Tyto rovnice vyjadiuji hledany obecny integral v parametrickém tvaru (pro

p #0). V pfipadé p = 0 obdrZime z dané rovnice y = 0, coZ je dalsi FeSeni.
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4 Diferenciilni rovnice druhého radu

Kvalitativni teorii rovnic 2. fadu dal zaklad v roce 1836 J. C. F. Sturm svym
slavnym pojednanim “Mémoire sur les équations différentialles linéaires du

second ordre”, v némz studoval oscila¢ni vlastnosti feSeni a odvodil srovna-
vaci véty, které hraji v celé teorii prvofadou tlohu. Na jeho vyzkumy navézal
J. Beernoulli, ktery se v obdobi 1835 - 1841 zabyval feSenim okrajového pro-
blému (tzv. Sturm-Liouvilleova). Odtud vzeSel podnét ke studiu asymptoti-
ckych vlastnosti uzitim integralnich rovnic. Za zminku stoji skutecnost, Ze
teprve v 1. poloviné 20. stoleti se dostala teorie diferencidlnich rovnic 2. fadu
opét do stfedu pozornosti a v dnesni dobé tvoii jednu z jejich nejrozséhlejsich

a nejpropracovanéjsich disciplin.

Nyni se podivame na feSeni nejjednodussich pripadu obycejnych diferencial-

nich rovnic druhého radu.

4.1 Diferencialni rovnice typu y”’ = f (z)

Tato rovnice se fesi postupnou dvakrat opakovou integraci. Pti kazdé integraci
dostaneme jednu libovolnou konstantu, takze obecné feSeni rovnice

9

y” = f (x) obsahuje dvé integratni konstanty Je
v = [T@dstCi=F@)+e (224)

kde F (z)je primitivni funkce k funkci f (z); odtud obecny integrél rovnice
y' = f(z)
Y= /F (l‘) dr + Cix + Co (225)

Priiklad:

Té&leso bylo vrzeno svisle vzhiru rychlosti v (> 0). Ur¢ime zékon tohoto
pohybu s (t) pro pocate¢ni podminky: s (0) =0, s” (0) = v, nebudeme ptihlizet
k odporu prostiedi. Zrychleni u tohoto pohybu je stalé, tento pohyb je dan

rovnici
d2
Ej =a (a = konst). (226)
V tomto piipadé je a = —g; tedy
d%s
as _ . 227
i g (227)

Je
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d
s'z—sz—g/dt:—gtJrCl, (228)
dt
1
SZ/(-Qt+C1)dt=Clt— 59152-1-02. (229)

Z pocatecnich podminek plyne jak C7 = v, tak Co = 0. Zékon svislého vrhu

vzhuru uréuje partikularni integral rovnice (227)

1
s =uvt — 59152, (230)

kde v je pocatecéni rychlost vrzeného télesa.

4.2 Diferencialni rovnice typu v’ = f (y)

Zde funkce f nezavisi ani na z ani na y’. Je to tedy specidlni p¥ipad rovnice
tvaru 4.4, ale rozeberu jej oddéleng, protoze se vyskytuje v fadé problému
mechaniky.

Rovnice tohoto typu se fesi tak, Zze nejprve vynasobime obé strany rovnice
funkei y 7, bude

vy =f) -y (231)
Odtud plyne
ey =vrw (232)
2 ) Y Y
neboli
W) =2 [ [y +Ci = F )+ (233)
Je tedy
:EL =dz (234)
VE (y) +Ch
a odtus dostaneme g
Y
achC’g:/i. (235)
VF(y)+Ch
Priklad:
Jako piiklad pouziti rovnice typu y” = f(y)je popis rovinného matema-

tického kyvadla, tj. hmotného bodu o hmotunosti m zavéseného na (nehmotné)
niti délky . Pokud chceme popsat vykyv ¢ od svislé polohy jako funkci Casu,
© = p(t), dojdeme k rovnici rovnovahy sil

ml (t) + mg sing (t) = 0, (236)
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kde g je gravita¢ni konstanta, a odtud k diferencialni rovnici (vydélenim obou

stran rovnice vyrazem ml)

g
l

Pro malé vykyvy lze siny nahradit hodnotou ¢ a dostaneme tzv. linearizovanou

@+ =sinp = 0. (237)

rovnici

9
l

Tuto rovnici budeme schopni pozdéji fesit.

$+20=0 (238)

Podle uvedeného postupu rovnici
mlp = —mg sing (239)
funkei pke vztahu
mlPp = —mg sinpy (240)

dany vztah zintegrujeme a vynasobime ¢islem I, dojdeme tak ke vztahu
%IQQbQ —mgl cosp = C, (241)

coz je diferencidlni rovnice prvniho fadu. Oznacéime-li E = mgl + C, muzeme

posledni vztah prepsat takto:

%ZZL,bQ —mgl (1 —cosp) = E, (242)

coZ je tzv. energetickd véta. Zde je Ey;p = %l%bz kineticka energie,
Epot = mgl (1 — cosp) potencidlni energie. Regeni vede na vypotet integralu

tvaru

d
/ S (243)
sin?§ — sin?%

kde aje jisty parametr, 0 < o < 7. Tento integral nelze spocitat elementarnimi

metodami, lze ho vSak prevést na integral tvaru

s dt
F(5s) = [ L (244)
2 0 +/1—sin?§sin?t
coZ je tzv. elipticky integral prvniho druhu. Hodnoty funkce F' lze najit
v tabulkach a pomoci inverzni funkce F~'dojdeme ke vztahu
@ (t) = 2arcsin [k sinF~! <g, ‘?tﬂ , (245)
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kde k = sing.

4.3 Diferencialni rovnice typu 4y’ = f (z,7/)

Zde se funkce f vyskytuje nezdvisle na proménné y. Zavedeme-li novou nezna-

mou funkei z vztahem

z(z) =9y (x) (246)

dostaneme pro z rovnici
Y= f(w,2) (247)

tj. diferencialni rovnici prvniho fadu. Vzhledem k pocateénim podminkim

(z0) = Yo
) . (248)
Y (z0) = Yo
roziesime nejprve pocatecni ilohu
z(x0) =y (x0) = yp (249)

a hledanou funkci dostaneme z (246) piimo integraci, pfi¢emz vzhledem k prvni
podmince v (248) bude

x

y(x) =yo + / z () dt. (250)

0

Priiklad:
Méjme lano upevnéné na dvou bodech A, B a pusobenim zemské tiZe prohnuteé.

Tuto situaci popisuje diferenciélni rovnice tvaru

Y =a\/1+ (y)°. (251)

Konstanta a je urcena vlastnostmi lana (jeho prufezem, specificku vahou atd.).
Regeni rovnice (251) se nazyvé fetézovka.Dle vyse popsané postupu pouzijeme
substituci (246) a dostaneme rovnici tvaru (247), tj.

2 =av1+ 22 (252)

a metodou separace proménnych zjistime, ze
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z (z) = sinh (ax + Cy) .

Podle (250) je tedy fetézovka popséna funkci

1
y(x) = acosh (ax + C1) + Cs.

(253)

Hodnoty zatim libovolnych konstant C7, Cs urcéime pomoci soufadnic boda A

a B.

4.4 Diferencialni rovnice typu vy’ = f (y,v')

Zde tedy funkce f nezévisi na proménné z. Budeme predpokladat, ze derivace

FeSeni, tj. funkce y~, kterou zatim nezname, je nenulova, tj. bud vSude kladn4

nebo v8ude zaporna. Pak je funkce y ryze monotonni a existuje tedy funkce k

ni inverzni

r=g(y).

Zavedeme-li novou funkci p = p (y) predpisem

bude
dp dg 1
/ 79 2
pP\Y)=—=Yy QG\Y)) =y 9\)) —F/—=>
W) =g =v ) L =v (9l) o
nebot podle pravidla o derivovani inverznich funkci je
Y W)= = = —
dy by (g) ply)

Protoze
v =fwy)=1r(yp),

dostavame pro funkci p (y)diferencialni rovnici prvniho fadu
1
Y =-fyp).
p

Priklad:

THyperbolicky sinus je definovan vztahem

sinhx = % (ez - efz) .
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Uvazujme mechanicky kmitajici systém, tvofeny hmotnym bodem o hmot-
nosti m a pruzinou o tuhosti k. Vykyvy hmotného bodu ve sméru osy z v ¢ase ¢
oznalime z (t) .Bereme-li v Gvahu tlumeni, tmérné ¢tverci rychlosti (s konstan-

tou umérnosti ¢), dostaneme z rovnice rovnovahy sil diferencidlni rovnici

ma” +cx’ +kx =0, (260)
je-li #’ > 0.
Pozn: Jedna se o rovnici typu y” = f (y,y’'), pouze piSeme z misto y a t
misto z.

Upravime rovnici (260) do tvaru
N =——a" - —x (261)

Zavedeme-li tedy funkci p (x) = 2’ (g (z)), kde t = g (z) je funkce inverzni

k hledané funkci z = z (t), dostaneme rovnici (259), tj

1 k k
P == {—CPQ - w] = p— Zap! (262)
P m m m
To je Bernoulliova rovnice s parametrem o = —1, a jejim feSenim je funkce
k mk
P =+ (o) =\ Eat T 1 e tin

Protoze ¢’ () = dostaneme pro funkci g vzorec

p(T) ’

+Cy (263)

/\/ x+22—|—Cle’m

a hledanou funkci = z (t) dostaneme piechodem k inverzni funkci. Tim je nas
problém "vyfeSen”, oviem vypocet integralu v (263) je moZny jen piibliznymi

metodami.

47



5 Parcialni diferencialni rovnice druhého fadu

Parcialni diferencialni rovnice druhého fadu jsou parcialni diferencialni rovnice,
které obsahuji parcidlni derivace nejvyse druhého fadu. V obecném tvaru je lze

zapsat jako

N A Sy N N A S
Lty e imy "Ox1 0wy’ Oy, 023 Ox10xy T 02103y, 013 Dx00x3’ T 02
(264)

Parcialnim diferencialnim rovnicim se také ¥ika rovnice matematické fyziky,
protoze popisuji fyzikalni jevy. Ve fyzice parcidlni diferencialni rovnice popisuji
chovani veli¢iny, kterd kromé casu zavisi také na prostorovych proménnych.
Rovnice modeluji pfenos tepla, proudéni tekutin, deformace tuhého télesa a

dal8i jevy mechaniky kontinua i dalSich fyzikalnich pfiladné jinych obora.

5.1 Historickd poznamka

Zatimco v dnesni dobé je studium parcidlnich diferencialnich rovnic v poptedi
zéjmu Cetnych fyzika a matematiki, je mozno prvni pocatky teorie téchto rovnic
klast do prvni poloviny 18. stoleti. Podnét k vzniku teorie parcialnich diferen-
cidlnich rovnic daly ¢etné fyzikalni problémy, které bylo nutno fegit s rozvijejici
se prumyslovou vyrobou a z hledisek novych poznatki pfi studiu pfirodnich
jevi. Prvnim takovym problémem byla tloha o kmitech struny. Na tuto tlohu
narazil jiz pocatkem 17. stoleti astronom Galileo Galilei (1564 - 1642), ale
teprve anglicky matematik a fyzik Brook Taylor (1685 - 1731) ji dovedl vyjadFit
matematickou formulaci. PfisluSnou diferencialni rovnici sestavil pak Francouz
Jean B. Le Rond d’Alembert (1717 - 1783), ktery také podal jeji prvni feSeni
ve tvaru souctu dvou libovolnych funkci. Po ném ji v roce 1753 vyftesil §vy-
carsky matematik Daniel Bernoulli (1700 - 1782) a vyjadiil jeji feSeni ve tvaru
Fourierovy tady.

Transformacemi digerencidlnich rovnic druhého ¥adu na kanonicky tvar se
jako prvni zabyval Leonard Euler (1707 - 1783) a po ném francouzsti matematici
Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) a Pierre Simon Laplace (1749 - 1827), ktefi
transformovali parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu na systém obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic.

Také geometrické aplikace silné ovlivnily rozvoj teorie parciadlnich diferen-
cidlnich rovnic. V tomto sméru si ziskal velké zasluhy Francouz Gaspard Monge
(1746 - 1818), jeden z hlavnich budovatelu klasické diferencialni geometrie.

Otazkami existence feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic se zabyvala znama
ruskd matematicka Sona V. Kovalevskaja (1850 - 1891), profesorka matematické

analyzy na univerzité ve Stockholmu. Z dalgich budovateli teorie parcidlnich
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diferencialnich rovnic vynikli zvlagtém Edouard Goursat (1858 - 1936), Lazarus
Immanuel Fuchs (1833 - 1902), Henri Poincaré (1854 - 1912), David Hilbert
(1862 - 1943), Herrmann Weyl (1885 - 1956), George David Birkhoff (1884 -
1944), sovétsky matematik Ivan Georgijevi¢ Petrovskij (1901 - 1973) a mnozi
dalsi. Z naSich matematikl, ktefi se hlavné zabyvali aplikacemi parciadlnich
diferncidlnich rovnic na diferencialni geometrii, dosahli svétové trovné Eduard
Cech (1893 - 1960), Otakar Boruvka (1899), Jiti Klapka (1900 - 1976) aj.

5.2 Specidlni typy rovnic druhého fadu

Nékteré parcialni diferencialni rovnice druhého fadu, které maji specialni tvar,

lze tefit, popt. zjednodusit, pomoci vhodnych analytickych postup.

5.2.1 Parcialni derivace jedné proménné

Do této skupiny patii napt. parcialni diferencialni rovnice, které obsahuji par-

cialni derivace pouze podle jedné proménné. Jde tedy o rovnice typu

2
9= 0 Z) =0. (265)

F<x1’x2""’m"’z’8m1’8x%

Rovnice, které maji tento tvar, mizeme fesit jako oby¢ejné diferencialni rovnice
druhého Fadu.

2 ¥

5.2.2 SniZovani fadu derivace

Dalsi skupinou parcialnich diferencialnich rovnic jsou rovnice, u nichz lze snizit

fad derivace. Jde o rovnice typu

0z Pz Pz 0%z 0%z
Ozr1’ 022" 02101 011023 " 021014,

F(ml,IQ,...,zn, > =0. (266)

V rovnici tohoto typu pouzijeme substituci

0z
— 2
0x1 y (267)

S pomoci této substituce pfevedeme rovnici do tvaru

(268)

F(x1,$2,...7$ 9y 9y ay)zO.

ny 78.131781‘27 783:”

Tato rovnice je parciadlni diferencialni rovnice prvniho fadu, jejimz obecnym

feSenim je funkce y. Toto feSeni dosadime do aajl = y a integraci ziskane obecné

S
S

feSeni puvodni rovnice.
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5.2.3 Separace proménnych

Casto pouZzivanou metodou je metoda separace proménngch (Fourierova metoda).
Tato metoda je zaloZzena na piedpokladu, ze feSeni diferencidlni rovnice lze

vyjadrit ve tvaru
z (21,22, T3, ..., &) =g (1) + h (T2, 23,...24,), (269)
popt. ve tvaru
z(x1, 22,23, ..., 2n) = g (1) h(z2,23,...24) . (270)

Dosadime-li néktery z uvedenych vyrazu do parcialni diferencialni rovnice druhého
fadu, a pokud se podaii oddélit pii feSeni obé funkce g i h, pak timto postu-
pem pievedeme parcidlni diferencidlni rovnici na soustavu diferencialnich rovnic.
Pouziti nékteré z uvedenych substituci méa tedy za cil prevést parcialni diferen-

cialni rovnici druhého fadu do tvar

dg 0%
- ZJ )V =H 271
G (0. 52 55 ) = H ) (211)
g g g p On OR Oh O?h OPh
- 27 37 b ns 781:27 8'1:37"'781:”7 81:%7 8$28x37
e e o
T 0290z, 023 Ox30x4’ 022

Vzheledem k tomu, Ze na levé strané je pouze proménnd x;, zatimco na pravé
strané jsou pouze proménné xa, 3, ..., Ty, mize byt tato rovnost splnéna pouze
tehdy, pokud se obé& strany rovnice rovnaji téze konstanté. Uvedenou rovnici

lze tedy vyjadfit soustavu rovnic

dg 829>
G922 29 _ g 272
(1981,1 e (272)
H(r)=K
oz g g p O Oh  Oh OPh _Oh
— 42,43, s Lbn, 78.%278.%37'”78.%”78«I%78I28$37
e o w0
" 090z, 023 Ox30x4’ 022

Prestoze nelze separaci proménnych pouzit ve vSech pfipadech, je tato metoda

ucéinna i pii feSeni nékterych nelinearnich parcialnich diferencialnich rovnic.
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5.3 Linearni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu

Jako linearni parcialni diferenciélni rovnici druhého ¥adu pro fuknci dvou nezévisle

proménnych z,y oznacujeme diferencialni rovnici, kterou lze zapsat v obecném

tvaru
W) 55 Y " Gady W) " gE
0 0
D) ZEW 4 g0 ZED )@y =0, (1

kde A, B,C, D, E, F,G jsou spojité funkce proménnych z, y v oblasti, ve které

uvedené rovnice feSime. Vytvoiime determinant

A(z,y) B (x,y)

=B (,y) Cl.y)

(274)

Pokud si pro vSechny body ve zkoumané oblasti determinant § zachovava své
znaménko (v celé oblasti na tedy determinant stejné znaménko), pak uvedené

diferencialni rovnice délime nasledujicim zptsobem:
e pro 0 > 0 jde o eliptickou diferencidlni rovnici
e pro 6 = 0 jde o parabolickou diferencidlni rovnici
e pro 0 < 0 jde o hyperbolickou diferencidlni rovnici

Meéni-li se v8ak znaménko diskriminantu § v daném oboru, fikdme, Ze rovnice

(273) je v daném oboru smiSeného typu.

Kanonicky tvar rovnice a fyzikalni interpretace KaZzdou rovnici daného
typu lze vhodnou transformaci souradnic v okoli kazdého bodu (zg, yo) naleziciho
zkoumané oblasti prevést na tzv. kanonicky tvar.

5.3.1 Diferencialni rovnice parabolického typu

Kanonicky tvar parabolické rovnice lze zapsat jako

BE B B
a—y'z +az (z,y) £ + b2 (z,9) £ + e (z,y) 2+ da (z,y) = 0. (275)

V obecném tvaru byva také kanonicka tvar zapisovan takto
0%z 0z 0z
— = F —, = 276
ayQ 1 (x,y,z, o1’ ay) 3 ( )
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popt. lze zapsat i takto

0?2 0z 0z
@ZFl (xvyazvaxaay>a (277)

nebo pokud budeme chtit rovnici zapsat pomoci Laplaceova operatoru, musime
si uvédomit, ze parabolické rovnice patii mezi tzv. evoluéni wilohy. Modeluji
Casové zavislé jevy, jedna proménnd oznacend ¢t ma vyznam Casu, ostatni jsou
promé&nné x;(nebo z,y,z) popisuji prostorovou polohu bodu v ¢ase.

Kanonicky tvar parabolické rovnice lze tedy zapsat ve tvaru z; = Az + F,
kde Laplacetuv operator /A obsahuje soucet druhych derivaci pouze prostorovych
proménnych. Rovnice modekuje vedeni tepla v tuhém prostiedi. Obvykle
uvazujeme pocate¢ni okrajovou tlohu, kdy je rovnice doplnéna jednou okra-
jovou podminkou podél hranice oblasti a jednou pocate¢i podminkou.

Rovnice parabolického typu maji jednu charakteristiku o1 (z,y) = Cy, kterou

ziskdme integraci rovnice

Ay — Bdx =0

Pravdépodobné jako nejznaméjsim piikladem parcialni diferencialni rovnice
parabolického typu je rovnice, kterd je oznacovand jako rovnice vedeni tepla.
Matematicka formulace nestacionarniho vedeni tepla umoziiuje obecné vyjadieni
diferenciélni rovnice vedeni tepla. V obecném vyjadieni se rovnice vedeni tepla

zapisuje jako

0z 0%z 0%z 9%z
ot~ oad Tomd T T ag T T and) )
1 2 n

Tato nehomogenni rovnice je pojmenovana podle toho, Ze popisuje vedeni tepla
v n-rozmérném prostoru s ¢asem ¢.

Pokud v rovnici vedeni tepla plati f = 0, pak dostaneme homogenni rovnici
vedeni tepla

0z 0%z 0%z P @
ot

Z fyzikélniho hlediska se jednéa o ptipad, kdy se ve vySetifované oblasti nenachézi
zadné zdroje tepla.

Omezme se pro jednoduchost na rovnici

0z D 0%z

5 = D73 (280)

Tato rovnice urCuje chovani funkce z(t,x), kterd zavisi na dvou proménnych.
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Prvni proménnd ¢t miva vyznam casu, druhd x byva prostorova soutadnice.

Rovnici (280) lze snad zobecnit pro vice prostorovych proménnych napf.

0z 0%z 0%z
e I 281
ot D<3x2 +8y2) (281)
Jak jiz bylo feceno, piikladem parabolické rovnice je rovnice vedeni tepla
0 oT oT
— k== = 0c=— 282
oz <k8x> ot (282)

tato rovnice popisuje ¢asovy vyvoj teploty T (¢,x) uvnit¥ nekone¢né stény.
Konstanta & mé vyznam tepelné vodivosti materialu, c je tepelné kapacita a o
je hustota.

Jinym prikladem je rovnice difuze pro hustotu ¢astic n (¢, x)
kde k je transportni koeficient.

Parabolicka rovnice ndm vlastné ika, ze tam kde je druhé derivace zaporn4,
hledana funkce v ¢ase klesa a naopak. Dochazi tak k vyhlazovani pribéhu funkce
- teploty se vyrovnavaji, hustoty ¢astic v riznych bodech se srovnavaji.

Abychom mohli rovnici fesit je tfeba znat hodnoty hledané funkce v po¢ateénim

case t = 0. Pocatecni podminka méa obecné tvar
2(0,2) = p(a), (284)

kde p (z) je znama funkce.

Zadani pocatecni podminky v8ak pro vypocet nedostacuje. Je tifeba takeé
védét, co se odehrava na okrajich studované oblasti. Budeme uvazovat interval
xe (y1,y2). Napf. pii feSeni rovnice vedeni tepla, bude x = y; reprezentovat
vnitini povrch stény a x = ys vnéjsi povrch stény.Okrajova podminka muze mit

dva zakladni tvary.

Prvni moZnosti je pfimo zadani hodnot na hranici oblasti (Dirichletova pod-
minka) tj.

Z(ty1) =go(t)  nebo  z(tya) = g1 (1)

Druhou moznosti je zadani prostorové derivace funkce (Neumannova pod-
minka) tj.

2 (t,y1) = g2 (t) nebo  L(t,y2) = g3 (t).

Napiiklad u rovnice vedeni tepla této podmince odpovida zadani tepelného toku,

napf. nulova derivace odpovida dokonale izolovanému povrchu stény.
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5.3.2 Diferencialni rovnice hyperbolického typu

Hyperbolicka rovnice ma kanonicky tvar

0%z 0%z

92 o +c3 (@, y) 2 +d3 (z,y) =0.  (285)

0z 0z
+ a3 (xvy) % +b3 (xvy) 872/

Kanonicky tvar byva také zapisovan

0%z 9%z 0z Oz
N gz oz 9

Pouziva se také jiny kanonicky tvar, ktery zapisujeme jako

0%z 0z 0Oz
axay G<x’y’z’8$’8y> ) (287)

pripadné pokud budeme chtit rovnici zapsat pomoci Laplaceova operatoru,
musime mit na paméti, Ze hyperbolické, stejné jako parabolické, rovnice patii
mezi tzv. evolucni ulohy. Modeluji ¢asové zavislé jevy, jedna proménnd oz-
nacend ¢ ma vyznam Casu, ostatni proménné z; (nebo z, y, z) popisuji polohu
bodu v prostoru v daném ¢asovém okamziku.

Kanonicky tvar hyperbolické rovnice s pouZitim Laplaceova operatoru lze
zapsat ve tvaru zu=Az+F. Rovnice modeluje rizné kmity a §ifeni vin. Ob-
vykle uvazujeme pocate¢ni okrajovou tlohu, kdy je rovnice doplnéna opét jed-
nou okrajovou podminkou podél celé hranice oblasti ale dvéma pocatecnimi
podminkami.

Rovnice hyperbolického typu maji dvé redlné charakteristiky ¢; (z,y) = C4

a @y (x,y) = Cy, které ziskdme integraci rovnice
Ady — (B +/B?_ Ac) dz = 0. (288)

Vyznamnou hyperbolickou diferencialni rovnici druhého fadu je vlnovd rovnice,
ktera popisuje celou fadu vlnéni, at uz v akustice, optice, elektromagnetismu,
nebo v mechanice pii popisu strun nebo kapalin.

Jako vlnovou rovnici oznacujeme rovnici, kterou lze vyjadrit ve tvaru

10%: 0% 0% 0%z

gﬁ—@+@+...+gg7 (289)

z pritom pfedstavuje skalarni funkci polohy a ¢asu.

Napftiklad pro harmonicky oscildtor méa tato rovnice tvar

y =asin(wt+ @), (290)

54



kde je w thlova rychlost a ¢ je poc¢atecni faze.
Pod pojmem vlnovéa rovnice je obvykle myslena homogenni rovnice. V obec-

néjsim tvaru ma vlnova rovnice nehomogenni vyjadieni

10%2 0% 0% 0z
C—zw_a—x%—i—aix%—l—...—Faix%+f($1ax2a---7xn)- (291)

Pti popisu vlnéni se pojem vlnova rovnice uziva k oznacCeni diferencidlni
rovnice, kterd charakterizuje dynamiku daného vlnéni. V takovém piipadé miize
byt oznafeni vlnova rovnice pouZito pro libovolnou (i nelinearni) diferencialni

rovnici.

Zabyvejme se pro jednoduchost hyperbolickou rovnici ve tvaru
0%z ,0%2
— =a"—.
ot? Ox?

Opét hledame funkci z(¢,x), kterd je funkci Casu t a prostorové souiad-

(292)

nice x. Rovnice (292) se ¢asto nazyva vlnova rovnice. Ve fyzice se totiz touto
rovnici popisuje §ifeni vlnéni, napiiklad na napnuté struné. Funkce z(¢,z) po-
tom reprezentuje vychylku struny z rovnovazné polohy v ¢ase t a v misté x.
Konstanta a predstavuje rychlosti §ifeni viny po struné.

Vlnova rovnice pro strunu je pohybova rovnice - ikd nam, ze zrychleni aseku
struny (%) je umérné sile, ktera na néj pisobi. Tam, kde mé vychylka struny
zapornou druhou derivaci, je struna urychlovana smérem dola a naopak.

Pro feSeni rovnice je tieba zadat oblast feSeni, okrajové a pocCéatecni pod-
minky stejné jako u parabolické rovnice. Zadani pocate¢nich podminek se ale
li&i od parabolickych rovnic. Na pocatku nestaci zadat hodnoty funkce z(¢, x),
napf. pocateéni vychylku struny. Je tieba téz zadat hodnotu derivace %, tj.

napf. rychlost pohybu struny na pocatku. Poc¢ate¢ni podminky maji tedy tvar

2(0.2) = p(@) (203)
0w =) (204)

5.3.3 Diferencialni rovnice eliptického typu

Kanonicky tvar eliptické rovnice je

0%z 0%z

0z 0z
@+a—zﬂ+a1 (z,y) 7= +bi(z,y) o= +ei(w,y) 2+ di (z,y) =0, (295)

or oy

Miuzeme také kanonicky tvar zapsat takto
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0%z 0%z 0z 0z
42 F = = 296
- <xy o ay), (296)
nebo pokud rovnici zapiSeme pomoci Laplaceova operatoru Az = 3 (622) / (89:3)

nabude tvar
Nz =F. (297)

Eliptické rovnice lze interpretovat jako rovnici ustéleného stavu riuznych
fyzikalnich jevi: vedeni tepla v izotropni desce nebo télese, diftze, deformace
tenké membrany atd. Rovnice je obvykle doplnéna jednou okrajovou podminkou
podél celé hranice. V pifipadé anizotropniho materidlu v rovnici vystupuje difer-
encialni operator s pozitivné definitivni matici koeficientt a;;. Tyto rovnice
nazyvame také staciondrni.

Rovnice eliptického typu maji dvé komplexné sdruzené chrakteristiky

1 (z,y) = Cha 2 (x,y) = ¢1 (z,y) = Cy, které ziskame FeSenim rovnice
Ady? — 2Bdxdy 4 Cda* =0 (298)

Zabyvejme se eliptickymi rovnicemi ve tvaru

0%z 0%z
— 4+ = = f(x, 299
92t a2 flz,y) (299)
V piipadé eliptickych rovnic hledame funkci z(z,y), kterd je funkci dvou
prostorovych proménnych x a y. Nemame zde zZadnou proménnou s vyznamem
Casu. Funkce f(z,y) je znAméa zadana funkce. Tato eliptickd rovnice se také
nazyvéa Poissonova rovnice. V pfipadé, ze prava strana rovnice je nulova, mlu-

vime o Laplaceové rovnici
0%z N 0?
ox?2 = Oy?

Jako fyzikalni ptiklad lze uvést rovnici pro elektrostaticky potenciél ¢

=0 (300)

2 2
kde o (z, y)mé vyznam hustoty néboje. Eliptické rovnice jsou specidlnim pfipa-
dem vyjadieni parabolickych rovnic ve stacionarni stavu. Pokud se totiz feSeni
(281) jiz neméni, tj. Casova derivace je nulovd, dostaneme rovnici (300). Tak

dostaneme napf. rovnici pro stacionédrni rozlozeni teploty 7' (x,y)

o?°T  9*T

w+37y2 =q(z,y) (302)

Diky tomu, Ze u eliptickych rovnic neni proménné s vyznamem c¢asu, nejsou
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potieba zadné pocatecni podminky. Je tfeba zadat oblast, na které budeme hle-
dat feSeni. V naSem pfipadé dvou prostorovych proménnych to bude ¢ast roviny.
My se omezime na nejjednodussi piipad, kdy oblasti feSeni bude obdélnik. Na
hranicich oblasti feSeni je t¥eba zadat okrajové podminky. Okrajové podminky
mohou byt nékolika druht stejné jako u parabolickych a hyperbolickych rovnic.

5.4 Jednoduché metody feSeni parcidlnich diferencialnich

linearnich rovnic druhého fadu

5.4.1 Rovnice typu % =0; % -0

Tyto rovnice feSime tim, Ze pouzijeme substituci

0
a% =p,  kdep=p(z). (303)
Pak obdrzime rovnice 5 5
P p
X _o9 X =o. 304
9 = " 3y (304)
Priklad:
Zadani:
0%z
— =0 305
Ox? (305)
Reseni:
PoloZzme P
z
— =p, 306
5 =P (306)

kde p = p (z,y) . Pak z dané rovnice plyne

Jp
50 =0 (307)
a odtud 5
z
p=r)="2 (308
Integraci rovnice % = f (y) dostavame
z=xf(y)+9), (309)

kde f a g jsou libovolné finkce argumentu y.

2
0% = F(z,y)

5.4.2 Rovnice typu gig =F(z,y) a 3 5y =

Rovnice tohoto typu se fesi analogicky jako rovnice piedeslé, tedy typu 5.4.1.
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Polozime-li % = p, kde p = p(z,y), pfejde dana rovnice % =F(z,y)
p

..0 .
v rovnici g2 = F'(z,y), takze

0z
p=[Flm@srw="2. (310)
Odtud po integraci dostavame
= [([ramas)assesw+ow. (311
kde f,g jsou libovolné funkce argumentu y.
~ . . 22
Podobné postupujeme u rovnice typu 6‘1% = F (z,y).
Piiklad
Zadéni:
0%z 9
ReSent:
Polozime 5
z
- = 313
5 = P (313)
takze 5
P 2
— =6z —2 314
5 = 00— 2y (314)
a odtud
0z 3
p=go =2y —2ay+ f(y). (315)
X
Dalsi integraci dostaneme
O S f( 316
=3ty -yt fy+9y), (316)

kde f,g jsou libovolné funkce argumentu y.

5.4.3 Rovnice typu A(z,y) -22— + B (z,y) 6% =F(x,y)

Bx,@xj
a)
0%z 0z
b)
2z 0z

Tyto rovnice se opét zpravidla fesi substituci g—; = p. Tim obdrzime z dané

diferenciélni rovnice (parcialni) oby¢ejnou diferencialni rovnici prvniho fadu, a
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to pro funkci p (z,y).

c)

2

4 B(ay) Z = Fay) (319)

Tento typ rovnice se bude feSit analogicky jako pfedchozi dva typy, av3ak se

substituci g—; =q(x,y).

Priklad:
Zadéni:
0%z 0z
- =4e* Y 320
mazﬁy + dy € (320)
Resent:
Polozime-li 5
z
= ' Y)s 321
9y~ ¢ (z,9) (321)
obdrzime rovnici 5
q 2@ —
— =4e" 7Y, 322
vl g=te (322)
Dostali jsme oby¢ejnou linearni diferencidlni rovnici s neznamou funkei
q = q(z,y). Protoze jeji levé strana je rovna2parcialni derivaci a(;wp), kdeZto jeji
pravé strana se rovnd parcidlni derivaci %, dostavame
g =262V 4 f(y). (323)
Odtud je
0z 2 9, 1
=22 = 22 - , 324
=G =S W) (324)
a to pro = # 0, takze
2 o 1
=20 ydy—{—;f(y)dy—i—g(x) (325)

neboli
_g 2¢ (_ —y lF _lF _ 2z—y )
z="e (—e )—1—:6 (y)—&-g(a:)—z[ (y) —2e** Y] +g(z), (326)
kde f, g jsou libovolné funkce.

5.4.4 Rovnice typu A (z,y) % + B(z,y) 2= = F (z,y)

a)

22

o0x?

+B(x7y)%+0(x,y) z2=F(x,y,u) (327)

A(z,y) o
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b)

0%z

0
&F+B@w%3+0@wz=F@ww) (328)

A(z,y) a9y

Dané typy rovnic piedstavuji obyc¢ejné linedrni rovnice fadu druhého vzhledem

k argumentu x(popf. y), povazujeme-li druhy argument za parametr.

Priklad:
Zadéni:
Resme rovnici
0%z 0z
— = 3y— +2y%z =2(y — 1)e* V. 329
5.2 S, T2 E=2(y—1e (329)
ReSent:
Vzhledem s argumentu x jde o obycejnou linearni rovnici faddu druhého.

Prislu$né zkracend rovnice mé charakteristickou rovnici

r? —3yr+2y%> =0 (330)
ma koteny
3y + 2
ra=2=Y_o (331)
2 y

Proto doplitkovy integral je tvaru

2= fy)e™ +g(y)e*™, (332)

kde f, g jsou libovolné funkce argumentu y. Hlavni integral, uréeny metodou
neurcitych koeficient, je
Z=e"""/(y-1), (333)

a to pro y # 1. Proto obecny integral dané rovnice je tvaru

62937y

2=[fly) +e™gy)le™ + -1 (334)

5.4.5 Rovnice typa A(z,y) % + B (z,y) %@ij +C(x,y) 6‘3—; = F(z,y)

a)
2z 0%z 0z
b
) A L2 B oy L = Py (336)
ay 3I3y 7y ayQ ’y ay_ )y
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Rovnice pfevedeme pomoci substituce % = p(z,y), popr. g—; = ¢(z,y) na

parciélni linearni diferencialni rovnici prvniho fadu argumentt x, y s nezndmou

funkci p, popf. ¢, tj. na rovnice

a)

op Op
AL L gl g
5+ Pa, Cp (337)
b)
9q 9q _

Uréime-li jeji obecny integral (s jednou libovolnou funkci), pak dalsi integraci

podle z (popf. podle y) dostaneme hledanou funkei z s druhou libovolnou funkei.

Priklad:
Zadani:

Resme rovnici ) )
0°z 0%z 0z 9

ozoy  Yowoy "oz U (339)
Reseni:

Pouzijeme substituci % = p . Tim dana rovnice piejde v rovnici

dp Op

- _— — 2_
x(')x yay y° —p. (340)

Coz je linearni parcilni diferencialni rovnice prvniho fadu vzhledem k neznamé
funkci p = p (z,y).
Prislugna symetricka soustava je tvaru

— == (341)
Y y=—p
Odtud z prvnich dvou ¢lent uréime
In|z| = —Inly| + In|Ci| (342)
neboli zy = C}.
Z druhého a tietiho ¢lenu plyne
ydp —pdy +y°dy =0, (343)

neboli ydpy;zpdy + dy = 0. Odtud dostavame % + y = C5. Proto obecny integréal
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uvedené symetrické soustavy je tvaru 5 +vy = f (zy), neboli

o
p=£=yf(xy)—y2, (344)

kde f je libovolna funkce. Odtud dostaneme
=y 49w+ [yf () do. (343)
Substituci ¢t = xy, dt = y dzx zjistime, Ze
Jus@nae= [s0d=F@©=F @), (346)
Proto hledany obecny integril dané parcidlni diferencidlni rovnice je tvaru
z=g(y) + F (zy) — 2y, (347)

kde F', g jsou libovolné funkce.
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Part I11
Vyuziti metod numerické
matematiky pro reSeni

diferencialnich rovnic

Numerickd (vgpoctovd) matematika se zabyva TeSenim problémi pro konkrétni

¢iselné hodnoty a tvofi jeden z mosti mezi teorii a praxi matematiky. Resi tri-

vvvvvv

kone¢nych prvka nebo aproximaci derivace a integralu. Ve skutecnosti lze jen
malo problému vzniklych matematizaci redlnych situaci vyfesit piesné i tehdy,
jsou-li pfesné zadana vstupni data (coz vSak také Casto neni splnéno). Pak
je tfeba sdhnout k numerické matematice (o to v&tsi vyznam mé pak piesné
feSeni néjakého problému v dostate¢né obecnosti). Z tohoto diivodu jsou sméry
vyzkumu numerické matematiky urcovany potiebami fyziky, chemie a ostatnich

exaktnich védnich oboru.

Soucasné s rozvojem vyuziti vypocetni techniky pro modelovéini nejriznéjsich

jevi, vzrostl vyznam numerické matematiky. Byla proto vyvinuta cela fada

novych metod, z nichz nejvyznamé;jsi jsou napiiklad:
e Numerické feSeni soustav linedrnich rovnic

— Gaussova elimina¢ni metoda

— Choleského dekompozice

e Interpolace a aproximace - vypocet funkéni hodnoty f(z) na zakladé

znalosti funk¢énich hodnot v okoli z

e Numericka derivace - vipoCet derivace ( resp. gradientu) f~ (x) na zékladé
znalosti hodnot f (x)

e Numerickd integrace - vypodet urcitého integralu f;f f(z)dz
e Numericka kvadratura a kubatura

e Numerické feSeni soustav nelinearnich rovnic - feSeni soustavy rovnic F ()
0

— Metoda tecen

e Numericka optimalizace - feSeni soustavy rovnic F (z) — min
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— Metoda nejmensich ¢tverct

e Numerické feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic

Eulerova metoda
— Rungoe - Kuttovy metody

— Vicekrokové metody

Adamsovy formule
— Numerické metody pro systémy “STIFF”

— Implicitni jednokrokové metody
e Numerické feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic

— Metoda siti

— Metoda piimek
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Part IV
Zavér

V této praci jsem popsala ruzné typy diferencidlnich rovnic prvniho a druhého
fadu s popisem ru¢niho feSeni, ale také s popisem softwaru pro feSeni rovnic
pomoci pocditace.

Mym cilem bylo hlavné sjednotit typy rovnic a uvést jejich reseni s ukazkovymi
feSenymi piiklady,

Prace muze slouzit jako studijni material pro vysokoskolské studenty, nebo

pro vefejnost se zvySenym zajmem o matematiku, fyziku a feSeni raznych typu
iloh.
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