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1 Uvod

Matematické olympiada je vyznamnou skolni soutézi s dlouholetou tradici.
Prvni ro¢nik se konal v roce 1951 a zatim posledni v roce 2009. V pribéhu
let ji absolvovalo spoustu nadéjnych matematiki. Pivodné byla soutéz ur-
¢ena pro studenty stfednich skol a méla dvé kategorie, a to kategorii A, ktera
byla urcena pro 3. a 4. ro¢nik stfednich skol, a kategorii B pro 1. a 2. ro¢nik
stfednich skol. V roce 1953 se rozsituje i na skoly zékladni a je nové rozdélena
do ¢tyr kategorii, kde kategorie A je pro studenty 3. a 4. ro¢nikt stfednich
skol, kategorie B je pro studenty 2. ro¢niki stfednich skol, kategorie C je pro
studenty 1. ro¢nikii stfednich skol a kategorie D je pro zéky zakladnich skol.
V roce 1969 dochézi k reformé, pfi niz zanika kategorie C a kategorie B je
urcena pro 1. a 2. ro¢nik stfednich skol. Dale se kategorie D prejmenovava
na kategorii Z. VSechny kategorie maji domaci, skolni a krajské kolo. V roce
1970 navic vznika pro vsechny kategorie kolo piipravné. Kategorie A mé na-
vic kolo republikové a od roku 1959 i kolo mezinarodni, kam se kvalifikuji jen
nejuspesnéjsi fesitelé castnicich se zemi. Postupem casu se zajem o mate-
matickou olympiadu zvétsoval. Na zakladé rostouciho zajmu zacaly vznikat
programy na podporu feSitelii. Témito programy jsou seminafe, rtizné sou-
stfedéni tspésnych Tesitelti a dalsi akce. Matematicka olympiada pomohla i

ke vzniku specializovanych matematickych gymnéazii.

Cilem této prace je zpracovat tlohy na téma nerovnosti, které byly zara-
zeny v matematickych olympiadach 1951 - 1975. Ukolem je roztiidit tlohy
dle pouzitého feseni, kazdou metodu feseni charakterizovat a odvodit po-
tfebné poznatky. Na zakladé pouzitych feseni dostaneme pét kategorii, a to
standartni uprava vyrazu, A-G nerovnost, substituce, odhad a indukce. Dale
tyto postupy upravim a didakticky vysvétlim. Ke kazdému feseni pfilozim
vlastni feSeni pomoci jiné metody. Na zavér kazdé z téchto péti kategorii

prilozim dalsi alohy na procviceni.



Tato prace bude zaroven slouzit jako metodicky material pro praci s na-

danymi studenty.



2 Vyuziti standartni upravy vyrazu

Pod pojmem standartni Gpravy vyrazu rozumime ekvivalentni ipravy ne-
rovnosti a algebraickych vyrazi. Jedna se o vytykani, kraceni zlomki, apravy
podle vzorcii, nasobeni nerovnosti atd. Pii tpraveé nerovnosti je vzdy dile-
zité dodrzet podminky: naptiklad pri nasobeni nerovnosti zapornym cislem
se nam musi zménit znaménko nerovnosti. Nerovnosti obvykle dokazujeme

pomoci primé metody nebo metodou sporu.

Primy dukaz implikace A = B spociva v tom, Ze sestavime Fetézec prav-
divych implikaci A = A, A; = A, ..., A, = Bdli A=A = A= ... =
A, = B, z ¢ehoz plyne platnost dokazované implikace.

Problémem této metody je nalezeni spravného A.

Uzivaji se tyto postupy:

a) Analyza zadané nerovnosti. Tato metoda spociva v tom, Ze nerovnost

upravujeme ekvivalentnimi Gpravami, az dospéjeme ke vztahu, ktery plati.

b) Analyticko-synteticky postup. Nejprve provedeme analyzu tlohy a po-

tom uzijeme piimy diikkaz v obraceném poradi, nez byla délana analyza.

c¢) Pfevadéni stran nerovnosti. Mame dokazat L > P ¢ L < P. Nejdiive
utvorime vyraz L — P nebo P — L a pak ho upravujeme tak dlouho, az je

ziejmé, ze plati L— P >0¢ P— L > 0.
Obdobné mizeme dokazovat zadané nerovnosti sporem.

Metoda sporu. Mame-li dokazat

Vo : L(x) > P(x),
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vychazime z pfedpokladu platnosti negace
dz: L(z) < P(x).

Dokazeme-li, Ze negované tvrzeni je nepravdivé, (neboli Ze dospé&jeme ke

sporu), pak musi nutné platit vyraz puvodni.

2.1 ResSené tlohy
1. (MO21-Z-11-3). Dokazte, ze pro kazdou trojici ¢isel a, b, ¢ je vyraz
V = a®’? + a*c + b*c® — abc(a + b+ c)

nezaporny. Pro které hodnoty ¢isel a, b, ¢ se tento vyraz rovna nule?

Reseni: Nejprve zadany vztah vynasobime dvéma, &im# dostaneme
2V = 2a%V? 4 2a*c? + 2b%c? — 2a*be — 2ab*c — 2abc?.
Odtud po rozdéleni ¢lent mame
2V = a®b? — 2a%be + a*c? + V2c? — 2ab’c + a*b? + a*c? + b c® — 2abc’.
Na pravé strané vyrazu vytkneme postupné a?, b%, ¢?, ¢imz dostaneme
2V =a®- (b* — 2bc + ) + b* - (a® — 2ac + *) + ¢ - (a® — 2ab + b?).

Po vydéleni celého vyrazu dvéma a tpravé pomoci znamych vzorct,

dostaneme

V=-(a®> (b—c’+0 (a—c)+ (a—b)?).

N |

Protoze druhé mocniny vyrazi nemohou byt zaporna cisla, je nerov-

nost dokézana.
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Rovnost V' = 0 nastane tehdy a jen tehdy, kdyz soucasné plati:
alb—c) =0, b(c—a) =0, c(a—0b)=0.

Na zéakladé podminek, které vyplyvaji z téchto tii rovnosti, dosta-
neme celkem osm pripadt, z kterych vyplyva, ze V' = 0 tehdy a jen
tehdy, pokud je splnéna néktera z téchto podminek:

b) a =b =0, c libovolné,
c) b=c=0, a libovolné,

d) ¢ =a =0, blibovolné.

(Jiné FeSeni: kapitola 4, strana 52)

. (MO4-D-I-13). At m je pfirozené ¢islo, plati

1< 1—|—m' 1+m<1
5 54+m’ 54+m '

Dokazte.

Reseni: V pripadé prvni nerovnosti sta¢i dokazat, ze
1+m 1

r =
54m 5

je kladné ¢islo pro kazdé prirozené ¢islo m, které do tohoto vyrazu do-

sadime.
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Postupné plati

5-(I+m)—=(B+m) 4m
T T Gam s 5 Gam)

nebot ¢itatel i jmenovatel zlomku jsou kladn4 disla.

Pokud jde o druhou nerovnost staci dokazat, ze

’ 1+m

r = _—

5+ m

je kladné cislo pro kazdé prirozené cislo m.

Plati
b4+ m—(14+m) 4
r = —

= > 0.
5+m 5+m

Tim je dikaz proveden.

(Jiné Teseni: kapitola 5, strana 68)

. (MO17-D-II-1). Dokazte, ze vztah
a’>—ab+b"—a+b+1>0

plati pro kazda dvé realna cisla a, b.

Reseni: Dany vztah znasobime dvéma a pokusime se ho upravit tak,

aby byl souc¢tem druhych mocnin. Po vynasobeni mame
2a® — 2ab+ 2b* — 2a +2b+2 > 0.
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7 prvnich tii ¢lentd vidime vzorec a po tpravée tedy
(a—b?+a*+b*—2a+2b+2>0.
Dale utvotime vzorec (a — 1)? a tim po tpravé dostavidme
(a=b?+(a—1)2*+b+2b+1>0.
Nakonec vyraz b® + 2b + 1 pievedeme na vzorec, &imz vznikne
y p 5
(a—0)*+(a—1)*+ (b+1)* > 0. (1)

Nyni dokdzeme, Ze nerovnost (1) nemuze byt rovna 0. Z (1) ndm plyne,

v

7e
a—b=0ANa—-1=0A0b+1=0.

Odtud vyplyva
a=bANa=1AN0b=-1,

coz neni mozné. Z toho plyne, Ze leva strana nerovnosti (1) nemutze byt

rovna 0. Proto pro kazdé a, b plati vztah
a*—ab+b —a+b+1>0.

Tim je tuloha dokazana.

(Jiné TeSeni: kapitola 3, strana 37 )

. (MOG6-C-I-1). Pro vSechna reélnd ¢isla a, b, ¢ je vyraz

A+ +F+3-2a+b+c) (1)

nezaporny. Dokazte. Kdy nastane rovnost?
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Reseni: Nejprve v zadaném vyrazu roznasobime zavorku, ¢imz dosta-
neme
2,12, 2
a“+b"+c+3—2a—2b—2c>0.

Déle vyraz prepiseme do tvaru
(a®>—2a+1)+ (B> —2b+ 1)+ (¢ —2c+1) > 0.

Nyni jiz ve vyrazu vidime vzorce ve tvaru (A— B)?, po jejich aplikovani
dostavame
(a—12+ (=1 +(c—1)*>0.

Na levé strané nerovnosti mame tfi ¢initele na druhou, které jsou vzdy

vétsi nebo rovny nule.

Rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz bude platit
(=17 =(b-1)=(c~ 1) =0,
a tento pripad nastane jen tehdy, kdyz
a=b=c=1.

Timto je zadana tloha dokazana.

(Jiné feseni: kapitola 3, strana 39)

. (MO3-C-1-6). Necht a, b, ¢ jsou pfirozena ¢isla, pfi¢emz je ¢ > 1. Do-

kazte, ze plati
a+b < abc. (1)

Kdy nastane rovnost?
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Reseni: Z podminek vime, ze

proto staci dokazat
a+b<2ab.

Celou nerovnost vydélime ab, z ¢ehoz dostavame

1+—<2. (2)

a =

Tato nerovnost je ziejmé, nebot a, b jsou prirozené ¢isla.

Rovnost ve vztahu (1) nastane pouze v jediném pfipadé, a to tehdy
kdyz bude
a=b=1ANc=2.

Timto je zadana tloha dokazana.

(Jiné FeSeni: kapitola 4, strana 54)

. (MO23-C-P-1). Dokazte, ze pro vSechna kladna ¢isla a, b, ¢ plati:

b(2a — ¢) N c(2b — a) N a(2c — b) e ab  bc

a b c ~ b c a’

Kdy plati rovnost?

Reseni: Nerovnost budeme ekvivalentné upravovat, pricemz se budeme
snazit utvorit tvar sou¢tu druhych mocnin. Nejprve pfevedeme levou

stranu na stranu pravou, ¢imz dostaneme

Oga_c+a_b+@_b(2a—c)_c(2b—a)_a(20—b).
b c a a b c

16



Protoze vime, ze cisla a, b, ¢ jsou kladna, mtzeme celou nerovnost
vynasobit abc, aniz by se zménilo znaménko nerovnosti. Po vynasobeni

mame

0 < a’c® + a®b® + b’ — b?c- (2a —¢) — ac® - (2b — a) — a*b(2c — b)
a po roznasobeni zavorek

0 < a®c® + a®V? + b’ — 2ab’c + b*c® — 2abc® + a*c® — 2a*be + a®b*.

Nyni jiz v nerovnosti vidime t¥i vyrazy ve tvaru (A — B)?. Po jejich

aplikaci dostavame
0 < (ac — ab)® + (bc — ac)* + (ab — be)?.
Prava strana nerovnosti je tedy souctem druhjch mocnin t¥i vyrazi, a

proto nemtze byt zaporna.

Zbyva vytesit, kdy nastane rovnost. Z posledniho vztahu je vidét, ze

rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz soucasné plati
ac = ab, bc = ac, ab = bc,
z ¢ehoz vyplyva, Ze rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz plati
a=0b=c.

Timto je tloha dokazana.

(Jiné TeSeni: kapitola 4, strana 55)
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7. (MO2-B-I-14). Necht a, b, ¢ jsou racionélni ¢isla. Dokazte, Ze potom
plati

(a+b—cP+(b+c—a)’+(cta—0b*>ab+bc+ca (1)

Provedte diskusi, pro které pfipady nastane rovnost.

Reseni: Levou stranu vztahu (1) ozna¢me L, pravou P. Levou stranu

vztahu roznasobime
L=a®>+b+ 2+ 2ab — 2ac — 2bc + a® + b* + ¢ — 2ab — 2ac + 2be+

+a® + b + ¢ — 2ab + 2ac — 2bc,

¢leny poscitame

L = 3a® + 3b® + 3¢ — 2ab — 2ac — 2bc
a po vytknuti mame

L =3(a* + b+ ¢*) — 2(ab + bc + ca).
Nyni od levé strany odecteme pravou

L— P =3(a®+b*+c?*) —2(ab + bc + ca) — ab — be — ca.
Po secteni a vytknuti dostavame
L— P =3[(a® +b*+c*) — (ab+ bc + ca)] = 3V.

Méame dokazat, ze vyraz V je nezaporny. Plati

2V =2(a® + b* + ¢® —ab—bc — ca) =

=(a—b)*+(b—c)+(c—a)?

takze 2V > 0, neboli V' > 0; rovnost nastane prave tehdy,

18



je-li a = b = c. To plati i pro vztah (1). Timto je zadand nerovnost

dokézana.

(Jiné TeSeni: kapitola 3, strana 41 )

. (MO1-B-II-3). Dokazte, Ze pro vSechna realné ¢isla a, b plati
(a® 4+ b*)ab < a* + b*.

Rozhodnéte, kdy plati rovnost.

Reseni: Abychom potvrdili toto tvrzeni, sta¢i dokazat, Ze hodnota vy-
razu V = (a*+b*)—(a®+b*)ab je pro viechna redlna a, b ¢islo nezdporné.

Upravujme postupné vyraz
V = (a*+b*) — (a®> +b*)ab = a*(a — b) — b*(a — b) =

= (a —b)(a® = b*) = (a — b)*(a® + ab + b*) =
1 3,
(§a+b) —i—Za

1. Hodnota vyrazu V je zfejmé ¢islo nezdporné, nebot prvni ¢initel je

= (a —b)?

¢tverec redlného cisla, (coz je vzdy Cislo nezaporné). Druhy dinitel je
roven souctu dvou nezapornych c¢isel, tedy také ¢islo nezaporné; protoze
ani jeden z ¢initell neni zaporny, je soucin ¢islo nezaporné.

2. Aby byl vyraz V = 0, staci, kdyz jeden z obou ¢initelit bude roven

nule.
a) Bud je (a — 0)*> =0, to je a = b;
b) nebo je druhy ¢initel, ktery je sou¢tem dvou nezapornych ¢isel, roven

nule; tedy je nutné, aby soucasné platilo

1 2
(§a+b) =0 A ZGQZO.
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7, druhé podminky plyne a = 0 a po dosazeni do prvni podminky
zjistime, Ze i b = 0. Ale tento vztah je uz zahrnut v piipadé a).

Vyraz V je tedy roven nule tehdy a jen tehdy, je-li a = b.

(Jiné TeSeni: kapitola 3 a 4, strana 43 a 58 )

. (MO8-B-II-3). Dokazte, ze pro kazdou trojici kladnych ¢isel a, b, ¢ plati
vztah

m+b+@(2+%+%)29. (1)

Najdéte vSechny trojice, pro které nastava rovnost.

Reseni: Pravou stranu zadané nerovnosti pfevedeme na levou stranu,

¢imz dostaneme

1 1 1
m+b+@(—+—+—)—920
a b ¢

Protoze vime, ze cisla a, b, ¢ jsou kladna, mtzeme celou nerovnost

vynasobit abc. Po vynasobeni
(a+b+c)- (be+ ac+ ab) — 9abe > 0
a po roznasobeni zavorek
abc + a’c + a®b + b?c + abe + ab?® + be? + ac® + abe — 9abe > 0.
Nyni poscitame spolecné c¢leny,

a’c + a’b + b%c + ab® + b + ac® — 6abe > 0,
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a rozdélime posledni ¢len v nerovnosti, ¢cimz dostaneme
a’c — 2abe + b*c + ab® — 2abe + ac® + a*b — 2abe + b > 0.
Vytknutim upravime na tvar
c-(a®—2ab+b*) +a- (b>—2bc+c*) +b- (a* — 2ac+ c*) > 0.

Nyni jiz ve vztahu vidime vzorce ve tvaru (A— B)?, po jejich aplikovani

dostavame
c-(a=bP+a-(b—c)+b-(a—c)>0. (2)

Posledni tpravou dostavame soucet t¥i nezapornych ¢isel, protoze na-
pitklad a(b— c)? je soucin a > 0 a ¢isla (b—¢)? > 0. Proto je nerovnost

nezaporna. Timto je platnost vztahu (1) dokdzana.

Rovnost v tloze nastane prave tehdy, kdyz jsou vsechny tii nezaporné

s¢itance v nerovnosti (2) rovny nule, tedy kdyz plati
cla—0)>=0, a(b—c)* =0, bla—c)* =0,
protoze a > 0, b > 0, ¢ > 0, musi platit
a—b=0Ab—c=0ANa—c=0.
7 téchto vztaht vyplyva, Ze rovnost nastane jen tehdy, kdyz
a=b=c

Timto je tloha vyTeSena.

(Jiné Teseni: kapitola 3 a 4, strana 44 a 59)
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10. (MO9-A-I-1). Dokazte, ze pro libovolné kladn4 ¢isla a, b, ¢ plati nerov-

nost

1 1 1 2
>

. 1
a~|—b+b—|—c+c+a_a—|—b+c ()

Reseni: Nejdrive prevedeme Cleny na pravé strané na stranu levou, ¢imz

dostaneme
1 1 1 2

a+b+b+c+c+a_a—|—b+c_

Celou nerovnost vynasobime kladnym ¢islem

(a+b)-(b+c) (¢c+a)-(a+b+c), &imz dostaneme

(a+b+c)-(b+c) (c+a)+ (a+b)
(c+a)-(a+b+c)+(a+b) (b+c):
(a+b+c)—(2a+2b)-(b+c)-(c+a)>0,
po roznasobeni

(b? + ¢® + 2bc + ab + ac) - (c + a) + (ac + a* + be + ab)-

(@a+b+c)+ (ab+ac+b* +be)- (a+b+c)—
—(2ab + 2ac + 2b* 4+ 2bc) - (c+a) >0
a odtud po dalsim roznasobeni
bic+ ab® + & + ac® + 2bc% + 2abe + abe + a’b+
+a’c+ ac® + a’c + abc + ac® + a® + a®b + a’c+
+abe + b2e + b + a?b + ab® + abe + a®b + ab®+
+abe + a®c + abe + ac® + ab® + b + b2c + abe+
+b%c + be? — 2abe — 2a%b — 2ac* — 2a%c—

—2b%¢ — 2b%a — 2bc® — 2abe > 0.
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11.

Po secteni stejnych ¢lend mame
a® + b + A 4 20%¢ + 2ab® + 2ac? + 2bc* + 2a%c + 2a*b + 5abe > 0.

S ohledem na podminky je tato nerovnost platna. Timto je zadana

nerovnost dokdzana.

(Jiné Teseni: kapitola 5, strana 72)

(MO1-A-I-6). Dokazte, ze pro kazdé realné x, y, z plati

T+y+ 2z < /324192 + 22). (2)

Kdy nastava rovnost?

Reseni: Jsou-li z, y, » realna &isla, vzdy plati
(2 =y +(y—2)°+(z—2)* 20,
po roznasobeni ¢lent
22% — 2wy + 2y° — 2yz — 221 + 222 > 0.
Nyni prevedeme zaporné ¢leny na druhou stranu nerovnosti
222 4 2y% + 22% > 2uy + 2yz + 22z

K levé i pravé strané nerovnosti pficteme vyraz z2 + y? + 22, ¢mz

dostavame
2ry + 2yz + 2zx + 2 + 3 + 22 < 327 + 3y? + 327

Levou stranu upravime podle vzorce na mocninu trojélenu a na pravé

strané vytkneme trojku
(z+y+2)? <32 +y* + 27,
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12.

pak celou nerovnost odmocnime a tim dostaneme

|z +y+ 2| < /3(22 4 y2 + 22).

Nerovnice plati pro absolutni hodnotu a tim spise bude platit bez ab-

solutni hodnoty

z+y+2< /3% + 92+ 22).

Rovnost nastane, je-liz =y =2 > 0.

(Jiné FeSeni: kapitola 3, strana 47)

(MO3-A-II-2). Mame déana ¢isla a > b > 0; potom plati

(a—0)? a+b (a —b)?
8a = 2 Vab < 8

Dokazte.

Reseni: Ze zadani tlohy je @ > b > 0 a tim téz

Vva>Vb>0, Va+vb>0. (1)

Ze vztahit (1) plyne, Ze v/a —v/b > 0 a tim i (y/a — v/b)? > 0. Z tohoto
dtvodu plati

8 8b
——JL——>0A—————3>0. (2)

(va—vb)? (va—b)
Nyni budeme zadané nerovnosti dokazovat sporem. Predpokladejme,

ze plati nerovnosti

(a—b)*

1
” Sla+0) - Vab, (3)

v



(a ;bb) < %(a +b) — Vab. (4)

Nejdiive se budeme zabyvat nerovnosti (3).
Po tpravé nerovnosti (3), dostaneme tento tvar

M.(\/g+\/5)22

- (Vi VY.

N

Vynasobime obé strany nerovnosti kladnym vyrazem 8a/(v/a — v/b)?,

ktery byl odvozen ve vztahu (2). Po vynésobeni dostavame
(Va+vb)* > 4a,
coz je
(Va+Vb)? > (2Va).

S ohledem na vztahy (1) jsou ¢isla uvnitt zavorek kladnd, a proto po

odmocnéni celé nerovnosti mame
Va+vVbh>2y/a,
coZ po upravé je
Vb > \/a.

Toto je ovSem spor se vztahem (1). Proto vztah (3) neplati.

Nyni provéfime nerovnost (4).
Po analogické tiprave, dostaneme tento tvar

(\/__\/5)2(\/5+\/5>2§

- (Vi VY.

N |

Vynésobime obé strany nerovnosti kladnym vyrazem 8b/(y/a — v/b)?,

ktery byl odvozen ve vztahu (2). Po vynésobeni dostavame
(Va + vVb)? < 4b,

coz je

(Va +vb)? < (2vD)%
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13.

S ohledem na vztahy (1) jsou ¢isla uvnitt zavorek kladnd, a proto po

odmocnéni celé nerovnosti mame
Va+ Vb <2V,

coZ po upravé je
Va <.

Toto je ovsem spor se vztahem (1). Proto vztah (4) neplati.
Protoze jsme dokazali, Ze vztahy (3), (4) neplati, je zadand tloha do-

kizana.

(Jiné FeSeni: kapitola 4 a 5, strana 62 a 74)

(MO9-A-II-4). Plati-li pro realna ¢isla a, b, ¢ nerovnosti
a>0,bb>0,2c>a+0b,
potom ¢ > ab a plati
c—Ve2—ab<a<c+ Ve —ab. (1)

Dokazte.

Reseni: Nerovnost 2¢ > a + b umocnime na druhou. Umociiovat mi-
zeme, protoze leva i prava strana je z podminek kladna. Po umocnéni
dostaneme

42 > a® + 2ab + V.

Vyraz na pravé strané nerovnosti miizeme prepsat jako

a® 4 2ab + b* = (a — b)? + 4ab.
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Protoze druh& mocnina readlného vyrazu je vzdy vétsi nebo rovna nule,
vime, ze
(a — b)* + 4ab > 4ab,

proto urcité plati vztah
> ab. (2)

Z tohoto diivodu je v (1) ¢ — ab > 0 a proto maji odmocniny smysl.

I. Budeme dokazovat, Ze plati ¢ — v/¢2 — ab < a. Po prevedeni ¢lent
mame
c—a<Vc—ab. (3)

Mohou nastat pouze dvé moznosti:

Pripad (1). Necht je ¢ —a < 0, potom (3) plati.

Ptipad (2). Necht je ¢ —a > 0; umocnime obé strany nerovnosti (3) na
druhou

¢ —2ac+a® < & — ab.
Po prevedeni ¢lend na pravou stranu, dostavame
0 < 2ac — ab — a®.
Vytkneme a, z ¢ehoz mame
0 <a(2c—a-—0). (4)
Protoze z podminek plati, ze 2¢ > a + b, je vztah (4) spravny. Obréace-

nym postupem dospéjeme od (4) ke (3), ¢imz je (3) dokazéano.

I1. Budeme dokazovat, ze a < ¢+ v/c* — ab. Po pfevedeni ¢lentt dosta-

vame
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2.2

a—c<vct—ab. (5)

Mohou nastat pouze dvé moznosti:

Ptipad (a). Nechf je a — ¢ < 0, potom (5) plati.

Pripad (b). Necht je a — ¢ > 0; umocnime obé strany nerovnosti (3) na
druhou

a? = 2ac+ 2 < 2 — ab.

Po prevedeni ¢lend na pravou stranu dostavame
0 < 2ac — ab — a®.
Vytkneme a, z ¢ehoz mame
0<a(2c—a—0). (6)

Protoze z podminek plati 2¢ > a + b, je vztah (6) spravny. Obracenym
postupem dospéjeme od (6) k (5), ¢imz je (5) dokdzano.

Timto je tloha dokazana.

(Jiné TeSeni: kapitola 5, strana 77)

Dalsi alohy

. (MO21-Z-1-2). Dokazte, 7Ze pro kazda dvé ¢isla a, b nabyva vyraz

V =a*+b* — 2ab(b* — ab — a?)

nezaporné hodnoty. V kterém piipadé je tento vyraz roven nule?
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. (MO15-D-II-1). Jsou-li a, b libovolna dvé ¢isla, pak plati
(a® 4+ b%)* — (a® + %) > 0.

Dokazte a zjistéte, pro ktera a, b nastane rovnost.

. (MO15-C-P-2). O danych kladnych ¢islech a, b, ¢, d plati

a C

b d
Dokazte, ze pro kazdou dvojici kladnych ¢isel x, y plati nerovnosti

a ar+cy c

b brtdy d

. (MO4-B-1-13). Pro kazdé realné ¢islo a plati vztah
3-(1+a*+a") > (1+a+a)?

Dokazte.

Urcete vSechna realna cisla a, pro ktera nastane rovnost.

. (MO22-B-I-1). Dokazte, 7Ze pro kazda dvé redlné ¢isla a, b plati

a+bl _ ol bl
IL+]a+0b = 1+]al  1+1b

Zjistéte vSechny pripady, v kterych nastane rovnost.

. (MO20-B-I-1). Jestlize a, b jsou kladna ¢isla mensi nez 1, plati nerov-

nost

Dokazte a zjistéte, kdy nastava rovnost.
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7.

10.

(MO2-B-1I-3). Dokazte: Pro redlné ¢isla a, b, ¢, d plati
ac + bd > ad + bc,

potom je bud @ > b, ¢ > d nebo a < b, ¢ < d. Je mozné tuto vétu
obratit?

(MO3-B-11-2). Jsou-li uy, ug, v1, ve libovolné redlnd ¢isla, potom vzdy
plati vztah

(urvy + ugv9)* < (u% + ud) - (v% + v%)

Dokazte a urcete vSechny hodnoty ¢isel uy, ug, v1, v2, pro néz v tomto

vztahu plati rovnost.

(MO4-B-11-2). Dokaite:

a) Pro kazdé realné ¢islo x plati 22 — z + 1 # 0.

b) Pro kazdé reélné ¢islo x plati vztah

(MO15-B-I1-2). Necht je a pevné redlné ¢islo, pro které plati 0 < a < 1.

Potom pro vsechna x takova, ze —1 < x < 1 plati nerovnost

(1 —ar)?

1 5 >1—a2
-

Dokazte a ukazte, Zze rovnost nastane jen pro ptripad xr = a.
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11. (MO2-A-I-1). m, n jsou kladna ¢isla, ukazte, Ze ¢islo /2 lezi mezi ¢isly

m m+2n

n' m+n’

12. (MO10-A-I-1). Dokazte, ze je-li 0 < z < 1, potom plati

1 1 1 <12
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3 Vyuziti A-G nerovnosti

Pti dikazu nékterych nerovnosti je vyhodné vyuzivat zndme nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym primérem. Tato nerovnost je uvedena ve

vété 3.1. Nejprve si definujeme oba primeéry.

Necht = = (x1, 22, ..., 2,,), potom aritmetickym prumérem disel
x1, T2, ..., T, nazveme Cislo A, (x) takové, pro které plati

_.1]1+.’172—|——|—;En
" .

A ()

Necht = = (21, 29, ..., 2,), kde z; > 0 pro i = 1,2, ...,n, potom geomet-
rickym prameérem ¢isel z1, xs, ..., x,, nazveme ¢islo G, () takové, pro které

plati

Gu(x) = /1 29+ o0 - T

Véta 3.1 (A-G nerovnost). Pro libovolna nezaporné ¢isla x4, xs, ..., x,, plati,
Ze jejich aritmeticky primér je vétsi nebo roven primeéru geometrickému z

téchto ¢isel:

1+ 2To+ ...+ Ty
n

> Vr Ty ... Ty

Rovnost natava prave tehdy, kdyz plati x1 = 2o = ... = x,,.

Nez se pustime do dokazovani samotné A-G nerovnosti, uvedeme nejdiive

dvé vedlejsi véty, které budeme k samotnému diikazu potiebovat.

Lemma 1. Plati-li, ze a > 1,0 < b < 1, potom je také a +b—ab > 1. Dikaz

provedeme pomoci klasickych tprav.
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Diikaz lemmatu 1. 7 predpokladi vime, ze plati
1-0>0ANa—-1>0.

Odtud
(a—1)-(1—=5)>0.
Po roznasobeni dostaneme

a+b—ab—1>0,

neboli

a+b—ab>1.

Lemma 2. Nechf ay, as, ..., a, jsou kladnd ¢isla a a; - as - ... - a, = 1, potom

plati a;+as—+...4+a, > n. Dikaz zde provedeme pomoci matematické indukce.

Dikaz lemmatu 2. Nejprve dokazeme, zda tvrzeni plati pro n = 1. V tomto
pripadé musi byt a; = 1, ¢imz tvrzeni plati. V dalsim kroku budeme pfedpo-
kladat, ze tvrzeni plati pro prirozené n. Dokazujeme tedy, ze plati i pro n+1.
Jsou tedy déana ay,as, ..., a,,a,4+1 a plati a; - as - ... - a, - a1 = 1. Checeme

dokézat, ze plati

a;+as+ ...+ ay + ape1 >n+ 1 (1)

Pokud se budou vsechna a; pro ¢ = 1,2,...,n rovnat jedné, tvrzeni plati.
V opacném pripadé mezi nimi bude urcité ¢islo vétsi nez jedna a také cislo

mensi nez jedna.
Usporadame ¢isla tak, ze predposledni ¢len a,, > 1 a posledni ¢len a,,1 <
1. Z lemmatu 1 mame dokézano, ze pro takova dveé cisla urcité plati
Ap + Api1 — Aplpiq > 1. (2)
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Nyni nadefinujeme nova ¢isla b; pro i« = 1,2, ..., n tak, aby platilo
bl = ag, b2 = ag, ..., bn,1 = Qp—1, bn = AnQpi1-

Zjevné jsou cisla b; kladna a také plati biby...b, = 1. Z indukcéniho predpo-

kladu vime, Ze lemma plati pro n, mame tedy
by +by+ ... + b, > n.
Po dosazeni za cCleny dostavame
ay + as + ...+ ap_1 + apGy > n. (3)

Pokud ted se¢teme vztahy (2) a (3), dostaneme nerovnost (1), coz je presné

ten vztah, ktery jsme méli dokazat.
Nyni jiz mtzeme pristoupit k samotnému ditkazu A-G nerovnosti.

Dtkaz véty 3.1. Je-li néktery z ¢lenii x; = 0, potom je geometricky priamér
roven nule a soucet nezapornych ¢isel u aritmetické posloupnosti je vzdy vetsi
nebo roven nule. Pokud zadny z ¢lenti x; neni roven nule, utvofime si toto
oznaceni

X=Yx1 -To-... Ty

Méame tedy nerovnost
1
X < E(fﬁl +x9+ ..+ ).

Zaroven polozime a; = x;/X. Je tedy zfejmé, Ze a; > 0 a pro splnéni pod-

minky v lemmatu 2 musi platit tato rovnost
CLl'CLQ'...'Canl.

Po dosazeni za c¢leny a; dostavame

T1 T ... Tp
al-ag-...-an:—zl.

Xn
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Pro splnéni této rovnosti musi byt
T1 Xy e Ty = X"

Aplikujeme nyni lemma, 2

a1+a2+...+an:x1+$2;”'+xn >n

Po vynasobeni celé nerovnosti X dostavame
T+ 2o+ ...+ Ty ZXn
Po vydéleni celé nerovnosti n mame
1
~(T1tmt ot wn) 2 X
Nyni jiz jen dosadime za X tvodni substituci, z ¢ehoz ziskame
ﬁ(xl—i—xQ%——i—xn) > YT1 T Ty,

coz je puvodni vztah a tim je A-G nerovnost dokazana.

Pro srovnani uvedeme jesté jeden dikaz A-G nerovnosti. Tento dukaz

pochézi od Rudolfa Sturma a je zalozen na nasledujicim lemmatu.

Lemma 3. Jestlize pifi konstantnim souctu dvou rtiznych ¢isel mensi ¢islo
zvétsime o hodnotu mensi, nez je absolutni hodnota jejich rozdilu, a druhé

¢islo o stejnou hodnotu zmensime, pak se soucin téchto dvou ¢isel zvétsi.

Dikaz lemmatu 3. Méjme tyto dvé cisla a oznacme si je a, b, kde a < b.
Zvolme substituci
ad=a+eANb=>b—rc¢

pricemz plati b — a > € > 0. Déle tedy vime, ze
a b =(a+e) (b—e)=ab—ac+be—e =
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=ab+e(b—a—e).
Vzhledem k podmince pro epsilon je jasné, ze (b — a — €) > 0, a tim mame

7’ /7 v / /
dokéazano, ze a - b > ab.

Nyni jiz muzeme pfistoupit k samotnému dikazu A-G nerovnosti.

Dukaz véty 3.1 (Sturmuv). Nejprve ukdzeme, kdy v dokazované A-G

nerovnosti nastava rovnost. Pro x; = xy = ... = x,, nastava rovnost, nebot
plati, ze
A,(x) = . 1
n
a

Déle predpokladejme, Ze si vSechny ¢leny nejsou rovny. Potom je alespon
jedno z ¢isel vétsi nez S, /n a alesponl jedno z ¢isel mensi nez S,,/n. Mzeme
tedy polozit

S S,
xT<—"/\:US>—n.
n n

Nyni zvolme substituci

r Sy / Sh
T, = — N 2T, =Ts+Tp — —.
n n

V substituci jsme z, zvétsili o (S,/n) — z, a x5 zmensili o (S,/n) — z,. Je

tedy dodrzena podminka u lemmatu 3. Pro ostatni ¢leny mame x; = x;, kde
JjF#rs.

Diky lemmatu 3 urcité plati =, - 2, < . - z, a tedy také plati

n / /

V1 Ty < A/ Tq.T,.
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. v v/’ ’ . o v ’
Jsou-li vSechna ¢isla x; pro i = 1,2, ...,n rovna pruméru S, /n, pak plati

Go(2) < Gu(z) = ¢ <S—> =5 ).

n

Pokud se stane, Ze se ¢isla po prvnim provedeni nerovnaji, budeme opakovat

cely postup tolikrat, dokud se ¢isla nebudou rovnat primeéru. A to tak, ze

Gn(z) < Gp(z) < Gulz') < .. <} (&) _ S A, (x).

n

Zavér. Plati G,(x) < A,(x), pfi¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz

Tl =Ty = ... = Tp.

3.1 ResSené tlohy

1. (MO17-D-II-1). Dokazte, ze vyraz

a*—ab+b —a+b+1>0 (1)

plati pro kazda dvé realna cisla a, b.

Reseni: Nejprve prevedeme ¢len ab na pravou stranu
> +b —a+b+1>ab.

Protoze plati ab < |ab| , mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat,

7ze a > 0 a b > 0. Dale vyuzijeme A-G nerovnost ve tvaru

a? + b?
b < .
W=

Tento vztah dosadime do nerovnosti za ¢len na pravé strané

a?® + b?

A+ —a+b+1>
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Celou nerovnost vynasobime dvéma a pravou stranu prevedeme na le-
vou

a?+b —2a+20+2>0.

V tomto vztahu miZeme rozpoznat dva vzorce ve tvaru (A + B)?2, po

jejich aplikovani dostavame
(a—1)+(b+1)>>0.
Aby nastala rovnost, muselo by platit

a=1Ab=-1,

coz kdyz dosadime do vztahu (1), neni mozné. Timto je nerovnost do-

kazana.

(Jiné FeSeni: kapitola 2, strana 13)

. (MO18-D-II-3a). Af jsou a, b, ¢ nezédporna ¢isla takova, ze a+b+c = 1,
potom plati:
1
ab + ac+ be < 3

Dokazte.

Reseni: Nejprve bez jmy na obecnosti piedpokladame, Ze
a>b>ec.
Z A-G nerovnosti plyne
a? + b2 > 2ab, b* + A > 2be, a® + & > 2ac.
Sec¢tenim téchto vztaht, dostavame
a® +b* +c > ab + be + ac. (1)
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Pokud umocnime trojélen a + b + ¢ na druhou, mame
1= (a+b+c)?=da”+b +c+ 2ab+ 2ac + 2bc

a odtud plyne

a4+ b+ =1—2(ab+ ac + be). (2)
Dosadime vztah (2) do vztahu (1)
1 —2(ab+ ac + bc) > ab+ ac + be.

Prevedeme ¢leny na pravou stranu, celou nerovnost vydélime tfemi a
prepiseme do tvaru

<

W
N

ab+ ac+ be <

Tim je zadany vztah dokéazany.

(Jiné feSeni: kapitola 5, strana 70)

. (MO6-C-I-1). Pro vSechna realna ¢isla a, b, ¢ je vyraz
A+ 0+ +3-2a+b+c) (1)

nezaporny. Dokazte. Kdy nastane rovnost?

Resend: Nerovnost upravime na tvar
a® +b* +c +3 > 2a+2b+ 2c. (2)

Protoze plati a < |a|, b < |b|, ¢ < |¢|, miZeme bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, ze a > 0, b > 0, ¢ > 0. Z A-G nerovnosti plyne

V1i-a< 1—;—a.
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Pokud tento vztah umocnime na druhou, dostaneme

- 1—|—2a+a2.

@= 4

Tuto nerovnost vynasobime ¢tyfmi a secteme c¢leny
20 <1+ a°.

Tento vztah dosadime za tfi Cinitele na pravé strané nerovnosti (2),
¢imz pravou stranu zvétsime. Pokud bude platit nova nerovnost, bude

platit i nerovnost predchozi. Po dosazeni dostavame
A+l +E+3> 1+ + 1+ + 1+,
coz po secteni dava
A+ +E+3>a®+0+ 2+ 3.

Timto je nerovnost dokazana.
Rovnost nastane, kdyz a =b=c=1.

(Jiné FeSeni: kapitola 2, strana 14)

. (MO2-B-1-12). Jsou-li a, b, ¢ kladna ¢isla, pak

a b ¢
—+ -+ - >3
b ¢ «a

Dokazte. Provedte diskusi, kdy nastane rovnost.

Resend: 7 A-G nerovnosti pro t¥i ¢isla plyne

1a+b+c >3abc_1
3\b ¢ a) = Vb ¢ a



Odtud po vynasobeni tfemi

a

b ¢
+-+-2>3
b ¢ «a

coz je vztah, ktery jsme méli dokazat.

Rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz bude
a=0b=c,

tim je zadana nerovnost vyresena.

(Jiné TeSeni: kapitola 4, strana 57)

. (MO2-B-I-14). Necht a, b, ¢ jsou racionalni ¢isla. Dokazte, Ze potom
plati

(a+b—c)+(b+c—a)’+(c+a—b)?>ab+bc+ca. (1)

Provedte diskusi, pro které pfipady nastane rovnost.

Reseni: Protoze plati ab < |ab|, bc < |bc|, ac < |ac|, miZeme bez
1jmy na obecnosti predpokladat, ze a > 0, b > 0, ¢ > 0. Nejprve levou

stranu vztahu (1) rozndsobime podle vzorcti, ¢imz dostaneme
2 32, 2 2 32, 2
a® +b° + ¢ + 2ab — 2ac — 2bc + a” + b + ¢® — 2ab — 2ac + 2bc+

+a? 4+ 1% + ® — 2ab + 2ac — 2be > ab + be + ca.

Po secteni spolec¢nych ¢leni

3a? + 3b% + 3¢ — 2ab — 2ac — 2be > ab + be + ca.
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Z A-G nerovnosti vime, ze plati vztah

a? + b?

b <
W=

a tento vztah dosadime za Cleny na pravé stran€, ¢imz pravou stranu
zvétsime. Pokud bude platit nova nerovnost, bude platit i nerovnost

predchozi. Po dosazeni dostavame

2 b2 b2 2 2 2
302 + 302 + 32 — 2ab — 2ac — e > L e cra

Prevedeme ¢leny na pravé strané na stranu levou a spolecné ¢leny posci-

tame, ¢imz dostaneme
2a* + 2% + 2¢* — 2ab — 2ac — 2be > 0.
Odtud po tprave
a? + 0%+ % —2ab — 2ac — 2bc + a® + b2 + 2 > 0.

Zde uz miizeme rozpoznat tii vzorce (A — B)? a po jejich aplikovani
dostavame
(a—b)?+(a—c)?+(b—c)?*>0,

coz jednoznacné plati. Protoze jsme provadeéli ekvivalentni tpravy, je

zadané nerovnost dokazana.

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a = b = c.

(Jiné feseni: kapitola 2, strana 18)
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6. (MO1-B-II-3). Dokazte, Ze pro vSechna realna ¢isla a, b plati
(a® 4+ b*)ab < a* + b*.

Rozhodnéte kdy plati rovnost.

Reseni: Bez tjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze
a>0,0>0,

protoze plati
ab < |ab|.

V A-G nerovnosti plati vztah

ab < a* + b2.
2
Tohoto vztahu vyuzijeme a dosadime ho do nerovnosti. Timto dosté-
vame
((12%—62)-M <a*+ b

Roznésobime levou stranu a mame

at a? Va2,
ST AT T A
sttty Satt

Celou nerovnost vynasobime dvéma
a* + a?b?* + a?? + b* < 2a* + 264,
poscitame cleny
20°b% < a* + b*.

Dale vime, ze

a’b? = Vatbt.

Pouzijeme A-G nerovnost, pro kterou plati vztah

4 14
Vatht < a”+b .
- 2
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Tento vztah dosadime do nerovnosti, ¢imz ziskame

< a* + b4,

coz je vztah, ktery jsme chtéli dokazat.

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a = b.

(Jiné TeSeni: kapitola 2 a 4, strana 19 a 58)

. (MOB8-B-II-3). Dokazte, ze pro kazdou trojici kladnych ¢isel a, b, ¢ plati

vztah

(a+b—|—c)(é+%~l—%)29. (1)

Najdi vSechny trojice, pro které nastava rovnost.

Reseni: Nejprve provedeme roznasobeni zavorek v nerovnosti (1), ¢imz
dostaneme
a

a b b ¢ ¢
t-t—+l+-+-—++1>0
b ¢ «a c a b

1+

Spolecné ¢leny poscitame

a

3+b

b a ¢ b ¢
+-+-—+-—+-+-2>0 (2)
a ¢ a ¢ b

Vyuzijeme A-G nerovnosti, v které plati

%Ega;@

Celou nerovnost dame na druhou, ¢imz ziskame

2 2
ab < a +2;zb+b .
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Po vynasobeni ¢tyfmi a poscitani ¢lenti, mame
2ab < a® + b°.

Celou nerovnost vydélime ab a dostaneme
b

_|__

2 < .
a

3 (3)

Dosadime vztah (3) do nerovnosti (2), ¢imz levou stranu zmensime. Po

dosazeni mame
3+24+24+2=92>9,

coz plati.

Rovnost nastane jen tehdy, kdyz

a_b b_c
b a c b

to znamena, kdyz

Timto je tloha dokéazana.

(Jiné Teseni: kapitola 2 a 4, strana 20 a 59)

8. (MO9-B-II-3). Nechf jsou a, b dvé libovolna kladné ¢isla. Potom plati

11 Vi Vo
@B e @ a

(1)

Dokazte.

Resent: Celou nerovnost vynasobime kladnym ¢islem a°b°\/a- /b, ¢im7

dostaneme

Vb Va+a®Vb-a < a’a+ b,
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odtud
b’V ab + a®Vab < ab 4+ 85,

Vime, Ze v A-G nerovnosti plati vztah

\/%ga;r .

Tento vztah vyuzijeme a dosadime ho za ¢leny na levé strané nerov-
nosti, ¢imz ji zvétsime. Pokud bude platit nova nerovnost, bude platit

i nerovnost predchozi. Po dosazeni dostavame

5-aT+b+a5-aT+b§a6+b6.

b
Celou nerovnost vynasobime dvéma a posc¢itame cCleny
ab® + a’®b < a® + 1.
Déle pfevedeme vSechny ¢leny nerovnosti na pravou stranu
0§a6+b6—ab5—a5b,
provedeme vytykani, z ¢ehoz dostaneme

0 < (a®—10b°) - (a—b).

Vime, ze mocninna funkce y = 2™, kde n € N a x > 0, je rostouci, a
proto ze vztahu a > b plyne a® > b°. Z toho vyplyvd, Ze nasobime-li
dva nezaporné citatele navzajem, dostavame nezaporné ¢islo a nerov-

nost plati.

Vime, ze mocninné funkce y = 2", kde n € N a x > 0, je rostouci, a
proto ze vztahu a < b plyne a® < b°. Z toho vyplyva, Ze ndsobime-li dva

zaporné Citatele navzajem, dostavame kladné ¢islo a nerovnost plati.

46



Timto je zadané nerovnost (1) dokazéana.

(Jiné TeSeni: kapitola 4, strana 61)

. (MO1-A-I-6). Dokazte, ze pro kazdé realné z, y, z plati

T4y 42 < /3224 y? 4 22). (1)

Kdy nastava rovnost?

Reseni: Protoze plati x +y + 2 < |z| + |y| + |2|, mZeme bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze = > 0, y > 0, z > 0. Celou nerovnost (1)

umocnime na druhou, ¢imz dostaneme
2+ % 4 2%+ 2wy + 202 + 2yz < 327 + 3% + 322
Prevedeme si druhé mocniny na levou stranu
22y + 2xz 4 2yz < 2% + 2 + 222,
celou nerovnost vydélime dvéma
Ty + T2+ Yz §x2+y2+22.

Z A-G nerovnosti vime, ze plati vztah

2 b2
@+ > ab.
2

Tohoto vztahu vyuzijeme a dosadime ho za ¢leny na levé strané, ¢imz
ji zvétsime. Pokud bude platit nova nerovnost, bude platit i nerovnost

predchozi. Po dosazeni dostavame

2 2 2 2 2 2
Sk £ B )
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10.

Ted jiz jen upravime vyraz na pravé a levé strané
2, .2 2 2, .2 2
rry +2<z+y +z2°

Tento vztah plati a tim je zadand nerovnost dokazana.

(Jiné TeSeni: kapitola 2, strana 43 )

(MO17-A-I1-2). Dokazte, ze pro kazda t¥i nezédpornd ¢isla x, y, z plati

nerovnost

2z — /JE) + yly — Va2) + 2(z — V&) > 0. (1)

Déle zjistéte, v kterych ptfipadech nastane rovnost.

Reseni: V tomto piipadé pracujeme s nezdpornymi ¢isly, proto zde
muzeme vyuzivat A-G nerovnost. Pouzijeme znamy vztah

r+y

VTy < 5

tento vztah dosadime za tfi ¢leny na levé strané. Vzhledem k tomu, ze

je pred znaménky odmocnin minus, vysledny vyraz nezvétsime. Proto

tedy plati
2(r = yz) +yly — Voz) + 2(z — Vay) >

y+z> < x+z> ( :E—I—y>
> - - - :
—‘T("E y )TV ) TR

Po roznéasobeni zavorek mame

Ty + 12 Y + Yz Tz + Yz
2 2 2
Celou nerovnost vynasobime dvéma a poscitame ¢leny, ¢imz dostaneme

22% + 2% + 22% — 2xy — 2wz — 2yz > 0.
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11.

Jak vidime, miizeme zde pouzit vyraz (A — B)2. Po zaneseni tohoto

vyrazu do této nerovnosti ziskavame
(z—y)?*+(@—2)>*+@y—2)2*>0

Tato nerovnost urcité plati. Tim je dokdzéna i nerovnost (1), protoze

jsme provadeéli ekvivalentni apravy.

Rovnost v posledni nerovnosti mize nastat jen pro r = y = z, coz

muzeme prevést i na nerovnost (1). Tim jsme tlohu vyftesili.

(MO2-A-I11-3). Jsou-li ¢isla aq, as, ..., a, kladnd, plati

11 1
Qh+ayh“+mﬁ(;+ﬂ—+”ﬁji)>n? (1)
Dokazte.

Kdy nastane rovnost?

Resend: Provedeme-li nasobeni na levé strand vztahu (1), dostaneme
jednak €leny tvaru a;/a; = 1, kterych je n. Jednak ¢leny tvaru a;/a;,
(kde 7 # j), kterych je n? — n. Vzhledem k tomu, Ze séitani se ¥idi
zédkonem komutativnim a asociativnim, mizeme psat

1 1 1
(e +as+...+a) | —+—+...+— | =
ar a2 Qn

a; Qo a;  as Ap—1 Qn
:n+(—+—>+<—+—>+m+( - )
ag ai as ai ap Qp—1

Kazdy vyraz v zavorkach, kterjch je (1/2) - (n®* — n), neni mensi nez

2, pricemz rovnost na vSech mistech nastane tehdy a jen tehdy, je-li

a; = a;j pro kazdé i a kazdé j # i. Odtud plyne

1 1 1
@+@+m+%)—+—+m+; >
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1
2n+§(n2—n)-2:n2.

Pricemz rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz a; = as = ... = a,.

Timto je tloha dokazana.

(Jiné FeSeni: kapitola 6, strana 92)

3.2 Dalsi alohy

1.

(MO19-B-P-2). At jsou xy, xo, ..., x, kladné ¢isla, potom plati

x ) Tp—1 Tn
+ ...+ + — >n.
T, Tn—1 X2 T

Dokazte.

(MO21-A-P-1). Pro v8echna kladna ¢isla a, b a vSechna pfirozena cisla
n plati
n-a 0"t <a+ (n— 1)

Dokazte.

(MO16-A-P-1). Jsou-li dy, dy, d3 kladna ¢isla takova, ze d; < dy < d3,

pak pro libovolna nezaporna disla ¢y, ¢, c3, plati

C C C
(crdy + cody + c3d3) (d_i + d—z + d—i) <

o (dy + d3)?

S(Cl—FCQ—FCg) Adid
1U3

Dokazte.
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Ndvod. Dokazte nejprve, ze

b
di+dy T+

4. (MO18-MMOXI-6). At jsou x1, y1, 21, T2, Y2, 22 realnd Cisla, pro které
plati ;1 > 0, 29 > 0, x1y; — 22 > 0, Toys — 22 > 0, potom plati
8 1 1
5 < 5 + 5
(@1 4+ 22) (Y1 +92) — (1 +22)2 7~ may1 — 21 Xayp — 25

Dokazte. Najdéte nutné a postacujici podminky pro to, aby v (1) pla-

tila rovnost.
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4 Vyuziti substituce

Substituce je efektivni metoda pro feseni nerovnosti a byla hojné vyuzivana
jiz. ve staroveké Mezopotanii. Jiz tehdy matematici objevovali vyhody této
metody, ktera funguje na principu zamény, kdy muzeme slozity matematicky

vyraz nahradit vyrazem jednodussim.

4.1 ResSené tlohy

1. (MO21-Z-11-3). Dokazte, ze pro kazdou trojici ¢isel a, b, ¢ je vyraz

V = a®? + a*c + b*c® — abc(a + b+ c) (1)

nezaporny. Pro které hodnoty ¢isel a, b, ¢ se tento vyraz rovna nule?

Reseni: V tomto pifkladé miizeme bez ijmy na obecnosti predpokladat,

v

ze

a<b<e.

Dale zvolime substituci
a=b—x, c=b+y,
kde z,y > 0. Nyni dosadime substituci do vztahu (1) a dostaneme
V=>0b-—2)%0+0-2)%* (b+y)*+ 1>

b4+y)2—0O—2)-0b)-b+y)-b—2+b+b+y).

Roznésobime vSechny druhé mocniny
V= (0 = 2bx +2%) - 0 + (b — 2w +27) - (0 + 2by +¢7) + b

(D*+ 20y + %) — (b —bx) - (b+7y)-(3b—z+y).

Po roznasobeni zavorek dostaneme
V =0t — 2632 + %2 + bt + 263y + bPy? — 2031 — 4bPzy — 2bxy+
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+b0%0% + 202y + 2%y + bt 4 20%y + b*y? — 3b* + bPr — bPy — 3b3y+
+b2xy — b2y? + 3b%x — b22® + bPay + 3b%xy — bty + by’
Pak stejné cleny secteme
V = b%2? + V2?4 bPay — bay? + bty + 2%,
dale je rozdélime
V = b2y — bay?® +0,250%y% + b2 4 bay + 0, 2527y + 0, 522y* 4 b2xy.

Ted jiz v nerovnosti rozpoznavame dva vzorce ve tvaru (A + B)? a po

jejich aplikovani dostavame
V = (by — 0,52y)* + (bz + 0, 5zy)* + b*xy + 0, 52°y>.

Vyraz se nam podarilo vyjadrit ve tvaru souctu nezdpornych clent, a
proto V' > 0.

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz bude splnéna nékterd z nasleduji-

cich podminek:

a)a=>b=c,

b) a = b= 0, ¢ libovolné,
c) b=c=0, a libovolné,
d) ¢ =a =0, b libovolné.

Tim je tloha vyfeSena.

(Jiné Teseni: kapitola 2, strana 11)
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2. (MO3-C-I-6). Necht a, b, ¢ jsou piirozena ¢isla, pficemz ¢ > 1. Dokazte,
ze plati
a+b<abc. (1)

Kdy nastane rovnost?

Reseni: 7 predpokladu vime, Ze ¢ > 1. Z toho miiZeme uréit nejmensi

hodnotu pro ¢, a to je ¢islo dvé. Misto (1) tedy sta¢i dokazat
a+b<2ab.

Bez jmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze a < b a zvolit substi-
tuci

b=a+ x,

kde z € {0,1,2...}. Po dosazeni do nerovnosti dostavame
2a + 2 < 2(a+2)a,
coz po roznasobeni je
20 + x < 2a® + 2az.
Vzhledem k tomu, Ze a je prirozené cislo, plati
2a < 242

a dale je také zfejmé, Ze
T < 2azx.

Plati tedy
20+ < 2a® + 2ax,

¢imz je zadana nerovnost dokazana.

Rovnost nastane pravé kdyza=0=1ac= 2.

(Jiné Teseni: kapitola 2, strana 15)
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3. (MO23-C-P-1). Dokazte, Ze pro vSechna kladné ¢isla a, b, ¢ plati

b(2a—c) c¢(2b—a)  a(2¢—b) _ac ab be
+ + < —+—+
a b c b c a

Kdy plati rovnost?

Reseni: Nejprve prevedeme levou stranu nerovnosti na stranu pravou,

¢imz dostaneme

Oga_c+a_b+@_b(2a—c)_c(2b—a) a(2c —b)
b c a a b c

Y

protoze vime, ze Cisla a, b, ¢ jsou ze zadani kladna, mtzeme celou
nerovnost vynasobit abc, aniz by se zménilo znaménko nerovnosti. Po

vynasobeni tedy

0 < a’c +a®® + b*c? — bc- (2a —¢) — ac® - (2b — a) — a®b(2c — b),
po roznasobeni zavorek

0 < a?® + a®b? + b2 — 2ab%c + b*c? — 2abc® + a’c? — 2a*be + a’b?.

Nyni se¢teme odpovidajici ¢leny a vydélime celou nerovnost dvéma,

¢imz dostaneme
0 < a*c® + a®b® + b*c* — ab*c — abc® — a®be.
Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme, ze
a<b<e.

Zvolme substituci

a=b—x, c=b+y,

v které plati, ze z,y > 0. Substituci aplikujeme do nerovnosti, ¢imz

dostaneme
0<(b—2)?-b+y)?+O—a)?2 -+ (b+y)*— (b—1x) b*
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b49) = (=) b (049~ (b—2) b (b4 ).
Odtud po roznasobeni druhych mocnin méame
0 < (b — 2bx + 22) - (B* + 2by + y*) + (b* — 2bx + 2%) - b? + b
(0* + 2by 4+ 9°) + (=b° + b%2) - (b +y) — (b* — bx)-
-(b? + 2by + y?) — (b* — 2bx + 2%) - (b* + by)
a po roznasobeni vSech clenii
0 < b* 4 2%y + b2y? — 263z — 4b%zy — 2bxy?® + b*x® + 202 y+
22y 4 b — 26832 + b2 + bt + 20y + b*y? — b —
—bPy + b2z + bray — bt — 203y — bPy? + bPx 4 20%xy+
+bry? — b — bPy + 20%2 + 20%xy — b2 — bty
a po secteni vsech ¢leni
0 < b2y + bPry — bay? + b2 + bry + 2%y>
Vytkneme v prvnich tiech séitancich ¢len by?, ¢imZ dostaneme
0 < by?- (b—x)+ bry + b*2® + b’y + 2%y°.
Protoze vime, Ze a, b, ¢ jsou kladna ¢isla a x,y > 0, jsou kladné i ¢leny
bray 4+ b2a? + b’y + 2%y
Zbyva tedy dokazat, ze
0<by*(b—ux).

7, danych podminek vime, Ze prvni nasobek je za kazdych okolnosti
kladny a vyraz

b—x=a

je také kladny. Tim je nerovnost dokazana.
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Rovnost v nerovnosti nastane tehdy a jen tehdy, kdyz
a=>b=c,

tim je tloha vyresena.

(Jiné FeSeni: kapitola 2, strana 16)

. (MO2-B-1-12). Jsou-li a, b, ¢ kladna ¢isla, pak

a b ¢
—+-+-2>3.
b ¢ «a

Dokazte. Provedte diskusi, kdy nastane rovnost.

Reseni: Nejprve celou nerovnost vynasobime ¢lenem abc, ¢imz dosta-
vame

a’c + b%a + *b > 3abc.

Nyni mtzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze a < b < c.
Zvolime substituci

a=b—x, c=b+y,

v které plati, ze z,y > 0. Tuto substituci aplikujeme do nerovnosti a

zaroven prevedeme pravou stranu na stranu levou. Dostaneme tedy
b—2)? - b+y)+b*-b—a)+b+y)?-b—3b—2)-b-(b+y)>0.
Po roznasobeni druhych mocnin mame

(b — 2bz + 2%) - (b+y) +b° — b+

+(b% + 2by + y*) - b+ (—3b* + 3bx) - (b+y) > 0,

roznasobime zavorky
b+ b2y — 20%x — 2bzy + 2b + 22y+
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+b* — b2 + b* + 2%y + by? — 3b° — 3b%y + 3b%x + 3bxy > 0
a posc¢itame odpovidajici ¢leny
bry + 2°b + 2y + by* > 0.

Vzhledem k tomu, zZe c¢isla a, b, ¢ jsou kladna a cisla z,y > 0, tak i
tento vztah plati.

Rovnost v této nerovnosti nastane prave tehdy, kdyz bude
a=>b=c,

tim je tloha vyfesena.

(Jiné Teseni: kapitola 3, strana 40)

. (MO1-B-II-3). Dokazte, Ze pro vSechna redlna ¢isla a, b plati
(a® 4+ b*)ab < a* + b*.

Rozhodnéte kdy plati rovnost.

Reseni: Protoze plati ab < |ab|, miizeme bez jmy na obecnosti pred-
pokladat, ze a > 0, b > 0. Dale bez (jmy na obecnosti predpokladejme,
Ze

0<a<hb,
a zvolme substituci

b=a+ x,

kde x > 0. Po zavedeni této substituce a pfevodu levé strany na stranu

pravou, dostavame
0<a'+(a+a2)* = (&®+ (a+2)?) - ala+2).
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Odtud
0 <a'+a' +4a®r + 6a°2® + dax® + ' — (2a* + 2az + 2%)(a® + ax).
Po dalsim roznasobeni
0 < a*+a*+4a’r+6a* 2’ +4ax*+1*—2a* 20> v —20* v —2a* 2> —a*2* —ax®
a po secteni Clent

0 < 3a?z? + 3az® + «*.

Protoze vime, ze x > 0 a a > 0, tak je tato nerovnost platna a tim
plati i ptivodni nerovnost.
Rovnost v tomto pripadé€ nastane tehdy a jen tehdy, kdyz bude a = b.

Tim je zadana nerovnost vyreSena.

(Jiné FeSeni: kapitola 2 a 3, strana 19 a 43)

. (MO8-B-II-3). Dokazte, ze pro kazdou trojici kladnych ¢isel a, b, ¢ plati
vztah

m+b+d(2+%+%)29. (1)

Najdéte vSechny trojice, pro které nastava rovnost.

Reseni: Pravou stranu zadané nerovnosti prevedeme nalevou, ¢imz do-

staneme

1 1 1
m+b+@(—+—+—)—920
a b ¢

Protoze vime, ze ¢isla a, b, ¢ jsou kladna, miizeme celou nerovnost

vynasobit abc. Po vynasobeni dostavame

(a+b+c)- (bc+ ac+ ab) — 9abe > 0.
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Nyni pfedpokladejme bez jmy na obecnosti, ze a < b < c. Dale zvolme
substituci

a=b—z, c=b+y,

kde =,y > 0. Zvolenou substituci dosadime do nerovnosti (1), ¢imz

dostavame
b—xz+b+b+y)-[b-b+y+b—2) (b+y)+

+b—xz)-b)—=9-(b—x)-b-(b+y)>0

a po roznasobeni
(3b—x4y) - (D> +by+b*+by — bz — xy+b* —bx) — (96> — 9bx) - (b+17) > 0.
Odtud
(3b — x +y) - (3b* + 2by — 2bx — xy) — 9b* — 9b%y + 9?2 + by > 0,
po roznasobeni vyrazi v zavorkach, dostavame

9 + 6b%y — 6b%x — 3bxy — 3b%x — by + 2b2? + 2y + 3b2y+

+2by? — 2bxy — xy — 9> — 9y + 9b%x + 9bxy > 0

a po secteni Clent
2bxy + 202 + 2y + 2by® — 1y > 0.
U poslednich dvou séitancti vytkneme 232, &mz dostaneme
2bxy + 2b2* + vy + 2% - (b —0,5x) > 0.

Vzhledem k tomu, ze b > 0 a zaroven x,y > 0, jsou prvni tfi ¢leny
nerovnosti kladné. Posledni ¢len se sklada ze dvou ¢asti. Prvni ¢ast je

kladnd, a proto stac¢i dokazat, ze b — 0,5z > 0. Vime, ze

b—0,9z>b—x=a>0,
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proto je tento clen také kladny, a tim je nerovnost dokazana.

Rovnost nastane, pokud se

Timto je tloha vyTeSena.

(Jiné FeSeni: kapitola 2 a 3, strana 20 a 44)

. (MO9-B-II-3). Necht jsou a, b dvé libovolné kladna ¢isla, potom plati

1 1 b
1ol va Vb (1)
a® T p.h a®-ya

Dokazte.

Reseni: K vyfeseni zadané nerovnosti budeme vyuzivat vétu, ktera je
dtsledkem vlastnosti mocninné funkce:
At je a > b > 0, potom plati a” > b" > 0, kde n je libovolné piirozené

¢islo.

Utvofime substituci, kde

1 1

J/a b, % =q.
Ze zadani je ztejmé, ze p > 0, ¢ > 0. Po dosazeni substituce do nerov-
nosti (1) dostdvame vztah
11 11

PO <E 41 (2)
¢ P

Celou nerovnost vynasobime kladnym ¢islem pq a dostaneme

pllq—l-pqll < p12 +q12’
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prevedeme vSechny c¢leny na pravou stranu nerovnosti
0<p2+¢'2 — pllg — pg't,
provedeme vytykani
0<p"(p—9q)—q" (-0,
po dalsim vytknuti ziskavame vztah

0<(p—aq)p' —q"). (3)

Pro p = ¢ vztah (3) zfejmé plati.

Z uvedené véty vime, Ze pokud je p > ¢ > 0, je téz p'' > ¢'' > 0. Z
tohoto dtivodu jsou obé dvé &isla p — ¢, p*! — ¢! kladna a jejich soucin
je kladny. V tomto pfipadé vztah (3) plati.

Pokud je 0 < p < ¢, je téz 0 < p'' < ¢'1. Z tohoto ditvodu jsou obé
dvé ¢isla p — ¢, p'* — ¢! zadporna a jejich soucin je ¢islo kladné. Vztah
(3) plati i v tomto piipadé.

Obracenym postupem se dostaneme z (3) k (2) a odtud k (1). Timto

je tvrzeni tlohy dokézané.

(Jiné Teseni: kapitola 3, strana 45)

. (MO3-A-II-2). Jsou déna ¢isla a > b > 0; potom plati

(a—0)? a+b (a —b)?
e < g V<

Dokazte
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Reseni: Zvolme substituci

a+b
2

kde d > 0 a m > d > 0. Vezméme nerovnost

m = ,a=m+d, b=m —d,

(a—0)? a+b
s <3 — Vab. (1)

Po provedeni substituce, odtud dostaneme

(m+d-—m+d)? 2m

smisd < g~ V(mtd)-(m—d,

po uprave

4d?
- < _ 2_d2
8m + 8d m m ’

pak
d2
2_d2< -
mn mn 2m + 2d

a celou nerovnost umocnime na druhou

9 2md? d*

2_d®<m?— .
m T omt2d T @m 24

Prevedeme cleny z levé strany na stranu pravou a upravime na tvar

md? N d*
m-+d  4m2+ 8md + 4d?’

0<d®—

Celou nerovnost vynésobime kladnym ¢islem (m+d)-(4m?+8md+4d?)

a dostaneme
0 < (md*+d°) - (4m? +8md +4d*) — 4m>d® — 8m>d* — dmd* +md* + d°.
Odtud po dalsim roznasobeni a secteni, ziskame

0 < 4m*d® + 9md* + 5d°.

Tato nerovnost plati. Protoze jsme provadéli ekvivalentni tpravy, je

nerovnost (1) dokazana.
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Nyni vezméme nerovnost

a dosadme substituéni vztahy do nerovnosti (2), dostaneme

m+d+m—d (m+d—m+ d)?
_ d) - (m—d
5 V(m+d) - (m—d) < s
a po uprave
d2
m—vm?—d?> < ———.
2m — 2d
Tento vztah je ekvivalentni se vztahem
d2
m < ——— =+ vVm?2 — d?,
2-(m—d)

jehoz prava i leva strana je kladna. Proto celou nerovnost muizeme

umocnit na druhou

d* d?
2 1/ 2_d2 2—d2.
" <4-(m—d)2+m—d " m

Po tpravé a vytknuti dostaneme

d* s [(Vm?—d?
¢ e (YT ).
0<4-(m—d)2+d ( m—d )

Tento vtah plati vZdy, nebot kazdy ze séitancti na pravé strané je
kladny. Protoze jsme provadéli ekvivalentni upravy, je nerovnost (2)
dokézana.

Protoze jsme dokézali nerovnosti (1) a (2), je tloha vyfeSena.

(Jiné TeSeni: kapitola 2 a 5, strana 24 a 74)

64



9. (MO13-MMOVI-2). At jsou a, b, ¢ délky stran libovolného trojthelnika,
potom plati

a*(b+c—a)+b*(c+a—0b)+c*(a+b—c) < 3abe.

Dokazte.

Reseni: Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, Ze
a<b<c¢
a zvolme substituci
a=b—x N c=b+y,

kde z,y > 0. Dosadime zvolenou substituci do nerovnosti (1), ¢imz

dostaneme
b—a2)? - (b+b+ty—b+az)+b*-(b+y+b—x—0b)+
+(b+y)? (b—x+b—b—y)<3-(b—=x)-b- (b+y),
po roznasobeni druhych mocnin
(V¥ —2bz+2*)-(b+y+a)+b-(b+y—2a)+
+(0*+2by +y*) - (b—x —y) < (3b* — 3ba) - (b+y),
po roznasobeni zavorek a pfevedeni pravé strany na stranu levou
b + b*x + by — 20%x — 2bx® — 20y + ba’+
23 + 22y + 0° + by — bPa + b2 — bPar—
—b%y + 2%y — 2bxy — 2by* + by? — xyP—

—y3 — 3b% — 3b%y + 3b%x + 3bay > 0.
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4.2

Néasledné secteme vSechny spolec¢né cleny, z ¢ehoz dostaneme
ba? — 2% + bay — 2%y + oy + 2y + by? >0,
po vytykani
22 (b—z)+ay-(b—z)+ay* +by* +y° > 0.

Vzhledem k tomu, ze z,y > 0 a b—x = a > 0, je tato nerovnost

spravna. Timto je zadana nerovnost dokazana.

(Jiné FeSeni: kapitola 5, strana 79)

Dalsi alohy

. (MO1-B-I-12). Dokazte: Jsou-li a, b, ¢ kladné ¢isla, pak plati

a n b n c >3
b+c c+a a+b 2

. (MO5-B-1-5). Necht o danych kladnych éislech a, b, s, plati vztah

a+b<s.

Potom plati vztah

Dokazte.

Tento vysledek objasnéte na obdélniku o rozmérech a, b.
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3. (MO24-B-I-2). Dokazte platnost nerovnosti

622'2 (%)2 <2 - (%)2) <nln+1)2n+1),

kde n je prirozené ¢islo a x, z;, 1 = 1,2, ..., n, readlna cisla. Kdy nastane

rovnost?

4. (MO23-A-II-1b). Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla a, b, x, y, plati

lasinz + bsiny| < \/a? 4 b2 — 2abcos(z + ).

Kdy nastane rovnost?
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5 Odhady

Metoda spociva v tom, Ze odhadujeme vétsi stranu dané nerovnosti zdola
nebo jeji mensi stranu shora. Pomoci vhodnych odhadi pak dospéjeme ke
ziejmé nerovnosti, z jejiz platnosti nakonec usoudime platnost nerovnosti

dokazované.

5.1 Resené tlohy
1. (MO4-D-I-13). At m je pfirozené ¢islo, plati
I 1+m 14m

<
5 54+4m’ 5+m

Dokazte.

Reseni: Vezméme prostiedni vyraz

1+m

5+m’
tento vyraz rozsifime, abychom dostali tvar 1 — x, mame tedy

4 4
5+m ]

5+m b54+m = 5+m

Nyni budeme pracovat s vyrazem

4

5+m’
Pak pro prirozena c¢isla m plati tento vztah
4 2

4
<-=Z
5+m 6 3

COZ znamena, ze

tm_,_ 2 11
S5+m — 3 3 5
Tim je nerovnost zleva dokazana. Je zfejmé, ze vyraz
4 >0
54m =
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Proto plati
14+m 4
—=1- <1,
5+ m 5+m

¢imz je nerovnost dokazana.

Jing postup. Celou nerovnost upravime a vime, ze pro ni plati tento

1 1
- < +m<1 & 525+m21.
5 5+m 1+m

Nyni budeme pracovat s vyrazem

vztah

54 m

1+m
Ptepiseme ho do tvaru 1 4+ x a dostavame
5+m 14+m 4 4
= + 1

1+m 1+m  5+m +1+m'

Déle budeme pracovat s vyrazem

4

1+m’

Pro pfirozena ¢isla m plati, Ze

proto plati vztah

5 4
oTm _ 4 <3<5.
14+m 1+m

Timto je prvni vztah dokazan. Dale vime, Ze pro prirozena ¢isla m plati

4
> 0,
14+m
proto tedy plati, ze
5
ofm _ . > 1,
14+m 14+m
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¢imz je i druhé nerovnost dokézana a tim je priklad vytesen.

(Jiné TeSeni: kapitola 2, strana 12)

. (MO18-D-II-3a). Af jsou a, b, ¢ nezédporna ¢isla takova, ze a+b+c = 1,
potom plati:

1
ab + ac + be < 7

Dokazte.

Reseni: Umocnénim trojélenu a + b + ¢ na druhou, dostaneme
(a+b+c)?=a®+b*+ 4 2ab + 2ac + 2bc.

Tento vztah se rovna jedné, protoze jedna na druhou je pofad jedna.
Tohoto vyuzijeme a prevedeme ¢leny bez druhé mocniny na pravou
stranu

a4+ b+ =1—2(ab+ ac + be). (1)

Je ziejmé, Ze tento vztah je vétsi nez nula. Ze vztahu a + b+ ¢ =1
vyplyva, zZe ¢isla a, b, c nemtizou byt vSechna zaroven rovna nule. Proto

ze vztahu (1) dostavame odhad

1
ab+ ac + be < 37

coz je nerovnost, kterou jsme méli dokazat.

(Jiné TeSeni: kapitola 3, strana 38)
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3. (MO17-D-P-1). Dokazte, ze plati

(102) (10 2)- (15 L) o (1) <

pro vSechna pfirozena n > 1.

Reseni: Proménny cinitel vysetfovaného soucinu s, kde k je pfirozené
¢islo, je
1+

k2 —1
Tento Cinitel mizeme upravit do tvaru
1 k2 k?

1 _ _ .
TRl TRl =D+

7 ptredchoziho odvozeni vychézi, Zze soucin s mizeme napsat ve tvaru

22 32 42 n?
T 132435 7 m=Dn+1)

S

Tento tvar prevedeme na spolecného jmenovatele, z ¢ehoz dostavame

22.32.42.  .p?
T 2.32.42.52. - (n—12-nn+1)

S

7 tohoto zlomku po zkraceni dostaneme

coz je pozadované feseni tlohy.

(Jiné FeSeni: kapitola 6, strana 86)
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4. (MO9-A-I-1). Dokazte, Ze pro libovolna kladné ¢isla a, b, ¢ plati nerov-

nost
1 1 1 2
>

. 1
a~|—b+b—|—c+c+a_a—|—b+c ()

Reseni: 7 podminek v zadani vyplyvaji nerovnosti
a+b+c>b+c>0,

a+b+c>c+a>0,

a+b+c>a+b>0.

Podle znamé véty plati tyto nerovnosti pro pirevracené hodnoty uva-

zovanych stran
1 1

<
a+b+c b+tec
1 1
<
at+b+c c+a
1 - 1
a+b+c a+b

Sedtenim téchto t¥i nerovnosti dostadvame

3 1 1 1
< + + .
at+b+c a+b b+c cHa

Dale plati nerovnost

2<1
3 .

Odtud a z pfedchozi nerovnosti plyne

(rovo 1y 2 32
a+b b+c c+a 3 a+b+c a+b+c
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Tim je dikaz proveden.

(Jiné Teseni: kapitola 2, strana 22)

. (MO1-A-I-11). Dokazte, ze pro vSechna celd n > 1 plati
1

1 1
§+§+"'+ﬁ<1'

Reseni: Nejprve fadu oznacime jako soucet

pro celé n > 1. Pro celé m > 1 plati
1 1

m2  m(m—1)

Tedy je S < S', kde si za novou fadu dosadime z pfedchoziho odhadu

/ 1

1 1
S = _—

SRR AR ey

Ptedchozi vztah mtuzeme prepsat do tvaru

S=(1-)+ (P (L1
N 2 2 3 " n—1 n)’

z ¢ehoz plyne, Ze

/ 1 —1
§=1--="
n n
Je tedy
—1
S<n ,
n

a tim je dikaz proveden.
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6. (MO3-A-II-2). Jsou déna ¢isla a > b > 0, potom plati

(a—b)?* a+b (a — b)?
< V<

Dokazte

Reseni: Vezméme ze zadani nerovnost

(a—0)? a+b
< — Vab. (1)

7 ptredpokladu vime, ze a > b > 0, a tudiz
va > Vb >0.
Diky tomuto vztahu a podminkam plati

0<va+Vb<2 Va.

Po umocnéni na druhou, dostaneme
0 < (Va+ Vb)? < 4a.

Podle znamé véty o prevracenych hodnotach plati vztah

SR
(Va+ Vb2~ da

Pravou stranu nerovnosti (1) mizeme piepsat do tvaru

P=--(a—2Vab+b)

DO | —

a zde vidime vzorec ve tvaru (A — B)? a po jeho aplikaci dostaneme
1
P=3 (Va—Vb).

Dale provedeme rozsiteni zlomku

(Va— Vb2 - (va+ V)
(va+ vb)? ’

p-1.
2

4



a po jeho uprave

1 (et
2 (Va+Vb)?
S ohledem na vztah (2) plati
_ 2 AT
pol =0 1 a2
2 (Va++vb)? 2 4a

z ¢ehoz vyplyva

Timto je nerovnost (1) dokdzana.

Vezméme ze zadani nerovnost

a;tb_\/%<(agbb)' 3)

7 predpokladu vime, ze a > b > 0, a tudiz

Va++vbh>0,

a tedy také

(Va+ Vb)? > 4b > 0,

Podle znamé véty o prevracenych hodnotach plati vztah
1 1
_— < .
(Va+ Vb2~ 4b
Jak vime z pfedchoziho, 1ze levou stranu nerovnosti (3) upravit na tvar

Lzl.ﬂ
2 (Va+ Vo

(4)

z ¢ehoz vyplyva




Timto je nerovnost (3) dokdzana.

Protoze jsme dokazali nerovnost (1) a (3), je zadana tloha vyfeSena.

(Jiné Teseni: kapitola 2 a 4, strana 24 a 62)

. (MO23-A-11-2a). Dokazte, ze pro vSechna pfirozend n plati
1

1 1

Reseni: Pro kazdé prirozené cislo k plati:

1 1 1
(2k +1)2  4k2 +4k+1 = 4k(k+1)

Posledni zlomek rozlozime na soucet parcialnich zlomkt. Plati

1 A N B (1)
4k - (k+1) 4k  k+1
Odtud
A-(k+1)+4k-B=1+0k
a po vypoctu )
A=1AN B=—.
a 4
Po dosazeni do vztahu (1) za hodnoty A, B dostavame

1 1 1

Ak(k+1) 4k 4k +4

proto tedy plati

I R S
2R T 2n-12 ' @2n+ 1)
1 1 1 1 1 1 1 1
<-4 -+ —

1 s s T T T wmaa
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Po Gpraveé pravé strany nerovnosti ziskavame

L S SR L1
T 2n+1)2 T4 4dn+4 4

coz jsme meli dokazat. Timto je tlloha vyfesena.

(Jiné Teseni: kapitola 6, strana 90)

. (MO9-A-II-4). Plati-li pro realna ¢isla a, b, ¢ nerovnosti
a>0,b>0, 2c>a+b,
potom je ¢ > ab a plati
c—Ve—ab<a<c+VcE—ab (1)

Dokazte.

Reseni: Vime, ze plati
(2¢)* > (a +b)*, (2)

dale predpokladejme, Ze neplati vztah
4¢* > 4ab,
to znamena, ze plati vztah
4c* < 4ab. (3)
Z nerovnosti (2) a (3) dostavame vztah
4ab > (a + b)*.

Podle vzorce (A + B)? upravime pravou stranu a pos¢itame spole¢né
Cleny
0> a® — 2ab + b*.
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V nerovnosti vidime vzorec, a po jeho aplikaci dostaneme
0> (a—0b)?

coZ je spor, proto plati 4c? > 4ab a tedy i vztah c® > ab.

. Predpokladejme, ze plati vztah
c— \/m > a.
Po prevedeni ¢lenti mame
c—a>e—ab,
celou nerovnost umocnime na druhou
(c—a)*>>c* —ab,
po roznasobime a posc¢itadme spole¢né cleny
—2ac + a® > —ab,

celou nerovnost vydélime kladnym ¢islem a

—2c+a>—b
a po upravée ziskame vztah
b+a > 2c,
coZ je spor s predpokladem, proto musi platit ¢ — v/¢? — ab < a.

II. Pfedpokladejme, ze plati vztah

a>c+ \/m.
Po prevedeni ¢lentt mame

a—c> m,
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celou nerovnost umocnime na druhou
a’® —2ac+c* > c* —ab,

seCteme spolec¢né cCleny

a?+ ab > 2ac,
celou nerovnost vydélime kladnym c¢islem a, z ¢ehoz dostaneme vztah
a+b>2c,
coz je spor s predpokladem, proto musi platit a < ¢ + v/ — ab.

Timto je zadand tloha dokazana.

(Jiné TeSeni: kapitola 2, strana 26)

. (MO13-MMOVI-2). Af jsou a, b, ¢ délky stran libovolného trojihelnika,
potom plati

a?(b+c—a)+b*(c+a—0b)+c*(a+b—c) < 3abe.

Dokazte.

Resend: Jsou-li a, b, ¢ délky stran libovolného trojihelnika, je vzdy

splnéna nerovnost
0<(a—b*a+b—c)+(b—-c)b+c—a)+(c—a)la+c—1b), (1)

protoze v trojuhelniku musi byt soucet libovolnych dvou stran vétsi nez
tfeti strana, (tzn. a +b — ¢ > 0, atd.). Na pravé strané nerovnosti (1)
je soucet tii nezapornych cisel, z kterych kazdé je soucinem kladného

a nezaporného cisla.
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Rovnost nastane jen v pripadé, kdyz
a=b=c
Z (1) plyne
0 < (a*® —2ab+b*)(a+b—c) + (b* — 2bc + )

(b+c—a)+ (* —2ac+a®)(a+c—b).

Roznésobenim dostaneme
a® — 2a%b + ab® + a®b — 2ab* + b> — a’e+

+2abe — b%c + b — 2b%¢ + be? + bPe — 2%+
+c& — ab? + 2abe — ac® + ac® — 2a%c + a*+
+¢3 — 2ac® + a’c — bc® + 2abe — a®b.

Secteme spolecné ¢leny a provedeme vytykani
2(a® +b* + ¢) + 6abc — 2(a®b + ab® + a’c + ac® + b*c + be?).

Nerovnost vydélime dvéma a tim pro ¢isla a, b, ¢, ktera jsou délkami

stran trojuhelnika, plati nerovnost
0<a®>+b*+c+3abe — a®b — ab® — a*c — ac® — b*c —bc?,  (2)
protoZe je ekvivalentni s (1). Po tpravé dostaneme
—a® + a®b + a’c — b2 + ab® + b*c — A + ac® + b < 3abe
a po vytknuti

a?(b+c—a)+b*(a+c—0b)+c*(a+b—c) < 3abe. (3)

Tim je ditkaz proveden.
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Jin€ reseni: Prevedme ¢len na pravé strané na stranu levou a tento ¢len

rozdélme. Timto dostaneme

a?(b+c—a) —abc+ b*(c+a —b) — abc + ¢*(a — b — ¢) — abc < 0.
Provedme vytykani
a(ab + ac — a* — be) + b(be + ba — b* — ac) + c(ac + be — ¢* — ab) < 0.
Pak celou nerovnost vynasobime minus jednickou
a(—ab—ac+a*+bc) +b(—bc — ba+b* + ac) + c(—ac—be+ c* +ab) > 0.
Uvnitt zavorek provedeme vytykani

a(a-(a—0b)—c-(a—b))+0bb-(b—a)—c-(b—a))+

+c(c-(c—a)—b-(c—a)) >0

a po dalsim vytykani dostaneme

ala—0b)(a—¢c)+bb—a)b—c)+c(c—a)(c—b)>0. (1)

Rozlisime t¥i moZnosti:

Ptipad (1). Necht je a = b = ¢, pak po dosazeni do nerovnosti (1)
dostavame
0> 0,

coZ je spravna nerovnost.

Ptipad (2). Necht je naptiklad a = b, ¢ # a, pak po dosazeni do nerov-

nosti (1) dostdvame
a-(a—a)-(a—c)+b-(a—a)-(a—c)+c-(c—a) (c—a)>0,

coz je
c(c—a)* > 0.
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5.2

Jednd se o spravnou nerovnost, nebot na pravé strané je soucin dvou
nezapornych ¢isel. Zménou oznaceni dospéjeme k podobnym zavértim

i v pripadé, kdy dvé z danych ¢isel jsou si rovna a tieti je od nich rtzné.

Ptipad (3). Vhodnym oznacenim pii vesmés riznych ¢islech 1ze doséh-
nout toho, ze plati

a>b>c (2)

Pak na levé strané nerovnosti (1) je ¢islo ¢(c — a)(c¢ — b) > 0, nebof je
soucinem cisla kladného a dvou ¢isel zapornych. Jestlize dokazeme, ze
z = ala—b)(a—c)+blb—a)b—c) >0, bude platit i vztah (1). Je

ziejmé, ze vzhledem ke (2) plati
z=(a—"0b)ala—c)—0bb—c)] >

> (a—b)bla—c— (b—c)] =bla—b)? >0,

nebot v poslednim soucinu jsou oba ¢initelé kladné ¢isla.

Ve vsSech tfech pripadech 1ze postup snadno obratit a dospét od vy-

sledné nerovnosti k ptivodni, tim je tloha vyfesena.

(Jiné Teseni: kapitola 4, strana 65)

Dalsi ulohy

. (MO23-Z-1-2a). Jsou déana kladna ¢isla a, b, ¢, d, pro kterd plati

a+b+c+d=1.
Dokazte, ze pak plati
1
abc + abd + acd 4 bed < 6
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. (MO23-Z-1-2b). Jsou dana kladné &isla a, b, ¢, d, pro ktera plati
a+b+c+d=1.
Dokazte, ze pak plati

A+ +E+d8 < 1.

. (MO18-D-II-3b). At jsou a, b, ¢ nezaporna ¢isla takova, ze a+b+c = 1,
potom plati:
1
ab + ac + bc — abe < 3

Dokazte.

. (MO1-B-I-4). Dokaite, 7e

1 <1 1 N 1 1 1 1 <1
2~ 2 3 4 2n—1 2n ’
kde n je prirozené cislo.
. (MO2-B-1-13). Je-li n pfirozené ¢islo, potom plati
Ly 2 3 5 & <1
1-2 1-2:3 1-2:3-4 7 1---2-..-n(n+1) '
Dokazte.

. (MO5-B-1-5). Necht o danych kladnych ¢islech a, b, s, plati vztah
a+b<s.

83



10.

Potom plati vztah

Dokazte.

Tento vysledek objasnéte na obdélniku o rozmeérech a, b.

(MO16-B-II-1). Plati-li o redlnych ¢islech a, b, ¢, ze |a|] < 1, |b] < 1,
lc] <1, potom je
ab+ ac+ bc > —1.

Dokazte a najdéte nutnou a postacujici podminku pro to, aby nastala

rovnost.

(MO2-B-II-1). Je dano n + 1 kladnych ¢isel ne vétsich nez jedna. Do-
kazte, Zze mezi nimi existuji aspon dvé takova, ze jejich rozdil mé abso-

lutni hodnotu mensi nez 1/n, kde n je dané ptirozené ¢islo.

(MO3-A-I-5). Dokazte, Ze pro a > b > 0 a pfirozené ¢islo n plati vztah

n+1 att —prtt p 41
.a/> .
n a™ — b n

b.

(MO3-A-III-3). Bez upotiebeni logaritmickych tabulek, dokazte sprav-
nost vztahu

5
log, ™+ log, ™ < 3
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11. (MO21-A-III-1). Dokazte, ze pro vSechna pfirozend ¢isla n > 1, plati

(D62 (-2)3
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6 Vyuziti matematické indukce
Dtikaz matematickou indukci se uziva pro obecné véty typu
Vn € N, n>ng: V(n),

kde V' (n) je vyrokova forma proménné n € N, ng je dané pfirozené ¢islo.

Metoda ditikazu matematickou indukci spociva ve dvou krocich:
I. Dokazeme, ze véta plati pro n = ng, to znamena, ze plati V'(ng).

II. Dokézeme pro kazdé pfirozené ¢islo n > ng: Jestlize plati V(n), pak

plati také V(n + 1), to znamen4, Ze plati implikace V (n) = V(n + 1).

6.1 ReSené tlohy

1. (MO17-D-P-1). Dokazte, ze plati

(D) () () () <2

pro vSechna pfirozena ¢isla n > 1.

Reseni: Nejprve nerovnost trochu upravme. Pro pfirozena ¢isla n > 1

plati, ze

2. < 2.

n+1
Jestlize dokdZeme

(1+%>-(1+%)~<1+1i5>-...-<1+n21_1) §2-HL+1, 2)

bude dokazéana i nerovnost (1). Nejdiive dokdzeme, ze vztah (2) plati

pro n = 2. Po dosazeni do (2), mame

1+-<

bl

W
[GSEN
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coz plati. Nyni predpokladejme, Ze vztah (2) pro pfirozené ¢islo n plati,

a budeme se snazit dokazat vztah pro prirozené ¢islo n+ 1. Mame tedy

dokézat
1 1 1 1
1+=)-(14+=)-(14+—=]) -...-(1 .
(1+3) (1+5) - (1+55) - (1455 )

1 n+1
11 <2. . 3
( +n2—|—2n)_ n+ 2 (3)

Vztah (2) vynasobime kladnym ¢&islem 1+ 1/(n? + 2n). Po vynasobeni

1 1 1 1
1+-)-(142)-(1+=)-..- (1 :
(+3) (48) () ()

1 n 1
1 <2. -1 .
(+n2+2n)_ n+1 (+n2+2n>

Levé strana této nerovnosti je shodna jako leva strana vztahu (3), proto

mame

staci dokazat, ze

1 1
2. " (14 <o ML
n—+1 n? 4+ 2n n+2

Levou stranu prevedeme na spole¢ny jmenovatel

2n3 4+ 4n? + 2n < 2n + 2
m+1)-n-(n+2) — n+2’

celou nerovnost vynasobime (n + 1) - n,
2n3 + 4n? + 2n < 20 + 2n2 + 2n% + 2n,
po prevedeni na pravou stranu a poscitani
0<0,
coz ziejmé plati. Timto je nerovnost (2) dokazana a tim je dokdzana i
nerovnost (1).
(Jiné Teseni: kapitola 5, strana 71)
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2. (MO2-A-I-15). Jestlize a > 0 a n je pfirozené ¢islo, potom plati

(@t +1)>a+a*+ ..+ a*". (1)

Dokazte. Provedte diskusi, pro ktera a nastane rovnost.

Reseni: Dtikaz provedeme pomoci matematické indukce.

V prvnim kroku dokazeme, Ze nerovnost plati pro n = 1. Po dosazeni
je
3 2
a+1>a+a”. (2)

Levou stranu upravime podle vzorce A+ B? = (A+ B)-(A?— AB+ B?)

a na pravé strané nerovnosti vytkneme a
(a+1)(a® —a+1) > ala+1),

celou nerovnost vydélime ¢islem (a + 1) > 0, ¢imz dostaneme

a?—a+1>a,
prevedeme vSechny c¢leny na levou stranu

a?—2a+1>0
a aplikujeme vzorec (A — B)?

(a—1)*>0. (3)

Nerovnost v poslednim vztahu plati pro kazdé realné kladné a rtizné
od jedné. Pro a = 1 nastava rovnost. Zpétnym postupem odvodime ze
vztahu (3) vztah (2).

V druhém kroku predpokladejme, ze plati vztah (1) pro urcité pii-
rozené c¢islo n a dokazeme, Ze potom plati i pro pfirozené ¢islo n + 1,

to znamenad, ze mame dokazat vztah

88



(n+1D)(@P+1)>a+a®>+a®+..+a® +a® +a* (4)
Uvazujme nejdiive vyraz
R=(n+1)@®* +1) — n(a®*! +1) — g2+1 — g2+ (5)
a dokazme o ném, ze pro a > 0 je R > 0. Tento vyraz roznasobime
R = na23 1 p 4 g2 11— pa2ntl oy g2ntl _ g2nt2
a provedeme vytknuti
R =na*"(a® - 1) +a® ™ (a® — 1) + 1 — ™.
Pro posledni dva ¢leny vyrazu R plati identita
1—a*"?=—(a* - 1)(a®™ +a* 2 +a*™*+ ... +a*+1).
Tuto identitu vyuzijeme, ¢imz dostaneme
R = na® " (a*~1)+a® " (a®—1)—(a®>—1)(a®"+a* 2 +a®> 4. +a’+1),
vytkneme ¢len (a? — 1)
(@2 — 1) (na2! a1 — g 4 @2 gty g? 4 1),
vytkneme ¢len a?"t!
R=(a®*—-1D[n+1)a®>™ - (a® +a* 2 +a®™ *+ ... +a*+1). (6)

Nyni provedme diskusi pro a > 0

a) Jestlize a > 1, potom plati nerovnost a® > 1, neboli a®> — 1 > 0. Dale

vime, ze plati

2 2n—4

a®?" > ¢ > a2 > g >..>a®>1.
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7 tohoto vztahu vychazi nerovnost
(n_'_ 1)a2n+1 > a2n T a2n72 + a2n74 o+ a2 + 1

Protoze jsou oba ¢initelé na pravé strané vztahu (6) kladni, je R > 0.

b) Jestlize 0 < a < 1, potom plati nerovnost a* < 1, neboli a* — 1 < 0.

Dale vime, ze plati

2ot <o <d? < 1.

CL2n+1 < a2n < a2nf
7 tohoto vztahu vychazi nerovnost

<n+1)a2n+l < a2n+a2n—2+a2n—4+‘“+a2+1.

Protoze jsou oba €initelé na pravé strané vztahu (6) zaporni, je R > 0.

c) Jestlize a = 1, potom R = 0. Vzhledem k platnosti vztahu (1), v

kterém rovnost nastava pravé pro a = 1, plati téz vztah
n(@@ 1)+ 10?42 > g+ a4 a3+ +a? a4 22 (7)

Pti¢teme-li vyraz R ve tvaru (6) ke vztahu (7), ziskdme vztah (4), pfi-
¢emz nerovnost plati pro kazdé a > 0, které je rizné od ¢isla 1; rovnost

nastava pravé pro a = 1.

Zaver: Nejprve jsme dokazali, ze vztah plati pro n = 1. Déle jsme do-

kazali, ze vztah platii pro n + 1, tudiz je iloha dokazana.

3. (MO23-A-1I-2a). Dokazte, Ze pro vSechna pfirozena n plati



Reseni: Nejprve nerovnost trochu upravme. Pro prirozena n plati, ze

n 1

— <
4n+1) 4

Odtud plyne, ze misto (1) sta¢i dokdzat nerovnost

AR I S 2)
32527 (2n+1)?2 4n+1)
Nejdiive dokazeme, ze vztah (2) plati pro n = 1. Po dosazeni dostaneme
1 - 1
9 8

coz plati. Nyni pfedpokladejme, ze vztah (2) pro pfirozené n plati, a
budeme se snazit dokazat vztah pro pfirozené ¢islo n + 1. Mame tedy
dokézat vztah

Lty 4ttt o ntl
2 e T 1 T entsr S dn+2)

(3)

Vychazime z pfedpokladu, ze plati (2). K obéma strandm této nerov-

nosti pricteme vyraz 1/(2n + 3)?, ¢imZz dostaneme

LR A S S A
32752 7T 2n+1)2 " (20432 4n+1)  (2n+3)%

Protoze leva strana tohoto vztahu je shodna s levou stranou vztahu
(3), staci dokazat, ze

n n 1 < n+1
4n+1)  (2n+3)2 ~ 4(n+2)

Dtikaz provedeme sporem, a proto budeme predpokladat, ze plati

n n 1 - n+1
4n+1) (2n+3)2 " 4(n+2)

Odtud plyne
1 n+1 n

@nt32  4n+2) dn+1)
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neboli
1 (n+1)2—n?—-2n

(2n + 3)2 ” 4(n+2)(n+1)

Po dalsi ipravé mame

1 1
(2n +3)(2n + 3) ~ (2n+4)(2n +2)’

coz je vhledem k lemmatu 3 spor (lemma 3 je uvedena na strané 35),

a proto vztah (3) plati. Timto je zadana tloha dokéazana.

(Jiné Teseni: kapitola 5, strana 76)

. (MO2-A-III-3). Jsou-li ¢isla ay, as, ..., a, kladna, plati

11 1 )
(e +as+...+a,) | —+—+ ...+ — ) >n" (1)
aq a9 Ay,
Dokazte.

Kdy nastane rovnost?

Resend: Vime, Ze pro kladna ¢isla a;, a; plati z A-G nerovnosti

a;  a;
—+-2>2
Q; a;

Rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz a; = a;.

1. Pron =2 je

1 1 a a
(m+ﬂﬁ(—4~—)=1+i4~3+12¢
aq (05} (05} aq

coz plati. Rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz a; = as.

2. Plati-li nerovnost (1) pro néjaké piirozené n, pfi¢emz rovnost nastane

tehdy a jen tehdy, kdyz a; = as = ... = a,, oznacme
a;+as+...+a,=s AN (1/a1) + (1/az) + ...+ (1/a,) =t
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pak po dosazeni do nerovnosti (1) dostavame
st > n?.

Nyni budeme dokazovat, Ze nerovnost plati i pro pfirozena ¢isla n + 1.

Po dosazeni dostavame vztah

(s—l—an+1)(t—|— )2n2+2n—|—1,

Ap41
roznasobime zavorky

S

st + +pp - t+1 >0+ 2041,

an+1

po tpravé levé strany a aplikaci vzorce (A + B)? na pravé strané do-

a a a a
St—l-( 1 + n+1)+( 2 + n+1)++
Apit1 aq An+1 a2

an | ay
+( - +1)+1Z(n+1)2,
(41 Qp,

stavame

coZ je spravny vztah, nebot kazdy z vyrazu v zdvorkéach je bud vétsi
nebo roven dvéma, pfi¢emz na vsech mistech nastanou rovnosti, je-li
a; = Qpyq Proi = 1,2, ... n.

Vztah (1) plati pro kazdé pfirozené ¢islo n a rovnost nastane tehdy a

jen tehdy, kdyz a1 = ay = ... = a,,.

(Jiné FeSeni: kapitola 3, strana 49)
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7 Zavér

Cilem této prace bylo sestavit sbirku fesenych tuloh, které byly v letech
1951 - 1975 zafazeny do matemetickych olympiad. Sbirka méla zahrnovat
vSechny tlohy na téma nerovnosti a tyto tlohy mély byt roztfizeny podle
zpusobu TeSeni. Postupy byly metodicky vysvétleny, roztiidény a rozsireny
o dalsi mozné feseni. Déle jsou u kazdé metody feseni zahrnuty priklady k
procviceni. Tyto priklady k procviceni jsou prilozeny i s vzorovym fesenim k

diplomové praci na CD.
Tato prace muze slouzit jako doplnujici studijni material pro fesitele mate-

matickych olympiad, nebo jako rozsitujici material pro studenty se zvysenym

zajmem o matematiku.
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