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1 UvVOD

Invariantem rozumime vlastnost nebo méfitelnou veli¢inu, kterd se pii
danych procesech, resp. pfi opakovdni néjakého postupu neméni.
Poloinvariantem pak rozumime veli¢inu, kterd se pifi danych procesech
nezvétSuje, resp. nezmensuje.

Invarianty byly hojné uzivany jiz ve starovéku. Napiiklad fecti
matematici vyuzivali invariantd k feSeni linedrnich rovnic. Zapis linearni
rovnice ax=>b pro veli¢iny a, b, x t€hoz fddu nemél ve starovékém Recku
smysl. ProtoZe napiiklad pro usecky se levd strana rovnice rovnala obsahu a
ten se nemohl rovnat délce usecky, vzhledem k uplatiovanému principu
homogenity, ktery tika, Ze scitat a odcitat 1ze pouze veliCiny téhoz fadu.
(Veli¢inou prvniho fddu rozumime délku car, druhého fadu obsah a tietiho
objem.) Pokud jde o soucin dvou délek car, pak vysledkem je obsah, sou¢inem
obsahu s délkou je objem, soucin dvou obsahli nemél smysl. Proto se linedrni
rovnice zapisovaly ve tvaru ax=»". K feseni této tlohy se uZival poznatek, Ze
pro libovolny bod M lezici na uhlopfi¢ce rovnobéznika odfezdvaji pfimky
vedené rovnobézné se stranami rovnobéZnika ABCD rovnobéZniky téhoz
obsahu (viz Obr. 1.1). Pro obsahy trojihelnikl na obrazku totiZ plati

Saco =Sace =51 Sanc = Same =52 Sucr = Suen =S5

a tak ma Sedy i Cerny rovnob&znik stejny obsah S=S, (S, +5S,).



Obr. 1.1

ReSeni rovnice ax=»b" ukazuje Obr. 1.2 Stranu AB &tverce ABCD
s obsahem b’ prodlouZzime o délku a, ¢imZz dostdvdme tseCku BE. Poté
sestrojime bod M jako prisec¢ik piimek EC a AD. Trojihelnik AEM
doplnime na pravouhelnik AEGM . Piimky 3 a 4 vedené bodem C

rovnobézné se stranami pravouhelnika AEGM urcuji pravouhelnik CFGH

s obsahem b’ =ax, stranou CF délky a astranou FG délky x.

1
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Obr. 1.2

Invariantem v této uloze je rovnost obsahii pravouhelniki ABCD a

CFGH (nezévisla na poloze bodu C atsecky EM ).



V osmnactém stoleti Leonhard Euler vyfeSil slavny matematicky
problém nazyvany Sedm mostii mésta Krdlovce, zalozeny na skute¢né situaci.
Pruské mésto Kralovec (t€Z Konigsberg, nyni Kaliningrad na tzemi Ruska)
lezi na fece Pregole, kterd vytvéii dva ostrovy. Ostrovy byly se zbytkem mésta
spojeny sedmi mosty. Problém spocival v tom, zdali je mozZné prejit vSechny
mosty, tak abychom pies kazdy z mostl prosli pravé jednou. Pan Euler jako
prvni dokézal, Ze toto neni mozné. Danou situaci (viz Obr. 1.3) prekreslil do
grafu (viz Obr. 1.4), kde kazdy uzel predstavuje jeden z brehli a kazd4 z hran
cestu pres jednotlivé mosty.

Uzel nazveme lichy, pokud z néj vychazi lichy pocet hran a naopak
sudy, pokud z néj vychézi sudy pocet hran. Z podminek tlohy plyne, pokud do
nékterého uzlu po néjaké hran€ vstoupime, musime zné& po jiné hrané
vystoupit. Odtud plyne, Ze po spojeni prvnich dvou uzli (ptivodné sudych,
protoZe z nich nevede Zadna hrana), vzniknou dva uzly liché (z kazdého
vychdzi jedna hrana). Pokud spojime druhy uzel s prvnim, pak se z téchto uzli
stanou uzly sudé (z kazdého nyni vychazi dvé hrany), pocet lichych uzli se
snizil o dva. Pokud vS8ak v druhém kroku spojime druhy uzel s uzlem tietim,
tedy lichy uzel s uzlem sudym (zatim z néj nevede Zadna hran) stane se z uzlu
sudého uzel lichy a z lichého uzlu uzel sudy, pocet lichych uzli se tak nezméni.
Jind situace jiZ nemuze nastat. Tedy jak vidno, pocet lichych uzli musi byt
roven bud'to nule nebo dvéma, aby bylo mozno projit grafem pravé jednim
tahem. Neni tedy mozné projit pres vSechny mosty v mésté Kralovci, tak
abychom pfes kazdy most prosli pravé jednou, protoZe pocet lichych uzli je

roven Ctyfem.
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Obr. 1.4

Trebaze historie doklad4, Ze s invarianty pracovali u¢enci odeddvna, jak
dokazuji predchazejici piiklady a mnoho dalSich, byla teorie invarianti jako
matematickd disciplina zavedena aZz v druhé poloviné devatenictého stoleti
anglickymi matematiky A. Cayleyem a J. J. Sylvesterem. Za kritky cCas jejich

mysSlenky pronikly do vSech odvétvi matematiky. Slovo invariant se tak stalo
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jednim ze zdkladnich matematickych pojmil. V soucasné dobé se invariantl
uzivad v hojné mife ve vSech védnich oborech kolem nés, naptiklad Siroké
uplatnéni lze nalézt v programovani.

Teorie invariantii nevyZaduje znalost sloZitych matematickych postupii
nebo vzorcl. Je zaloZena pfedev$im na experimentovani a hleddni vhodného
invariantu. Pfitom vyuZivame potfebné znalosti a predevSim zkuSenosti.
V pribéhu feseni nalezneme cCasto nékolik rtznych invariant, které nas
dovedou k feSeni. Ne vSechny objevené invarianty vSak musi vést k feSeni, ba
dokonce ke spravnému feSend.

Cilem mé diplomové prace je sezndmit ¢tenafe s vyuZitim invariantd pii
feSeni dloh z riznych oblasti elementarni matematiky. Prace bude slouZit jako
studijni materidl pro matematicky nadané ziky, resp. jako metodickd ptirucka
pro uditele. Jednotlivé tlohy jsou sefazeny podle tématickych celkt. Ulohy v

jednotlivych kategorii jsou sefazeny dle obtiZnosti.
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2  ULOHY, JEJICHZ RESENIi JE ZALOZENO NA
PROVERCE PARITY

ReSeni tloh v této kapitole je zaloZeno na zachovéani stejné parity
sledované veliCiny pfi uziti vS§ech moznych operaci, které mohou pfi feSeni
pfikladu nastat. Invariantem je tedy parita.

Paritou rozumime vlastnost ¢isla byt sudym anebo lichym. Pokud je
&islo ndsobkem dvou, je to &islo sudé, jinak se jednd o &islo liché. Cislo nula je
sudé, nebof nula krat dvé je rovno nule. Potom tedy dvé cela ¢isla maji stejnou
paritu, pokud maji stejny zbytek po déleni dvéma. V opacném piipadé maji
rozdilnou paritu.

Nejprve nalezneme vhodnou veli¢inu, napfiklad celkovy soucet, pocet
prazdnych ldhvi v pfepravce, pocet déti na hiisti, atd. V druhé fazi probereme
vSechny moznosti, jeZ mohou ze zadéani nastat a zkoumame jejich vliv na paritu
sledované veli¢iny. Poté provedeme vyhodnoceni ziskanych poznatki

vzhledem k zadani.
2.1 Resené ulohy

Priklad 2.1. Kouzeln4 jablon méla na pocatku 70 zlatych jablek. KaZzdou noc
prileti drak a odnese 5 jablek. Thned po jeho odletu vZzdy tifi nova jablka
narostou. Pies den se pocet jablek na stromé neméni. MiZe mit jabloni za téchto

okolnosti v nékterém dni presné 7 jablek?

Reseni. Pocet jablek na stromé se kazdou noc sniZf o 2, nebof jich drak pét
odnese a tfi ihned narostou. Je tedy vidét, Ze po prvni noci ziistane na jabloni
68 jablek, po druhé 66, po tieti 64,... Parita poctu jablek tedy zUstava
nezménéna. Vzdy se jednd o sudy pocet jablek. Neni proto mozné, aby

v néktery den zlstalo na stromé 7 jablek.
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Priklad 2.2. State¢ny rytif se utkal s trojhlavym drakem a chtél predvést
svoji state¢nost tak, Ze drakovi usekne vSechny hlavy. To mu ovSem nevyslo.
Ukazalo se, Ze po useknuti jedné hlavy drakovi narostou tfi nové. Rytit ale
urputné pokracoval v sekédni hlav. Ve chvili, kdy se rozhodl boj vzdat, drakovi

napocital 2 006 hlav. Pocital spravng?

Re§eni. Po prvnim tderu usekne rytif drakovi jednu hlavu, ale ihned mu tfi
nové narostou. Pocet hlav se tedy zvysi o dvé. Po prvnim uderu bude mit drak
celkem pét hlav. Po druhém dderu bude mit drak sedm hlav, po tfetim devét a
tak déle. Pfi kazdém tderu se pocet hlav zvysi o dvé. Pocet hlav zlstavad po
kazdém uderu lichy: 3, 5, 7, 9, .... Pocet hlav tedy nemtize byt v Zadné fazi
boje 2006. Nejen, Ze rytif nebyl schopen draka pfemoci, ale navic nebyl

schopen spravné spocitat pocet jeho hlav.

Priklad 2.3. Jana napsala 20 celych ¢isel, z nichZ 7 je lichych. Dvé disla
smaze a misto nich napiSe soucet jejich druhych mocnin. Operaci provede
znovu s takto upravenym seznamem Cisel a skonci az tehdy, kdyz ji zbyde

jediné ¢islo. Bude toto ¢islo sudé nebo liché?

Reseni. Necht S je pocet lichych &isel. Na pocitku S=7 . Pokud Jana

a) Vybere dvé licha Cisla, jejich soucet druhych mocnin je Cislo sudé
(pocet lichych ¢&isel se tedy sniZi o 2).

b) Vybere dvé sudd cisla, jejich soucet druhych mocnin je ¢islo sudé
(pocet lichych &isel se nezméni).

¢) Vybere jedno liché a jedno sudé Cislo, jejich soucet druhych mocnin je

¢islo liché (pocet lichych ¢isel se nezméni).

Protoze ¢islo S se nezméni nebo se sniZi o 2, parita tohoto Cisla zlistava stile

stejnd. Vzhledem k tomu, Ze na konci musi byt S <1, zbyde Jané &islo liché.

Priklad 2.4. V klobouku je 15 bilych a 18 cernych kulicek. Nédhodné

vybereme dvé kuli¢ky. Jsou — li rizné barvy, vhodime nazpét bilou kulicku.
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Jsou — 1i stejné barvy, vhodime misto nich do klobouku cernou kulicku
z predem pripravené krabicky, v niZz mame dostatecny pocet Cernych kulicek.
Postup opakujeme tak dlouho, dokud v klobouku nezistane jedina kulicka.

Jakou bude mit barvu?

Reseni. 'V kazdém tahu miiZe nastat jedna z t&chto tif moZnosti:
a) Vytdhneme — li jednu bilou a jednu cernou kulicku, do kloboucku
vratime jednu bilou kuli¢ku. Pocet bilych kulicek se nezméni.
b) Vytdhneme — li dvé ¢erné kulicky, do klobouc¢ku vratime jednu ¢ernou
kulicku. Pocet bilych kulicek se nezméni.
¢) Vytdhneme — li dvé bilé kulicky, do kloboucku misto nich pfidame

jednu Cernou kulicku. Pocet bilych kulicek se zmensSi o 2.

Vidime, Ze pocet bilych kuli¢ek po kazdém tahu ziistane lichy. Posledni

kulicka v kloboucku tedy bude mit barvu bilou.

Priklad 2.5. Na stole je umisténa fada stejnych minci, nékteré maji nahote lic
jiné rub. Hrd¢ A na chvili odejde, hri¢ B mezitim odebere jednu minci a
potom opakované tak, jak ho napadne, obraci zbyvajici mince v fadé. Vzdy
vSak musi obrdtit dvé mince nardz. Po néjaké dobé zavold hrace A, ktery ma
uhodnout, kterd mince byla odebrdna. Dokdzali byste to vy, kdybyste byli na

misté hrice A ? Vysvétlete jak.

Reseni. Ano dokazali. Je tfeba si uvédomit jaké moZnosti nim mohou nastat.
a) Hra¢ B muze otocit dva lice na dva ruby, ¢imz sniZi (resp. zvysi) jejich
pocet o 2.
b) Hra¢ B muZe otocit dva ruby na dva lice, ¢imZz snizi (resp. zvysi) jejich
pocet o 2.
¢) Hra¢ B miuzZe otocit jeden rub a jeden lic, ¢imZ se nezméni pocet lici a

rubdy.
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Vidime, Ze otdenim se neméni parita rubl ani lici. Na tomto faktu
miZe hrdi¢ A zalozit vitéznou strategii. Staci, aby pfed svym odchodem na
zaCatku hry spocital napiiklad pocet rubid. Pokud se parita rubid zméni, byl

odebran jeden rub. Pokud zlistane zachovana, odebral hra¢ B lic.

Priklad 2.6. Klenotnik mél na pocitku roku v prvnim trezoru 127
drahokami, ve druhém jich mél 250, ve tfetim 303 a ve Ctvrtém 712. Kazdy
nasledujici den zménil pocet drahokamil tak, Ze zvolil libovolné dva trezory a
v kazdém z nich pfidal nebo ubral jeden nebo pét drahokamii. Je moZné, aby
pocty drahokamil v trezorech dosahly nékterého dne hodnot 155, 300, 124,
2167

Reseni. Nejprve se podivime na to, co moZné akce klenotnika provedou
s poctem drahokamu. Pokud pfida (resp. odebere) do obou trezord po jednom
kameni, zvysi (resp. snizi) soucet poctd drahokamil ve vSech trezorech o 2.
Pokud bude ménit pocet kamenii o pét, v disledku sniZi (resp. zvysi) jejich
celkovy pocet o 10. Obé mozZné operace neméni paritu poctu drahokami
v trezorech. Ze zaddni vime, Ze plivodni celkovy pocet drahokami byl 1392.
My se ptame, je-li mozné, aby jich v néktery okamzik bylo v trezorech celkem

795. Jak vidno, toto neni mozné! Cisla maji rozdilnou paritu.

Priklad 2.7. V mnohouhelniku jsou narysovany nékteré thlopii¢ky. Vrchol,
ze kterého vychazi lichy pocet uhlopfi¢ek, budeme nazyvat lichy vrchol. Sudy
vrchol je ten, ze kterého vychdzi sudy pocet thlopfi¢ek (miZe to byt i nula).

Dokazte, Ze pocet lichych vrcholi je sudy.

Reseni. Nejprve si predstavime jakym procesem obrdzek vznikl a budeme

hledat invarianty. Méjme tedy n — dhelnik bez dhlopficek (v tomto piipadé je

pocet lichych vrcholii sudy, nebof jejich pocet je nula). Vytvofime prvni
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thlopticku. Tim vzniknou dva liché vrcholy. Pro vytvoreni dalSich dhlopricek
mame nasledujici mozZnosti:
a) Uhlopfitka spoji dva sudé vrcholy, tim piibudou dva nové liché
vrcholy. Tedy parita lichych vrcholli se neméni.
b) Uhlopiitka spoji dva liché vrcholy, tim ubudou dva liché vrcholy.
Parita lichych vrcholt ztstane nezménéna.
¢) Uhlopficka spoji jeden lichy a jeden sudy vrchol. Poget lichych vrchold

zlstane nezménén. Parita se tedy neméni.

Z danych moZnosti, jeZ mohou nastat, vyplyva, Ze v kazdém kroku zlstava

pocet lichych vrcholt sudy.

Priklad 2.8. Krokem budeme rozumét nahrazeni uspofadané trojice celych

¢isel (a, b, c¢) trojici (¢+5b, 3c—5a, 2b-3a). Tedy a, =c, +5b,,

n+l

b, ,=3c,—5a,, c,.,=2b,—3a,. Rozhodnéte, zda existuje celé€ Cislo k takové,

n+l n’

Ze z trojice (1, 3, 7) vznikne po kone¢ném poctu krokt trojice (k, k+1, k+2).

Reseni. Reseni piikladu spo&iva ve sledovani sudosti a lichosti vyslednych
¢isel. Trojice (k, k+1, k+2) tvofi posloupnost sudd — lichd — suda nebo licha
— sudé — lichd (jedna se o tii po sobé jdouci Cisla). V pfilozené tabulce je vidét
jak se v jednotlivych krocich méni parita jednotlivych &isel (L znaci liché Cislo
a S sudé). Sedou barvou je vyznaden za&atek nového cyklu. Po tfech krocich se
dostaneme do vychoziho stavu. Snadno se z tabulky (viz Chyba! Nenalezen
zdroj odkazu.) piesvéd¢ime, Ze do pozadovaného stavu se nikdy nedostaneme.

Proto priklad nema feSeni.
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n an b, Cn
1 L L L
2 S S L
3 L L S
4 L L L
5 S S L
6 L L S
7 L L L
tabulka 2.1

Piiklad 2.9. Mame fadu &isel 1, 2, 3, 4, 5,..., 2n. Skrtneme v ni libovolnd

dvé ¢isla a nahradime je absolutni hodnotou jejich rozdilu. Po 2n —1 takovych

krocich zbyde ¢islo jediné. Bude sudé nebo liché? (Rozliste situace, kdy n je

sudé a kdy liché)

Reseni. Pred vlastnim feSenim mtizZeme vyzkouset nékolik konkrétnich situaci.

M¢éjme n =2, pak mlizeme postupovat naptiklad takto:

1,2,3,4 1,2,3,4
1,3,4 1,14
1,1 0,4

0 4

M¢éjme n = 3, pak mlizeme postupovat naptiklad takto:

1,2,3,4,5,6 1,2,3,4,5,6
1,3,4,5,6 1,1,4,5,6
1,1,4,5 0,4,5,6
1,3,5 4,5,6

1,2 1,6

1 5
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Na zdklad¢ téchto pozorovani vytvofime hypotézu: ,Je —1i n sudé, zbyde sudé

Cislo, je —1i n liché zbyde liché ¢islo.*
Dukaz:

V kazdém kroku méame tyto moznosti:

a) Vybereme dvé suda cisla a nahradime jejich rozdilem. Ten je sudy, coz
znamena, Ze parita sudych ¢isel se zménila (pocet sudych ¢isel se zmensSil
ol).

b) Vybereme dvé licha ¢isla a nahradime jejich rozdilem. Ten je sudy, coz
znamend, Ze parita sudych ¢isel se zménila (pocet sudych cisel se zvysil
ol).

c) Vybereme jedno sudé a jedno liché ¢islo a nahradime je jejich rozdilem,
jenZz je lichy. Dojde ke zméné parity sudych Cisel (pocet sudych Cisel se
o 1 snizil).

Vidime tedy, Ze parita poctu sudych ¢&isel se pfi kazdém kroku méni. Kroki je

z vz

celkem 2n—1, to je liché Cislo, a tak musi byt parita po¢tu sudych cisel na

konci opacné nez na zacétku, kdy bylo sudych &isel n.

Priklad 2.10. Ve slové, které se skladd zpismen a a b, jsou mozné
nasledujici vymény:

a) nahradit aba pismenem b a naopak;

b) nahradit bba pismenem a a naopak;

¢) nahradit abb pismeny bba a naopak;

d) nahradit aab pismeny baa a naopak.

Zacneme u slova, které se sklada z 2 005 pismen a a jednoho pismene
b na konci slova. Mtizeme podle pravidel vytvorit slovo, které bude zacinat

jednim pismenem b a pokracovat 2 005 pismeny a ?

Reseni. Pocet pismen a na sudych pozicich podle danych pravidel neméni

paritu. V pivodnim slové bylo 1002 pismen a na sudych pozicich. Zatimco

19



v poZzadovaném slové jich je na sudych pozicich 1003. Ztoho plyne, Ze

takovéto slovo neni mozné podle danych pravidel vytvofit.

Priklad 2.11. Predstavte si pudorys pifizemi néjakého domu, kde do kazdé
mistnosti vede sudy pocet vchodu. Dokazte, Ze pak musi mit i dim sudy pocet

vchodu.

Reseni. Oznacime si:

n, pocet vchodii do k-#¢ mistnosti
e, pocet vnéjsich vchodl do k-#¢ mistnosti

i, pocet vnitinich vchodi do k-7 mistnosti

pak tedy plati:
n=¢ + i]
m=e+1n
n3=e¢3+ i3
ng=¢k + ik

Kdyz tyto vztahy secteme dostaneme:
Yny=n +n+n3+...+ng=S jesudé &islo

S=(e1+er+...+e) + (ij+ir+ ... +1x)

I I

Pocet vSech vnéjsich vchodi Soucet vnitfnich vchodil je 2i , kde i je
jee pocet vnitinich vchodd (kazdy vnitini vchod

totiz naleZi dvéma sousednim mistnostem)
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Potom tedy plati:
S=e+2i
e=S-2i

Jak jiz vime S je sudé Cislo, 2i je bezesporu také sudé &islo a rozdilem dvou
sudych ¢isel je vZdy ¢islo sudé. Cimz jsme dokazali, ze pocet vnéjsich vchodia

musi byt sudy.

Priklad 2.12. V pohadkové zemi maji tfi druhy penéz: modré, Cervené a
zelené. Kdo néco nakupuje, zaplati vzdy dvé bankovky riznych barev a
prodava¢ mu vrati jednu bankovku barvy tfeti. Alenka méla 20 Cervenych, 5
modrych a 4 zelené bankovky. Jaky nejvétsi pocet ndkupti miZe uskutecnit,
kolik bankovek ji nakonec zbyde a jakou budou mit barvu? b) Reste predchozi

tlohu, méla-li Alenka 17 ¢ervenych, 7 modrych a 5 zelenych bankovek.

Reseni. a) Z hlediska didaktiky je vhodné nechat Z4ky najit nékteré konkrétni
situace moznych Alen¢inych ndkupd. Jedno z moznych feSeni uvadi tabulka
2.2. Poté zkonzultovat s zaky, jakych vysledkd dosdhli. Bezesporu se ukaze

vysledek vSech postupti stejny.
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akce cervené modré zelené

20 5 4

C+M 19 4 5
C+M 18 3 6
3x(C + M) 15 0 9
9x(C + Z) 6 9 0
6x(C + M) 0 3 6
3x(Z + M) 3 0 3
2x(C +2) 1 2 1
M+7Z 2 1 0
C+M 1 0 1
C+7Z 0 1 0

tabulka 2.2

Alenka méla celkem 29 bankovek. Kazdym nédkupem se snizi jejich
pocet o 1. Celkem tedy miZe uskutecnit 28 ndkupli. A zbyld bankovka by
podle tabulky (tabulka 2.2) méla byt modré barvy. Ukazme, Ze je tomu tak
vzdy.

Jako vhodna strategie se ukdzalo sledovani parity jednotlivych pocti
bankovek. V kazdém kroku pocet bankovek vSech barev zméni paritu. Protoze
maximdlni pocet ndkupl je celkem 28, tedy sudy pocet, musi mit pocty
bankovek, které Alence zbyly, stejnou paritu, jako na zacitku obchodovani.
Pocty bankovek jsou tedy 0, 1, 0 nebof Alence zbyva jedina bankovka. Odtud
plyne, jsou-li dva polty bankovek sudé a jeden lichy, zlistane ndm v ruce
bankovka s lichou paritou. Naopak mame-li na pocatku dva druhy bankovek
lichého poctu a jeden druh sudého, zlistane ndm v ruce druh bankovky se sudou
paritou. (Maximalni po¢et moznych ndkupt je o 1 nizsi nez celkovy pocet

bankovek pred zapocetim nakupovéni.
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b) Z hlediska didaktiky je vhodné nechat Zaky najit nékteré konkrétni
situace moznych Alen¢inych ndkupd. Jedno z moznych feSeni uvadi tabulka
(tabulka 2.4) je rozepsan jeden z moznych postupd pii platbach. A v druhé

(tabulka 2.3) je cyklus v némZz v piipadé stejného poctu bankovek vzdy

skonéime.
akce cervené modré zelené
a a a
Z+M a+1 a-1 a-
C+7 a a a-2
C+M a-1 a-1 a-
tabulka 2.3
akce cervené modré zelené
17 7 5
C+M 16 6 6
C+M 15 5 7
5% (C + M) 10 0 12
6x (C +2) 4 6 6
Ix (Z+ M) 5 5 5
4x cyklus 1 1 1
C+M 0 0 2
tabulka 2.4

Kdyby Alenka udélala 28 nakupti, musel by od kazdé barvy zbyt lichy
pocet bankovek, tedy po jedné barvé. To je vSak spor, nebot ji zbyva jedind
bankovka. Kdyby udélala 27 nédkupi, zbydou ji dvé bankovky téZe barvy.
Pocty bankovek budou sudé, naptiklad 0, 0, 2.

Alenka méla k dispozici 29 riiznych bankovek a v ruce ji zlstaly dvé
stejné, muze uskutecnit 27 ndkupi s tim, Ze po poslednim nakupu ji ziistanou
dveé bankovky nékteré z barev. ZaleZi jen na zptsobu placeni, jakou budou mit

barvu.
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Pokud ma pocet jednotlivych bankovek stejnou paritu, pak v nékterém
z krokd nastane situace, kdy pocet bankovek vSech barev bude stejny. Potom,
jak ukazuje tabulka cykla (tabulka 2.3), poslednim nakupem dostaneme situaci,
kdy ndm v ruce zistanou dvé bankovky libovolné z barev. Pocet ndkupt

v tomto piipadé bude o dva niZsi neZ je celkovy pocet bankovek.

Piiklad 2.13. Cisla od 1 do n jsou napsand v uritém poradi. V jednom tahu
prohodime libovolna dvé sousedni ¢isla. Je mozné, abychom po lichém poctu

7 vz

tahl dostali stejné poradi ¢isel, jaké bylo na pocatku?

Reseni. Dvojici &sel v dané fadé budeme nazyvat prevracenou, pokud vetsi
¢islo bude nalevo od mensiho &isla. Jestlize prohodime dvé sousedni Cisla,
zménime pocet prevracenych dvojic o jednu. Proto nemuze byt po lichém
poctu taht pocet prevracenych dvojic stejny jako pocet pivodné prevracenych
dvojic. V lichém tahu tedy neni mozné se dostat k plivodnimu potadi Cisel

v dané radé.

Piiklad 2.14. Cisla od 1 do n jsou napsand v uritém poradi. V jednom tahu
prohodime libovolnd dvé ¢isla. Je mozné, abychom po lichém poctu tahd

dostali stejné potadi ¢isel, jaké bylo na pocatku?

Reseni. Dvojici &sel v dané fadé budeme nazyvat prevracenou, pokud vetsi
¢islo bude nalevo od mensiho ¢isla. Jestlize prohodime dvé sousedni Cisla,
zménime pocet prevracenych dvojic o jednu, tuto operaci nazvéme krokem.
Prohodime-li dvé vzdalengjsi Cisla, mezi nimiZ je n jinych Cisel, miiZeme
uvazovat toto prohozeni jako sérii prohozeni dvou sousednich cisel. Presunuti

levého ¢islo do pozice pravého bude vyZzadovat n+1 takovychto krokl a

presunuti pravého ¢isla na pozici levého bude vyzadovat n krokl (pGvodné
levé cislo je jiz napravo od pivodné pravého cisla). Celkem je tedy potieba

k provedeni této operace 2n+1 kroki. V kazdém tahu se tedy pocet
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prevracenych dvojic zméni o liché ¢islo. Proto po lichém poctu tahti nemtize
byt pocet pievracenych part stejny jako pocet prevracenych part v pavodni
fad€. V lichém poctu tahtl tedy neni mozné se dostat k pivodnimu poradi Cisel

v dané radé.

2.2 Ulohy k procviéeni

Uloha 2.1.  V autobuse je 11 cestujicich. Na kazdé zastdvce vystoupi 3
osoby a 5 osob nastoupi. Existuje zastdvka, po které bude v autobuse piesné

100 osob?

Uloha 2.2.  V fadd jsou napsand celd ¢isla od 1 do 99. Lenka dvé z téchto
Cisel smaze a jejich rozdil zapiSe na konec Ciselné fady. Tuto operaci opakuje

do té doby, nez v fad¢ zbyde jediné ¢islo. Bude posledni ¢islo sudé nebo liché?

Uloha 2.3. V prepravce je 36 lahvi, z nichZ 19 je plnych a ostatni jsou
prazdné. Nahodné vynddme dvé ldhve. Pokud je prdvé jedna z nich pln,
vratime ji do prepravky. Pokud jsou obé prazdné, vratime jednu z nich do
pfepravky. Pokud jsou obé plné, jednu z nich vyprazdnime a vratime ji do
prepravky. Tak pokracujeme, aZ v prepravce zbyde jedna ldhev. Bude plnd

nebo prazdna.

Uloha 2.4. Méjme tadu celych ¢&isel 1,2,...,4n—1. V ramci jednoho kroku
dvé Cisla smaZzeme a nahradime je absolutni hodnotou jejich rozdilu. DokaZzte,

z w2

Ze nam zUstane po 4n—2 krocich sudé ¢islo.

Uloha 2.5.  Na velkém mezinirodnim kongresu si mnoho lidi potfese rukou.
Nazveme clovéka, ktery si potiasl rukou s lichym poctem lidi, jako lichého

Clovéka. Clovék, ktery si potidsl rukou se sudym poétem lidi, bude sudy
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Clovék. Dokazte, Ze v jakémkoliv momentu existuje sudy pocet lichych osob

(osob, které si potfasli rukou s lichym poctem lidi).

Uloha 2.6.  Na stole je a bilych, b Cernych a ¢ cervenych kostek. V ramci
jednoho kroku odhodime stranou dvé kostky riizné barvy a misto nich na stul
ddme kostku barvy tfeti. Pokud ndm na konci hry zistane jedna kostka, jaka

bude jeji barva?

Uloha 2.7. Ve &tyfech sklenénych vitrindch na hradé Griffindor bylo 507,
1 006, 1505 a 2004 drahych kamenii. Kazdy den byly vybrany presné dvé
z téchto vitrin a do obou bylo pfiddno nebo z obou z nich odebrano jeden nebo

pét drahokamu. Je mozZné, aby v ur¢itém momenté bylo ve vitrinach 2 005,

2 004, 2002 a 1 998 drahych kamenti?

Uloha 2.8. Rozhodnéte, zda lze ¢isla 1, 2, 3, ..., 33 rozdélit do 11 skupin
po tfech Cislech tak, Ze nejvétsi ¢islo v kazdé skupiné je rovno souctu zbyvajich

dvou.

Uloha 2.9. Na tabuli jsou napsana vSechna celd nezdpornd ¢isla od O do
1054. Uvazujeme nasledujici operaci: Smazeme libovolnd dvé ¢isla a misto
nich napiSeme na tabuli jejich rozdil (od vétSiho cisla odecteme mensi). Tuto
operaci opakujeme tak dlouho, dokud na tabuli nezlstane posledni Cislo.

MiuZeme timto zplisobem nakonec na tabuli ziskat ¢islo 2?
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3 INVARIANTY ZALOZENE NA DALSICH
POZNATCICH Z TEORIE CISEL

Reseni tdloh v této kapitole je zaloZeno na zachovavani stejného zbytku

po déleni cislem n=>3 ve vSech krocich. Tedy v jednotlivych krocich se

sledovana veli¢ina (napt. soucet) méni vZdy o stejnou hodnotu nebo o hodnotu

timto ¢islem délitelnou. Invariantem je tedy zbytek po dé€leni Cislem 7.
3.1 Resené ulohy

Priklad 3.1. V autobusu je 12 cestujicich. Na kazdé zastavce 2 cestujici
vystoupi a 5 novych pristoupi. Existuje zastavka, po které bude v autobuse

presné 100 cestujicich?

Reseni. Na kazdé zastdvce se pocet cestujicich zvysi pravé o tii (5 cestujicich
pfistoupi a dva vystoupi). Tedy po prvni zastdvce bude v autobuse 15 osob, po
druhé 18, po tieti 21, atd. PocCet cestujicich je zfejmé ndsobkem cisla tfi. Neni

tedy moZné, aby v néktery moment bylo v autobuse 100 cestujicich.

Priklad 3.2. Tom a Jerry maji sacek se 100 bonbény a hraji néasledujici hru.
Nejprve Tom, pak Jerry, pak Tom, pak Jerry atd. snédi jeden nebo dva
bonbdny. Vitézem je ten, kdo sni posledni bonbén. Kdo vyhraje, budou — 1i oba

hrat chytie?

Reseni. Vitézna strategie je zaloZena na nalezeni kritické pozice, jeZ nastava
ve chvili, kdy zbyvaji v sacku posledni tfi bonbony. V ten moment, kdo je na
tahu, nemiiZe vyhrat. Stejnd situace nastavd v momentu, kdy v sacku ziistava 6
bonbdnid. Af prvni hra¢ udéla cokoliv, druhy hra¢ v sacku ponechd 3 bonbény.
Stejné situace nastavaji pfi poctu 9, 12, 15, atd. bonb6nt v sacku. Vitézna

strategie je tedy zaloZena na ponechdni v siCku poctu bonbénid délitelnych
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tfemi. Z toho je zfejmé, Ze Tom miiZe vyhrat, pokud na zacatku hry sni jeden

bonboén a pak se bude fidit pravidlem vitézné strategie.

Priklad 3.3. State¢ny rytit se opét utkal s trojhlavym drakem a jako obvykle
chtél predvést svoji stateCnost tim, Ze mu usekne vSechny hlavy. To ovSem
nebylo mozné. Ukézalo se, Ze po useknuti jedné hlavy drakovi naroste osm
novych. Rytit ale trval na tom, Ze bude v sekdni hlav pokracovat. Ve chvili,

kdy se rozhodl boj vzdat, drakovi napocital 2 006 hlav. Pocital spravné?

Reseni. Pii kazdém tderu mee se pocet hlav zvysil o 7 (kazdym tiderem byla
jedna hlava useknuta a na misto ni jich osm narostlo). Tedy drak mél po
prvnim uderu mece 10 hlav, po druhém 17 hlav, po tfetim 24, atd. Po k -tém
kole boje byl po&et hlav 7k+3. Cislo 2006 mé viak zbytek po déleni sedmi
roven Ctyfem. State¢ny rytif tedy nejenZe nedokdzal draka v boji udolat, ale

navic ani nespocital spravné pocet jeho hlav.

Priklad 3.4. Na tabuli jsou napsdna vSechna pfirozena ¢isla od 1 do 100.
Libovolnd dvé z ¢isel smaZzeme a nahradime je jejich souctem. Tuto operaci

opakujeme vicekrat za sebou, aZ nakonec na tabuli zbydou tfi ¢isla. Mohou to

byt tfi po sobé jdouci ¢isla?

Reseni. Jestlize na tabuli smaZzeme dvé libovolna ¢isla a nahradime je jejich
souctem, zUstane soucet vSech Cisel na tabuli nezménén. Tento soucet je

konstantni a je roven

1+2+3+...+100:%-100-(1+100):5050.

Uvédomime — li si, Ze tfi po sobé jdouci ¢isla lze zapsat jako k—1, k a k+1
jejichz soucet je zfeymé 3k . Pak nadm staci ovéfit, zdali soucet vSech cisel je
délitelny tfemi. Cislo 5050 vsak délitelné tfemi neni. Tedy neni moZné, aby

vysledkem byla tfi po sobé jdouci Cisla.
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Priklad 3.5. Eva a Mat¢j hraji nasledujici hru. Zacnou tim, Ze napiSou
¢islo 0. Pak se na tahu stiidaji: nejprve Eva, potom Matéj, potom Eva, potom
Matéj a tak déle. V kazdém tahu musi hra¢ vedle posledniho zapsaného cisla
napsat jednociferné kladné ¢islo a pak napsat jejich soucet. Vitézem se stava
ten, kdo prvni dosahne trojciferného c¢isla. Existuje zptisob, jak by mél jeden
z hracu postupovat, aby dosdhl vité€zstvi? Jinymi slovy existuje pro jednoho

z nich ,,vitézna strategie*?

Reseni. Diulezité je nalézt takovou situaci, kdy je jiZz vyhra jistd. Vzhledem
k tomu, Ze lze pficist Cisla od 1 do 9, tak tato situace nastdvd v momentu
dosazeni hodnot od 91 do 99. Naopak jistd poraZka je v momentu, kdy
protihra¢ dosdhne cisla 90. V tento moment jiz miiZze hrd¢ jen pripravit pidu
pro vitézstvi soupete. Je tedy ziejmé, Ze pokud mame pred svym tahem soucet
mezi 81 a 89, pak snadno soupefe poSleme do kritické pozice 90. Evidentné
dalsi kritickou pozici je Cislo 80. Z tohoto faktu lze snadno odvodit vSechny
kritické pozice v pritbéhu hry. Jsou to Cisla, kterd jsou délitelna 10 beze zbytku.
Vitézem této hry, pokud se bude drzet sprdvné strategie, se stane Matéj.
Napriklad pokud Eva zacne Cislem 3, Matéj pficte 7, soucet je tedy 10. Eva
pokracuje Cislem 5, Matéj pricte S5, soucet je tedy 20, a tak dale. At Eva bude
délat cokoliv, Matéj ji je schopen vZdy postavit do kritické pozice. Vitézstvi je

tedy jeho!

Priklad 3.6. Drak méd sto hlav a rytit mu dokdZe jedinym mdavnutim
kouzelného mece setnout nardz bud 7 hlav nebo 5 nebo 11 nebo 14. Jiny pocet
hlav vSak kouzelnym mecem nardz nikdy nesetne. Po setnuti sedmi hlav
narostou drakovi Ctyfi nové, po setnuti péti hlav mu jich naroste dvacet, po
setnuti 11 hlav narostou drakovi jen dvé a po setnuti 14 hlav mu jich naroste

17. V ptipadé, Ze se rytifi podafi snizit pocet hlav na nulu, je drak mrtev. To
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znamend, Ze Zadné nové mu jizZ nedorostou. MiiZe rytit draka svym kouzelnym

mecem zabit (tj. setnout mu vSechny hlavy)?

Reseni. Podivejme se podrobn&ji co se stane v piipadé kazdé z moZnosti.
a) Po setnuti 7 hlav ihned 4 nové narostou. Tedy pocet hlav se sniZi o 3.
b) Po setnuti 5 hlav ihned 20 novych naroste. Tedy pocet hlav se zvysi
o 15.
¢) Posetnuti 11 hlav ithned 2 nové narostou. Tedy pocet hlav se sniZi 0 9.

d) Po setnuti 14 hlav ihned 17 novych naroste. Tedy pocet hlav se zvysi

o 3.

Pocet hlav se po kazdém uderu mece zméni o ¢islo délitelné tfemi. Nyni
staci zjistit, zda po néjakém poctu kroki miize mit drak 5, 7, 11 nebo 14 hlav.
Coz lze ukézat naptiklad takto:

100=93+7 =3-31+ 7.Tedy neustdlym opakovanim prvni moZnosti 1ze

draka zabit.

Pfiklad 3.7. Necht d(n) je ciferny soulet &isla n. Najdéte viechna feSeni

rovnice n+d (n)+d(d(n))=1997.

Reseni. Ciferny soulet &isla n a &islo n majf stejny zbytek pii déleni téemi.
Leva strana rovnice je tedy délitelnd tfemi, zatimco ¢islo 1997 ma zbytek po

déleni tfemi roven dvéma. Proto tato rovnice nema feSeni.

Piiklad 3.8. M¢jme posloupnost a,=2, a,=8 a a, ,=a,, +3a, pro neN.

n+l

Zjistéte zda existuji i, j,ke N, takova, Ze a, a;=a.

Reseni. VSimnéme si, Ze zbytek kazdého z ¢lend posloupnosti po déleni tfemi
je roven dvéma. Potom je ziejmé, Ze soucin dvou libovolnych ¢lend této

posloupnosti musi ddvat zbytek 1 po déleni tfemi. Indexy i, j, k, pro kterd
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{a-a=a,. . . C1i ¢ Eislo. .
lati a,-a;=a,, nemohou existovat (jinak bychom meli piirozené cislo, které

po dé€leni tremi dava zbytek jedna i dva).

Priklad 3.9. V kazdém vrcholu pravidelného dvandactidhelniku lezi jedna
mince. Vybereme dvé mince a premistime kaZzdou znich do sousedniho
vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru a druhd proti sméru chodu
hodinovych ruci¢ek. Rozhodnéte, zda je moZno timto zplisobem vSechny

mince postupné pfesunout do jediného vrcholu dvanéctidhelniku.

Reseni. Vrcholy dvanictithelniku oznadime po fadé &isly od 1 do 12.
Pfemistime-li dvé mince na sousedni pole, potom se soucet ¢isel ,,pod obéma
mincemi nezméni (nenastane-li pfesun jedné mince mezi vrcholy s Cisly 1 a
12) nebo se dany soucet zvétsi nebo zmensi pravé o 12. Pokud by bylo mozno
premistit v§echny mince na jednu hromddku, byl by celkovy soulet ¢isel pod
vSemi mincemi ndsobkem dvandcti. Jejich pocatecni soucet
1+2+3+...+12=78

vSak nasobkem dvanicti neni, pii déleni dava zbytek 6. Zbytek pii déleni
dvandcti je tedy invariantem. Za danych podminek neni mozné mince premistit

do jediného vrcholu.

Pfiklad 3.10. Na karti¢ce je napsand &iselnd dvojice (75;96). Jana, Hanka a
Majka ji postupné upravuji. Jana smi naposledy upravenou dvojici (a;b)
pozménit pouze na dvojici (b—a;b), Hanka smi dvojici (a;b) upravit pouze
na dvojici (b+a;b) a Majka mize (a;b) zménit pouze na (b;a). Kazdd

z divek mulZe provést svoji operaci i nékolikrat za sebou a poradi divek se

nemusi stfidat pravidelné. Je mozné, aby na karticce vySla dvojice

a) (117;213)?

b) (117;214)?
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Reseni. Kazdd ze tif moZnych operaci zachovavd nejvétsi spole¢ny délitel
(NSD) obou &isel (a;b). Tedy NSD(75;96)=3.
a) NSD(117;213)=3, snad tedy lze nalézt sérii krokd, jimiZ se k této dvojici

1ze dostat. Coz jak vidno lze, jak ukazuje nédsledujici priklad.
Startovni pozice: (75; 96)

Jana: (21; 96)

Majka: (96; 21)

Hanka: (117; 21)

Majka: (21; 117)

Jana: (96; 117)

Hanka: (213; 117)

Majka: (117; 213)

b) Vzhledem k tomu, ze NSD(117; 214) = 1, nelze nalézt takovou sérii krokd,

abychom se dostali k této dvojici z dvojice plivodni.

Priklad 3.11. Tfi automaty /, R, S vytiskly pary kladnych celych cisel na

listky. Pro vstup (a;b) vyddva automat I:(a+1;b+1) , automat R pfijima
(o L1 s . . s I 1
pouze sudé pary celych cisel, pro niZ vytiskne dvojici Cisel R: Ea;ab a

automat S potiebuje vstupy (a;b) a (b;c), aby vytiskl (a;c). Zjistéte, zda je
moZné pii vstupn{ informaci (5;19), ziskat dvojici &isel

a) (1;50),

b) (1100)?
ReSeni. a) Vsimnéme si, jak se méni rozdil danych dvojic &fsel pii

jednotlivych operacich. Pocatecni rozdil b—a je 14. Pokud pric¢teme ke kazdé

dvojici Cisel 1, rozdil zistava zachovan. Ukazme, Ze rozdil zlistdiva ndsobkem

¢isla 7. Pokud je b—a rozdilem dvou sudych cisel a souCasné ndsobkem
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¢isla7, pak 1 rozdil polovi¢nich hodnot téchto cisel je délitelny sedmi,
vzhledem k nesoudélnosti Cisel 2 a 7. Déle z dé€litelnosti ¢islem 7 pro rozdily
b—a a c—b plyne i délitelnost pro rozdil c—a. VSechny ziskané dvojice cisel
maji rozdil svych hodnot délitelny sedmi. Tedy délitelnost daného rozdilu
Cislem 7 zustava pii vSech moZnych operaci zachovana. Vzhledem k tomu, Ze
50—-1=49 je délitelné sedmi, zfejmé lze nalézt sekvenci krokd pro uspésné
vytiSténi dané dvojice Cisel automaty. Mozné feSeni ukazuje ndsledujici
priklad:

startovni pozice (5; 19)

:(6; 20)

1 (3;10)

1 (45 11)

:(5;12)

1 (6; 13)

(7, 14)

1 (85 15)

1 (9; 16)

:(10; 17)

:(3;100+(10; 17) =35 17)

:(4;18)

:(2;9)

1 (2;9) +(9; 16) = (2; 16)

:(1;8)

S:(1;8)+(8;15) =(1; 15)

7-1:(8;22)

S:(1;8) +(8;22) =(1; 22)

7-1:(8;29)

S:(1;8)+(8;29) =(1;29)

7-1:(8;36)

S:(1; 8) +(8; 36) = (1; 36)

MO O~~~ N N N N N N
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7-1:(8;43)
S:(1;8) +(8;43) =(1;43)
7-1:(8;50)
S:(1; 8) + (8; 50) = (1; 50)

Priklad za b) nema feSeni, protoZe rozdil danych ¢isel neni délitelny sedmi.

Priklad 3.12. Drak md sto hlav a rytif mu dokdze jedinym mavnutim
kouzelného mece setnout nardz bud 15 hlav nebo 17 nebo 20 nebo 5. Jiny
pocet hlav vSak kouzelnym mecem nardz nikdy nesetne. Po setnuti 15 hlav
naroste drakovi 24 novych, po setnuti 17 hlav mu narostou 2 nové, po setnuti
20 hlav naroste drakovi 14 novych hlav a po setnuti 5 hlav mu jich naroste 8.
V pfipadé, Ze se rytifi podaii snizZit pocet hlav na nulu, je drak mrtev. To
znamena, zZe Zadné nové mu jiZ nedorostou. Miize rytit draka svym kouzelnym

mecem zabit (tj. setnout mu vSechny hlavy)?

Reseni. Podivejme se podrobnéji, co se stane v piipadé kazdé z moZnosti.
a) Po setnuti 15 hlav ihned 24 novych naroste. Tedy pocet hlav se zvysi
09.
b) Po setnuti 17 hlav ihned 2 nové narostou. Tedy pocet hlav se snizi o 15.
c) Po setnuti 20 hlav ihned 14 novych naroste. Tedy pocet hlav se snizi
06.

d) Po setnuti 5 hlav ihned 8 novych naroste. Tedy pocet hlav se zvysi o 3.

Pocet hlav se po kazdém tderu mece zméni o ¢islo délitelné tremi. Tedy
v kazdy moment boje je zbytek po déleni 3 poctu hlav stejny (roven jedné).
Nyni staci ovéfit, zda je rytit schopen setnout jedinym tderem takovy pocet
hlav, ktery po déleni 3 dava zbytek 1. Vzhledem k tomu, Ze ¢isla 15, 17,20 a 5
ddvaji zbytek po déleni tremi O, 2, 2 a 2, neni udatny rytif schopen draka

udolat. VZdy mu nejméné jedna hlava zistane.
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Priklad 3.13. V kazdém vrcholu pravidelného 2008-thelniku lezi jedna
mince. Vybereme dvé mince a premistime kazdou znich do sousedniho
vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru a druhd proti sméru hodinovych
rucicek. Rozhodnéte, zda je moZno timto zpiisobem postupné vSechny mince
pfesunout:

a) na 8 hromadek po 251 mincich,

b) na 251 hromddek po 8 mincich.

v
v v

Reseni. Ocislujeme vrcholy mnohoudhelnika po tadé &isly od 1 do 2008 a
Cislem S oznacime soucet hodnot vrcholi pod jednotlivymi mincemi.
Pfemistime-li libovolné dvé mince na sousedni pole podle danych pravidel,
potom se soulet Cisel ,,pod obéma mincemi* nezméni, pokud vSak nastal
pfesun mezi vrcholy s ¢isly 1 a 2008, hodnota souctu ¢isel ,,pod obéma
mincemi* se zvétsi nebo zmensi pravé o 2008. Po libovolném poctu presund
dvojic minci se hodnota S z pocatecni §, =1+2+...+2008 zméni na hodnotu
S=§5,+2008k, kde kje vhodné celé cislo. Snadno ur¢ime hodnotu
S,=1004-2009 .

a) Jestlize mame ziskat 8 hromddek po 251 mincich, pak musi byt
vysledek ndsobkem 251. Coz je vzdy splnéno, nebof §=251-(8k+4-2009).
Nyni staci nalézt alesponi jeden postup, jak mince podle zadanych podminek
premistit. Budeme-li mince z dvojic vrcholli 1 a 2008, 2 a 2007, atd. pfesouvat
vzdy v opa¢ném sméru, snadno vytvorime 8 hromédek po 251 mincich napft. ve
vrcholech 1001, 1002, ..., 1008.

b) Predpokladejme, Ze po urcitém poctu presuntlt dvojic minci vznikne
251 hromddek po osmi mincich. V takovém piipadé musi byt soucet S
nasobkem &isla 8. Cislo 2008k nasobkem osmi je, ale ¢islo 1004-2009 neni
ndsobkem osmi. Neni tedy mozné danym zptisobem vytvofit 251 hromadek po

osmi mincich.
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3.2 Ulohy k procviéeni

Uloha 3.1.  Na d&tském hfisti si hraje 30 déti. Kazdou ¢tvrthodinu si rodice
odvedou domil tfi déti. Je mozné, aby si v nékterou chvili na détském hfisti

hralo pét déti? Predpokladejme, Ze na détské hiisté jiz zddné dité neptijde.

Uloha3.2. Jana m4 krabice péti  velikosti: a,b,c,d,e, pficemz
a>b>c>d>e . Krabic velikosti a je osm a vnich jsou vSechny ostatni
umistény tak, Ze kazdd z nich je bud’ prazdnd nebo obsahuje pravé osm krabic
velikosti b . Kazdd krabice velikosti b je opét bud prazdnd nebo obsahuje po
osmi krabicich velikosti ¢, a tak ddle. Dokazte, Ze pocet vSech prdzdnych

krabic nemuze byt 1 000.

Uloha 3.3.  Necht d(n) je ciferny soucet ¢isla n. Najdéte vSechna feSeni

rovnice n+d (n)+d(d(n))=2008.

Uloha 3.4. U vrcholi desetitihelniku je poloZzeno deset minci. V kazdém
tahu si muzeme zvolit dvé mince a presunout kazdou z nich k sousednimu

vrcholu. Je moZzné dostat vSechny mince k jedinému vrcholu?

Uloha 3.5.  Na tabuli je napsané Cislo 2006!, které je podle definice rovno
soucinu ¢isel 1-2-3-...-2006. Pii hie se stfidaji dva hraci podle nésledujiciho
pravidla: pokud je na tabuli napsdno Cislo X , hra¢ zvoli kladné celé cislo
Y <X, které ma méné nez 20 riznych prvociselnych délitelt, a na tabuli misto
X napiSe rozdil X —Y . Vitézi ten hrac, ktery na tabuli napiSe 0. Existuje pro

jednoho z hraci vitézna strategie?
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Uloha 3.6. Dv& &isla (19; 94) jsou napsdna na karti¢ce. Anna, Helena a

Katka mohou ¢isla na karticce ménit podle nasledujicich pravidel:
Anna nahrazuje &isla (a;b) &isly (a—b;b),

Helena nahrazuje &isla (a;b) &isly (a+b;b),

Katka nahrazuje &isla (a;b) &isly (ba).

Pokazdé, kdyZ se divce dostane karticka do ruky, provede alespoii jednu
svou zménu (nebo také nékolikrat opakované), a pak predda karticku dalSi
divce, aby také provedla svoji operaci (moznd nékolikrit). Je mozné, aby na
karticce vySla Cisla:

a) (19;95)?
b) (19; 96)?

Uloha 3.7.  Tii automaty I, R, S vytiskly pary kladnych ¢isel na listky. Pro
vstup (x;y), automaty I, R, Svydédvaji listky L:(x—y;y), Ri(x+y;y) a
S:(y;x) jako vystupy. Piivodni hodnota listku byla (1;2). Je moZné t€mito

automaty ziskat listky

a) (19;79),

b) (819:357)?

Uloha 3.8.  V kartézské soustavé soufadnic jsou obarvovany jistou barvou

miiZové body podle nésledujicich pravidel: je — li obarven bod o soufadnicich

[a;h], mlZeme obarvit i bod o soufadnicich [a+1;b+1]. Jsou — li ob&
soufadnice bodu [a;b] suda ¢isla, muZeme obarvit i bod [%a;%b] Jsou — i

obarveny body [a;b] a [b;c], Ize obarvit 1 bod o souradnicich [a;c]. Na
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pocdtku je obarven bod [36;64]. Rozhodnéte, zda miZe byt pfi zachovani

danych pravidel obarven bod o soufadnicich [49;81].
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4 ULOHY O POKRYVANiI SACHOVNICE NEBO
PRAVOUHELNIKU

Redeni tloh v této kapitole je zaloZeno na vhodném obarveni nebo
ocislovani dané Sachovnice. Tedy nejprve navrhneme vhodny zptisob obarveni
Sachovnice a poté zkoumame, zda odpovidd rozvrzeni policek zadani
z hlediska jejich poctu nebo parity jejich poctl. Invariantem je pocet pokryti
poli daného typu v jednom kroku nebo parita poctu pokryti poli daného typu

v jednom kroku.
4.1 Resené ulohy

Priklad 4.1. Stalo se, Ze starosta mésta Kocourkova se rozhodl nové

vydlazdit jedno z méstskych namésti. Bylo to takové menSi namésti 3x3

metry. Starosta byl pevné rozhodnut, Ze po jeho éfe musi zlistat ve mésté
pamdtka na jeho osobu a tak nechal zhotovit a umistit doprostfed ndmésti
vlastni sochu. Ta zabirala plochu pfesné jednoho policka (1x1 metr). Zbytek
namésti byl vydldzdén panely 2Xx1 metr. BohuZel, jak uZz to tak byvd v
Kocourkové, nékdo Spatné vyplnil objedndvku paneli. Mirné feceno hodné
predimenzoval objednany pocet panelli. Této situace se rozhodl vyuZzit radni
Kocourek, kdyzZ méd sochu starosta, musi ji mit i on! Navic ndmésti v
Kocourkové je neopravenych stile dost, a 1 kdyby nebylo, néjaké se da preci
vzdy postavit. Ostatné co taky udélat s jiz nakoupenymi panely. Po dlouhém
rokovani se rada rozhodla pro vydldzdéni Malého namésti. I femeslnici se dali
do préce. Zkouseli, pokladali panely v§emi moZnymi zptisoby, ale stile se jim
namésti vydlazdit nedafilo. Bud' nebyli schopni umistit sochu nebo jim
nesedély jednotlivé panely. Dali tedy hlavy dohromady nejmoudiejsi obcané
mésta a dlouhé dny besedovali nad tim, kde by mohl byt problém. AZ pak si

uvédomili, Ze vydlazdit ndmésti 4x4 metry panely 2x1 metr s umisténim

sochy radniho nelze. Divod je ziejmy, 4x4 je 16 minus plocha pro sochu
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dava 15 policek k vydlazdéni. AvSak pocet poli, jez lze vydlazdit pomoci
dodanych paneld, musi byt sudy. Nikoho zradnich samozifejmé nenapadlo
dané panely rozpilit a tak nasledovalo dal$i rus$né zasedani rady. ,,Mame
sochu, mdme panely — stavét se musi!“ pronesl radni Kocourek. Ostatni mu
dali za pravdu. I moudry Karasek pravil: ,, Je zfejmé, Ze ndmésti o sudé vymére
nevydlazdime, jak poZadujeme. Vydlazdéme tedy ndmésti 5x5 metrt.
Umistime na néj sochu, ¢imZ sniZime vyméru ndmésti na 24 policek a ty jiz
snadno zaplnime naSimi dlazdicemi.” Nasledoval potlesk v Kocourkové
nezvyklych rozméri. VSichni pldcali Karaska po zadech, jak skvéle to
vymyslel“. Samoziejmé by §lo pokracovat v piibéhu déle a také by toho bylo

spousta k vypravéni, ale nyni nadeSel Cas pro Vas cCtendre. Je ,,Kardskovo*

feSeni spravné? Ptfipadné navrhnéte spravné feSeni a dokazte je;j.

Reseni. Obarvime namésti jako $achovnici (viz Obr. 4.1). Nyni mame namésti
rozdéleno na 13 cernych a 12 bilych poli. Kazdy panel pokryje, af jej poloZime

jakymkoliv zplisobem pravé jedno ¢erné a jedno bilé pole. Je ziejmé, Ze socha

musi byt umisténa na nékteré z Cernych poliek. Jeden z moznych zptisobd

rozmisténi ukazuje Obr. 4.2.

3 5
4 4
3 3
2 2

1 1

A B C D E A B C D E

Obr. 4.1 Obr. 4.2
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Priklad 4.2. Dokazte, ze Sachovnici 8x8, z niZ je odstfiZzeno levé dolni a

pravé horni policko, nelze pokryt jednatficeti kostkami domina (tj. obdélniky

2x1).

Reseni. Na obrazku (Obr. 4.3) je znézornéna Sachovnice. Policka oznaCena
pismenem X oznacuji odstfizend pole. Jak jste si zcela jist€ vSimli, odstfihli
jsme dvé Cernd policka. Pocet poli se tak zménil na 32 bilych a 30 ¢ernych. Je
ziejmé, Ze pii pokladani jednotlivych kostek domina zakryjeme vzdy pravée
jedno bilé a jedno cerné pole. Vzhledem k jejich rozdilnému poctu nelze

kostkami domina pokryt danou Sachovnici.

[ T R 2 T - T~ B - =

A B C D E F G H

Obr. 4.3

Priklad 4.3. Dokazte, Ze Sachovnici 10x10 nelze pokryt 25 kostkami

T-tetramina (tj. obrazci, z nichz kazdy se sklada ze Ctyf policek Sachovnice a

ma tvar pismene T).
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Reseni. Obarvime Sachovnici (viz Obr. 4.4). Nyni mame pole rozdéleno na 50
cernych a 50 bilych poli. Pfi poloZeni jedné kostky tetramina pokryjeme vzdy
tii bilé a jedno ¢erné pole nebo jedno bilé a tii ¢ernd pole. Musime umistit 25
kostek T-tetramina, je proto ziejmé, ze jimi lze pokryt pouze lichy podcet
cernych a bilych poli. To je vSak spor, protoZe pocet poli jednotlivych barev je

na Sachovnici sudy.

Obr. 4.4

Priklad 4.4. Dokazte, Ze Sachovnici 10x10 nelze pokryt pétadvaceti

kostkami tetramina (tj. obdélniky 4 x1).

ReSeni. Sachovnici rozdélime na Ctyfi riznd pole, jez oznacime Cisly 1, 2, 3, 4.
Rozmisténi &isel je navrzeno tak, aby libovolné umisténd kostka pokryvala

pravé Ctyfi policka s navzdjem rtiznymi Cisly (viz Obr. 4.5). Kdyby tedy
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existovalo pokryti Sachovnice kostkami tetramina, bylo by pravé 25
,jednicek®, 25 ,dvojek®, 25 ,trojek” a 25 ,Ctyfek”. To vSak neni mozné,
protoZe na Sachovnici je pouze 24 policek s Cislem ,,4* (a 26 policek s Cislem

»2°).
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2 3 4 1 2 3 4 1 2 3
Obr. 4.5

Jiné reseni.  Obarvime Ctvercovou sif (viz Obr. 4.6) Kazdy kamen pokryje
bud dvé nebo ziddné Sedivé pole. Poclet Sedivych policek, které kameny
pokryji, je sudy, avSak na Sachovnici je 25 Sedivych policek. Neni tedy mozné

¢tvercovou sif 10x10 pokryt dvaceti péti obdélniky 4 x1.
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Obr. 4.6

Priklad 4.5. Je mozné pokryt ¢tvercovou sif o rozmérech 8x8 Sestnacti

kameny, z nichz se kazdy sklada ze 4 policek, jeden z kamenut je Ctverec a

ostatni kameny maji tvar pismene L?

Reseni. Obarvime &tvercovou sif stejnym zpiisobem jako na Obr. 4.7. Kazdy
z kament typu L pokryva bud’ jedno nebo tfi Sediva policka, takze 15 kament
typu L pokryje lichy pocet Sedivych policek. Ctvercovy kdmen pokryvd dvé
Sediva policka. Celkovy pocet pokrytych Sedivych policek je tedy lichy. AvSak
v Ctvercové siti je 32 Sedivych policek. Proto neni mozné timto zpiisobem

pokryt ¢tvercovou sif.
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Obr. 4.7

Priklad 4.6. Do levého dolniho rohu Sachovnice 8x8 postavime jezdce.

Povoleny tah jezdcem se sklddd z posunu o dvé policka ve sméru fad nebo
sloupcti Sachovnice, po némZ nasleduje posun o jedno policko po kolmici
k tahu.
a) Je mozZné, aby se jezdec dostal do pravého horniho rohu pfesné po
jedenécti tazich?
b) Mize se do pravého horniho rohu dostat po jiném poctu tahti? Pokud

ano, uvedte priklad.

Reseni. Obarvime $achovnici stejnym zptisobem jako v Sachdch. Jezdec je
umistén v dolnim levém rohu. Tedy na cerném poli¢ku. Pfi kazdém svém tahu
skonci vzhledem k pravidlim svého pohybu na policku opacné barvy. Tedy po
prvnim tahu bude stat na bilém poli, po druhém tahu na poli ¢erné barvy,

v tfetim tahu na policku bilé barvy, atd. Je tedy zfejmé, Ze v lichém tahu bude



vzdy zabirat pole bilé barvy a naopak v sudém tahu pole barvy cerné. Neni
tedy mozné, aby v jedendctém tahu doSel do pravého horniho rohu, ponévadz

toto pole ma ¢ernou barvu.

A B C D E F G H

Obr. 4.8

ReSeni druhé &asti tlohy jsme jiz prakticky naznacili vyse. Je ziejmé, Ze
pocet tahti musi byt sudy. Obé policka totiz maji stejnou barvu. Ted jiz staci
nalézt nejniz$i mozny pocet taht, jimiz lze dojit do cilového pole. Snadno pak

lze ovéfit, Ze toto je moZzné jiz v Sestém tahu o cemZ svédc¢i Obr. 4.8.

Piiklad 4.7. V ohradé 7x10 stoji chaloupka 2x3 v které Zziji kuzlatka:
A = Anicka, B = Bétka, C = Cecilka, D = Dana. KdyZ mdma koza Réza odesla
na ndkup, rozhodl se vlk V = Vasek vyuZit situace a dostat se do chaloupky.
Neposlusna kuzlatka vlkovi oteviela a on je vSechny, kromé jednoho seZral.

Které kizlatko se zachranilo? V kazdém tahu se vlk pohybuje o tii policka a
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ktzlatka o 1 (vlk nemusi skdkat pfimo, musi vSak zachovavat pocet policek

o které se pfesune). Hru zac¢ind vlk. PocateCni situaci znizornuje Obr. 4.9.

Obr. 4.9

Re§eni. Ohradu obarvime stejnym zptisobem jako Sachovnici (viz Obr. 4.10).
Pokud stoji vlk na ¢erném polic¢ku, pak kizlitka Dana, Cecilka a Bétka stoji na
bilych polickach a Anic¢ka na ¢erném. Jestlize vlk skace o tfi policka, pak se po
skoku ocitne na policku opacné barvy. To samé plati pro kuzlitka. CoZ
znamend, Ze vlk skdce vzdy na poli¢ko odlisné barvy, nez stoji kuzlatko

Anicka. Proto vlk Anic¢ku nikdy nechyti, chyti v§ak ostatnf tii ktizlatka.
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Obr. 4.10

Priklad 4.8. Na které policko na tomto namésti je tfeba umistit sochu, aby se

zbytek namésti (Obr. 4.11) dal pokryt dlaZzdicemi 3x17?
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Obr. 4.11

Reseni. OCislujeme policka ndmésti stejnym zptisobem jako na Obr. 4.12,
snadno zjistime, Ze policek oznacenych &islem ,,1* je 22, poli¢ek oznacenych
¢islem ,,2* je 20 a policek s ¢islem ,,3* je jen 17. Namésti tedy neni mozné
pokryt, protoZe kazda dlazdice musi pokryvat rizné oznacend policka, téch je

vSak rtizny pocet a to i po vynechani prostoru pro sochu. Uloha nema feseni.
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Obr. 4.12

Priklad 4.9. Dokazte, Ze na Sachovnici 9x9 nelze rozmistit 13 kostek 6x1

tak, aby tii policka ztlistala nepokryta.

Reseni. Sachovnici ozna¢ime zptsobem (viz Obr. 4.13). Kazd4 kostka pokryje
po jednom z Cisel 1, 2, 3, 4, 5, 6. KdyZ spocteme pocet policek oznacenych
¢islem 6, zjistime, Ze jich je jen 12. My jich vSak potfebujeme 13. Neni tedy

mozné pokryt Sachovnici kostkami 6x1.
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Obr. 4.13

Priklad 4.10. Na které policko namésti 8x8 je tfeba umistit sochu, aby se

zbytek dal vydlazdit dlazdicemi ve tvaru L, zapliiujicimi 3 policka?

Re§eni. Tuto tlohu budeme fesit postupné pro n=2,4,8. Nejprve zaéneme
s nejjednodus$i moznou variantou. Tedy sndméstim 2X2. Pokud sochu

postavime na libovolné policko, zbytek je pravé jedna dlazdice viz Obr. 4.14.

Jakym zplisobem se d4 pokryt ndmésti 4x4, vidime na Obr. 4.15. Postupnym
otaCenim ctverce 4x4 lze umistit sochu do libovolného rohu a odtud na
libovolné policko, bez toho, aby se porusilo vydlazdéni. Jakym zpiisobem lze
vydlazdit ndmésti 8x8 vidime na Obr. 4.16. Postupnym otadcenim ctverce 8x8
lze umistit sochu do libovolného rohu. Rozdélenim na Ctyfi ndmésti 4x4

dostaneme predchazejici situaci. Odtud postupnym otd¢enim mensich Césti 1ze

umistit sochu na libovolné poli¢ko bez poruseni vydlazdéni.
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Obr. 4.14

Obr. 4.15

Obr. 4.16

Priklad 4.11. Vite, pro¢ nelze vydlazdit ndmésti 10x10 s kvétinovym

zahonkem (viz Obr. 4.17) dlazdicemi 4%x2?
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Obr. 4.17

Reseni. Namésti 10x10 vybarvime stejnym zpisobem jako na Obr. 4.18.
Kazda dlazdice 4x2 je poloZend piesné tak, aby z jedné poloviny zabirala
cerné vybarvenou cast Sachovnice a druhou polovinou bile vybarvenou ¢&ést
Sachovnice. Bile oznacenych poli je na Sachovnici méné, je ziejmé, Ze
kvétinovy zdhon nemlze byt umistén na bile oznaceném poli. Danym

zptisobem tedy neni mozné ndmésti zrekonstruovat.
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Obr. 4.18

Piiklad 4.12. Na n&které pole &tvercové Sachovnice nxn, (n>2) postavime

figurku a pak s ni tdhneme stfidavé ,,Sikmo* a ,,pfimo*. ,,Sikmo* znamend na
pole, které ma s pfedchozim spolecny pravé jeden bod. ,,Pfimo* znamend na
sousedni pole, které ma s pfedchozim spole¢nou stranu. Urete vSechna n, pro
néz existuje vychozi pole a posloupnost taht zac¢inajici ,,Sikmo* tak, Ze figurka

projde celou Sachovnici a na kazdém poli se ocitne pravé jednou.

Reseni. Pro sudd n lze nalézt cestu vychdzejici zrohového pole tak, Ze

postupné projdeme celou Sachovnici po blocich typu 2xn , jak ukazuje obrazek

(Obr. 4.19). Pro sudé n je tedy dloha feSitelna.
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Obr. 4.19

UkaZzme, Ze pro lichda n=3 takovd cesta neexistuje. Uvazujme
Sachovnici s cernym polem v rohu. Kazdy tah ,,Sikmo* spoji dvé pole stejné
barvy ze sousednich fad Sachovnice. Pro lichd n je vSak pocet Cernych poli
v sousednich dvou faddch odliSny. Proto minimélné jedno pole v prvni fadé a
jedno pole v posledni fadé nelze spojit pomoci tahu ,,Sikmo* s jinym polem
Sachovnice. Vzhledem k tomu, Ze obé pole nemohou byt koncovym polem
cesty (cesta miize koncit tahem typu ,,pfimo®, ale takové pole miZe byt jen

jedno), neni mozné timto zptisobem projit Sachovnici.

Priklad 4.13. Dokazte, ze Sachovnici 7X7, zniZ je odstfizeno levé horni
policko, nelze pokryt Ctyfiadvaceti kostkami domina (tj. obdélniky 2x1), tak,

Ze dvandct jich je ve vodorovné a dvanéct ve svislé poloze.

Reseni. Politka Sachovnice o&islujeme podle Obr. 4.20. Nyni piedpokladejme,
Ze Sachovnice je pokryta poZzadovanym zpasobem. Soucet Cisel pod dvanacti
obdélniky ve vodorovné poloze je roven 12, nebof pod kazdym jednotlivym je
tento soucet roven 1. Soucet Cisel pod dvanicti obdélniky ve svislé pozici je
sudé cislo, nebof pod jednim obdélnikem je soucet roven O nebo 2. Tedy
soucet pod cCtyfiadvaceti obdélniky je cislo sudé, coz je vSak ve sporu

s celkovym souctem Sachovnice, jez je 21.
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Obr. 4.20

Piiklad 4.14. Sachovnice 2nx2n je zcela pokryta kostkami 2x2 a nékolika
kostkami 4x1. Zaménime — 1i jednu kostku 2Xx2 novou kostkou 4xI1,

nebude jiZ mozné Sachovnici pokryt. Dokazte.

Re§eni. Obarvime Sachovnici viz Obr. 4.21. Kazd4 kostka 2x2 pokryva tii
bila policka (liché ¢islo) a jedno cCerné policko (liché cislo). Kostka 4x1
pokryva bud’ Ctyfi bild policka a zddné Cerné policko nebo dvé bilad policka a

sz N

dvé Cernd policka (sudé cisla). Je tedy ziejmé, Ze neni mozné nahradit jednu

kostku 2x2 za 4x1.
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Priklad 4.15. Na které policko namésti 8x8 je tfeba umistit sochu, aby se

zbytek dal vydlazdit dlazdicemi 3x1.

Reseni. Politka ndmésti ozna¢ime stejnym zplisobem jako na Obr. 4.22.
Kazda jednotliva dlazdice leZi vZdy tak, Ze pokryva tii pole rizné oznacend. Na
ndmésti je nyni 21 policek oznacenych ¢islici 1, 22 poli¢ek oznacenych Eislici
2 a 21 policek s ¢islici 3. Z toho je ziejmé, Ze ndmésti neni mozné vydlazdit,
pokud socha nestoji na policku 2. Tato podminka jeSté neni dostacujici. Pokud
bychom zacali Cislovat z jiného rohu, oznaceni policek se zméni (viz Obr.
4.23). Jedina policka, kterd nezménila oznaceni, jsou na obrdzcich zndzornéna
Sedé. Na tato policka je mozné sochu postavit a pfitom zbytek ndmésti

vydlazdit dlazdicemi 3x1. Lze tedy fict, Ze sochu je moZné umistit na policka,

jez zachovavaiji oznaceni vzhledem k symetrii otodeni o 90°.
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Priklad 4.16. Na Sachovnici nxn jsou dana dvé sousedni policka A,B
v nékteré fadé (A je nalevo od B). Na policku A stoji Sachovy kral.
Rozhodnéte, zda je mozné, aby krél vySel z A, proSel kazdym polickem pravé
jednou a po n°—1 krocich skon¢il na poli¢ku B . Predpokldddme piitom, Ze
kral se mize pii kazdém kroku premistit jen o jedno policko a to bud doprava,

nebo nahoru, nebo Sikmo vlevo dold.

Reseni. MuZeme se presvédcit, Ze pro nékteré n a ndkteré zvolené polohy
policek A,B je moZzné dospét k hypotéze, ze se krdl z A do B pii dodrZeni
danych pravidel nemize pfemistit pro libovolné n a jakoukoliv polohu policek
A, B . Coz lze dokazat nasledujicim zptisobem.

Predpokladejme, Ze kral se pfemisti z A do B a vykona pfi tom x
krokti doprava, y vzhiru a z Sikmo vlevo doli (Obr. 4.24). Protoze kazdym
polickem projde pravé jednou, plati
x+y+z=n>-1
protoZe se policka A, B nachazeji v téze tadé€, je pocat krokli dolli i nahoru
stejny, tedy plati
y=z
protoZe policko B lezi o jedno pole napravo od A, je pocet krokd kréle
doprava o jeden vétsi nez doleva, takze plati
y=z+1
Dosadime — li do prvni z téchto rovnic za x a y zrovnice druhé a tfeti,
dostaneme rovnici
3z+2=n’.

Tato rovnice s nezndmou z a parametrem ne N nemd v oboru pfirozenych

v

isel feSeni, nebof druhd mocnina Zadného pfirozeného Cisla neddva pii déleni

Cx

tremi zbytek dvé. (O ¢emZ se I1ze snadno presvédcit tak, Ze probereme vSechny
moznosti, tedy n=3k, n=3k+1, n=3k+2). Tim je dokdzino, Ze kral se

danym zpisobem z A do B premistit nemuZze.

59



Obr. 4.24

4.2 Ulohy k procviéeni

Uloha 4.1.  Na kazdém poli Sachovnice 7x7 se nachdzi jezdec. Je mozné,
aby po jednom soucasném a pripustném tahu vSech jezdcG byl na kazdém
policku Sachovnice opét pravé jeden jezdec? Povoleny tah jezdcem se skldda
zposunu o dvé policka ve sméru fad nebo sloupcl Sachovnice, po némz

nasleduje posun o jedno policko po kolmici k tahu.
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Ulohad.2. Na n&kterém poli¢ku Sachovnice 7x7 se nachdzi jezdec.
Zjistéte, zda miZe provést 49 tahti tak, aby kazdé poli¢ko prosel pravé jednou a
nakonec se dostal do vychozi polohy. Povoleny tah jezdcem se skladd z posunu
o dvé policka ve sméru fad nebo sloupct Sachovnice, po némz nésleduje posun

o jedno policko po kolmici k tahu.

Uloha4.3. Hra zajic a vlk. VIk se snazi ulovit zajice. V kazdém kole se
muzZe presunout praveé o tfi pole v libovolném sméru. Vzdalenost od piivodni
pozice musi byt tfi pole vzddlena. Zajic je pomalej$i a v jednom kole se
pfesune pouze o jedno pole. Hru zac¢ina vlk. Za jakych podminek zajic vlkovi

unikne?

Uloha4.4. Je mo’né umistit 31 neprekryvajicich se kostek domina na

Sachovnici 8 X8 a nechat dvé uhlopfi¢né protilehléd pole prazdna?

Uloha 4.5. Je moZné pokryt Sachovnici 13x13 ¢Ctyficeti dvéma kostkami

tetramina tak, aby zlstalo nepokryto prostiedni pole?

Uloha 4.6. Je moZné na Sachovnici 8x8 umistit patnact kostek T -

tetramina tak, aby zlstala nepokryta ¢tyfi rohova pole?

Uloha4.7. Di se pokryt Sachovnice 8x8 bez jednoho rohového policka

jednadvaceti kostkami trimina? (Kostka trimina je obdélnik 3x1.)

Uloha4.8.  Tabulka o rozmérech 7x7 je pokryta 16 kameny o rozmérech
3x1 a jedna burnka je nepokrytd. Najdéte vSechny mozné pozice prazdné

buiiky.
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5 Poloinvarianty a metoda nekonecného
sestupu

Tato metoda je zaloZena na principu kone¢ného poctu krokd, jeZ mohou
nastat. Naprfiklad méjme urcitou Castku penéz v drobnych mincich, pokud ji
budeme chtit rozménit za vétsi bankovky, existuje jist€¢ jen omezeny pocet
vymén, jez lze uskuteCnit. V tomto piipadé jsme byli omezeni celkovou

¢astkou.
5.1 Resené ulohy

Priklad 5.1. 'V kazdém policku v obdélnikové tabulce mXn je napsano celé
¢islo. Terminem fada budeme oznaCovat fiddek nebo sloupec. Je povoleno
zménit znaménka u vSech ¢isel vybrané fady. Dokazte, Ze pfi ur¢itém poctu

takovych zmén 1ze dosahnout nezédporného souctu vSech cisel v tabulce.

Reseni. Nechf je S soulet &isel v tabulce. Pokud je soudet nezdporné &islo,
mame tkol hotovy. V opacném piipadé pokud je v néjaké fadé soucet zdporny,
provedeme zménu znamének. Vysledkem je, Ze se souCet S zvétsi (S je
souCet vSech souctd v fadach rovnobéZnych se zvolenou fadou). Protoze
existuje kone¢ny pocet moznosti znamének v tabulce, existuje pouze konecny
pocet hodnot S . Proto neni mozné donekoneCna vybirat fady se zapornym
souctem. V urcité fazi tedy musime dojit do situace, kdy budou mit vSechny

fady nezaporné soucty.

Priklad 5.2. Na kazdém poli tabulky 2009x2009 je zapsano celé Cislo,
pficemz soucet vSech Cisel v tabulce je 2009. V kazdém kroku miZeme zménit
znaménka u kazdého z ¢isel v libovolném tadku ¢i sloupci. Rozhodnéte, zda
muiZzeme v koneéném poctu takovych operaci ziskat situaci, kdy v zddném

fadku ani sloupci neni zdporny soucet.
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Reseni. Pokud je soucet vkazdém ftadku i sloupci nezdporny, je tloha
vyfeSena. V opaéném piipadé vybereme sloupec ¢i tfadek, kde je soucet
zéporny, a zménime znaménka. Po zméné znamének bude tento soucet kladny
a celkovy soucet ¢isel v tabulce se zvyS$i. Vzhledem k tomu, Ze hodnota souctu
se nemuze zvySovat donekonecna (maximdlni hodnota souctu je souctem
absolutnich ¢isel z ptivodni tabulky), musime proto v konecném poctu kroki

dostat tabulku s nezdpornymi soucty sloupcti i fadka.

Priklad 5.3. Ve tfidé, kde jsou jen studentky s blond nebo ¢ernymi vlasy, ma
kazda divka lichy pocet kamarddek. Prvni den se rozhodne prvni divka, Ze
pfizplsobi barvu svych vlast vétSiné svych kamaradek, tj. maji — i pfevahu
cernovlasé kamaradky, rozhodne se pro ¢ernou barvu svych vlast, v opacném
pfipadé zvoli blond vlasy. Druhy den se ke stejnému kroku rozhodne druhd
divka, atd. (Poté, co danou volbu provede 1 posledni divka, pokracuje opét
divka prvni.) Dokazte, Ze po jist€ dobé€ si uz Zadna z divek nebude své vlasy

pfebarvovat na opacnou barvu.

Reseni. Oznaéme S jako soucet viech dvojic kamaradek, které maji opanou
barvu vlast. Pokud se divka rozhodne pro zménu barvy vlast, znamen4 to, Ze
puvodné méla vice kamaradek s jinou barvou vlasti nez kamaradek se stejnou
barvou vlasi. Po obarveni vlasi se tedy celkovy pocet dvojic kamaradek
s jinou barvou vlasii snizi. Vzhledem k tomu, Ze pocet dvojic kamaradek je
vyjadfen nezdpornym cislem, nemiiZe se tento pocet nekonecna snizovat. Tedy
nastane situace, kdy dosdhne své minimélni hodnoty a Zddnd z divek si uz

nebude prebarvovat vlasy.

Priiklad 5.4. V roviné je dano 2n riznych bodi. DokaZte, Ze je mozno
sestrojit n usecek s krajnimi body v danych bodech tak, aby Zddné dvé z téchto

usecek nemély spolecny bod.
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Reseni. Nejprve spojme libovolné dvojice bodi, tak aby nedoslo k situaci viz
Obr. 5.1. Ozna¢me S jako soucet délek vSech ziskanych usecek. Pokud usecky
nemaji spole¢ny bod (jsou disjunktni), mdme ukol splnény. Naopak, pokud
nékteré z useCek maji spole¢ny bod, napt. usecky AB a CD maji spolecny bod
S viz Obr. 5.2. (neni to krajni bod, protoZe tyto body jsou rtizné). Nahradime
useCky AB a CD useCkami AC a BD. Podle trojuhelnikové nerovnosti se S
zmensi.

|AB|+|AS|)|AC| (aCSA)

|SD|+|SB|)|BD| (aSBD)

Pokud nastane situace, kdy se protind nékterd z novych tsecek s nékterou dalsi
useCkou, postup opakujeme pro tuto dvojici useCek. ProtoZe existuje jen
kone¢né mnoho moZnosti, jak propojit 2n bodi, je také jen kone¢né mnoho
hodnot S . Proto neni mozné S zmenSovat donekone¢na. Tedy v kone¢ném

poctu krokti nastane situace, kdy budou vSechny tsecky disjunktni.

Obr. 5.1

Obr. 5.2

Priklad 5.5. Kazdy poslanec ma nejvyse 3 nepratele. Dokazte, Ze jde rozdélit
poslance do dvou stran tak, aby kaZzdy cClen strany nemél mezi svymi
spolustraniky vice neZ jednoho nepfitele. Vztah ,nepfitel je vzdjemny, to

znamend pokud je A nepfitelem B, potom1i B je nepfitelem A.
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Reseni. Néhodn& rozdélme poslance do dvou politickych stran. Oznaéme S
pocet dvojic nepratel uvnitf jedné strany. Pokud Zddny poslanec neméd ve své
strané vice jak jednoho nepfitele, jsme hotovi. Jinak ma alesponi jeden poslanec
nejméné dva nepratele ve své vlastni politické strané, pokud jej pfesuneme do
druhé politické strany, nebude mit vic neZ jednoho nepfitele, protoze celkovy
pocet nepratel tohoto poslance je mensi nebo roven 3 a dva z nich jsou v prvni
politické strané. Snizi se S . ProtoZe existuje konecny pocet moznosti rozdéleni
poslanci do dvou politickych stran, nelze pokracovat donekonecna
v pfemisf ovani poslanct. Nalezneme tedy v kone¢ném poctu krokd vyhovujici

rozdéleni poslanct do politickych stran.

5.2 Ulohy k procviéeni

Uloha 5.1.  V roving je dano 2008 bodi. DokaZte, Ze je mozno sestrojit
1004 tdsecek s krajnimi body v danych bodech tak, aby Zadné dvé z téchto

usecek nemély spolecny bod.
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6 DALSIi ULOHY

6.1 Resené ulohy

Priklad 6.1. Je dina mnozina péti Cisel: 2; 2; 3; 4; 4. V kazdém kroku si
muizeme vybrat dvé z nich, a a b, a nahradit je 2a—b a 2b—a.
a) Muzeme v n¢jaké fazi dostat mnozinu ¢isel 0; 2; 3; 4; 67

b) A co mnoZinu Cisel 2; 2; 3; 4; 6?

Reseni. V prvnim piipadé ano. Pokud vybereme za a &slo na prvni pozici
(tedy cislo 2) a za b Ccislo na posledni pozici (tedy Cislo 4). Pak dostaneme
poZadovanou mnozZinu ¢isel 0; 2; 3; 4; 6.

V piikladé za b, pro kteroukoliv dvojici ¢isel, operace zachovava soucet
vSech péti cisel, ktery ma hodnotu 15. AvSak soucet Cisel pozadované

kombinace je 17. Neni tedy mozné této kombinace dosdhnout.

Piiklad 6.2. Tom a Jerry hraji na Sachovnici nésledujici hru. Jedinou
figurkou na Sachovnici je véz a postavi ji do levého dolniho rohu. Potom jsou
stiidavé na tahu Tom, Jerry, Tom, Jerry, atd. V kazdém tahu musi hrac¢
posunout vézi o libovolny pocet poli¢ek nahoru nebo doprava. Prohrdva ten,

kdo uz nemuize tdhnout. Existuje pro jednoho z hract vitézna strategie?

Reseni. Jedingym mistem, odkud uZ neni moZné s v&Z pohnout, je pravy horni
roh. Jerry miize vyhrat, pokud se bude drzet strategie ponechdvajici véZ na
uhlopricce spojujici levy dolni roh s pravym hornim rohem. Po takovém tahu
nemuize Tom pfemistit véZ do pravého horniho rohu, takZe Jerry nemuze
prohrat. Af udélda Tom jakykoliv tah, Jerry se miZe touto strategii fidit. Hra

musi jednou skoncit a Jerry tedy musi byt vitézem.
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Priklad 6.3. Zjistéte, zda existuje konvexni n -uhelnik, ktery lze roziezat na
k =n-3 trojihelniki tak, aby vSechny vrcholy vzniklych trojihelnikl lezely
na hranici n-uhelniku.

a) Reste kol

b) prok=2n-30.

Reseni. a) Ukazme, Ze tento konvexni n -thelnik neexistuje. Mé&jme nejprve

n=3 (trojihelnik), pak dle rovnice k=n-3 nejsme schopni vtomto n-

uhelniku sestrojit zaddny trojuhelnik. Zbyva ndm tedy cely n-thelnik. Pii

zvySeni poc¢tu vrcholl se ndm o stejny pocet zvysi pocet trojuhelnikd. Vzdy

tedy zistanou tii volné vrcholy.

Re§eni. b) Zpredchozi tdlohy jsme si odnesli znalost, Ze n-thelnik lze
roziezat na n—2 trojuhelnikd. Této skuteCnosti vyuzijeme v tomto piiklade a
sestavime rovnici:
2n—-30=n-2
n=28

Jak vidno, Ize tedy zkonstruovat konvexni 28-thelnik, jez lze roziezat

na 26 trojihelnika.

Priklad 6.4. Rozhodnéte, zda lze dany konvexni patnactiihelnik rozfezat na
12 trojihelnikti tak, Ze vSechny vrcholy takto ziskanych trojihelnikli lezi na

hranici daného patnactithelniku.

Reseni. Pokud budeme sledovat soucet vnitinich Ghli ve vSech rozfezanych
castech, zjistime, Ze po odfezani trojuhelniku, ktery je tvofen tfemi sousednimi
vrcholy mnohouhelniku, se soucet vnitfnich Ghli nezméni. Soucet vnitinich

uhli kazdého konvexniho patnactithelniku je

(15-2)-180°=2340",
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ale soucet vnitinich Ghli dvandcti trojihelniki je
12-180°=2160°.

Neni tedy mozné roziezat patnictiihelnik na dvanéct trojihelnik.

Piiklad 6.5. Reste ndsledujici piiklady:

a) Je mozné nakreslit graf (,,domecek” na Obr. 6.1 jednim tahem tak,
abychom kaZdou hranu prosli pravé jednou?

b) Je mozné nakreslit graf na Obr. 6.2 jednim tahem tak, abychom kazdou
hranu prosli pravé jednou?

¢) Je mozné utvofit souvisly podgraf grafu na Obr. 6.3 tak, aby obsahoval

vSechny uzly a aby kazdému uzlu pfislusely nejvyse dvé hrany?

Obr. 6.1

Obr. 6.2

Obr. 6.3
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Reseni. Sudym uzlem nazvéme takovy uzel, z ného? vychézi sudy pocet hran
a naopak lichym takovy z néhoz vychazi lichy pocet hran.

Pokud mame vytvofit graf takovym zptisobem, aby jej Slo projit jednim
tahem, potom v jednom kroku do uzlu vstoupime a v ndsledujicim kroku z n¢j
musime vystoupit. V pribéhu prochdzeni grafem mohou nastat pouze tyto
situace:

a) Po spojenim dvou sudych uzli (vCetné pocatecni situace, kdy uzly
nemaji Zddnou hranu), vzniknou dva liché uzly (spojovat dva uzly bez
hrany 1ze pouze v poc¢dte¢nim kroku).

b) Po spojenim lichého a sudého uzlu dojde ke zméné parity té€chto dvou
uzld (pocet lichych uzll se neméni).

c) Po spojeni dvou lichych uzlG dojde ke zméné parity téchto dvou uzla

(pocet lichych uzli se sniZi o dva).

Vzhledem k zaddni neni mozné spojovat za sebou dvé dvojice sudych
uzld, protoze pokud spojime dva sudé uzly, stanou se z nich uzly liché a my
musime pokracovat v cesté grafem z posledniho uzlu, do né&jZ jsme vstoupili,
ten je jiz vSak lichy. Tedy pocet lichych uzli bude vzdy nula nebo dva.

Graf 1ze nakreslit jednim tahem, pokud ma libovolny pocet sudych uzla
a maximdlné dva uzly liché.

ReSeni a) Oc&islujeme uzly grafu (viz Obr. 6.4). Pocet uzlt lichého typu
je roven dvéma. Tento graf tedy lze sestrojit jednim tahem.

Reseni b) O¢islujeme uzly grafu (viz Obr. 6.5). Poet uzld lichého typu
je roven Ctyfem. Tento graf tedy nelze sestrojit jednim tahem.

Reseni ¢) Pokud z jednotlivych uzld ma vychazet jedna nebo dvé hrany,
musime sniZit pocet hran v obrazku. Toho docilime obarvenim uzll tak, aby
dva sousedni uzly mély rGiznou barvu (viz Obr. 6.6), a podminkou, Ze lze spojit
pouze dva uzly rozdilné barvy. Sedivych uzld je 9, zatimco Eernych jen 7.
Cesta grafem musi byt vzdy Sedivy, Cerny, Sedivy, Cerny, Sedivy, ... Aby bylo

mozné grafem projit v jednom tahu, musel by se pocet rizné barevnych uzli
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lisit maximalné o jeden. To vSak neplati, proto neni mozné danym zptisobem

grafem projit.

2
L L
4 4
L L
3 3
Obr. 6.4
Obr. 6.5
Obr. 6.6

Priklad 6.6. Lze vydlazdit namésti 4x4 dlazdicemi 2x1 tak, aby ani jedna

rovna ¢éra (spara mezi dlazdicemi), kterd vznikne uvnitf ndmésti neméla délku

vetsi nez 3?

Reseni. Pokud pokryjeme ndmésti 4x4 osmi dlazdicemi 2x1, tak libovolna
pfimka, kterd je rovnobézna s nékterym okrajem nadmésti, pfetne sudy pocet
dlazdic (Cislo O je taktéz sudé€). Pokud vezmeme v dvahu jen ary Ctvercové

sit¢ namésti, pak kazdou z dlaZdic pretind pravé jedna z Car. Pokud by se
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namésti pokrylo tak, aby na ném nebyla spara délky ctyt policek, kazda z Car
sité¢ by pretinala alesponn dvé dlazdice. To by vSak bylo potieba 12 dlazdic

(pfimek uvnitf ndmésti je 6), na ndmésti jich mame jen 8.

Priklad 6.7. Dokazali byste pokryt obdélnikové namésti 5x6 dlazdicemi

2x1 tak, aby ani jedna rovna ¢ara uvnitf ndmésti neméla délku vétsi nez 4?

Reseni. Jeden z moznych zptsobd pokryti je vidét na Obr. 6.7.

Obr. 6.7

Priklad 6.8. U vrcholi 7 -dhelniku je umisténo n minci. V kazdém tahu si
miZzeme zvolit dvé mince a pfesunout kazdou z nich k sousednimu vrcholu. Je

mozné dostat viechny mince k jedinému vrcholu?

Re§eni. Vrcholy n -thelniku oznaéfme po fadé &isly od 1 do 7. Mohou ndm
nastat tyto moznosti:

Pokud je n liché, pak staci vybrat libovolny vrchol a pfemistit do néj
vSechny mince a to tak, Ze si vybereme mince stejné¢ vzdalené od vrcholu a
postupné je presuneme do poZadované pozice.

Pokud je n délitelné 4, pak nejprve presuneme mince z lichych vrcholil

do sousednich vyssich sudych vrcholt. Takovy krok vyZaduje piesunuti sudého

71



poctu minci, coZ je mozné. Pak jiZ jen staci zvolit vrchol a jednotlivé dvojice
minci do néj presunout.

Nechf n=4k+2. Hodnotou mince budeme v dalSich tivahdch nazyvat

¢islo piislusné vrcholu na kterém se mince nachazi. Soucet hodnot v§ech minci

se na zacitku rovnd 14+2+...+(4k+2)=(2k+1)-(4k+3), coz je liché dcislo.

Presunuti mince do sousedniho vrcholu zméni hodnotu souctu o 1 nebo o

4k+1, tedy o liché ¢&islo. V jednom tahu pfesouvdme dvé mince najednou,

hodnota souctu se tedy zméni o sudé Cislo. Parita souctu ziistane nezménéna,

z N7

tedy liché ¢islo. Pokud by vSak vSechny mince leZely u jednoho vrcholu, jejich

celkova hodnota by byla ndsobkem ¢isla 4k+2 a hodnoty vrcholu, tedy sudé

¢islo. Toho vSak za danych pravidel nelze dosahnout.

Priklad 6.9. Trii nezdporna celd ¢isla a, b, ¢ jsou napsana na tabuli. Poté je
jedno z ¢isel vymazédno a nahrazeno souctem zbyvajicich ¢isel snizenych o 1.

Tato operace je opakovdna mnohokriat skone¢nym  vysledkem

(17;1967;1983) . Mohla byt pivodni trojice &isel

a) (2:2;2);

b) (3;3;3)?
ReSeni. Vsechna puvodni ¢isla jsou vétsi nez 1, tato vlastnost zistava
zachovéana i v pribéhu jednotlivych operaci. Nejvétsi Cislo je vidy souctem
dvou zbyvajicich sniZzenych o 1. Pokud po n&jakém kroku dostaneme (a;b;c),
takze a<b<c, potom plati c=a+b-1, tedy pfedchozim krokem je trojice
(a;b;b—a+1). Timto zpisobem miZeme postupovat zp&tné (17;1967;1983)
— (17;1967;1951) « (17;1935;1951) « ... « (17:15;31) « (17;15;3)
—(13;15;3) « ... « (5:7;3) «(5:5;3). Piedchazejici trojice by méla byt

(1;3;3) obsahujici 1, coZz je ale nemoZzné. Proto je trojice (5;5;3)
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vygenerovdna jiz v prvnim kroku. Z trojice (3;3;3) lze vygenerovat trojici

&isel (5;5;3), ale ne jiz z trojice &isel (2;2;2).

6.2 Ulohy k procviéeni

Uloha 6.1.  Lze vydlazdit ndmésti 6x6 dlazdicemi 2x1 tak, aby ani jedna

rovna ¢ara uvnitf ndmésti nebyla delsi nez 5?7

Uloha 6.2. Tom a Jerry hraji na Sachovnici nésledujici hru. Do levého
dolniho rohu Sachovnice postavi kréle. Nejprve hraje Tom, pak Jerry, pak Tom
atd. V kazdém tahu museji krdle posunout o jedno policko nahoru, doprava
nebo vhlopfi¢né doprava nahoru. Prohrdva ten, kdo uz nemé kam tahnout.

Existuje pro jednoho z hracl vitézna strategie?

Uloha 6.3. Tom a Jerry maji dva sacky bonbénd. V jednom z nich je 20, ve
druhém 21. Hraji stitidavé Tom, Jerry, Tom, atd. V kazdém tahu musi hra¢ snist
obsah jednoho sidCku a c¢ast (nikoliv vSechny) z druhého pfesunout do
prazdného sacku. Prohrdva ten hra¢, ktery uz nemiZe tdhnout. Existuje pro

jednoho z hracu vitézna strategie?
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7 RESENI ULOH
7.1 Ulohy, jejichz Feseni je zalozeno na provérce parity

Uloha 2.1. Na kazdé zastivce se pocet cestujicich zvysi o 2 (5 osob nastoupi a
3 vystoupi). Po prvni zastdvce bude v autobuse 13 cestujicich, po druhé 15, po
tieti 17, atd. Parita po¢tu osob v autobuse ziistava vzdy stejnd, lichd. Neni tedy

mozné, aby v néktery moment bylo v autobuse 100 osob.

Uloha 2.2. Necht je S pocet lichych cisel viadé. Na pocatku je §=50.
V kazdém kroku Lenka smaze dvé libovolnd cisla , pricemz plati jedna
z nésledujicich tfi moZnosti:

a) Obé vybrand cisla jsou suda. Pocet lichych ¢isel se neméni, protoze
rozdil dvou sudych Cisel je ¢islo sudé.

b) Obé vybranai Cisla jsou lichd. Rozdilem dvou lichych ¢isel je Cislo sudé,
tedy pocet lichych ¢isel se zmensi o 2.

c) Vybrana ¢isla maji riznou paritu, tedy jedno je sudé a druhé liché.
Pocet lichych Cisel se neméni, protoZe rozdil lichého a sudého ¢isla je Cislo
liché.

Vidime tedy, Ze parita poctu lichych cisel se neméni, af nastane
kterdkoliv ze tif moznosti. Vzdy bude S sudé cislo. ProtoZe na konci ulohy
musi byt §<I, zlistava jedind moznost S=0. Tedy posledni zbylé ¢islo musi

byt sudé.

Uloha 2.3. Rozeberme si co se stane v jednotlivych moznych situacich.
a) Vezmeme - li jednu plnou a jednu prdzdnou ldhev dostaneme jednu
plnou. Pocet plnych ldhvi se nezméni. Parita plnych ldhvi zGstdva zachovéana.
b) Vezmeme — li dv€ prazdné 1dhve, vratime jednu prdzdnou. Pocet plnych

lahvi ziistava stejny, parita jejich poctu se tedy neméni.
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¢) Vezmeme — li dvé plné ldhve, dostaneme jednu prazdnou ldhev. Pocet

v s

plnych lahvi se sniZi o 2 (parita plnych lahvi se tedy nezméni).

Jak vidno, parita poctu plnych lahvi zlistavd za vSech okolnosti nezménéna.
Vzhledem k tomu, Ze ze zadani vime, Ze pocet plnych ldhvi je lichy, pak je

zfejmé, Ze posledni zbyde ldhev plna.

Uloha 2.4. V ka?dém kroku se pocet celych &isel snizi o 1. Po 4n—2 krocich
zlstane jen jedno celé Cislo. Pivodni pocet lichych Cisel je 2n, coZz je sudé
¢islo. Pokud jsou nahrazena dvé lichd Cisla jejich rozdilem (rozdil je sudé
¢islo), pocet lichych &isel se snizi o 2. Pokud jsou nahrazena dvé sudd Cisla
jejich rozdilem (rozdil je sudé ¢islo), pocet lichych Cisel se nezméni. Pokud je
nahrazeno jedno sudé Cislo a jedno cislo liché jejich rozdilem (rozdil je liché
¢islo), pocet lichych ¢isel se nezméni. Pocet lichych ¢isel zistava po kazdé

z moZnych operaci sudy. Proto posledni ¢islo, které zilistane, je sudé.

Uloha 2.5. Sudou osobou nazyvame takovou osobu, ktera si potfasla rukou se
sudym poctem osob (v€etné zZadné). Pokud budeme postupovat od pocitku,
musi si nejprve potiast rukou dvé sudé osoby (zatim si nikdo s nikym nepotiasl
rukou), pocet lichych osob se zvysi o 2. V dalSich krocich mohou nastat tyto
situace, kdy si lichd osoba potfese rukou s osobou sudou, pocet lichych osob se
nezméni (ze sudé osoby se stala lichd a z liché osoby suda). Pokud si potfesou
rukou dvé liché osoby, stanou se z nich osoby sudé (pocet lichych osob se snizi
0 2). Jak vidno, vSechny operace, jezZ mohou nastat, zachovévaji stejnou paritu

poctu lichych osob. Tedy v kazdy okamZik je pocet lichych osob sudy.

Uloha 2.6. Oznaéme n celkovy pocet kostek na stole.
Pokud je parita po¢tu kostek dvou barev riznd od parity poctu tieti

barvy, pak, pokud budeme sledovat, jak se méni parita poctu stejnobarevnych
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kostek v jednotlivych krocich, si v§imnéme, Ze v kazdém kroku zlistava parita
poctu kostek dvou barev odliSna od parity poctu kostek barvy tfeti.

Pokud n bylo liché ¢islo (tedy dvé sudé barvy a jedna lichd), pak po
provedeni n—1 vymén (sudy pocet), budou mit pocty barev jednotlivych
kostek stejnou paritu jako na zacatku. Na stole tedy zlstane jedna kostka a to
barvy, jezZ méla lichou paritu.

Pokud n bylo sudé ¢islo (tedy dvé liché barvy a jedna suda), pak po
provedeni n—1 vymén (lichy pocet), budou mit pocty barev jednotlivych
kostek opacnou paritu nez na zacatku. Na stole tedy zilstane jedna kostka a to
barvy, jeZ méla sudou paritu.

Pokud byla parita poc¢tu kostek vSech tii barev stejnd, napiiklad lichad,
pak n je liché ¢islo. V kazdém kroku pocet kostek vSech barev zméni svoji
paritu, pokud bychom provedli n—1 vymén, tedy sudy pocet, byla by parita
poctu jednotlivych kostek zistala stejna jako na zacatku, tedy licha. Na stole by
zbylo po jedné kostce od kazdé barvy. To je vSak spor, protoZze po provedeni
n—1 vymén, ndm musi zbyt pouze jedind kostka. Po provedeni n—2 vymén
ndm zbydou na stole dvé kostky téZe barvy a od kazdé barvy sudy pocet, tedy
0, 0, 2. ZaleZzi jen na nds, jakou barvu budou kostky mit.

Pokud byla parita poctu kostek vSech tii barev sudd, pak n je sudé
¢islo. V kazdém kroku pocet kostek vSech barev zméni svoji paritu, pokud
bychom provedli n—1 vymén, tedy lichy pocet, byla by se parita poctu
jednotlivych kostek zménila oproti pocdteCnimu stavu, byla by tedy lichd. Na
stole by zbylo po jedné kostce od kazdé barvy. To je vSak spor, protoZe po
provedeni n—1 vymén ndm musi zbyt pouze jedina kostka. Po provedeni n—2
vymén ndm zbydou na stole dvé kostky téze barvy a od kazdé barvy sudy
pocet, tedy 0, 0, 2. ZéleZi jen na nds, jakou barvu budou kostky mit.

Pokud m4 pocet kostek od kazdé z barev na stole stejnou paritu, pak
v nékterém z krokil nastane situace, kdy pocet kostek vSech barev bude stejny.

Potom, jak ukazuje tabulka cykla (tabulka 7.1), posledni vyménou dostaneme

76



situaci, kdy ndm na stole ziistanou dvé kostky libovolné barvy. Pocet moznych
vymén je v tomto piipad€ o dvé nizsi nez celkovy pocet kostek na stole. Neni

tedy mozné, aby ndm v téchto piipadech na stole zUstala jedna kostka.

akce bilé a cerné b cervené c
X X X
b+c X+ 1 x-1 x-1
a+c X X X -2
a+b x-1 x-1 x-1
tabulka 7.1

Uloha 2.7. Nejprve se podivime na jednotlivé moZznosti, jeZ mohou nastat.
Pokud pfiddme (resp. odebereme) do dvou vitrin po jednom drahém kament,
jejich celkovy pocet se zvysi (resp. snizi) o 2. Pokud do dvou vitrin pfiddme
(resp. odebereme) po péti drahych kamenech, jejich pocet se zvysi (resp. snizi)
o 10. Ob& mozné operace neméni paritu poctu drahych kament ve vitrinach. Ze
zadani vime, Ze celkovy ptivodni pocet drahych kament ve vitrinach je 5022.

Neni tedy moZné, aby v néktery den bylo ve vitrinach 2005, 2004, 2002 a 1998
(celkem 8009) drahych kamenti.

Uloha 2.8. Aby toto bylo mozné, musi v kazdé skupiné byt bud’'to 3 sudé cisla
nebo jedno ¢islo sudé a dvé lichd. To znamend, Ze celkovy pocet lichych &isel
musi byt sudy. Mezi Cisly od 1 do 33 je 17 lichych ¢isel. Neni tedy moZné tato

¢isla rozdélit do 11 skupin po tfech dle zadani.

Jiné reseni.  Aby bylo splnéno zadani, musi byt souctem v kazdé skupiné

sudé Cislo. Soucet vSech &isel tedy musi byt sudé ¢islo. Celkovy soucet je vSak

561. Neni tedy mozné tato ¢isla rozdélit do 11 skupin po tfech dle zadani.
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Uloha 2.9. JestliZe sma’eme dv& libovolnd &isla a nahradime je jejich
rozdilem, mohou nastat tyto mozZnosti:
a) Smazeme — li dvé sudd Cisla, jejich rozdilem je Cislo sudé
b) Smazeme — li dvé lichd Cisla, jejich rozdilem je ¢islo sudé
¢) Smazeme — li jedno sudé a jedno liché ¢islo, jejich rozdilem je Cislo
liché.
Ve vsech téchto pripadech, ale nedojde ke zméné parity souctu. Soucet

vSech ¢isel napsanych na pocatku na tabuli je roven

0+1+2+...+1054:%-1055-(O+1054):555985.

7z w7z

Souctem je liché Cislo, proto posledni na tabuli napsané Cislo musi byt liché.

Neni tedy moZzné, aby jim bylo ¢islo 2.

Jiné reseni.  Oznacme S pocet lichych Cisel napsanych na tabuli. Na zacatku
se §=527 Jestlize smazeme dvé libovolnd cisla a nahradime je jejich
rozdilem, mohou nastat tyto mozZnosti:
a) Smazeme — li dvé sudd cisla, jejich rozdilem je cislo sudé (pocet
lichych ¢isel se neméni)
b) Smazeme — li dvé lichd disla, jejich rozdilem je C&islo sudé (pocet
lichych ¢&isel se snizi o 2).
¢) Smazeme — li jedno sudé a jedno liché ¢islo, jejich rozdilem je Cislo

liché (pocet lichych ¢isel se neméni).

Na konci musi byt S <1. Posledni ¢islo napsané na tabuli musi byt tedy

liché. Proto neni mozné, aby poslednim na tabuli napsanym cislem byla 2.
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7.2 Invarianty zalozené na dalSich poznatcich z teorie

Cisel

Uloha 3.1. Kazdou &tvrthodinu se pocet déti na hfisti sniZi o tfi. Tedy po prvni
¢tvrthodiné bude na hfisti 27 déti, po druhé 24, po treti 21, .... VSimnéme si,
Ze pocet déti na hfisti je vzdy délitelny tfemi. Neni tedy mozné, aby v néktery

okam?Zik si na hfisti hrdlo pét déti.

Uloha 3.2. Vychazime z predstavy, Ze jist€¢ mame 8 krabic velikosti a. Do
kazdé z této krabice muZeme, ale nemusime vlozit 8 krabic velikosti b, do
krabice velikosti » muZeme, ale nemusime vlozit 8 krabic velikosti ¢, atd.
VloZeni 8 krabic do jedné prdzdné zvysi pocet prazdnych krabic o 8, ale
zaroven dojde ke sniZzeni poctu prazdnych krabic o 1. To je zptsobeno tim, Ze
puvodné prazdnd krabice jiZz prazdnou neni. VloZili jsme do ni totiZ t€ch osm
novych krabic. Tedy kazdym vloZenim se pocet prazdnych krabic zvysi pravé o
7. Pak tedy kazdy z moZnych poctd prazdnych krabic je ¢lenem posloupnosti 8,
15,22,29, ..., n,neboli a, =7k +1. Vidime tedy, Ze zbytek po dé€leni modulo
sedmi ndm dava vzdy Cislo 1. Nyni staci ovérit, zda — li je zbytek cisla 1000 po
déleni sedmi roven 1. To vSak neni pravda, zbytek je 6. Tedy za danych

podminek neni mozné dosdhnout poctu tisice prazdnych krabic.

Uloha 3.3. Ciferny soucet Cisla n a ¢islo n maji stejny zbytek po déleni tfemi.
Leva strana rovnice je tedy dé€litelnd tfemi a nemiZe byt rovnd 2008 (neni

délitelné tremi). Proto tato rovnice nema reseni.

Uloha 3.4. Vrcholy desetidhelniku oznac¢ime po fadé cCisly od 1 do 10.
Po kazdém tahu pfifadime kazdé minci hodnotu, jeZ je rovna Cislu vrcholu, u
kterého je umisténa. Soucet hodnot minci na pocatku je

1+2+3+...+410=55.
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Posun mince zméni hodnotu souc¢tu o 1 nebo o 9, takZe posun dvou minci
zméni hodnotu soucétu o sudé ¢islo. Vzhledem k tomu, Ze pivodni soucet je
lichy a hodnota souc¢tu se méni o sudé Cislo, zlistane soucet lichy. Pokud by
vSak vSechny mince leZzely u jednoho vrcholu, byla by hodnota souctu

desetindsobkem tohoto vrcholu, tedy sudé Cislo, to vSak za danych podminek

neni mozné.

Jiné reseni.  Vrcholy desetiuhelniku oznacime po fadé ¢isly od 1 do 10. Na
pocatku je pocet minci v lichych pozicich lichy (pét). V kazdém tahu se tento
pocet zvétsi (resp. zmensi) o 2 nebo se nezméni, zUstava tedy lichy. Pokud by
ale bylo mozné presunout vSechny mince do jednoho vrcholu, byl by tento

pocet sudy, coZ neni moZné.

Uloha 3.5. Necht p,; oznaCuje i-t€ prvocislo a P=p,-p,-...-p,, souin
téchto prvocisel. Pokud je X <P, hrac, ktery je na tahu, miize vyhrét, jestlize
odecte X . Kiritickou pozici je hodnota P. Hri¢, ktery je prdvé na tahu,
nemuze vyhrat, af udéla cokoliv, vitézem bude druhy hra¢. UvaZujeme-li
pozice kP, k=1,2,.... Pak:

a) Je-li na tabuli ¢islo typu kP, hrd¢ na tahu nemiiZe protihrace zanechat
v Zadné pozici mP pro m=1,2,...,k—1, protoZe by musel odecist ¢islo, které
m4a minimdlné 20 prvociselnych déliteld, to ale pravidla nepovoluji. Hra¢ tedy
nemuze piimo vyhrat.

b) Pokud je Cislo napsané na tabuli mezi kP a (k+1)P, hrdi¢ odecte

takové Cislo, aby dostal protihrace do situace kP .

Vzhledem k tomu, Ze pivodni pozice 2006!=nP, mize druhy hrac

vzdy uplatnit variantu b) a po svém tahu zanechat protihrace v kritické pozici
typu kP . ProtoZe existuje konecny pocet tahti, zajisfuje tato strategie druhému

hraci vitézstvi.
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Uloha 3.6. Kazd4 ze tif moZnych operaci zachovava nejv&tsi spolecny d&litel
(NSD) obou dvou &isel (a;b). Protoze NSD(19;94)=1 a NSD(19;95)=19,
neni mozné, aby druhd dvojice na karticce divkdm vySla. Naopak
NSD(19;96)=1. Dvojici (19; 96) lze dostat nésledujici sérii zmén, kde
K znamend Katka, A Anna a H Helena. Naptiklad nasledujicim postupem:

K: (94; 19);

AAAA: (18; 19);

K: (19; 18);

A: (1; 18);

K: (18; 1);

H: (19; 1);

K: (1; 19);

HHHHH: (96; 19);

K: (19; 96).

Uloha 3.7. Kazda ze ti moznych operaci zachovava nejvétsi spolecny délitel
(NSD) obou &isel (x;y). NSD (1;2) = 1.

a) NSD (19; 79) = 1, snad tedy lze nalézt sérii krok, jimiz se k této dvojici lze
dostat. Jak to Ize, ukazuje nasledujici ptiklad.

(L2) - S:(21) > R:(Z%1) — S:(1,3) > R:(43) » R:A(73) -
R:(10;3) — R:(133) — R:(16;3) — R:(193) — S:(319) —
R:(22;19) — R:(41;19) — R:(60;19) — R:(79;19) — S:(19;79)

b) Vzhledem k tomu, Ze NSD (819; 357) = 21, nelze nalézt takovou sérii

kroki, abychom se dostali k této dvojici z dvojice pivodni.

Uloha 3.8. Viimnéme si, jak se méni rozdil danych soufadnic pfi jednotlivych

operacich. Pocate¢ni rozdil b—a je 28. Pokud pfi¢teme ke kazdé soufadnici 1,

rozdil zlstava zachovan. Ukazme, Ze rozdil zistava nasobkem cisla 7. Pokud je
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b—a rozdilem dvou sudych ¢isel a soucasné ndsobkem cisla 7, pak i rozdil

polovi¢nich hodnot téchto ¢isel je délitelny sedmi, vzhledem k nesoudélnosti

¢isel 2 a 7. Ddle z délitelnosti ¢islem 7 pro rozdily b—a a c—b plyne i
délitelnost pro rozdil c—a. VSechny obarvené body maji rozdil svych
soufadnic délitelny sedmi. Tedy dé€litelnost daného rozdilu ¢islem 7 ztstava pri
vSech moznych operaci zachovana. Vzhledem k tomu, Ze 81-49=32 neni

délitelné sedmi beze zbytku, nelze bod o soufadnicich [49;81] obarvit dle

danych pravidel.

7.3 Ulohy o pokryvani $achovnice nebo pravouhelniku

Uloha 4.1. Obarvime $achovnici viz Obr. 7.1. Cernych poli je 25 a bilych 24.
Kun pfi svém tahu vZdy méni barvu. Vzhledem k niZ$imu poctu bilych poli by
pii soucasném pohybu jezdcl zistaly na jednom bilém poli dvé figurky a

zaroven by zistalo jedno ¢erné pole neobsazeno.

[ L T - T

A B C D E F G

Obr. 7.1
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Uloha 4.2. Obarvime $achovnici viz Obr. 7.2. Cernych poli je 25 a bilych 24.
Vzhledem k tomu, Ze jezdec pfi kazdém svém kroku zméni barvu policka, na

néjz skoci, neni mozZné, aby se v lichém poctu kroki vratil na piivodni policko.

[ L T - T

A B C D E F G

Obr. 7.2

Uloha 4.3. Obarvime Sachovnici standardnim zpusobem. VIk v kazdém svém
tahu sko¢i o tfi pole vpred. Af udéld pohyb jakymkoliv smérem, vzdy dle
pravidel zméni barvu pole, na néjZ skoci, oproti barvé vychoziho policka.
Stejné tak zajic v kazdém svém tahu zméni barvu pole, na némz skon¢i sviij
pohyb oproti barvé vychoziho policka. Je tedy zfejmé, Ze zajic vlkovi utece,
pokud na zacétku hry stdl na policku stejné barvy jako vlk. V opa¢ném piipade

jej diive ¢i pozdéji vik doZene a seZere.

Uloha 4.4. Sachovnici obarvime viz Obr. 7.3. Poli¢ka, kterd jsou thlop¥iéng
protilehld, maji stejnou barvu. Pocet poli jedné barvy se vystfiZzenim téchto

P

policek snizi o 2, budeme tedy mit rozdilny pocet obarvenych poli. Kazda
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kostka domina pokryva pravé jedno pole Sedé barvy a jedno pole bilé barvy.

Neni tedy mozné timto zpisobem pokryt Sachovnici kostkami domina.

[ I P R %, - B B - =

A B C D E F G H

Obr. 7.3

Uloha 4.5. Obarvime tabulku stejnym zptisobem jako Sachovnici (viz Obr.
7.3). Timto zptisobem jsme rozdélili tabulku na 1250 policek bilé barvy a 1250
policek barvy Sedivé. Kazd4d kostka T -tetramina pokryje pravé tii policka
jedné barvy a jedno poli¢ko barvy druhé. Vzhledem k tomu, Ze pocet kostek je
625, musely by kostky pokryvat lichy pocet poli barvy Sedé a lichy pocet poli
barvy bilé. To vSak neni mozné, protoZe na Sachovnici je sudy pocet policek od

kazdé barvy.

Uloha 4.6. Jednotlivéd policka oznac¢ime (viz Obr. 7.4), spolitime pocet
jednotlivych poli. Zjistime, Ze policek oznalenych cislem 1 je 85 a policek
oznacenych Cislem 2 je 84. Policko, jez ma zlstat nepokryto, je oznaceno

¢islem 2. Tedy pocet téchto policek klesne na 83. Tetramino vSak vzdy pokryje
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2 policka oznacend cislem jedna a dvé policka oznacena Cislem dva. Jejich
pocet tedy musi byt stejny. Je ziejmé, Ze neni mozné pokryt Sachovnici tak, aby

zUstalo neobsazené prostiedni policko.
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Obr. 7.4

Uloha 4.7. Obarvime 3achovnici (viz Obr. 7.5), pismenem X jsou oznacena
pole, kterd nemaji byt T -tetraminem zakryta. Snadno zjistime, Ze pocet policek
barvy ¢erné je 30 a pocet polic¢ek bilé barvy je také 30. Pocet kostek tetramina
je 15. Kazd4 kostka obsadi bud’ tfi ¢erna a jedno bilé pole nebo jedno cerné a
tf1 bila pole. Je tedy vidét, ze af budeme kombinovat kostky jak chceme, vzdy
obsadime lichy pocet ¢ernych a lichy pocet bilych poli¢ek. Téch je vSak po

tficeti. Neni mozZné tedy obsadit vS§echna pole Sachovnice.
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A B C D E F G H

Obr. 7.5

Uloha 4.8. Sachovnici oc¢islujeme, jak je zndzornéno na Obr. 7.6. Kostka
trimina lezi vzdy na tfech rizné oznacenych polickach. Nyni spocitime
jednotlivé pocty poli. Poli typu 1 je 21, poli typu 2 je 22 a policek typu 3 je 21.
Aby bylo mozné Sachovnici pokryt, musi byt pocet poli jednotlivych typi
stejny. Je tedy vidét, Ze pokud odebereme jedno z policek typu 2, je moZné
Sachovnici kostkami tetramina pokryt. Vzhledem k zadédni to tedy bude bud

levy dolni roh nebo pravy horni roh.
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Uloha 4.9. zna&ime buiiky tabulky stejnym zpisobem jako na Obr. 7.7 a Obr.
7.8 (druh4 tabulka vznikla oto¢enim prvni o 90”) . V obou piipadech je bunék
s ¢islem ,,1“ 17, zatimco bunék s ¢éislem ,,2° a ,,3“ 16. Vzhledem k tomu, Ze
kazdy kdmen zakryva tfi rlizné oznacend pole, musi byt prazdné pole oznaceno
¢islem ,,1“. Zaroven musi platit, Ze pole jsou symetrickd vzhledem k otoc¢eni o
90°. Tedy v obou tabulkidch jsou hledané buiiky oznaceny Cislem 1%
Takovychto bunék je dohromady devét, na obrazku oznaceny Sedé, jedna ve
sttedu, Ctyfi na stfedu stran a Ctyfi v rozich. Pro kazdou z téchto bunék je
mozné nalézt takové rozlozeni kamenii v tabulce, aby dand buika zistala

prazdna.
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Obr. 7.7

Obr. 7.8
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7.4 Poloinvarianty a metoda nekoneé¢ného sestupu

Uloha 5.1. Nejprve spojme libovolné dvojice bodi tak, aby nedoslo k situaci
viz Obr. 7.9. Ozna¢me S jako soucet délek vSech ziskanych usecek. Pokud
useCky nemaji spolecny bod, mdme ukol splnény. Naopak pokud nékteré
z UseCek maji spole¢ny bod, napt. isecky AB a CD maji spolecny bod § viz
Obr. 7.10. (neni to krajni bod, protoZe tyto body jsou rtizné), nahradime usecky
AB a CD useckami AC a BD. Protoze dané body jsou vrcholy konvexniho
Ctyfthelniku ABCD, bude dle trojihelnikové nerovnosti soucet délek tsecek
AC a BD mensi nez soucet AB a CD. Soucet délek vSech 1004 udsecek se
tedy zmensi.

|AB|+|AS|)|AC| (aCSA)
|SD|+|SB|)|BD| (aSBD)

Pokud nastane situace, kdy se protind néktera z novych usecek s nékterou dalsi
useCkou, postup opakujeme pro tuto dvojici udseCek. ProtoZze existuje jen
kone¢né mnoho mozZnosti jak propojit 2008 bod, je také jen kone¢né¢ mnoho
hodnot §. Proto neni mozné S zmenSovat donekonecna. Tedy v kone¢ném
poctu krokill nastane situace, kdy budou vSechny usecky disjunktni. Proto 1ze

sestrojit 1004 disjunktnich usecek z 2008 bodu.

Obr. 7.9

Obr. 7.10
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7.5 Dalsi ulohy

Uloha 6.1. Vnittkem &tverce prochdzi 10 piimek, které by mé&ly pietnout 20
dlazdic. Celkovy pocet dlazdic na namésti je vSak jen 18. Proto tato tloha

nema reseni.

Uloha 6.2. Ozna¢me fadky Cisly od jedné do osmi zdola nahoru a sloupce od

jedné do osmi zleva doprava. Vitézem je ten, kdo pfesune krdle na pozici
{8;8}, protivnikovi jiz pravidla neumoZiiuji zddny dal3{ tah. Dal3i kritické
pozice jsou {6;8}, {8;6} a {6;6}, z této pozice je moZny pouze takovy krok,
ktery umozni protivnikovi provést vitézny tah. VSimnéme si, Ze obé soufadnice
pozice krale na Sachovnici jsou sudé. Pokud se tedy Tom bude drzet strategie,

podle které bude posunovat krile na pole se sudymi hodnotami soufadnic, bude

vitézem.

Uloha 6.3. Kritické pozice, kdy jiZ neni mozné vyhrat, je pokud bude v obou
saccich po jednom bonbénu. Tom mize vyhrat, pokud se bude drzet strategie
ponechdvajici v obou saécich lichy pocet bonbénti. Po takovém tahu musi Jerry
zanechat v jednom sacku sudy pocet bonbontl. Ten zarucuje Tomovi moZnost

tahu. ProtoZe hra musi jednou skoncit, bude vitézem Tom.
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8 ZAVER

Cilem této prace bylo sezndmit Ctendfe s vyuzitim invariant pfi feSeni
uloh z rGznych oblasti elementarni matematiky. Setfidit jednotlivé ulohy do
tématickych celkt dle zptisobu fesSeni a v jednotlivych kategorii dle obtiZnosti.

Tato prace bude slouZit jako studijni materidl pro matematicky nadané

7éky stfednich skol, resp. jako metodicka pfirucka pro ucitele.
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