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Anotace

Práce se zabývá problematikou matematického a po£íta£ového modelování

jev· popsaných pomocí diferenciálních rovnic prvního a druhého °ádu. V první

£ásti jsou shrnuty základní postupy p°i hledání °e²ení diferenciálních rovnic

analytickými metodami, následující kapitoly pojednávají o softwaru pouºívaném

pro °e²ení vybraných úloh a ukázky konktrétních p°íklad· z fyziky.

Annotation

This work is dealing with issues concerning mathematical and computer

modeling of events describable with help of �rst and second order di�erential

equations. First part contains summary of basic procedures for searching di�e-

rential equations using analythical methods, next chapter is focused on software

used to solve chosen tasks and demonstration of speci�c physics problems.
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Part I

Úvod

Práce je zam¥°ena na diferenciální rovnice. P°edev²ím na rozd¥lené t¥chto rov-

nic, postupu p°i °e²ení jednotlivých typ· a °e²ené p°íklady, které pomáhají s

pouºitím popsaného postupu. P°íklady jsou °e²ené, jak matematické bez uve-

deného kontextu, tak i fyzikální s p°edstavením daného problému. Cílem práce

bylo p°edev²ím sjednotit typy rovnic a jejich °e²ení do jedné publikace.

Práce obsahuje také popis dvou metod numerické matematiky, p°edstavení

softwaru, který se pouºívá p°i °e²ení sloºit¥j²ích rovnic nebo jejich soustav.

V neposlední °ad¥ je zde popsán program COMSOL Multiphysics, s popisem

a obrázkovými ukázkami p°i °e²ení fyzikálního problému.
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Part II

Diferenciální rovnice

1 Historie

D¥jiny diferenciálních rovnic za£ínají koncem 17.století pracemi I. Newtona

(1642 - 1727) a G. W. Leibnize (1646 - 1716), i kdyº se otázky pat°ící do teorie

diferenciálních rovnic vyno°ily uº na rozhraní 16. a 17. století v numerické

matematice v pracích J. Napiera (1550 - 1617) p°i výpo£tu logaritm· £ísel. V

matematické fyzice objev zákona lomu sv¥tla vedl R. Descartesa (1596 - 1650)

ke konstrukci k°ivek z vlastností jejich te£en nebo normál.

Dne 11.11.1675 uºil Leibniz poprvé integrálního znaku ve vztahu∫
ydy = 1

2y
2 a v roce 1676 za£al pouºívat pojmu �aequatio di�erentiale� v

souvislosti s ozna£ením vztahu mezi diferenciály dx a dy prom¥nných x a y.

Na za£átku 18.století se úsilí matematik· soust°edilo na hledání metod °e²ení

nejjednod²²ích diferenciálních rovnic 1.°ádu. Byly poloºeny základy klasi�kace

t¥chto rovnic podle metod °e²ení, ale studium t¥chto otázek m¥lo v té dob¥

empirický, neucelený charakter, takºe zatím nelze hovo°it o n¥jaké obecné teorii

diferenciálních rovnic.

Koncem 18. století vzrostl neoby£ejn¥ význam diferenciálních rovnic; staly

se jednou z nejd·leºit¥j²ích dosciplín a základním nástrojem matematické fyziky.

Byly nalezeny hlavní t°ídy oby£ejných diferenciálních rovnic integrovaných

kvadraturami, systematické metody p°ibliºného °e²ení a byla zavedena °ada

nových základních pojm·. Sou£asn¥ nar·stal po£et úkol· vedoucích k difer-

enciálním rovnicím, na jejichº °e²ení závisel osud nových zákon· a objev· v

nejr·zn¥j²ích oblastech techniky a p°írodních v¥d.

Vedle t¥chto vn¥j²ích popud·, které p·sobily jako hybná síla na rozvoj toerie

diferenciálních rovnic, vznikaly i vni°tní síly podporující ú£inn¥ výstavbu této

teorie: nar·staly vnit°ní rozpory projevující se v r·zných formách. Na jedné

stran¥ vyvstal problém, jak poznat strukturu a vlastnosti °e²ení rovnice, kterou

nelze °e²it explicitn¥, ale lze ji p°evést na kvadratury; jeho °e²ení podnítilo

rozvoj teorie speciálních funkcí. Na druhé stran¥ marná snaha, jak najít obecný

algoritmus, který by umoºnil °e²it danou rovnici, nakonec vyústila v úsilí najít

podmínky existence a jednozna£nosti °e²ení, coº m¥lo ohromný význam pro dal²í

rozvoj. První etapu d¥jin diferenciálních rovnic dovr²il S. Lie (1842 - 1899),

který uºitím teorie grup klasi�koval diferenciální rovnice podle in�nitesimálních

transformací a ukázal, ºe kvadraturami lze °e²it jen malý okruh rovnic, takºe

problém integrace ztratil tak sv·j p·vodní význam a bylo jasné, ºe obecnou

teorii nelze budovat tímto sm¥rem.
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Mezitím vznikaly v r·zných oborech nebeské mechaniky problémy vyºadu-

jící studium funkcí de�novaných diferenciálními rovnicemi v celém jejich exis-

ten£ním rozsahu. To dalo podn¥t k budování kvalitativní teorie H. Poincarém

(1854 - 1912) a A. M. Ljapunovu (1857 - 1918). Jejich práce m¥ly ohromný

význam pro celý dal²í rozvoj teorie diferenciálních rovnic a jejich aplikací na

studium oscilací r·zných fyzikálních a mechanických soustav.

Dal²í rozvoj teorie diferenciálních rovnic zejména v posledních desetiletích

je tak obrovský, ºe se zcela vymyká jednotnému zpracování. Pro ilustraci je v

publikaci [1] uveden seznam disciplin teorie diferenciálních rovnic podle p°ed-

m¥tového klasi�ka£ního schématu �AMS (MOS) Subject Classi�cation Scheme

(1970)�, v n¥mº jsou uvedeny diferenciální rovnice pod kódovacím £íslem 34.

34 - XX Oby£ejné diferenciální rovnice.

- 01 Elementární výklad st°edo²kolské úrovn¥.

- 02 P°ehledné £lánky.

- 03 Historie.

- 04 Programy a výpo£ty uºitím strojové techniky.

34 A XX Obecná teorie

A 05 Elementární metody °e²ení.

A 10 Existence a jednozna£nost °e²ení po£áte£ního problému; závislost °e²ení

na po£. podmínkách a parametrech.

A 15 Prodluºování °e²ení.

A 20 Rovnice v komplexním oboru.

A 25 Analytická teorie: °e²ení °adami, opera£ní po£et atd.

A 35 Rovnice nekone£ného °ádu.

A 40 Diferenciální nerovnosti.

A 45 Teorie aproximace °e²ení.

A 50 Numerická aproximace.

34 B XX Okrajové problémy.

B 05 Lineární problémy.

B 10 Vícebodové problémy.

B 15 Nelineární problémy.

B 20 Weylova teorie a její zobecn¥ní.

B 25 Spektrální teorie.

B 30 Speciální rovnice.

34 C XX Kvalitativní teorie.

C 05 Limitní cykly a singulární body.

C 10 Oscila£ní asymptotické vlastnosti.
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C 15 Nelineární oscilace.

C 20 Transformace.

C 25 Periodická a skoroperiodická °e²ení.

C 30 Metoda pr·m¥r·.

C 35 Dynamické systémy.

C 40 Rovnice na varietách.

34 D XX Teorie stability.

D 05 Asymptotické vlastnosti, char. exponenty.

D 10 Perturbace.

D 15 Singulární perturbace.

D 20 Ljapunovská stabilita.

D 25 Stabilita ve smyslu Popova.

D 30 Strukturální stabilita a analogické pojmy.

D 35 Stabilita variet °e²ení.

34 E XX Asymptotika °e²ení.

E 05 Asymptotické rozvoje.

E 10 Perturbace.

E 15 Singulární perturbace.

E 20 Metoda WKB.

34 F 05 Rovnice s náhodnou prom¥nnou.

34 G 05 Rovnice v Banachových a jiných abstraktních prostorech.

34 H 05 Regulace.

34 J XX Funkcionální diferenciální rovnice,

J 05 Obecná teorie.

J 10 Diferen£ní diferenciální rovnice.

34 K XX Funkcionální diferenciální rovnice s odklon¥ným argumentem.

K 05 Obecná teorie.

K 10 Okrajové problémy.

K 15 Kvalitativní teorie.

K 20 Teorie stability.

K 25 Asymptotika °e²ení.
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2 Základní názvosloví

2.1 Diferenciální rovnice

Diferenciální rovnice je matematická rovnice, ve které jako prom¥nné vystupují

derivace funkcí. Diferenciální rovnice stojí v základech fyziky a jejich aplikace

najdeme ve v¥t²in¥ oblastí lidského v¥d¥ní.

Matematická teorie diferenciálních rovnic se zabývá existencí °e²ení, jednoz-

na£ností (£ili zda je °e²ení jedno), závislostí °e²ení na po£áte£ních a okrajových

podmínkách.

Ve fyzice a dal²ích aplikacích je zajímavé zejména získávání analytického

°e²ení, tedy funkce y(x), která rovnici °e²í. Pokud taková funkce nejde vyjád°it,

vstupuje do hry numerické °e²ení diferenciálních rovnic.

2.2 Typy diferenciálních rovnich

Základní d¥lení diferenciálních rovnic je podle typu obsaºených derivací:

� Oby£ejné diferenciální rovnice (ODR): jsou rovnice, obsahují derivace

hledané funkce jen podle jedné prom¥nné . Oby£ejnou diferenciální rovnici

n-tého °ádu zapisujeme v obecném tvatu jako

F
(
x, y, y', y”, . . . , y(n)

)
= 0 (1)

� Parciální diferenciální rovnice (PDR): jsou rovnice, ve kterých se

vyskytují derivace hledané funkce podle více prom¥nných, tedy parciální

derivace. Obecn¥ lze parciální diferenciální rovnici zapsat ve tvaru

F

(
x1, x2, . . . , xn, z,

∂z

∂x1
, . . . ,

∂z

∂xn
,
∂2z

∂x2
1

,
∂2z

∂x1∂x2
, . . . ,

∂2z

∂x1∂xn
,
∂2z

∂x2
2

, . . . ,
∂kz

∂xkn
, . . .

)
= 0

(2)

� Diferen£ní algebraická rovnice (DAE) je diferenciální rovnice zahrnu-

jících diferen£ní a algebraické poºadavky, dané v implicitním form¥.

� Zpoº¤ovací diferenciální rovnice (DDE) je diferenciální rovnice ob-

sahující funkce jedné závislé prom¥nné, derivace dané prom¥nné a je závislá

na p°edchozích stavech závislých prom¥nných.

Kaºdá t¥chto kategorií je rozd¥lena do lineárních a nelineárních podkategorií.

Pokud je dáno m diferenciálních rovnic pro n neznámých funkcí

hovo°íme o soustav¥ diferenciálních rovnic.
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2.3 Rozd¥lení diferenciálnich rovnic

Diferenciální rovnice d¥líme podle r·zných kriterií.

2.3.1 Podle zápisu

Funkce m·ºeme zadat r·znými zp·soby, nej£ast¥ji analyticky, gra�cky a

tabulkou.

a) Analyticky

Analytickým p°edpisem rozumíme zadání funkce ve tvaru y = f (x), °íkáme,

ºe funkce je zadána explicitním vyjád°ením (explicitní funkce). Funkci m·ºeme

vyjád°it také v implicitním tvaru (implicitní funkce) jako F (x, y) = 0. Dal²ím
zp·sobem je zápis v parametrickém tvaru (parametrická funkce) soustavou rovnice

x = f1 (t) , y = f2 (t), kde t je vhodný parametr.

b) Gra�cky

P°i gra�ckém zadání funkci vyjád°íme grafem.

c) Tabulkou (vý£tem hodnot)

Funk£ní p°edpis m·ºe být zadán také vý£tem hodnot, který obvykle uspo°ádáme

do tabulky.

2.3.2 Podle °ádu diferenciální rovnice

�ád diferenciální rovnice je °ád nejvy²²í derivace, která je v ní obsaºená. Za

°ád soustavy diferenciálních rovnic povaºujeme hodnotu nejvy²²í derivace, která

se v soustav¥ vyskytuje. Podle °ádu bývají diferenciální rovnice d¥leny na difer-

enciální rovnice prvního °ádu a diferenciální rovnice vy²²ích °ád·.

P°íkladem diferenciální rovnice 1.°ádu je rovnice:

a1y
′ + a0y = b (x) (3)

P°íkladem diferenciální rovnice 2.°ádu je rovnice:

a2y” + a1y
′ + a0y = b (x) (4)

2.3.3 Podle lineárnosti

Diferenciální rovnice, v nichº se hledaná funkce vyskytuje pouze lineárn¥, p°i£emº

se nikde nevyskytují ani sou£iny hledané funkce s jejími derivacemi, ani sou£iny

derivací této funkce, ozna£ujeme jako lineární diferenciální rovnice. Také
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po£áte£ní a okrajové podmínky musí být lineární. Pokud jedna z uvedených

podmínek není spln¥na, hovo°íme o nelineárních diferenciálních rovnicích.

Lineární diferenciální rovnice musí být zapisovatelná ve tvaru:

any
(n) + an-1 (x) y(n−1) + · · ·+ a1 (x) y′ + a0 (x) y = b (x) (5)

Nelineární diferenciální rovnice je rovnice, která není lineární. Tato v¥ta

nazna£uje, jak se pojednává literatu°e [8], ºe mohou být r·zn¥ �silné�

nelinearity. U diferenciálních rovnic druhého °ádu, pokud bereme rovnice sta-

cionární (nezávislé na £ase), rozeznáváme tyto rovnice:

� rovnice semilineární nebo rovnice s kompaktní nelinearitou - lineární rovnice

s nelineárním £lenem, který závisí na nederivované neznámé, nap°íklad

−∂
2z

∂x2
1

+
∂2z

∂x2
2

+
∂2z

∂x2
3

+ g (z) = f (6)

kde g je spojitá nelineární funkce, nap°íklad g (z) = z3. P°itom záleºí na r·stu

funkce g, nelinearita je slabá, pokud g se �p°íli²� neli²í od lineární funkce.

� kvazilineární rovnice - rovnice lineární pouze v nejvy²²ích derivacích∑
|α|=2

aα (x, z,Dz)Dαz = b (x, z,Dz) , (7)

kde Dαz je (klasická) parciální derivace

(∂αz) / (∂xα1
1 . . . ∂xαN

N ) . (8)

P°íkladem je rovnice minimální plochy

(
1 + z2

x

)
zxx + 2zxzyzxy +

(
1 + z2

x

)
zyy = 0 (9)

� nelineární rovnice - rovnice nelineární i v nejvy²²í derivaci, obecn¥ ji lze

napsat ve tvaru F
(
x, z,Dz,D2z

)
= 0. Modelovým p°íkladem je rovnice s

nelineárním Laplaceovým operátorem tzv. p-Laplaciánem (p > 1):

− ∂

∂x

(∣∣∣∣∂z∂x
∣∣∣∣p−2

∂z

∂x

)
− ∂

∂y

(∣∣∣∣∂z∂y
∣∣∣∣p−2

∂z

∂y

)
= f, (10)

který zobec¬uje klasický Laplace·v operátor v p°ípad¥ p = 2.

� nelineární úlohou je i lineární rovnice s nelienární okrajovou podmínkou.

� místo rovnosti m·ºeme poºadovast nerovnost; z rovnice (1) poté dostaneme

nerovnost, která uº je úlohou nelineární. Také v okrajových podmínkách

mohou být nerovnosti.
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� úlohy s volnou hranicí. Uvaºujeme vedení tepla v prost°edí vody a ledu.

Poloha rozhraní vody a ledu je dal²í neunámou, kterou je nutno ur£it, v

p°ípad¥ evolu£ních úloh se toto rozhraní v £ase m¥ní. Ve fyzice je takovým

p°íkladem t°eba r·st tenkých vstev.

� úlohy s neznámou oblastí jsou úlohy, ve kterých neznámou je i oblast,

ve které rovnici uvaºujeme. P°íkladem je úloha optimalizace tvaru (opti-

mal design), kdy hledáme optimální tvar sou£ástky; nap°íklad tvar, kdy

sou£ástka má minimální hmotnost, ale p°i ur£ených zatíºeních v ní nap¥tí

nep°ekro£í ur£enou hranici.

2.3.4 Podle výrazu na pravé stran¥

Nech´ 11 je diferenciální rovnice n-tého °ádu tvaru

any
(n) + an-1 (x) y(n−1) + · · ·+ a1 (x) y′ + a0 (x) y = b (x) , (11)

tedy rovnici (5).

Homogenní diferenciální rovnice se nazývá diferenciální rovnice, jejíº pravá

strana je rovna nule, tedy platí b (x) = 0. T¥mto rovnicím se také n¥kdy °íká

zkrácené.

Nehomogenní diferenciální rovnice je taková, jejíº funkce na pravé stran¥

je r·zná od nuly, tedy b (x) 6= 0. Takový typ rovnice bývá n¥kdy v literatu°e

ozna£ován jako úplná diferenciální rovnice.

Je-li funkce na pravé stran¥ rovna jedné, tedy je-li b (x) = 1, mluvíme o této

rovnici jako o normované.

2.3.5 Podle koe�cient·

Diferenciální rovnice s prom¥nnými koe�cienty je nap°. rovnice (5), kde ai (x)
jsou koe�cienty obecn¥ závislé na x. Jsou-li koe�cienty konstanty, jesná se o

diferenciální rovnici s konstantními koe�cienty. Homogenní rovnice n-tého °ádu

má tvar:

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0 (12)

2.4 �e²ení diferenciální rovnice

Za °e²ení (integrál) diferenciální rovnice (v daném oboru) povaºujeme kaº-

dou funkci, která má p°íslu²né derivace a vyhovuje dané diferenciální rovnici.

�e²ením (integrálem) soustavy diferenciálních rovnic je mnoºina funkcí

s derivacemi pot°ebného °ádu, které vyhovují v²em rovnicím dané soustavy.
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�e²ení diferenciálních rovnic d¥líme na:

� obecné - Jako obecné °e²ení ozna£ujeme takové °e²ení diferenciální rovnice,

které obsahuje libovolnou integra£ní konstantu. Graf funkce, která je

°e²ením diferenciální rovnice, nazýváme integrální £árou diferenciální

rovnice. Jestliºe máme obecné °e²ení diferenciální rovnice, pak p°i r·zných

volbách konstanty dostáváme r·zná °e²ení, a tedy i r·zné integrální £áry.

Potom se jedná o soustavu integrálních £ar. Konstantu lze pokládat za

parametr této soustavy.

� partikulární °e²ení (£áste£né) - Partikulární (£áste£né) °e²ení je °e²ení

diferenciální rovnice, které získáme p°i°azením ur£ité £íselné hodnoty kaºdé

integra£ní konstant¥ obecného °e²ení. Partikulární °e²ení m·ºeme v p°í-

pad¥ jednoduchých diferenciálních rovnic vypo£ítat analyticky. Nicmén¥

ve velkém mnoºství p°ípad· je analytické °e²ení p°íli² obtíºné a diferen-

ciální rovnice se °e²í numericky. Partikulární °e²ení odpovídá konkrétnímu

fyzikalnímu °e²ení. Nap°. pokud uvaºujeme barometrickou rovnici, tak

tlak po£áte£ní tlak p0ur£uje dal²í tlaky v dané vý²ce. V obecném °e²ení

po£áte£ní tlak nevystupuje.

� singulární (výjime£né) - N¥která °e²ení nelze získat z obecného °e²ení.

Taková °e²ení, která se vyskytují pouze u n¥kterých rovnic, pop°. v n¥k-

terých bodech oboru, ozna£ujeme jako singulární nebo výjime£ná. Sin-

gulární °e²ení má tu vlastnost, ºe v kaºdém jeho bod¥ je poru²ena jednoz-

na£nost. Graf singulárního °e²ení se nazývá singulární integrální £ára.

2.5 Podmínky

Obsahuje-li °e²ení diferenciální rovnice r integra£ních konstant, m·ºeme tyto

konstanty eliminovat a omezit tak obecné °e²ení diferenciální rovnice tím, ºe

budeme poºadovat, aby °e²ení spl¬ovalo r podmínek. Tyto podmínky mohou

být okrajové nebo po£áte£ní.

Po£áte£ní podmínky ur£ují, jak má vypadat funkce, pop°. její derivace v

ur£itém £asovím okamºiku na celé oblasti, na níº diferenciální rovnici

°e²íme. �e²ení rovnic s po£áte£ními podmínkami ozna£ujeme jako Cauchy-

ovy úlohy ( problémy ) nebo úlohy ( problémy ) s po£áte£ními podmínkami.

y0 = y (x0) , y′0 = y′ (x0) (13)

Po£áte£ní podmínky jsou £astou situací, která se ve fyzice °e²í. Máme danou

situaci na po£átku a zajímá nás, jak bude problém vypadat b¥hem dal²ích

£asových okamºik·.

16



Okrajové podmínky jsou takové podmínky, které musí funkce, pop°. její

derivace spl¬ovat v ur£itých bodech. Tyto body obvykle leºí na okraji

oblasti, na níº diferenciální rovnici °e²íme.

Okrajové podmínky se vyskytují tam, kde sou°adnice vystupují jako nezávisle

prom¥nné. V publikacích [20] a [21] jsou popsány 4 typy okrajových pod-

mínek:

� 1. druhu - Dirichletova podmínka: �Hodnota závisle prom¥nné v

míst¥ x0je známou funkcí ostatních sou°adnic a £asu.�

� zadaváme hodnoty na hranici oblasti (v p°ípad¥ lineárních

diferenciálních rovnic)

� P°íklad: Koncentrace £ástic v krabici N0 = 1027m3.

� 2. druhu - Neumannova podmínka: �Hodnota derivace závisle prom¥nné

podle jedné sou°adnice (nap°. podle x v bod¥ x0) je známou funkcí

ostatních sou°adnic a £asu.�

� zadáváme prostorové derivace funkce (v p°ípad¥ lineárních difer-

enciálních rovnic)

� P°íklad: Nulový tok plochou −→n · −→j = 0, kde −→n je normálový

vektor,
−→
j p°edstavuje tok a · zastupuje skalární sou£in.

� 3. druhu - Newtonova-Fourierova podmínka: �Hodnota lineární kom-

binace hodnoty závisle prom¥nné z v bod¥ x0 a její derivace podle x

v míst¥ x0 je známou funkcí ostatních sou°adnic a £asu. Konstanty

a, b jsou koe�cienty lineární kombinace.�

� 4. druhu - Vyjad°uje podmínku rovnosti plo²ných tok· energie na

rozhraní mezi dv¥ma oblastmi v dokonalém styku, mající r·zné fyzikální

vlastnosti.�

P°ísné rozli²ování mezi po£áte£ními a okrajovými podmínkami je zd·vodn¥no

p°edev²ím tím, ºe v¥ty o existenci a jednozna£nosti °e²ení po£áte£ního resp.

okrajového problému je nutno formulovat rozdílným zp·sobem.
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3 Diferenciální rovnice prvního °ádu

V¥t²ina fyzikálních zákon· je formulována ve form¥ diferenciálních rovnic. Jsou

to bu¤ parciální nebo oby£ejné diferenciální rovnice. V této £ásti se budeme

zabývat oby£ejnými doferenciálními rovnicemi. Tyto rovnice nej£ast¥ji popisují

závislost fyzikálních veli£in na £ase. Hlavním p°edstavitelem t¥chto rovnic ve

fyzice jsou rovnice pohybové, které popisují pohyb t¥les pod vlivem vn¥j²ích ale

i vzájemných sil.

3.1 Rovnice se separovatelnými prom¥nnými

Tato rovnice se dá vyjád°it ve tvaru:

y′ = f (x) · g (y) . (14)

�e²ení diferenciální rovnice lze provést následujícím algoritmem.

P°evedeme diferenciál y′ na dy
dx a pravá strana se vyjád°í jakou sou£in dvou

odd¥lených funkcí.

dy

dx
= f (x) · g (y) (15)

Upravíme tak, aby byly na jedné stran¥ rovnice pouze funkce jedné prom¥nné

a zintegrujeme, £ímº získáme výsledek pro funkci y.∫
dy

g (y)
=
∫
f (x) dx (16)

P°íklad:

Zadání:

y′ =
y

x
(17)

�e²ení:

Nejprve pomocí algoritmu popsaného vý²e nahradíme diferenciál y´

dy

dx
=
y

x
y 6= 0. (18)

P°edpokládáme nenulovou funkci y. V p°ípad¥, ºe by funkce byla nulová, by i

difenciál byl nulový a jednolo by se o triviální úlohu.

Upravíme rovnice a integrujeme.
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∫
dy

y
=
∫
dx

x
(19)

Jelikoº máme neur£itý integrál, tedy nejsou stanoveny meze, nesmíme

zapomenout, ºe primitivní funkce je roz²í°ena o konstantu c1na levé starn¥ a

c2 na stran¥ pravé. Primitivních funkcí je nekone£n¥ mnoho, jedná se o k°ivky,

které jsou �posunuty� práv¥ o danou konstantu, která je v po derivaci nulová.

ln |y|+ c1 = ln |x|+ c2 (20)

Jestliºe víme, ºe integra£ní konstanta je libovolné £íslo (ur£itelné v

po£áte£ních a okrajových podmínek), m·ºeme rovnice upravovat.

ln |y| = ln |x|+ c2 − c1 (21)

Zavedeme jednotnou konstantu, kterou získáme slou£ením obou jednotlivých

konstant. Z matematického hlediska se rovnice ani °e²ení tímto krokem

nezm¥ní.

c2 − c1 = c (22)

Pomocí jednoduché matematické úpravy dostaneme z p·vodní konstantu tvaru

c konstantu tvaru ln ec. Op¥t jsme hodnotu nezm¥nili, pouze jsme ji upravili

do tvaru, který nám umoºné lep²í manipulaci s rovnicí.

ln |y| = ln |x|+ ln ec (23)

Upravíme pravou stranu podle v¥ty o sou£tu logaritm·, tedy ºe sou£et

logaritm· o stejném základu je roven logaritmu sou£inu o daném základu.

ln |y| = ln ec |x| (24)

Provedeme substituci, kdy nahradíme výraz ec a zavedeme ozna£ení k. Jedná

se pouze o formální úpravu.

ec = k (25)

Výsledné °e²ení dostáváme tedy ve tvaru:

y = k · x. (26)
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3.2 Rovnice homogenní

Homogenní diferenciální rovnice je rovnice zapsatelná ve tvaru

y′ = f
(y
x

)
. (27)

Rovnici °e²íme pomocí substituce

u =
y

x
; y = ux. (28)

Následn¥ zderivujeme (28) a dostáváme

y′ = u′x+ u. (29)

Dosadíme do rovnice (27)

u′x+ u = f (u) . (30)

Op¥t upravíme, abychom osamostatnili diferenciál.

u′ =
f (x)− u

x
(31)

Tímto postupem jsme dostali diferenciální rovnici prvního °ádu se separovatel-

nými prom¥nnými, jejíº °e²ení je popsané v (3.1)

P°íklad:

Zadání:

x y′ = y ln
y

x
(32)

�e²ení:

Nejprve p°evedeme danou rovnici do tvaru diferenciál y na levou stranu

rovnice a zbylé funkce na stranu pravou. Dostáváme tedy rovnici

y′ =
y

x
ln
y

x
. (33)

Nyní pouºijeme substituci

u =
y

x
, (34)

upravíme a dostadíme do p·vodní rovnice.

y′ = u′x+ u (35)
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u′x = u ln u− u (36)

Získali jsme rovnici se separovatelnými prom¥nnými, kterou budeme °e²it p°eve-

dením diferenciálu na derivaci.

u′ =
u ln u− u

x
(37)

du

dx
=
u ln u− u

x
(38)

Pokud máme rovnici v tomto tvaru, m·ºeme ji integrovat.∫
du

u (ln u− 1)
=
∫
dx

x
(39)

Musíme zohlednit podmínku, abychom nedostali ve jmenovateli nulu, zavedeme

proto podmínku

u (ln u− 1) 6= 0. (40)

Po integraci dostáváme

ln |ln u− 1| = ln x+ ln ec. (41)

V zájmu p°ehlednosti zavede substituci

ec = k. (42)

Upravíme sou£et logaritm· na logaritmus sou£inu

ln |ln u− 1| = ln k |x| (43)

a odlogaritmujeme ob¥ strany rovnice

ln u− 1 = kx. (44)

Pot°eujeme zjistit, jak vypadá funkce u, tedy ji osamostatníme

ln u = kx+ 1. (45)

Odtraníme logaritmus

u = ekx+1 (46)

a dosadíme obrácenou substituci
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y

x
= ekx+1. (47)

Upravením dostáváme výslednou rovnici

y = xekx+1 pro k ∈ R. (48)

3.3 Rovnice tvaru y′ = f (ax + by + c)

Rovnice tohoto tvaru °e²íme pomocí substituce

u = ax+ by + c. (49)

Rovnici zderivujeme a upravíme, £ímº dostaneme následující rovnice.

u′ = a+ by′ (50)

y′ =
u′ − a
b

(51)

Tímto postupem jsme získali rovnici se separovatelnými prom¥nnými, °e²ení

podle (3.1).

P°íklad:

Zadání:

y′ = (2x+ y)2 (52)

�e²ení:

Srovnáním s obecným tvarem zjistíme, ºe hodnoty jednových koe�cient·

jsou

a = 2; b = 1; c = 0. (53)

Substituce po dosazení hodnot vypadá následovn¥

u = 2x+ y. (54)

Zderivujeme a upravíme tak, aby na levé stran¥ stál samostatný diferenciál y.

u′ = 2 + y′ (55)

y′ = u′ − 2 (56)
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Do p·vodní rovnice dosadíme rovnice (55) a (56)

u′ − 2 = u2. (57)

Op¥t izolujeme diferenciál a dosadíme za diferenciál derivaci

u′ = u2 + 2 (58)

du

dx
= u2 + 2. (59)

Prom¥nné separujeme a integrujeme.∫
du

u2 + 2
=
∫
dx (60)

Zintegrujeme nejprve levou stranu. Výraz upravíme,aby jej bylo moºné inte-

grovat. ∫
du

u2 + 2
=
√

2
2

∫
du(

u√
2

)2

+ 1
=
√

2
2
arctg

u√
2

(61)

Po integraci obou stran rovnice dostáváme

√
2

2
arctg

u√
2

+ c1 = x+ c2. (62)

Zavedeme substituci a nahradíme ob¥ integra£ní konstanty jednou.

arctg
u√
2

=
√

2x+ k (63)

Úpravou izolujeme prom¥nnou u.

u√
2

= tg
√

2x+ k (64)

u =
√

2
(
tg
√

2x+ k
)

(65)

Dosadíme za substituci (54).

2x+ y =
√

2
(
tg
√

2x+ k
)

(66)

Upravíme a dostaneme hledanou výslednou rovnici pro y

y =
√

2
(
tg
√

2x+ k
)
− 2x. (67)
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3.4 Rovnice tvaru y′ = f
(

ax+by+c
Ax+By+C

)
U t¥chto rovnic rozli²ujeme t°i typy °e²ení.

1) c = C = 0

y′ = f

(
ax+ by

Ax+By

)
= f

(
a+ b yx
A+B y

x

)
(68)

Tímto jsme rovnici p°evedli na rovnici homogenní, jejíº °e²ení jsme rozebrali

v 3.2.

2)

∣∣∣∣∣ a b

A B

∣∣∣∣∣ = 0
a = h ·A
b = h ·B

y′ = g (ax+ by)

pouºijeme substituci u = ax+ by

nebo

y′ = g (Ax+By)

poté pouºijeme substituci u = Ax+By

3)

∣∣∣∣∣ a b

A B

∣∣∣∣∣ 6= 0

x = u+ k

y = v + l

dx = du

dy = dv

(69)

k,l volíme tak, aby
ak + bl + c = 0
Ak +Bl + C = 0

(70)

dv

du
= f

(
au+ bv

Au+Bv

)
(71)

�e²ení nalezneme ad 1) v sekci 3.4.

P°íklad

Zadání:

y′ =
x+ y + 1

2x+ 2y − 1
(72)

�e²ení:

Nejprve ur£íme, o který typ se jedná, spo£ítáme tedy následující determi-

nant.

24



∣∣∣∣∣ 1 1
2 2

∣∣∣∣∣ = 2− 2 = 0

Zjistili jsme, ºe se jedná o druhý typ, rovnice tedy m·ºeme p°epsat do tvaru

y′ =
x+ y + 1

2 (x+ y)− 1
. (73)

Pouºijeme tedy substituci u = x+ y.

u′ = 1 + y′ ⇒ y′ = u′ − 1 (74)

A dosadíme do upravé rovnice (73)

u′ − 1 =
u+ 1
2u− 1

. (75)

Osamostatníme diferenciál a nahradíme jej derivací.

u′ =
u+ 1
2u− 1

+ 1 (76)

du

dx
=

3u
2u− 1

(77)

Separujeme neznámé a integrujeme∫
2u− 1

3u
du =

∫
dx. (78)

Po integraci nesmíme zapomenout na integra£ní konstantu c.

2
3
u− 1

3
ln |u| = x+ c (79)

Nyní jiº sta£í dosadit pouºitou substituci a získáváme vyslednou rovnici

2
3

(x+ y)− 1
3
ln |(x+ y)| = x+ c. (80)

3.5 Rovnice lineární

Je rovnice zapsatelná ve tvaru

y′ + p (x) · y = q (x) , (81)

kde p (x), q (x) jsou spojité funkce na zkoumaném intervalu.

Je-li q (x) = 0, potom hovo°íme o zkrácené LDR, která má separovatelné

prem¥nné.
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Je-li q (x) 6= 0, hovo°íme o úplné LDR, jeº se dá °e²it pomocí dvou metod,

Lagrangeovou metodou variací konstant a Bernouliovou substitucí.

Metody °e²ení:

� Lagrangeova metoda variace konstant

1. Ur£íme obecné °e²ení p°íslu²né zkrácené lineární diferenciální rovnice

y′ + p (x) · y = 0, (82)

ozn.

ỹ = C · e−
R
p(x)dx. (83)

2. Obecné °e²ení úplné lineární diferenciální rovnice hledáme ve tvaru

kde C (x) je funkce.

Rovnici (??) zderivujeme a dostáváme

y′ = C ′ (x) · e−
R
p(x)dx − C (x) · e−

R
p(x)dx · p (x) . (84)

Dosadíme do zadání y′ + p (x) · y = q (x)

C ′ (x) ·e−
R
p(x)dx−C (x) ·e−

R
p(x)dx ·p (x)+p (x) ·C (x) ·e−

R
p(x)dx = q (x) (85)

C ′ (x) = e
R
p(x)dx · q (x) (86)

C (x) =
∫
e

R
p(x)dx · q (x) dx+K (87)

y =
(∫

e
R
p(x)dx · q (x) dx+K

)
· e−

R
p(x)dx (88)

� Bernouliova substituce

P°edpokládáme, ºe obecné °e²ení lineární diferenciální rovnice

y′ + p (x) · y = 0 (89)

má tvar

y (x) = u (x) · v (x) . (90)

Toto obecné °e²ení a jeho derivaci y′ = u′ · v + u · v′ dosadíme do zadání
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u′ · v + u · v′ + u · v · p (x) = q (x) (91)

u′ · v + [u · v′ + u · v · p (x)] = q (x) (92)

u′ · v + u · [v′ + v · p (x)] = q (x) (93)

Zavádí se volitelná podmínka v′ + v · p (x) = 0.

v = e−
R
p(x)dx (94)

Dosadíme do rovnice a dostaneme u′ · e−
R
p(x)dx = q (x)

u =
∫
e

R
p(x)dx · q (x) dx+K (95)

u =
(∫

e
R
p(x)dx · q (x) dx+K

)
· e−

R
p(x)dx (96)

Pozn. Jak si m·ºeme v²imnout, po£ítané integrály vyjdou v obou p°ípadech

stejn¥.

P°íklad:

Zadání:

y′ + 3y = 5x (97)

�e²ení:

Zavedeme substituci

y = u · v. (98)

Zderivujeme a dosadíme do zadání.

y′ = u′ · v + u · v′ (99)

u′ · v + u · v′ + 3u · v = 5x (100)

Upravíme vytknutím

u′ · v + u · (v′ + 3v) = 5x. (101)

Zvoléme podmínku v′ + 3v = 0 a po úprav¥
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v′ = −3v. (102)

Nahradíme diferenciál derivací

dv

dx
= −3v (103)

a zintegrujeme, £ímº dostaneme∫
dv

v
=
∫
−3dx (104)

ln v = −3x (105)

Daný výsledek odlagaritmujeme

v = e−3x. (106)

Dosadíme do (101)

u′ · e−3x = 5x (107)

a následn¥ integrujeme

u =
∫

5x·e3xdx =

∣∣∣∣∣ a = 5x a′ = 5
b′ = e3x b = 1

3e
3x

∣∣∣∣∣ =
5
3
x·e3x−5

3

∫
e3xdx =

5
3
x·e3x−5

9
e3x+C.

(108)

Dosadíme do zavedené substituce (98)

y =
5
3
e3x

(
x− 1

3

)
e−3x. (109)

Po algebraické úprav¥ dostaneme °e²ení ve tvaru

y =
5
3
x− 5

9
. (110)

P°íklad:

Zadání:

y′ − 2x
x2 + 1

· y = x2 + 1 (111)

�e²ení:
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Jedná se o úplnou lineární diferenciální rovnici prvního °ádu, kde

p (x) = − 2x
x2+1

(112)

a

q (x) = x2 + 1. (113)

Ukáºeme °e²ení této rovnice pomoci obou uvedených metod.

1) Nejprve pomocí Lagrangeovy metody variace konstant

P°íslu²ná zkrácená lineární diferenciání rovnice má tvar

y′ − 2x
x2 + 1

· y = 0. (114)

Nalezneme její obecné °e²ení ve tvaru

ŷ = Ce−
R
p(x)dx, (115)

tedy

∫
p (x) dx = −

∫
2x

x2 + 1
dx = −ln

∣∣x2 + 1
∣∣ = −ln

(
x2 + 1

)
(116)

ŷ = Celn(x2+1) =⇒ ŷ = C
(
x2 + 1

)
. (117)

Variance konstanty: obecné °e²ení úplné lineární diferenciální rovnice hledáme

ve tvaru

y = C (x)
(
x2 + 1

)
, (118)

odkud plyne

y′ = C ′ (x)
(
x2 + 1

)
+ C (x) 2x (119)

po dosazení do dané rovnice dostaneme

C ′ (x)
(
x2 + 1

)
+ C (x) 2x− 2x

x2 + 1
C (x)

(
x2 + 1

)
= x2 + 1 (120)

C ′ (x)
(
x2 + 1

)
= x2 + 1 =⇒ C ′ (x) = 1 =⇒ C (x) = x+K. (121)
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Tedy obecné °e²ení má tvar

y = (x+K)
(
x2 + 1

)
. (122)

2) Nyní provedeme °e²ení pomocí Bernoulliovy substituce.

Obecné °e²ení hledáme ve tvaru y (x) = u (x) · v (x) . Ze vztahu

y = uv (123)

po derivaci plyne

y′ = u′v + u · v′, (124)

a po dosazení do dané rovnice dostaneme

u′v + u · v′ − 2x
x2 + 1

· u · v = x2 + 1, (125)

odtud po úprav¥

u · v′ + v

(
u′ − 2x

x2 + 1
· u
)

= x2 + 1. (126)

Volitelná podmínka pro funkci

u (x) : u′ − 2x
x2 + 1

· u = 0, (127)

vede k soustav¥ rovnic

u · v′ = x2 + 1 (128)

u′ − 2x
x2 + 1

· u = 0 (129)

Druhá z t¥chto rovnic (129) je zkrácená lineární diferenciální rovnice pro nezná-

mou funkci u (x) a její °e²ení lze zapsat ve tvaru

u = e−
R
p(x)dx, (130)

tedy

u = x2 + 1. (131)

Dosazením této funkce do první rovnice (128) soustavy dostaneme

(
x2 + 1

)
· v′ = x2 + 1 =⇒ v′ = 1 =⇒ v = x+K (132)

Obecné °e²ení jsme hledali ve tvaru y = u · v, tedy po dosazení
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y =
(
x2 + 1

)
(x+K) . (133)

Jak vidíme v obou p°ípadech nám obecné °e²ení vy²lo stejné. Volba metody

°e²ení je tedy zcela na nás, na výsledek nemá vliv.

3.6 Rovnice Bernoulliova

y′ + p (x) · y = ym · q (x) , (134)

kde m ∈ R, m 6= 0, m 6= 1, funkce p (x), q (x) jsou spojité na zkoumaném

intervalu a platí q (x) 6= 0. Bernoulliovu diferenciální rovnici p°evádíme sub-

stitucí z = y1−m na lineární diferenciální rovnici.Je-li m > 0, potom funkce

y = 0 je °e²ením Bernoulliovy diferenciální rovnice. Podobn¥ jako u lineárních

diferenciálních rovnic m·ºeme °e²ení hledat ve tvaru y = u · v.

y′ + p (x) · y = ym · q (x) / : ym (135)

y′

ym
+
p (x) · y
ym

= q (x) (136)

y′ · y−m + p (x) · y1−m = q (x) (137)

Zavedeme substituci a = y1−m. Nyní provedeme derivaci a′ = (1−m) ·y−m ·y′.
Dosadíme substituci do rovnice (137) a dostaneme

a′

1−m
+ p (x) · a = q (x) (138)

Substitucí jsme p°evedli danou rovnici na rovnici lineární, jejíº °e²ení nalezneme

vý²e v (3.5).

P°íklad:

Zadání:

y′ + y = x · √y (139)

�e²ení:

y′ = x · √y − y / y 6= 0 (140)

Funkce y je nenulová, m·ºeme tedy d¥lit její druhou odmocninou. Dle pravidel

o po£ítání s mocninami, m·ºeme druhou derivaci zapsat také jako

√
y = y

1
2 . (141)
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Po vyd¥lení dostáváme rovnici tvaru

y′

y
1
2

= −y 1
2 + x. (142)

Dle návodu zavedeme substituci

a = y
1
2 (143)

a zderivujeme

a′ =
1
2
y´ · y− 1

2 . (144)

Z p°ede²lé rovnice jsme vyjád°ili y′ a následn¥ jsme dosadili rovnice (143) a

(144) do rovnice (142). Takto dosatneme rovnici

a′

1
2y
− 1

2 · y 1
2

= −a+ x. (145)

Po algebraické úprav¥ vypadá rovnice následovn¥

a′ = −1
2
a+

1
2
x. (146)

Nyní vy°e²íme tuto lineární rovnici pomocí Bernoulliovy substituce. Dle

p°edepsaného postupu vynásobíme

a′ = −1
2
a+

1
2
x / · e−

R
− 1

2dx (147)

a′ · e 1
2x +

1
2
a · e 1

2x =
1
2
x · e 1

2x (148)

Levá strana m·ºe být p°epsaná do tvaru derivace.∫ (
a · e 1

2x
)p

=
∫

1
2
x · e 1

2x (149)

Integrací zderivované funkce získáme funkci samotnou. Pravou stranu zintegru-

jeme.

∫
1
2
x · e 1

2xdx =

∣∣∣∣∣ u = 1
2x u′ = 1

2

v′ = e
1
2x v = 2 · e 1

2x

∣∣∣∣∣ = x · e 1
2x −

∫
e

1
2xdx = x · e 1

2x − 2e
1
2x

(150)

Musíme p°idat integra£ní konstantu. Rovnice tedy nabyla tvaru

a · e 1
2x = x · e 1

2x − 2e
1
2x + C. (151)
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Osamostatníme prom¥nnou a vyd¥lením výrazu v sou£inu

a = e−
1
2x ·

(
x · e 1

2x − 2e
1
2x + C

)
(152)

a po úprav¥ dostáváme rovnici

a = x− 2 + C · e− 1
2x. (153)

Odstraníme substituci, tedy dosadíme do rovnice (143)

y
1
2 = x− 2 + C · e− 1

2x (154)

a algebraicky upravíme. Dostaneme °e²ení v podob¥

y =
(
x− 2 + C · e− 1

2x
)2

. (155)

3.7 Rovnice exaktní

Jedná se o rovnici ve tvaru

P (x, y) dx+Q (x, y) dy = 0. (156)

Rovnici tohoto tvaru nazýváme exaktní, je-li její levá strana (zvaná n¥kdy

Pfa�ova forma) totálním diferenciálem funkce F (x, y), kterou nazýváme

kmenová funkce.
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Obrázek: Schéma exaktních rovnic

Diferenciální rovnice (156) je exaktní, je-li

dP

dy
=
dQ

dx
(157)

Ur£ení kmenové funkce:

Nejprve zintegrujeme P (x, y) podle prom¥nné x, protoºe jak je vid¥t na

schématu vý²e, funkce P (x, y) vznikla derivací podle této funkce. Tedy
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F (x, y) =
∫
P (x, y) dx+ ϕ (y) . (158)

Jelikoº jsme integrovali neur£itý integrál, dostáváme primitivní funkci plus kon-

stanta C. Protoºe jsme integrovali podle prom¥nné x, konstanta C nem·ºe

záviset na prom¥nné x, ale m·ºe záviset na prom¥nné y, proto jsme místo C

pouºili jako konstantu ϕ (y).
Kv·li p°ehlednosti ozna£íme U (x, y) =

∫
P (x, y) dx. Takºe rovnice (158)

nabude tvar

F (x, y) =
dF

dy
=
dU

dy
+
dϕ

dy
. (159)

Nyní vyuºijeme druhou funkci, Q (x, y), o které víme, ºe vznikla parciální derivací

kmenové funkce podle prom¥nné y. Proto zderivujeme rovnici kmenové funkce

(158), získanou p°edchozí integrací, podle y. Po algebraické úprav¥ bude její

tvar

dϕ

dy
= Q (x, y)− dU

dy
. (160)

Pokud dosadíme do rovnice (159), získáme hledanou kmenovou funkci F (x, y).

P°íklad:

Zadání:

x · dx+ y · dy = 0 (161)

�e²ení:

Neº p°istoupíme k samotnému °e²ení rovnice, musíme ov¥°it, zda se opravdu

jedná o exaktní diferenciální rovnici.

dP

dy
= 0 =

dQ

dx
= 0 (162)

Ov¥°ili jsme, ºe se opravdu jedná o exaktní rovnici. Toto ov¥°ení musíme provést

vºdy, pokud si myslíme, ºe daná rovnice je exaktní. Pouºijeme z návodu rovnici

(158) a dostaneme ∫
xdx =

x2

2
+ ϕ (y) . (163)

Nyní pot°ebujeme ur£it, jak vypadá funkce ϕ (y) . Pomocí (160) zjistíme, ºe

dϕ

dy
= y, (164)

protoºe U není závislé na y, tedy derivace bude nulová
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dU

dy
= 0 (165)

Tedy po integraci je

ϕ (y) =
y2

2
. (166)

Dosazením do (163) získáme výslednou kmenovou funkci ve tvaru

F (x, y) :
x2

2
+
y2

2
= C. (167)

3.8 Integra£ní faktor

Není-li Pfa�ova forma, tedy levá strana rovnice (156) , totálním diferenciálem

n¥které kmenové funkce, násobíme tuto rovnici (156) takovým faktorem

µ = µ (x, y), abychom dostali exaktní diferenciální rovnici. Faktor µ se pak

nazývá integra£ní faktor, nebo Euler·v multiplikátor. Pak rovnice

µ (x, y) · P (x, y) dx+ µ (x, y) ·Q (x, y) dy = 0 (168)

je exaktní, a platí
∂ (µP )
∂y

=
∂ (µQ)
∂x

(169)

neboli po derivaci platí

P
∂µ

∂y
+ µ

∂P

∂y
= Q

∂µ

∂x
+ µ

∂Q

∂x
. (170)

Po krátké algebraické úprav¥ dostaneme rovnici

µ

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
=
∂µ

∂x
Q− ∂µ

∂y
P. (171)

Tímto jsme dostali pro integrující faktor µ parciální rovnici (171), jejíº °e²ení

je obecn¥ obtíºn¥j²í neº °e²ení p·vodní rovnice. Ve speciálních p°ípadech v²ak

m·ºeme integrující faktor µ ur£it pom¥rn¥ snadno. Je to zvlá²t¥ v t¥chto dvou

p°ípadech:

a) Integrující faktor µ = µ (x), tj. závisí jen na argumentu x. Pak je ∂µ
∂y = 0,

takºe rovnice (171) je pak tvaru

µ
(
∂P
∂y −

∂Q
∂x

)
= Q∂µ

∂x

neboli
dµ

µ
=

1
Q

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
dx. (172)
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Protoºe levá strana této rovnice je funkcí jen argumentu x, musí totéº platit i o

pravé stran¥. Je-li naopak pravá strana rovnice (172) funkcí pouze argumentu

x, pak je µ = µ (x). V tom p°ípad¥ platí

ln |µ| =
∫

1
Q

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
dx. (173)

b) Integrující faktor µ = µ (y), tj. závisí pouze na argumentu y. Pak je ∂µ
∂x = 0

a rovnice (171) p°ejde v rovnici

−µ
(
∂P
∂y −

∂Q
∂x

)
= P ∂µ

∂y

neboli

∂µ

µ
= − 1

P

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
dy (174)

Zde je levá strana rovnice závislá pouze na y, a tedy i pravá strana musí záviset

jen na argumentu y. Je-li naopak pravá strana rovnice (174) funkcí pouze ar-

gumentu y, pak je téº µ = µ (y).

P°íklad:

Zadání:

(
y + y3

)
dx+

(
x · y2 + x+ 1

)
dy = 0. (175)

�e²ení:

Zde máme
∂P

∂y
− ∂Q

∂y
= 1 + 3y2 − y2 − 1 = 2y2 6= 0. (176)

Proto se pokusíme pouºitím vztah· (172), pop°. (174) ur£it integrující faktor

µ. Prvn¥ vypo£teme

1
Q

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
=

2y2

x · y2 + x+ 1
, (177)

1
P

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
=

2y2

y + y3
=

2y
1 + y2

. (178)

V druhém p°ípad¥ je uvedený výraz funkcí pouze argumentu y, takºe podle

(174) platí

ln |µ| = −
∫

2y
1 + y2

dy = −ln
(
1 + y2

)
= ln

1
1 + y2

. (179)

Je tedy
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µ =
1

1 + y2
. (180)

P°íslu²ná exaktní rovnice je tedy tvaru

y
(
1 + y2

)
1 + y2

dx+
xy2 + x+ 1

1 + y2
dy = 0 (181)

neboli po úprav¥

y dx+
(
x+

1
1 + y2

)
dy = 0, (182)

p°i£emº je ∂P
∂y = 1 = ∂Q

∂x . Nyní pouºijeme funkce P = y, Q = x + 1
1+y2 k

výpo£tu kmenové funce.

F (x, y) =
∫
ydx+

∫ (
0 +

1
1 + y2

)
dy. (183)

Hledané obecné °e²ení je tedy

x · y + arctg y = C. (184)

3.9 Clairautova rovnice

Tato rovnice je tvaru

y = x · y′ + f (y′) (185)

a) Obecný integrál této rovnice je tvaru

y = C · x+ f (C) (186)

a dostaneme jej tak, ºe do rovnice (185) dosadíme místo y´ konstantu C.

b) Singulární integrál této rovnice se dostane (pokud existuje) jako obálka

soustavy p°ímek

y = C · x+ f (C) , (187)

které p°edstavují obecný integrál této rovnice.

P°íklad:

Zadání:

y = x · y′ +
(
y′ − y′2

)
(188)

�e²ení:
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Jde o Clairautovu diferenciální rovnici, takºe její obecný integrál je tvaru

y = C · x+ C − C2. (189)

P°íslu²ný singulární integrál dostaneme jako obálku práv¥ ur£ené soustavy in-

tegrálních £ar. Její rovnici dostaneme vylou£ením parametru C z této rovnice

a z rovnice, která vznikne jejím derivováním podle C, tj. z rovnice

0 = x+ 1− 2C, (190)

takºe

C =
1
2

(x+ 1) . (191)

Dosazením za C uvedené hodnoty do rovnice (189) dostaneme rovnici

y =
1
4

(x+ 1)2
. (192)

Poznámka:

Diferenciální rovnice Clairautova pat°í mezi diferenciální rovnice prvního

°ádu, které jsou vzhledem k derivaci y′ vyjád°eny implicitn¥, tj, ve tvaru

F (x, y, y′) = 0. Tyto rovnice lze n¥kdy °e²it tím, ºe z nich y′(explicitn¥)

vyjád°íme, tj. ur£íme ve tvaru y′ = f (x, y). N¥kdy v²ak toto vyjád°ení je

velmi sloºité, pop°. je nelze ur£it (v kone£ném tvaru vzhledem k elementárním

funkcím). V tom p°ípad¥ pouºíváme jiných metod. Pom¥rn¥ jednoduchým

zp·sobem lze °e²it následující Lagrangeovu rovnici, jejímº speciálním p°ípadem

je práv¥ uvedená Clairautova rovnice.

3.10 Lagrangeova rovnice

Rovnice typu

y = xh (y′) + f (y′) . (193)

Tuto rovnici °e²íme tak, ºe ji derivujeme podle x a poloºíme y′ = p = p (x),
£ímº ji p°evedeme na nezkrácenou lineární diferenciální rovnici prvního °ádu.

P°íklad:

Zadání:

y = 2xy′ + y´3 (194)

�e²ení:

Po derivaci dané rovnice podle x a dosazením y′ = p = (x) obdrºíme rovnici

p = 2p+ 2x
dp

dx
+ 3p2 dp

dx
(195)
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neboli
dp

dx

(
2x+ 3p2

)
= −p. (196)

Odtud pro p 6= 0 máme
dx

dp
+

2x
p

= −3p. (197)

Dostali jsme nezkrácenou lineární rovnici pro x = x (p). P°íslu²ná zkrácená

rovnice má obecný integrál

x = C p−2. (198)

� Pozn. Pro dal²í °e²ení této rovnice pouºijeme metodu variace konstant.

Metoda variace konstant pro °e²ení úplné lineární diferenciální rovnice

M¥jme lineární diferenciální rovnici

a2y” + a1y
p + a0y = B (x) . (199)

Nejprve vy°e²íme zkrácenou diferenciální rovnici

a2y” + a1y
p + a0y = 0. (200)

Její °e²ení je

ỹ = C1 · y1 (x) + C2 · y2 (x) . (201)

Obecné °e²ení úplné lineární diferenciální rovnice má tvar

y = C1 (x) · y1 (x) + C2 (x) · y2 (x) . (202)

Derivujeme ho a dostaneme

yp = C p
1 (x) · y1 (x) +C1 (x) · yp

1 (x) +C p
2 (x) · y2 (x) +C2 (x) · yp

2 (x) . (203)

Vhodná volitelná podmínka

C p
1 (x) · y1 (x) + C p

2 (x) · y2 (x) = 0. (204)

Potom je

yp = C1 (x) · yp
1 (x) + C2 (x) · yp

2 (x) . (205)

Op¥t derivujeme
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yq = C p
1 (x) · yp

1 (x) +C1 (x) · yq
1 (x) +C2 (x) · yq

2 (x) +C p
2 (x) · yp

2 (x) . (206)

Derivace yq, yp a y dosadíme do zadané diferenciální rovnice a po úprav¥

dostaneme

C1

(
A2 · yq

1 +A1 · yp
1 +A0 · y1

)
+ C2

(
A2 · yq

2 +A1 · yp
2 +A0 · y2

)
+

+A2

(
C p

1 · y
p
1 + C p

2 · y
p
2

)
= B (x)

(207)

A2 · yq
1 +A1 · yp

1 +A0 · y1 = 0 (208)

A2 · yq
2 +A1 · yp

2 +A0 · y2 = 0 (209)

tedy

A2

(
C p

1 · y
p
1 + C p

2 · y
p
2

)
= B (x) (210)

(
C p

1 · y
p
1 + C p

2 · y
p
2

)
=
B (x)
A2

(211)

Dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých

C p
1 (x) · y1 (x) + C p

2 (x) · y2 (x) = 0 (212)

C p
1 · y

p
1 + C p

2 · y
p
2 =

B (x)
A2

(213)

Soustavu rovnic (212), (213) °e²íme Cramerovým pravidlem.

W =

∣∣∣∣∣ y1 (x) y2 (x)
yp

1 yp
2

∣∣∣∣∣ (214)

W1 =

∣∣∣∣∣ 0 y2 (x)
B(x)
A2

yp
2

∣∣∣∣∣ (215)

W2 =

∣∣∣∣∣ y1 (x) 0
yp

1
B(x)
A2

∣∣∣∣∣ (216)
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Determinanty W, W1, W2 nazýváme Wronskiány.

C p
1 =

W1

W
⇒ C1 =

∫
W1

W
dx (217)

C p
2 =

W2

W
⇒ C2 =

∫
W2

W
dx (218)

Nesmíme zapomenout dosadit do (201).

Proto obecný integrál rovnice nezkrácené bude (podle metody variace kon-

stanty) tvaru x = C (p) p−2. Jeho dosazením do p°ede²lé rovnice obdrºíme

Ċ (p)
p2

= −3p. (219)

Odtud je

Ċ (p) = −3p3 (220)

a tedy

C (p) = −3
4
p4 + C. (221)

Proto

x = −3
4
p2 + Cp−2 (222)

a dále

y = 2px+ p3. (223)

Tyto rovnice vyjad°ují hledaný obecný integrál v parametrickém tvaru (pro

p 6= 0). V p°ípad¥ p = 0 obdrºíme z dané rovnice y = 0, coº je dal²í °e²ení.
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4 Diferenciální rovnice druhého °ádu

Kvalitativní teorii rovnic 2. °ádu dal základ v roce 1836 J. C. F. Sturm svým

slavným pojednáním �Mémoire sur les équations di�érentialles linéaires du

second ordre�, v n¥mº studoval oscila£ní vlastnosti °e²ení a odvodil srovná-

vací v¥ty, které hrají v celé teorii prvo°adou úlohu. Na jeho výzkumy navázal

J. Bernoulli, který se v období 1835 - 1841 zabýval °e²ením okrajového problému

(tzv. Sturm-Liouvilleova). Odtud vze²el podn¥t ke studiu asymptotických vlast-

ností uºitím integrálních rovnic. Za zmínku stojí skute£nost, ºe teprve v 1.

polovin¥ 20. století se dostala teorie diferenciálních rovnic 2. °ádu op¥t do

st°edu pozornosti a v dne²ní dob¥ tvo°í jednu z jejích nejrozsáhlej²ích a nejpro-

pracovan¥j²ích disciplin.

Nyní se podíváme na °e²ení nejjednodu²²ích p°ípad· oby£ejných diferenciál-

ních rovnic druhého °ádu.

4.1 Diferenciální rovnice typu y” = f (x)

Tato rovnice se °e²í postupnou dvakrát opakovou integrací. P°i kaºdé integraci

dostaneme jednu libovolnou konstantu, takºe obecné °e²ení rovnice

y” = f (x) obsahuje dv¥ integra£ní konstanty Je

y´ =
∫
f (x) dx+ C1 = F (x) + C1, (224)

kde F (x)je primitivní funkce k funkci f (x); odtud obecný integrál rovnice

y” = f (x)

y =
∫
F (x) dx+ C1x+ C2 (225)

P°íklad:

T¥leso bylo vrºeno svisle vzh·ru rychlostí v (> 0). Ur£íme zákon tohoto

pohybu s (t) pro po£áte£ní podmínky: s (0) = 0, s´ (0) = v, nebudeme p°ihlíºet

k odporu prost°edí. Zrychlení u tohoto pohybu je stálé, tento pohyb je dán

rovnicí

d2s

dt2
= a (a = konst) . (226)

V tomto p°ípad¥ je a = −g; tedy

d2s

dt2
= −g. (227)

Je
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s´ =
ds

dt
= −g

∫
dt = −gt+ C1, (228)

s =
∫

(−gt+ C1) dt = C1t−
1
2
gt2 + C2. (229)

Z po£áte£ních podmínek plyne jak C1 = v, tak C2 = 0. Zákon svislého vrhu

vzh·ru ur£uje partikulární integrál rovnice (227)

s = vt− 1
2
gt2, (230)

kde v je po£áte£ní rychlost vrºeného t¥lesa.

4.2 Diferenciální rovnice typu y” = f (y)

Zde funkce f nezávisí ani na x ani na y´. Je to tedy speciální p°ípad rovnice

tvaru 4.4, ale rozeberu jej odd¥len¥, protoºe se vyskytuje v °ad¥ problém·

mechaniky.

Rovnice tohoto typu se °e²í tak, ºe nejprve vynásobíme ob¥ strany rovnice

funkcí y´, bude

y” · y´ = f (y) · y´. (231)

Odtud plyne
1
2

[
(y´)2

]p
= y´f (y) (232)

neboli

(y´)2 = 2
∫
f (y) dy + C1 = F (y) + C1. (233)

Je tedy

± dy√
F (y) + C1

= dx (234)

a odtus dostaneme

x+ C2 =
∫

±dy√
F (y) + C1

. (235)

P°íklad:

Jako p°íklad pouºití rovnice typu y” = f (y)je popis rovinného matema-

tického kyvadla, tj. hmotného bodu o hmotnosti m zav¥²eného na (nehmotné)

niti délky l. Pokud chceme popsat výkyv ϕ od svislé polohy jako funkci £asu,

ϕ = ϕ (t), dojdeme k rovnici rovnováhy sil

mlϕ̈ (t) +mg sinϕ (t) = 0, (236)
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kde g je gravita£ní konstanta, a odtud k diferenciální rovnici (vyd¥lením obou

stran rovnice výrazem ml)

ϕ̈+
g

l
sinϕ = 0. (237)

Pro malé výkyvy lze sinϕ nahradit hodnotou ϕ a dostaneme tzv. linearizovanou

rovnici

ϕ̈+
g

l
ϕ = 0 (238)

Tuto rovnici budeme schopni pozd¥ji °e²it.

Podle uvedeného postupu rovnici

mlϕ̈ = −mg sinϕ (239)

funkcí ϕ̇ke vztahu

mlϕ̈ϕ̇ = −mg sinϕϕ̇ (240)

daný vztah zintegrujeme a vynásobíme £íslem l, dojdeme tak ke vztahu

m

2
l2ϕ̇2 −mgl cosϕ = C, (241)

coº je diferenciální rovnice prvního °ádu. Ozna£íme-li E = mgl + C, m·ºeme

poslední vztah p°epsat takto:

m

2
l2ϕ̇2 −mgl (1− cosϕ) = E, (242)

coº je tzv. energetická v¥ta. Zde je Ekin = m
2 l

2ϕ̇2 kinetická energie,

Epot = mgl (1− cosϕ) potenciální energie. �e²ení vede na výpo£et integrálu

tvaru ∫
dϕ√

sin2 α
2 − sin2 ϕ

2

, (243)

kde αje jistý parametr, 0 < α < π. Tento integrál nelze spo£ítat elementárními

metodami, lze ho v²ak p°evést na integrál tvaru

F
(α

2
, s
)

=
∫ s

0

dt√
1− sin2 α

2 sin
2t
, (244)

coº je tzv. eliptický integrál prvního druhu. Hodnoty funkce F lze najít

v tabulkách a pomocí inverzní funkce F−1dojdeme ke vztahu

ϕ (t) = 2arcsin
[
k sinF−1

(
α

2
,

√
g

l
t

)]
, (245)
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kde k = sinα2 .

4.3 Diferenciální rovnice typu y” = f (x, y′)

Zde se funkce f vyskytuje nezávisle na prom¥nné y. Zavedeme-li novou nezná-

mou funkci z vztahem

z (x) = y′ (x) (246)

dostaneme pro z rovnici

z′ = f (x, z) (247)

tj. diferenciální rovnici prvního °ádu. Vzhledem k po£áte£ním podmínkám

y (x0) = y0

y′ (x0) = y1
0

(248)

roz°e²íme nejprve po£áte£ní úlohu

z (x0) = y′ (x0) = y1
0 (249)

a hledanou funkci dostaneme z (246) p°ímo integrací, p°i£emº vzhledem k první

podmínce v (248) bude

y (x) = y0 +
∫ x

x0

z (t) dt. (250)

P°íklad:

M¥jme lano upevn¥né na dvou bodech A, B a p·sobením zemské tíºe prohnuté.

Tuto situaci popisuje diferenciální rovnice tvaru

y” = a

√
1 + (y′)2

. (251)

Konstanta a je ur£ena vlastnostmi lana (jeho pr·°ezem, speci�cku vahou atd.).

�e²ení rovnice (251) se nazývá °et¥zovka.Dle vý²e popsané postupu pouºijeme

substituci (246) a dostaneme rovnici tvaru (247), tj.

z′ = a
√

1 + z2 (252)

a metodou separace prom¥nných zjistíme, ºe
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1

z (x) = sinh (ax+ C1) . (253)

Podle (250) je tedy °et¥zovka popsána funkcí

y (x) =
1
a
cosh (ax+ C1) + C2.

Hodnoty zatím libovolných konstant C1, C2 ur£íme pomocí sou°adnic bod· A

a B.

4.4 Diferenciální rovnice typu y” = f (y, y′)

Zde tedy funkce f nezávisí na prom¥nné x. Budeme p°edpokládat, ºe derivace

°e²ení, tj. funkce y´, kterou zatím neznáme, je nenulová, tj. bu¤ v²ude kladná

nebo v²ude záporná. Pak je funkce y ryze monotonní a existuje tedy funkce k

ní inverzní

x = g (y) . (254)

Zavedeme-li novou funkci p = p (y) p°edpisem

p (y) = y′ (g (y)) , (255)

bude

p′ (y) =
dp

dy
= y” (g (y))

dg

dy
= y” (g (y))

1
p (y)

, (256)

nebo´ podle pravidla o derivování inverzních funkcí je

dx

dy
= g′ (y) =

1
dy
dx

=
1

y′ (g (y))
=

1
p (y)

. (257)

Protoºe

y” = f (y, y′) = f (y, p) , (258)

dostáváme pro funkci p (y)diferenciální rovnici prvního °ádu

p′ =
1
p
f (y, p) . (259)

P°íklad:
1Hyperbolický sinus je de�nován vztahem

sinh x =
1

2

`
ex − e−x

´
.
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Uvaºujme mechanický kmitající systém, tvo°ený hmotným bodem o hmot-

nosti m a pruºinou o tuhosti k. Výkyvy hmotného bodu ve sm¥ru osy x v £ase t

ozna£íme x (t) .Bereme-li v úvahu tlumení, úm¥rné £tverci rychlosti (s konstan-

tou úm¥rnosti c), dostaneme z rovnice rovnováhy sil diferenciální rovnici

mx” + c x′ + k x = 0, (260)

je-li x′ > 0.
Pozn: Jedná se o rovnici typu y” = f (y, y′), pouze pí²eme x místo y a t

místo x.

Upravíme rovnici (260) do tvaru

x” = − c

m
x′2 − k

m
x (261)

Zavedeme-li tedy funkci p (x) = x′ (g (x)), kde t = g (x) je funkce inverzní
k hledané funkci x = x (t), dostaneme rovnici (259), tj.

p′ =
1
p

[
− c

m
p2 − k

m
x

]
= − c

m
p− k

m
xp−1 (262)

To je Bernoulliova rovnice s parametrem α = −1, a jejím °e²ením je funkce

p (x) = x′ (g (x)) =

√
−k
c
x+

mk

2c2
+ C1e−

2c
m x.

Protoºe g′ (x) = 1
p(x) , dostaneme pro funkci g vzorec

g (x) =
∫

dx√
−kcx+ mk

2c2 + C1e−
2c
m x

+ C2 (263)

a hledanou funkci x = x (t) dostaneme p°echodem k inverzní funkci. Tím je ná²

problém �vy°e²en�, ov²em výpo£et integrálu v (263) je moºný jen p°ibliºnými

metodami.
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5 Parciální diferenciální rovnice druhého °ádu

Parciální diferenciální rovnice druhého °ádu jsou parciální diferenciální rovnice,

které obsahují parciální derivace nejvý²e druhého °ádu. V obecném tvaru je lze

zapsat jako

F

(
x1, x2, . . . , xn, z,

∂z

∂x1
,
∂z

∂x2
, . . . ,

∂z

∂xn
,
∂2z

∂x2
1

,
∂2z

∂x1∂x2
, . . . ,

∂2z

∂x1∂xn
,
∂2z

∂x2
2

,
∂2z

∂x2∂x3
, . . . ,

∂2z

∂x2
n

)
= 0

(264)

Parciálním diferenciálním rovnicím se také °íká rovnice matematické fyziky,

protoºe popisují fyzikální jevy. Ve fyzice parciální diferenciální rovnice popisují

chování veli£iny, která krom¥ £asu závisí také na prostorových prom¥nných.

Rovnice modelují p°enos tepla, proud¥ní tekutin, deformace tuhého t¥lesa a

dal²í jevy mechaniky kontinua i dal²ích fyzikálních p°íladn¥ jiných obor·.

5.1 Historická poznámka

Zatímco v dne²ní dob¥ je studium parciálních diferenciálních rovnic v pop°edí

zájm· £etných fyzik· a matematik·, je moºno první po£átky teorie t¥chto rovnic

klást do první poloviny 18. století. Podn¥t k vzniku teorie parciálních diferen-

ciálních rovnic daly £etné fyzikální problémy, které bylo nutno °e²it s rozvíjející

se pr·myslovou výrobou a z hledisek nových poznatk· p°i studiu p°írodních

jev·. Prvním takovým problémem byla úloha o kmitech struny. Na tuto úlohu

narazil jiº po£átkem 17. století astronom Galileo Galilei (1564 - 1642), ale

teprve anglický matematik a fyzik Brook Taylor (1685 - 1731) ji dovedl vyjád°it

matematickou formulací. P°íslu²nou diferenciální rovnici sestavil pak Francouz

Jean B. Le Rond d´Alembert (1717 - 1783), který také podal její první °e²ení

ve tvaru sou£tu dvou libovolných funkcí. Po n¥m ji v roce 1753 vy°e²il ²vý-

carský matematik Daniel Bernoulli (1700 - 1782) a vyjád°il její °e²ení ve tvaru

Fourierovy °ady.

Transformacemi digerenciálních rovnic druhého °ádu na kanonický tvar se

jako první zabýval Leonard Euler (1707 - 1783) a po n¥m francouz²tí matematici

Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) a Pierre Simon Laplace (1749 - 1827), kte°í

transformovali parciální diferenciální rovnici prvního °ádu na systém oby£ejných

diferenciálních rovnic.

Také geometrické aplikace siln¥ ovlivnily rozvoj teorie parciálních diferen-

ciálních rovnic. V tomto sm¥ru si získal velké zásluhy Francouz Gaspard Monge

(1746 - 1818), jeden z hlavních budovatel· klasické diferenciální geometrie.

Otázkami existence °e²ení parciálních diferenciálních rovnic se zabývala známá

ruská matemati£ka So¬a V. Kovalevskaja (1850 - 1891), profesorka matematické

analýzy na univerzit¥ ve Stockholmu. Z dal²ích budovatel· teorie parciálních
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diferenciálních rovnic vynikli zvlá²t¥m Édouard Goursat (1858 - 1936), Lazarus

Immanuel Fuchs (1833 - 1902), Henri Poincaré (1854 - 1912), David Hilbert

(1862 - 1943), Herrmann Weyl (1885 - 1956), George David Birkho� (1884 -

1944), sov¥tský matematik Ivan Georgijevi£ Petrovskij (1901 - 1973) a mnozí

dal²í. Z na²ich matematik·, kte°í se hlavn¥ zabývali aplikacemi parciálních

difernciálních rovnic na diferenciální geometrii, dosáhli sv¥tové úrovn¥ Eduard

�ech (1893 - 1960), Otakar Bor·vka (1899), Ji°í Klapka (1900 - 1976) aj.

5.2 Speciální typy rovnic druhého °ádu

N¥které parciální diferenciální rovnice druhého °ádu, které mají speciální tvar,

lze °e²it, pop°. zjednodu²it, pomocí vhodných analytických postup·.

5.2.1 Parciální derivace jedné prom¥nné

Do této skupiny pat°í nap°. parciální diferenciální rovnice, které obsahují par-

ciální derivace pouze podle jedné prom¥nné. Jde tedy o rovnice typu

F

(
x1, x2, . . . , xn, z,

∂z

∂x1
,
∂2z

∂x2
1

)
= 0. (265)

Rovnice, které mají tento tvar, m·ºeme °e²it jako oby£ejné diferenciální rovnice

druhého °ádu.

5.2.2 Sniºování °ádu derivace

Dal²í skupinou parciálních diferenciálních rovnic jsou rovnice, u nichº lze sníºit

°ád derivace. Jde o rovnice typu

F

(
x1, x2, . . . , xn,

∂z

∂x1
,
∂2z

∂x2
1

,
∂2z

∂x1∂x2
,

∂2z

∂x1∂x3
, . . . ,

∂2z

∂x1∂xn

)
= 0. (266)

V rovnici tohoto typu pouºijeme substituci

∂z

∂x1
= y. (267)

S pomocí této substituce p°evedeme rovnici do tvaru

F

(
x1, x2, . . . , xn, y,

∂y

∂x1
,
∂y

∂x2
, . . . ,

∂y

∂xn

)
= 0. (268)

Tato rovnice je parciální diferenciální rovnice prvního °ádu, jejímº obecným

°e²ením je funkce y. Toto °e²ení dosadíme do ∂z
∂x1

= y a integrací získáne obecné

°e²ení p·vodní rovnice.
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5.2.3 Separace prom¥nných

�asto pouºívanou metodou jemetoda separace prom¥nných (Fourierova metoda).

Tato metoda je zaloºena na p°edpokladu, ºe °e²ení diferenciální rovnice lze

vyjád°it ve tvaru

z (x1, x2, x3, . . . , xn) = g (x1) + h (x2, x3, . . . xn) , (269)

pop°. ve tvaru

z (x1, x2, x3, . . . , xn) = g (x1)h (x2, x3, . . . xn) . (270)

Dosadíme-li n¥který z uvedených výraz· do parciální diferenciální rovnice druhého

°ádu, a pokud se poda°í odd¥lit p°i °e²ení ob¥ funkce g i h, pak tímto postu-

pem p°evedeme parciální diferenciální rovnici na soustavu diferenciálních rovnic.

Pouºití n¥které z uvedených substitucí má tedy za cíl p°evést parciální diferen-

ciální rovnici druhého °ádu do tvar

G

(
x1, g,

∂g

∂x1
,
∂2g

∂x2
1

)
= H (r) (271)

r = x2, x3, · · · , xn, h,
∂h

∂x2
,
∂h

∂x3
, . . . ,

∂h

∂xn
,
∂2h

∂x2
2

,
∂2h

∂x2∂x3
,

, · · · , ∂2h

∂x2∂xn
,
∂2h

∂x2
3

,
∂2h

∂x3∂x4
, · · · , ∂

2h

∂x2
n

Vzheledem k tomu, ºe na levé stran¥ je pouze prom¥nná x1, zatímco na pravé

stran¥ jsou pouze prom¥nné x2, x3, . . . , xn, m·ºe být tato rovnost spln¥na pouze

tehdy, pokud se ob¥ strany rovnice rovnají téºe konstant¥. Uvedenou rovnici

lze tedy vyjád°it soustavu rovnic

G

(
x1, g,

∂g

∂x1
,
∂2g

∂x2
1

)
= K (272)

H (r) = K

r = x2, x3, · · · , xn, h,
∂h

∂x2
,
∂h

∂x3
, . . . ,

∂h

∂xn
,
∂2h

∂x2
2

,
∂2h

∂x2∂x3
,

, · · · , ∂2h

∂x2∂xn
,
∂2h

∂x2
3

,
∂2h

∂x3∂x4
, · · · , ∂

2h

∂x2
n

P°estoºe nelze separaci prom¥nných pouºít ve v²ech p°ípadech, je tato metoda

ú£inná i p°i °e²ení n¥kterých nelineárních parciálních diferenciálních rovnic.
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5.3 Lineární parciální diferenciální rovnice druhého °ádu

Jako lineární parciální diferenciální rovnici druhého °ádu pro fuknci dvou nezávisle

prom¥nných x,y ozna£ujeme diferenciální rovnici, kterou lze zapsat v obecném

tvaru

A (x, y)
∂2z (x, y)
∂x2

+B (x, y)
∂2z (x, y)
∂x∂y

+ C (x, y)
∂2z (x, y)
∂y2

+

+D (x, y)
∂z (x, y)
∂x

+ E (x, y)
∂z (x, y)
∂y

+ cz (x, y) +G (x, y) = 0, (273)

kde A,B,C,D,E, F,G jsou spojité funkce prom¥nných x, y v oblasti, ve které

uvedené rovnice °e²íme. Vytvo°íme determinant

δ =
∣∣∣∣A (x, y)
B (x, y)

B (x, y)
C (x, y)

∣∣∣∣ (274)

Pokud si pro v²echny body ve zkoumané oblasti determinant δ zachovává své

znaménko (v celé oblasti na tedy determinant stejné znaménko), pak uvedené

diferenciální rovnice d¥líme následujícím zp·sobem:

� pro δ > 0 jde o eliptickou diferenciální rovnici

� pro δ = 0 jde o parabolickou diferenciální rovnici

� pro δ < 0 jde o hyperbolickou diferenciální rovnici

M¥ní-li se v²ak znaménko diskriminantu δ v daném oboru, °íkáme, ºe rovnice

(273) je v daném oboru smí²eného typu.

Kanonický tvar rovnice a fyzikální interpretace Kaºdou rovnici daného

typu lze vhodnou transformací sou°adnic v okolí kaºdého bodu (x0, y0) náleºícího
zkoumané oblasti p°evést na tzv. kanonický tvar.

5.3.1 Diferenciální rovnice parabolického typu

Kanonický tvar parabolické rovnice lze zapsat jako

∂2z

∂y2
+ a2 (x, y)

∂z

∂x
+ b2 (x, y)

∂z

∂y
+ c2 (x, y) z + d2 (x, y) = 0. (275)

V obecném tvaru bývá také kanonická tvar zapisován takto

∂2z

∂y2
= F1

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
, (276)
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pop°. lze zapsat i takto

∂2z

∂x2
= F1

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
, (277)

nebo pokud budeme chtít rovnici zapsat pomocí Laplaceova operátoru, musíme

si uv¥domit, ºe parabolické rovnice pat°í mezi tzv. evolu£ní úlohy. Modelují

£asov¥ závislé jevy, jedna prom¥nná ozna£ená t má význam £asu, ostatní jsou

prom¥nné xi(nebo x,y,z ) popisují prostorovou polohu bodu v £ase.

Kanonický tvar parabolické rovnice lze tedy zapsat ve tvaru zt = 4z + F ,

kde Laplace·v operátor4 obsahuje sou£et druhých derivací pouze prostorových

prom¥nných. Rovnice modekuje vedení tepla v tuhém prost°edí. Obvykle

uvaºujeme po£áte£ní okrajovou úlohu, kdy je rovnice dopln¥na jednou okra-

jovou podmínkou podél hranice oblasti a jednou po£áte£í podmínkou.

Rovnice parabolického typu mají jednu charakteristiku ϕ1 (x, y) = C1, kterou

získáme integrací rovnice

Ay −Bdx = 0

Pravd¥podobn¥ jako nejznám¥j²ím p°íkladem parciální diferenciální rovnice

parabolického typu je rovnice, která je ozna£ovaná jako rovnice vedení tepla.

Matematická formulace nestacionárního vedení tepla umoº¬uje obecné vyjad°ení

diferenciální rovnice vedení tepla. V obecném vyjád°ení se rovnice vedení tepla

zapisuje jako

∂z

∂t
=
∂2z

∂x2
1

+
∂2z

∂x2
2

+ . . .+
∂2z

∂x2
n

+ f (x1, x2, . . . , xn, t) (278)

Tato nehomogenní rovnice je pojmenována podle toho, ºe popisuje vedení tepla

v n-rozm¥rném prostoru s £asem t.

Pokud v rovnici vedení tepla platí f = 0, pak dostaneme homogenní rovnici

vedení tepla

∂z

∂t
=
∂2z

∂x2
1

+
∂2z

∂x2
2

+ . . .+
∂2z

∂x2
n

(279)

Z fyzikálního hlediska se jedná o p°ípad, kdy se ve vy²et°ované oblasti nenachází

ºádné zdroje tepla.

Omezme se pro jednoduchost na rovnici

∂z

∂t
= D

∂2z

∂x2
. (280)

Tato rovnice ur£uje chování funkce z(t, x), která závisí na dvou prom¥nných.

53



První prom¥nná t mívá význam £asu, druhá x bývá prostorová sou°adnice.

Rovnici (280) lze snad zobecnit pro více prostorových prom¥nných nap°.

∂z

∂t
= D

(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)
(281)

Jak jiº bylo °e£eno, p°íkladem parabolické rovnice je rovnice vedení tepla

∂

∂x

(
k
∂T

∂x

)
= %c

∂T

∂t
, (282)

tato rovnice popisuje £asový vývoj teploty T (t, x) uvnit° nekone£né st¥ny.

Konstanta k má význam tepelné vodivosti materiálu, c je tepelná kapacita a %

je hustota.

Jiným p°íkladem je rovnice difuze pro hustotu £ástic n (t, x)

∂n

∂x
− 1
k2

∂n

∂t
= 0, (283)

kde k je transportní koe�cient.

Parabolická rovnice nám vlastn¥ °íká, ºe tam kde je druhá derivace záporná,

hledaná funkce v £ase klesá a naopak. Dochází tak k vyhlazování pr·b¥hu funkce

- teploty se vyrovnávají, hustoty £ástic v r·zných bodech se srovnávají.

Abychommohli rovnici °e²it je t°eba znát hodnoty hledané funkce v po£áte£ním

£ase t = 0. Po£áte£ní podmínka má obecn¥ tvar

z(0, x) = p (x) , (284)

kde p (x) je známá funkce.

Zadání po£áte£ní podmínky v²ak pro výpo£et nedosta£uje. Je t°eba také

v¥d¥t, co se odehrává na okrajích studované oblasti. Budeme uvaºovat interval

xε 〈y1, y2〉. Nap°. p°i °e²ení rovnice vedení tepla, bude x = y1 reprezentovat

vnit°ní povrch st¥ny a x = y2 vn¥j²í povrch st¥ny.Okrajová podmínka m·ºe mít

dva základní tvary.

První moºností je p°ímo zadání hodnot na hranici oblasti (Dirichletova pod-

mínka) tj.

z(t, y1) = g0 (t) nebo z(t, y2) = g1 (t) .

Druhou moºností je zadání prostorové derivace funkce (Neumannova pod-

mínka) tj.

∂z
∂x (t, y1) = g2 (t) nebo ∂z

∂x (t, y2) = g3 (t) .

Nap°íklad u rovnice vedení tepla této podmínce odpovídá zadání tepelného toku,

nap°. nulová derivace odpovídá dokonale izolovanému povrchu st¥ny.
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5.3.2 Diferenciální rovnice hyperbolického typu

Hyperbolická rovnice má kanonický tvar

∂2z

∂x2
− ∂2z

∂y2
+ a3 (x, y)

∂z

∂x
+ b3 (x, y)

∂z

∂y
+ c3 (x, y) z + d3 (x, y) = 0. (285)

Kanonický tvar bývá také zapisován

∂2z

∂x2
− ∂2z

∂y2
= F

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
(286)

Pouºívá se také jiný kanonický tvar, který zapisujeme jako

∂2z

∂x∂y
= G

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
, (287)

p°ípadn¥ pokud budeme chtít rovnici zapsat pomocí Laplaceova operátoru,

musíme mít na pam¥ti, ºe hyperbolické, stejn¥ jako parabolické, rovnice pat°í

mezi tzv. evolu£ní úlohy. Modelují £asov¥ závislé jevy, jedna prom¥nná oz-

na£ená t má význam £asu, ostatní prom¥nné xi (nebo x, y, z ) popisují polohu

bodu v prostoru v daném £asovém okamºiku.

Kanonický tvar hyperbolické rovnice s pouºitím Laplaceova operátoru lze

zapsat ve tvaru ztt=4z+F. Rovnice modeluje r·zné kmity a ²í°ení vln. Ob-

vykle uvaºujeme po£áte£ní okrajovou úlohu, kdy je rovnice dopln¥na op¥t jed-

nou okrajovou podmínkou podél celé hranice oblasti ale dv¥ma po£áte£ními

podmínkami.

Rovnice hyperbolického typu mají dv¥ reálné charakteristiky ϕ1 (x, y) = C1

a ϕ2 (x, y) = C2, které získáme integrací rovnice

Ady −
(
B ±

√
B2 −AC

)
dx = 0. (288)

Významnou hyperbolickou diferenciální rovnicí druhého °ádu je vlnová rovnice,

která popisuje celou °adu vln¥ní, a´ uº v akustice, optice, elektromagnetismu,

nebo v mechanice p°i popisu strun nebo kapalin.

Jako vlnovou rovnici ozna£ujeme rovnici, kterou lze vyjád°it ve tvaru

1
c2
∂2z

∂t2
=
∂2z

∂x2
1

+
∂2z

∂x2
2

+ . . .+
∂2z

∂x2
n

, (289)

z p°itom p°edstavuje skalární funkci polohy a £asu.

Nap°íklad pro harmonický oscilátor má tato rovnice tvar

y = a sin (ωt+ ϕ) , (290)
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kde je ω úhlová rychlost a ϕ je po£áte£ní fáze.

Pod pojmem vlnová rovnice je obvykle my²lena homogenní rovnice. V obec-

n¥j²ím tvaru má vlnová rovnice nehomogenní vyjád°ení

1
c2
∂2z

∂t2
=
∂2z

∂x2
1

+
∂2z

∂x2
2

+ . . .+
∂2z

∂x2
n

+ f (x1, x2, . . . , xn) . (291)

P°i popisu vln¥ní se pojem vlnová rovnice uºívá k ozna£ení diferenciální

rovnice, která charakterizuje dynamiku daného vln¥ní. V takovém p°ípad¥ m·ºe

být ozna£ení vlnová rovnice pouºito pro libovolnou (i nelineární) diferenciální

rovnici.

Zabývejme se pro jednoduchost hyperbolickou rovnicí ve tvaru

∂2z

∂t2
= a2 ∂

2z

∂x2
. (292)

Op¥t hledáme funkci z(t, x), která je funkcí £asu t a prostorové sou°ad-

nice x. Rovnice (292) se £asto nazývá vlnová rovnice. Ve fyzice se totiº touto

rovnicí popisuje ²í°ení vln¥ní, nap°íklad na napnuté strun¥. Funkce z(t, x) po-

tom reprezentuje výchylku struny z rovnováºné polohy v £ase t a v míst¥ x.

Konstanta a p°edstavuje rychlosti ²í°ení vlny po strun¥.

Vlnová rovnice pro strunu je pohybová rovnice - °íká nám, ºe zrychlení úseku

struny
(
∂2z
∂t2

)
je úm¥rné síle, která na n¥j p·sobí. Tam, kde má výchylka struny

zápornou druhou derivaci, je struna urychlována sm¥rem dol· a naopak.

Pro °e²ení rovnice je t°eba zadat oblast °e²ení, okrajové a po£áte£ní pod-

mínky stejn¥ jako u parabolické rovnice. Zadání po£áte£ních podmínek se ale

li²í od parabolických rovnic. Na po£átku nesta£í zadat hodnoty funkce z(t, x),
nap°. po£áte£ní výchylku struny. Je t°eba téº zadat hodnotu derivace ∂z

∂t , tj.

nap°. rychlost pohybu struny na po£átku. Po£áte£ní podmínky mají tedy tvar

z (0, x) = p (x) (293)

∂z

∂t
(0, x) = q (x) (294)

5.3.3 Diferenciální rovnice eliptického typu

Kanonický tvar eliptické rovnice je

∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
+ a1 (x, y)

∂z

∂x
+ b1 (x, y)

∂z

∂y
+ c1 (x, y) z + d1 (x, y) = 0. (295)

M·ºeme také kanonický tvar zapsat takto

56



∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= F

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
, (296)

nebo pokud rovnici zapí²eme pomocí Laplaceova operátoru4z =
∑
i

(
∂2z
)
/
(
∂x2

i

)
nabude tvar

4z = F. (297)

Eliptické rovnice lze interpretovat jako rovnici ustáleného stavu r·zných

fyzikálních jev·: vedení tepla v izotropní desce nebo t¥lese, difúze, deformace

tenké membrány atd. Rovnice je obvykle dopln¥na jednou okrajovou podmínkou

podél celé hranice. V p°ípad¥ anizotropního materiálu v rovnici vystupuje difer-

enciální operátor s pozitivn¥ de�nitivní maticí koe�cient· aij . Tyto rovnice

nazýváme také stacionární.

Rovnice eliptického typu mají dv¥ komplexn¥ sdruºené chrakteristiky

ϕ1 (x, y) = C1a ϕ2 (x, y) = ϕ1 (x, y) = C2, které získáme °e²ením rovnice

Ady2 − 2Bdxdy + Cdx2 = 0 (298)

Zabývejme se eliptickými rovnicemi ve tvaru

∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= f (x, y) (299)

V p°ípad¥ eliptických rovnic hledáme funkci z(x, y), která je funkcí dvou

prostorových prom¥nných x a y. Nemáme zde ºádnou prom¥nnou s významem

£asu. Funkce f (x, y) je známá zadaná funkce. Tato eliptická rovnice se také

nazývá Poissonova rovnice. V p°ípad¥, ºe pravá strana rovnice je nulová, mlu-

víme o Laplaceov¥ rovnici

∂2z

∂x2
+

∂2

∂y2
= 0 (300)

Jako fyzikální p°íklad lze uvést rovnici pro elektrostatický potenciál ϕ

∂ϕ2

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= − %

ε0
, (301)

kde % (x, y)má význam hustoty náboje. Eliptické rovnice jsou speciálním p°ípa-

dem vyjád°ení parabolických rovnic ve stacionární stavu. Pokud se totiº °e²ení

(281) jiº nem¥ní, tj. £asová derivace je nulová, dostaneme rovnici (300). Tak

dostaneme nap°. rovnici pro stacionární rozloºení teploty T (x, y)

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= q (x, y) (302)

Díky tomu, ºe u eliptických rovnic není prom¥nná s významem £asu, nejsou
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pot°eba ºádné po£áte£ní podmínky. Je t°eba zadat oblast, na které budeme hle-

dat °e²ení. V na²em p°ípad¥ dvou prostorových prom¥nných to bude £ást roviny.

My se omezíme na nejjednodu²²í p°ípad, kdy oblastí °e²ení bude obdélník. Na

hranicích oblasti °e²ení je t°eba zadat okrajové podmínky. Okrajové podmínky

mohou být n¥kolika druh· stejn¥ jako u parabolických a hyperbolických rovnic.

5.4 Jednoduché metody °e²ení parciálních diferenciálních

lineárních rovnic druhého °ádu

5.4.1 Rovnice typu ∂2z
∂x2 = 0; ∂2z

∂x∂y = 0

Tyto rovnice °e²íme tím, ºe pouºijeme substituci

∂z

∂x
= p, kde p = p (x) . (303)

Pak obdrºíme rovnice
∂p

∂x
= 0,

∂p

∂y
= 0. (304)

P°íklad:

Zadání:

∂2z

∂x2
= 0 (305)

�e²ení:

Poloºme
∂z

∂x
= p, (306)

kde p = p (x, y) . Pak z dané rovnice plyne

∂p

∂x
= 0 (307)

a odtud

p = f (y) =
∂z

∂x
. (308)

Integrací rovnice ∂z
∂x = f (y) dostáváme

z = x f (y) + g (y) , (309)

kde f a g jsou libovolné �nkce argumentu y.

5.4.2 Rovnice typu ∂2z
∂x2 = F (x, y) a ∂2z

∂x∂y = F (x, y)

Rovnice tohoto typu se °e²í analogicky jako rovnice p°ede²lé, tedy typu 5.4.1.
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Poloºíme-li ∂z∂x = p, kde p = p (x, y), p°ejde daná rovnice ∂2z
∂x2 = F (x, y)

v rovnici ∂p∂x = F (x, y), takºe

p =
∫
F (x, y) dx+ f (y) =

∂z

∂x
. (310)

Odtud po integraci dostáváme

z =
∫ (∫

F (x, y) dx
)
dx+ x f (y) + g (y) , (311)

kde f ,g jsou libovolné funkce argumentu y.

Podobn¥ postupujeme u rovnice typu ∂2z
∂x∂y = F (x, y).

P°íklad

Zadání:

∂2z

∂x2
= 6x2 − 2y (312)

�e²ení:

Poloºíme
∂z

∂x
= p, (313)

takºe
∂p

∂x
= 6x2 − 2y (314)

a odtud

p =
∂z

∂x
= 2x3y − 2xy + f (y) . (315)

Dal²í integrací dostaneme

z =
1
2
x4y − x2y + x f (y) + g (y) , (316)

kde f ,g jsou libovolné funkce argumentu y.

5.4.3 Rovnice typu A (x, y) ∂2z
∂xi∂xj

+B (x, y) ∂z
∂xi

= F (x, y)

a)

A (x, y)
∂2z

∂x2
+B (x, y)

∂z

∂x
= F (x, y) (317)

b)

A (x, y)
∂2z

∂x∂y
+B (x, y)

∂z

∂x
= F (x, y) (318)

Tyto rovnice se op¥t zpravidla °e²í substitucí ∂z
∂x = p. Tím obdrºíme z dané

diferenciální rovnice (parciální) oby£ejnou diferenciální rovnici prvního °ádu, a
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to pro funkci p (x, y).

c)

A (x, y)
∂2z

∂x∂y
+B (x, y)

∂z

∂y
= F (x, y) (319)

Tento typ rovnice se bude °e²it analogicky jako p°edchozí dva typy, av²ak se

substitucí ∂z∂y = q (x, y).

P°íklad:

Zadání:

x
∂2z

∂x∂y
+
∂z

∂y
= 4e2x−y (320)

�e²ení:

Poloºíme-li
∂z

∂y
= q (x, y) , (321)

obdrºíme rovnici

x
∂q

∂x
+ q = 4e2x−y. (322)

Dostali jsme oby£ejnou lineární diferenciální rovnici s neznámou funkcí

q = q (x, y). Protoºe její levá strana je rovna parciální derivaci ∂(xp)
∂x , kdeºto její

pravá strana se rovná parciální derivaci
∂(2e2x−y)

∂x , dostáváme

xq = 2e2x−y + f (y) . (323)

Odtud je

q =
∂z

∂y
=

2
x
e2x−y +

1
x
f (y) , (324)

a to pro x 6= 0, takºe

z =
2
x

∫
e2x−ydy +

1
x
f (y) dy + g (x) (325)

neboli

z =
2
x
e2x
(
−e−y

)
+

1
x
F (y) + g (x) =

1
x

[
F (y)− 2e2x−y]+ g (x) , (326)

kde f , g jsou libovolné funkce.

5.4.4 Rovnice typu A (x, y) ∂
2z
∂x2

i
+B (x, y) ∂z

∂xi
= F (x, y)

a)

A (x, y)
∂2z

∂x2
+B (x, y)

∂z

∂x
+ C (x, y) z = F (x, y, u) (327)
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b)

A (x, y)
∂2z

∂y2
+B (x, y)

∂z

∂y
+ C (x, y) z = F (x, y, u) (328)

Dané typy rovnic p°edstavují oby£ejné lineární rovnice °ádu druhého vzhledem

k argumentu x(pop°. y), povaºujeme-li druhý argument za parametr.

P°íklad:

Zadání:

�e²me rovnici

∂2z

∂x2
− 3y

∂z

∂x
+ 2y2z = 2(y − 1)e2x−y. (329)

�e²ení:

Vzhledem s argumentu x jde o oby£ejnou lineární rovnici °ádu druhého.

P°íslu²ná zkrácená rovnice má charakteristickou rovnici

r2 − 3yr + 2y2 = 0 (330)

má ko°eny

r1,2 =
3y ± y

2
=<

2y
y
. (331)

Proto dopl¬kový integrál je tvaru

ẑ = f (y) exy + g (y) e2xy, (332)

kde f , g jsou libovolné funkce argumentu y. Hlavní integrál, ur£ený metodou

neur£itých koe�cient·, je

Z = e2x−y/ (y − 1) , (333)

a to pro y 6= 1. Proto obecný integrál dané rovnice je tvaru

z = [f (y) + exyg (y)] exy +
e2x−y

y − 1
. (334)

5.4.5 Rovnice typ· A (x, y) ∂
2z
∂x2

i
+B (x, y) ∂2z

∂xi∂xj
+ C (x, y) ∂z

∂xi
= F (x, y)

a)

A (x, y)
∂2z

∂x2
+B (x, y)

∂2z

∂x∂y
+ C (x, y)

∂z

∂x
= F (x, y) (335)

b)

A (x, y)
∂2z

∂x∂y
+B (x, y)

∂2z

∂y2
+ C (x, y)

∂z

∂y
= F (x, y) (336)
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Rovnice p°evedeme pomocí substituce ∂z
∂x = p (x, y), pop°. ∂z

∂y = q (x, y) na

parciální lineární diferenciální rovnici prvního °ádu argument· x, y s neznámou

funkcí p, pop°. q, tj. na rovnice

a)

A
∂p

∂x
+B

∂p

∂y
= F − Cp (337)

b)

A
∂q

∂x
+B

∂q

∂y
= F − Cq (338)

Ur£íme-li její obecný integrál (s jednou libovolnou funkcí), pak dal²í integrací

podle x (pop°. podle y) dostaneme hledanou funkci z s druhou libovolnou funkcí.

P°íklad:

Zadání:

�e²me rovnici
∂2z

∂x∂y
− y ∂2z

∂x∂y
+
∂z

∂x
= y2. (339)

�e²ení:

Pouºijeme substituci ∂z∂x = p . Tím daná rovnice p°ejde v rovnici

x
∂p

∂x
− y ∂p

∂y
= y2 − p. (340)

Coº je lineární parciální diferenciální rovnice prvního °ádu vzhledem k neznámé

funkci p = p (x, y).
P°íslu²ná symetrická soustava je tvaru

dx

x
=
dy

y
=

dp

y2 − p
. (341)

Odtud z prvních dvou £len· ur£íme

ln |x| = −ln |y|+ ln |C1| (342)

neboli xy = C1.

Z druhého a t°etího £lenu plyne

y dp− p dy + y2dy = 0, (343)

neboli y dp−p dyy2 + dy = 0. Odtud dostáváme p
y + y = C2. Proto obecný integrál
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uvedené symetrické soustavy je tvaru p
y + y = f (xy), neboli

p =
∂z

∂x
= y f (xy)− y2, (344)

kde f je libovolná funkce. Odtud dostaneme

z = −xy2 + g (y) +
∫
y f (xy) dx. (345)

Substitucí t = xy, dt = y dx zjistíme, ºe∫
y f (xy) dx =

∫
f (t) dt = F (t) = F (xy) . (346)

Proto hledaný obecný integrál dané parciální diferenciální rovnice je tvaru

z = g (y) + F (xy)− xy2, (347)

kde F , g jsou libovolné funkce.
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Part III

Vyuºití metod numerické

matematiky pro °e²ení

diferenciálních rovnic ve fyzice

Numerická (výpo£tová) matematika se zabývá °e²ením problém· pro konkrétní

£íselné hodnoty a tvo°í jeden z most· mezi teorií a praxí matematiky. �e²í tri-

viální p°íklady jako je s£ítání, ale i sloºit¥j²í p°íklady zahrnující iteraci, metodu

kone£ných prvk· nebo aproximaci derivace a integrálu. Ve skute£nosti lze jen

málo problém· vzniklých matematizací reálných situací vy°e²it p°esn¥ i tehdy,

jsou-li p°esn¥ zadána vstupní data (coº v²ak také £asto není spln¥no). Pak

je t°eba sáhnout k numerické matematice (o to v¥t²í význam má pak p°esné

°e²ení n¥jakého problému v dostate£né obecnosti). Z tohoto d·vodu jsou sm¥ry

výzkumu numerické matematiky ur£ovány pot°ebami fyziky, chemie a ostatních

exaktních v¥dních obor·.

Sou£asn¥ s rozvojem vyuºití výpo£etní techniky pro modelování nejr·zn¥j²ích

jev·, vzrostl význam numerické matematiky. Byla proto vyvinuta celá °ada

nových metod, z nichº nejvýznam¥j²í jsou nap°íklad:

� Numerické °e²ení soustav lineárních rovnic

� Gaussova elimina£ní metoda

� Choleského dekompozice

� Interpolace a aproximace - výpo£et funk£ní hodnoty f (x) na základ¥

znalosti funk£ních hodnot v okolí x

� Numerická derivace - výpo£et derivace ( resp. gradientu) f´ (x) na základ¥
znalosti hodnot f (x)

� Numerická integrace - výpo£et ur£itého integrálu
∫ x2

x1
f (x) dx

� Numerická kvadratura a kubatura

� Numerické °e²ení soustav nelineárních rovnic - °e²ení soustavy rovnic F (x) =
0

� Metoda te£en

� Numerická optimalizace - °e²ení soustavy rovnic F (x)→ min
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� Metoda nejmen²ích £tverc·

� Numerické °e²ení oby£ejných diferenciálních rovnic

� Eulerova metoda

� Rungoe - Kuttovy metody

� Vícekrokové metody

� Adamsovy formule

� Numerické metody pro systémy �STIFF�

� Implicitní jednokrokové metody

� Numerické °e²ení parciálních diferenciálních rovnic

� Metoda sítí

� Metoda p°ímek

Nyní se podrobn¥ji podíváme na dv¥ metody numerické matematiky, na

metodu sítí a metodu kone£ných prvk·, které pat°í k základním metodám vyuºí-

vaným p°i °e²ení fyzikálních jev·..
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6 Metoda sítí

Ukáºeme si základní metodu na numerické °e²ení parciálních diferenciálních

rovnic, tzv. metodu sítí p°esn¥ji zvanou metodu kone£ných diferencí. V této

metod¥ se místo spojité funkce hledají pouze odhady °e²ení v kone£ném po£tu

bod·. Tyto body tvo°í v oblasti °e²ení sí´, odtud název metody. Existuje celá

°ada r·zných druh· sít¥ dle charakteristiky problému, které m·ºeme vid¥t na

obrázku zobrazeném níºe.

Obrázek: P°íklady sítí pro p°evod parciální diferenciální rovnice na rovnice

diferen£ní

a) Pravidelná obdelníková sí´; b) �tvercová sí´; c) Pravidelná trojúhelníková

sí´; d) Nepravidelná ostroúhlá sí´; e) Pravidelná polární sí´; f) �estere£ná sí´

66



6.1 Metoda sítí pro parabolické rovnice

6.1.1 Konstrukce sít¥

Obrázek: Konstrukce rovnom¥rné ortogonální sít¥

My se omezíme na nejjednodu²²í p°ípad pravoúhlé rovnom¥rné sít¥. Body

této sít¥ mají sou°adnice [tn, xi]. �asové okamºiky tn jsou rovnom¥rn¥ rozmíst¥ny

s £asovým krokem τ a prostorové body jsou rovnom¥rn¥ rozmíst¥ny s krokem h

tj.

xj = jh j = 0, 1, . . . ,M h = L/M

tn = nτ n = 0, 1, . . . , N

Místo spojité funkce z(t, x) tedy budeme hledat odhady tohoto °e²ení v uzlovém

bod¥ zni , tak aby v ideálním p°ípad¥ platilo zni = z(tn, xi). Tento vztah neb-

ude platit p°esn¥, protoºe numerická metoda bude zatíºena numerickou chybou.

Diferenciální rovnice je nutné pro pot°eby numerické matematiky p°evést na

tzv. diferen£ní rovnici pro prom¥nné zni .
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Obrázek: Schémata pro °e²ení parabolické rovnice

6.1.2 Explicitní metoda

V nejjednodu²²í tzv. expplicitní metod¥ pouºijeme následující p°ibliºné vzorce

∂z

∂t
=
zn+1
i − zni

τ
(348)

∂2z

∂x2
=
zni+1 − 2zni + zni−1

h2
(349)

Dosazenim do (280) dostaneme diferen£ní rovnici pro zni

zn+1
i − zni

τ
=
zni+1 − 2zni + zni−1

h2
. (350)

Z této rovnice m·ºeme vyjád°it zn+1
i

zn+1
i = zni +

Dτ

h2

(
zni+1 − 2zni + zni−1

)
, (351)

pokud známe °e²ení zni v £asový okamºik tn, m·ºeme z této rovnice vypo£ítat

°e²ení zn+1
i v následující £asový okamºik tn+1. Výpo£et zna£neme v £ase

t = t0 = 0, kde máme zadáno °e²ení po£áte£ní podmínkou. Poté postupujeme

£asem a ze vztahu (351) vypo£ítáme °e²ení v £ase t1, t2, . . .. Vztah (351) v²ak

nelze pouºít v krajních hodnotách, protoºe nap°íklad k výpo£tu zn+1
0 pot°ebu-

jeme znát hodnotu zn−1, která ale leºí mimo studovanou oblast. Pro výpo£et

krajních hodnot zn+1
0 a zn+1

I je tedy pot°eba pouºít okrajových podmínek.

Explicitní metoda je celkem jednoduchá, má ale jedno podstatné omezení.

Pokud je £asový krok p°íli² velký, metoda není tzv. stabilní. To se projeví

po n¥kolika krocích metody, kdy se objeví na pr·b¥hu funkce zákmity, které

se postupn¥ zesilují, aº °e²ení diverguje. Takové chování není ºádoucí. Aby

tato situace nenastala, tj. aby metoda byla stabilní, je t°eba, aby byla spln¥na

následující podmínka
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τD

h2
≤ 1

2
. (352)

Takováto podmínka, která zaji²´uje stabilitu metody, se nazývá podmínka

stability. Numerické metody se z toho hlediska d¥lí na t°i druhy - metody

stabilní, nestabilní a podmín¥n¥ stabilní. Metoda se nazývá podmín¥n¥ stabilní,

pokud pot°ebujeme k zaji²t¥ní stability n¥jakou podmínku, jako nap°. vý²e

uvedená explicitní metoda.

Podmínka (352) omezuje velikost £asového kroku. Tato podmínka je bohuºel

dost p°ísná. Pokud je nap°íklad tato podmínka p°esn¥ spln¥na a my chceme

zmen²it prostorový krok na polovinu, je pot°eba zmen²it £asový krok £ty°ikrát,

£ímº v d·sledku vzroste £asová náro£nost osmkrát.

6.1.3 Implicitní metoda

Implicitní metoda vylep²uje explicitní metodu tím, ºe odstra¬uje podmínku

stability. Je tedy stabilní, nikoliv jen podmín¥n¥ stabilní. Tato metoda pouºívá

jinou aproximaci druhé prostorové derivace neº je (349) a to

∂2z

∂x2
=
zn+1
i+1 − 2zn+1

i + zn+1
i−1

h2
(353)

Pouºijeme tedy stejný deriva£ní vzorec, ale vztaºený k jinému £asovému okamºiku.

Dostaneme tak

zn+1
i − zni

τ
= D

zn+1
i+1 − 2zn+1

i + zn+1
i−1

h2
(354)

Z této rovnice nem·ºeme p°ímo vypo£ítat °e²ení v novém £ase tn+1, protoºe k

výpo£tu zn+1
i je t°eba jiº znát °e²ení v sousedních bodech zn+1

i+1 a zn+1
i−1 . Rovnice

(354) p°edstavuje tedy vztah mezi t°emi hledanými hodnotami v novém £ase

tn+1 ve t°ech sousedních bodech.

Ozna£me si nyní α = τD
h2 , p°edchozího vztahu tedy dostaneme:

zn+1
i − zni = α

(
zn+1
i+1 − 2zn+1

i + zn+1
i−1

)
(355)

−αzn+1
i−1 + (1 + 2α) zn+1

i − αzn+1
i+1 = zni (356)

Pro r·zná imáme r·zné rovnice, dohromady tvo°í tyto rovnice soustavu lineárních

rovnic pro neznámé zn+1
i . V maticovém zápisu
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1 + 2α −α
−α 1 + 2α −α

−α 1 + 2α
. . .

1 + 2α −α
−α 1 + 2α





zn+1
0

zn+1
1

zn+1
2

...

zn+1
I−1

zn+1
I


=



zn0

zn1

zn2
...

znI−1

znI


(357)

�e²ením této soustavy dostaneme °e²ení v novém £asovém okamºiku tn+1.

6.1.4 Crankovo-Nicholsonovo schéma

P°edchozí implicitní metoda je vºdy stabilní. Z hlediska stability lze v této

metod¥ volit libovoln¥ velký krok. Pokud v²ak zvolíme v¥t²í krok, diskreta£ní

chyba se zv¥t²í. Je tedy vhodné pouºít metodu, u které poroste chyba co nejpo-

maleji. V [24] je uvedena chyba implicitní a explicitní metody ve tvaru O
(
τ, h2

)
.

Chyba je tedy úm¥rná pouze v první mocnin¥ £asového kroku. To je zp·sobeno

tím, ºe ob¥ metody jsou nesymetrické v £ase. Tuto asymetrii odstra¬uje Crank-

Nikolsonova metoda. Tato metoda místo prostorové derivace v £ase tn (jako

explicitní metoda) nebo v £ase tn+1 (jako implicitní metoda) pouºívá pr·m¥r z

obou moºností, tj.

zn+1
i − zni

τ
= D

1
2

[
zn+1
i+1 − 2zn+1

i + zn+1
i−1

h2
+
zni+1 − 2zni + zni−1

h2

]
(358)

neboli

zn+1
i − zni =

α

2
[(
zn+1
i+1 − 2zn+1

i + zn+1
i−1

)
+
(
zni+1 − 2zni + zni−1

)]
(359)

Z této rovnice op¥t nelze p°ímo vypo£ítat °e²ení v novém £ase, rovnici tedy

nejprve upravíme

−α
2
zn+1
i−1 + (1 + α) zn+1

i − α

2
zn+1
i+1 = zni +

α

2
(
zni+1 − 2zni + zni−1

)
(360)

Máme tedy op¥t soustavu lineárních rovnic pro °e²ení v £ase tn+1. V maticovém

zápisu je tato soustava
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1 + α −α2
−α2 1 + α −α2

−α2 1 + α

. . .



zn+1

0

zn+1
1

zn+1
2

...

 =


zn0 + α

2 (zn1 − 2zn0 )
zn1 + α

2 (zn2 − 2zn1 + zn0 )
zn2 + α

2 (zn3 − 2zn2 + zn1 )
...


(361)

Crankova-Nicholsonova metoda je nepodmín¥n¥ stabilní stejn¥ jako implicitní

metoda. Její chyba je ale men²í a je °ádu O
(
τ2, h2

)
. Tato metoda je tém¥°

stejn¥ £asov¥ náro£ná jako implicitní metoda, je ale p°esn¥j²í, a proto bychom

jí m¥li dávat p°ednost.

6.2 Metoda sítí pro hyperbolické rovnice

6.2.1 Konstrukce sít¥

Konstrukce sít¥ je stejná jako v p°ípad¥ parabolické rovnice v (6.1.1).

Obrázek: Schémata pro °e²ení hyperbolické rovnice

6.2.2 Explicitní metoda

Nejjedno²²í je op¥t explicitní metoda. P°i této metod¥ pouºijeme následující

aproximace derivací

∂2z

∂t2
=
zn+1
i − 2zni + zn−1

i

τ2
(362)

∂2z

∂x2
=
zni+1 − 2zni + zni−1

h2
(363)
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Dosazením do (292) dostaname diferen£ní rovnici pro zni

zn+1
i − 2zni + zn−1

i

τ2
= a2 z

n
i+1 − 2zni + zni−1

h2
(364)

Z této rovnice m·ºeme vyjád°it zn+1
i

zn+1
i = 2zni − zn−1

i +
(aτ
h

)2 (
zni+1 − 2zni + zni−1

)
(365)

Tato rovnice nám umoº¬uje vypo£ítat °e²ení v £ase tn+1 z °e²ení tn a tn−1.

Oproti parabolickým rovnicím nesta£í tedy znát jeden p°edchozí krok, ale je

t°eba znát p°edchozí dva kroky. To je problém na za£átku, kdy pot°ebujeme

inicializovat první dv¥ °e²ení pomocí po£áte£ních podmínek. První £asovou

vrstvu získáme p°ímo z po£áte£ní podmínky

z0
i = p (xi) (366)

�e²ení v druhém £ase získáme pomocí po£áte£ní hodnoty a derivace za p°ed-

pokladu, ºe derivace ( rychlost struny ) je konstantní

z1
i = p (xi) + τq (xi) (367)

Tato explicitní metoda pro hyperbolické rovnice je pouze podmín¥n¥ stabilní.

K zaji²t¥ní stability je t°eba aby platilo tzv. Courantovo-Friedrichsovo-Lewyho

kritérium

τ ≤ h

|a|
(368)

Díky tomu, ºe v této podmínce je pouze první mocnina h, není tato podmínka

tak omezující jako podmínka pro explicitní metodu u parabolických rovnic.

6.2.3 Crank-Nicholsonové schéma

Dokonalej²í neº explicitní metoda jsou op¥t implicitní metody, protoºe odstra¬ují

nutnost podmínky stability. Základní implicitní metoda, která je symetrická

v £ase je Crankova-Nicholsonové metoda. Tato místo aproximace prostorové

derivace v £ase tn pouºívá pr·m¥r z derivací v £asech tn+1 a tn−1. Místo (363)

tedy pouºijeme

∂2z

∂x2
=

1
2

(
zn+1
i+1 − 2zn+1

i + zn+1
i−1

h2
+
zn−1
i+1 − 2zn−1

i + zn−1
i−1

h2

)
(369)
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Výsledné schéma tedy je

zn+1
i − 2zni + zn−1

i

τ2
= a2 z

n+1
i+1 − 2zn+1

i + zn+1
i−1

2h2
+ a2 z

n−1
i+1 − 2zn−1

i + zn−1
i−1

2h2

(370)

Op¥t jsme získali soustavu lineárních rovnic. Zavedeme zna£ení

σ ≡ aτ

h
(371)

a soustavy upravíme

−σ
2

2
zn+1
i−1 +

(
1 + σ2

)
zn+1
i − σ2

2
zn+1
i+1 = 2zni − zn−1

i +
σ2

2
(
zn−1
i+1 − 2zn−1

i + zn−1
i−1

)
(372)

Matice této soustavy je velice podobná matici soustavy pro Crank-Nicholsonové

schéma u parabolických rovnic.

6.3 Metoda sítí pro eliptické rovnice

6.3.1 Konstrukce sít¥

V oblasti °e²ení sestrojíme nejprve sí´. Na²e sí´ bude op¥t pravúhlá a rovnom¥rná.

Pro jednoduchost budeme p°edpokládat, ºe krok sít¥ je v obou sm¥rech stejný

a má velikost h

xi = ih i = 0, 1, . . . ,M
yj = jh j = 0, 1, . . . N

(373)

Místo spojitého °e²ení z(x, y) budeme op¥t hledat jeho odhady zi,j tak, aby

p°ibliºn¥ bylo z(xiyj) = zi,j .

73



Obrázek: Konstrukce rovnom¥rné ortogonální sít¥

Derivace v rovnici (299) nahradíme p°ibliºnými vzorci

∂2z

∂x2
=
zi+1,j − 2zi,j + zi−1,j

h2
(374)

∂2z

∂y2
=
zi,j+1 − 2zi,j + zi,j−1

h2
(375)

a dostaneme

zi+1,j − 2zi,j + zi−1,j

h2
+
zi,j+1 − 2zi,j + zi,j−1

h2
= fij (376)

po malé úprav¥ máme

zi,j+1 + zi,j−1 + zi+1,j + zi−1,j − 4zi,j = h2fij . (377)

Získali jsme soustavu lineárních rovnic pro neznámé hodnoty zij . Hledané hod-

noty zij tvo°í matici. Abychom mohli vyjád°it soustavu (377) v maticovém

zápisu, je t°eba hodnoty zij se°adit do vektoru. M·ºeme postupovat po °ád-

cích, tak dostaneme vektor

z = (z01, z02, . . . , z0N , z11, z12, . . . , z1N , z20, . . . , zMN ) (378)
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Pokud máme hledané prom¥nné takto se°azeny, je matice soustavy tzv. blokov¥

t°ídiagonální matice. P°íklad takové matice je uveden na obrázku (kv·li p°ehled-

nosti te£ky zna£í nuly).

Obrázek: Ukázka blokov¥ tridiagonální matice

V kaºdém °ádku této matice je nejvý²e 5 nenulových prvk·, které odpoví-

dají p¥ti £len·m rovnice (377). Na diagonále je vºdy hodnota 4 odpovídající

prost°ednímu prvku zij . Hodnoty -1 odpovídají sousedním prvk·m. U rovnic,

které odpovídají vnit°ím uzl·m sít¥ a které tedy mají £ty°i sousedy, jsou v °ádku

£ty°i -1. U rovnic, které odpovídají hrani£ním, resp. rohovým bod·m, jsou -1

jen t°i, resp. dv¥.
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Blokov¥ t°ídiagonální matice je p°íkladem tzv. °ídké matice2. �e²ení sous-

tavy s tímto druhem matice pomocí p°ímých metod je zbyte£n¥ obtíºné. B¥hem

°e²ení se totiº nulové prvky nahradí nenulovými a °ídkost matice se nijak nevyuºije.

Pro °e²ení se vyuºívají itera£ní metody. Jacobiova metoda pro soustavu (377)

je velice jednoduchá

z
(n+1)
i,j = −h

2

4
fij +

1
4

(
z

(n)
i,j+1 + z

(n)
i,j−1 + z

(n)
i+1,j + z

(n)
i−1,j

)
(379)

Gaussova-Seidelova metoda pro stejnou soustavu je

z
(n+1)
i,j = −h

2

4
fij +

1
4

(
z

(n)
i,j+1 + z

(n+1)
i,j−1 + z

(n)
i+1,j + z

(n+1)
i−1,j

)
(380)

2�ídké matice jsou matice, jejichº v¥t²ina prvk· je nulová.
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7 Metoda kone£ných prvk·

Z matematického hlediska je metoda kone£ných prvk· (MKP) pouºívána pro

nalezení aproximovaného °e²ení parciálních diferenciálních rovnic (PDR) i inte-

grálních rovnic nap°. rovnice vedení tepla. Postup °e²ení je zaloºen jednak na

úplné eliminaci diferenciální rovnice (stacionární úlohy), nebo na p°evedení par-

ciální diferenciální rovnici na ekvivalentní oby£ejnou diferenciální rovnici, jeº je

následn¥ °e²ena standartními postupy jako nap°. metodou kone£ných diferencí

a dal²í.

P°i °e²ení parciálních diferenciálních rovnic je základním krokem sestavení

rovnice, která aproximuje °e²enou rovnici a která je numericky stabilní ve smyslu,

ºe chyby ve vstupních datech a pomocných výpo£tech se neakumulují a nevedou

tak k nesmyslným výsledk·m. Existuje celá °ada moºných postup·, v²echny

s ur£itými výhodami i nevýhodami. Metoda kone£ných prvk· je rozumnou vol-

bou pro °e²ení parciálních diferenciálních rovnic na sloºitých oblastech (jakými

jsou nap°. automobily £i potrubní rozvody) nebo v p°ípad¥ kdy poºadovaná

p°esnost se m¥ní po celé oblasti °e²ení. Nap°íklad p°i simulaci místního po£así

na Zemi je mnohem d·leºit¥j²í dosáhnout p°esné predikce nad zení neº nad

oceánem, to je poºadavek, který je práv¥ dosaºitelný metodou kone£ných prvk·.

Analýza metodou kone£ných prvk·

Metoda kone£ných prvk· se osv¥d£ila p°i °e²ení mnoha fyzikálních problém·,

nap°íklad p°i výpo£tech mechanického zatíºení, hydrauliky, tepelné vodivosti,

elektrických vlastností, magnetostatiky atd. P·vodn¥ byla vyvinuta pro výpo£ty

tlak· a pnutí v pevných modelech a i dnes je to její nej£ast¥j²í aplikace ve

strojním inºenýrství. Analýza metodou kone£ných prvk· umoº¬uje propo£ítat

jakkoli sloºitý pevný objekt a není omezena na jednoduché formy, jako nap°íklad

nosníky s r·znými pr·°ezy, které lze jednodu²e spo£ítat ru£n¥.

P°i analýze metodou kone£ných prvk· je propo£ítávané t¥leso rozd¥leno na

velký po£et samostatných díl· (kone£ných prvk·). Zvlá²tním p°ípadem, který

ilustruje tento princip, je prostorová kostra. Zde je rozd¥lení na prvky jasné -

jsou jimy jednotlivé ty£e. Pro tyto prvky je pot°eba vytvo°it výpo£etní rovnice, z

nichº vzhledem k velkému po£tu prvk· vzniknou ohromné systémy rovnic, které

by nebylo moºné vy°e²it ru£n¥. Rozvoj technologie analýzy metodou kone£ných

prvk· jde ruku v ruce s rozvojem po£íta£ové technologie.

7.1 Historie

Metoda kone£ných prvk· vze²la z pot°eby °e²ení komplexních úloh statické

mechaniky ve stavebním a leteckém inºenýrství. Její vývoj m·ºe být vysledován
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aº k práci A. Hrenniko�a (1941) a R. Couranta (1942). A£koliv byly p°ístupy

pouºité t¥mito pr·kopníky zásadn¥ odli²né, mají jednu spole£nou charakteri-

stiku: rozsí´ování spojité oblasti do mnoºiny samostatných podoblastí.

Hrenniko�ova práce rozd¥luje oblast za pomocí m°íºky, podobn¥ Courant d¥lí

oblast do kone£ného po£tu trojúhelníkových podoblastí pro °e²ení eliptických

parciálních diferenciálních rovnic druhého stupn¥, které byly sestaveny z úloh

zabývající se krutem válce. Vývoj metody kone£ných prvk· zapo£al na za-

£átku 50-tých let 20. století p°i °e²ení konstrukce letadla a statické mechaniky.

Hnacím motorem bylo v letech 60-tých st°edisko v Berkley zam¥°ené na úlohy

stavebního inºenýrství. Metoda byla propracována spolu s precizním mate-

matickým aparátem v roce 1973 v publikaci Stranga a Fixe �Analysis of The

Finite Method� (Analýza metody kone£ných prvk·), kdy jiº byla zobecn¥na

do samostatného oboru Aplikované matematiky pro numerické °e²ení fyzikál-

ních soustav v celé °ad¥ rozmanitých inºenýrských disciplín nap°. elektroma-

gnetismus, dynamika tekutin.

Rozvoj metody kone£ných prvk· ve statické mechanice je £asto zaloºen na

energetickém pricipu nap°. princip virtuálních prací nebo minimum celkové po-

tenciální energie, které poskytují obecný intuitivní fyzikální základ se zásadním

dopadem na stavební inºenýrství.

7.2 Technický rozbor

Pokusme se p°edstavit metodu kone£ných prvk· na p°íklad¥ dvou problém·, ze

kterých lze odvodit základní rysy této metody.

Uvaºme 1D úlohu:

P1 :

z” (x) = f (x) na (0, 1)

z (0) = z (1) = 0
, (381)

kde f je známá, z je hledaná funkce prom¥nné x a z” je druhá derivace z podle

x.

Pro 2D úlohu uvaºme Dirichlet·v problém:

P2 :

zxx (x, y) + zyy (x, y) = f (x, y) na Ω

z = 0 na ∂Ω

Kde Ω je souvislá otev°ená oblast v rovin¥ (x, y), p°i£emº ∂Ω je �slu²ná� (nap°.

hladká nebo polygonální) hranice, a zxx resp. zyy ozna£ují druhou derivaci z

podle x, resp. y.

Úloha P1 m·ºe být °e²ena p°ímo spo£tením primitivní funkce. Nicmén¥

tato metoda °e²ení pro dané okrajové podmínky je pouºitelná pouze v p°ípad¥,
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jedná-li se o 1D úlohu a nelze ji zobecnit na vy²²í po£et rozm¥r· pop°. úlohy

typu z + z = f q. Proto se zam¥°íme na formulaci metody kone£ných prvk· pro

p°ípad úlohy P1 a její zobecn¥ní ukáºeme na p°ípad¥ P2.

Popis metody bude probíhat ve dvou krocích, které kopírují dva základní

kroky, které musí být spln¥ny p°i °e²ení okrajové úlohy pomocí metodou kone£ných

prvk·. V prvním kroku je p·vodní okrajová úloha p°eformulována do své slabé

nebo varia£ní formy. V tomto kroku není pot°eba tém¥° ºádného výpo£tu a

transformace lze dosáhnout �ru£n¥� za pomocí tuºky a papíru. Druhým krokem

je diskretizace (rozd¥lení), ve kterém je slabé °e²ení úlohy diskretizováno v

kone£n¥ rozm¥rném prostoru. Po tomto kroku máme konkrétní rovnici pro

velkou, ale kone£n¥ rozm¥rnou lineární úlohu jejíº °e²ení aproximuje p·vodní

okrajovou úlohu. Tato kone£n¥ rozm¥rná úloha je následn¥ implementována do

po£íta£e pomocí programovacích jazyk· jakými jsou nap°. C, Fortran £i Matlab.

7.3 Varia£ní formulace úlohy

Prvním krokem je p°evedení úloh P1 a P2 do jejich varia£ních podob. Je-li z

°e²ením P1, potom pro jakoukoliv hladkou funkci w, která spl¬uje podmínky

posunutí hranice, tj. w = 0 na x = 0 a x = 1 platí:

1∫
0

f (x)w (x) dx =

1∫
0

z” (x)w (x) dx (382)

A obrácen¥, platí-li pro danou funkci z, ºe rovnice (382) je spln¥na pro

v²echna w (x), potom lze dokázat, ºe z je °e²ení úlohy P1.

Pomocí integrace per partes rovnice (382), získáme:

1∫
0

f (x)w (x) dx =

1∫
0

z” (x)w (x) dx

=
[
zp (x)w (x)

]1
0
−
∫ 1

0

zp (x)wp (x) dx (383)

= −
1∫

0

zp (x)wp (x) dx = −Φ (z, w) ,

kde jsme p°edpokládali, ºe w (0) = w (1) = 0.

Varia£ní formulace úlohy P2 Integrujele-li po £ástech vztah úlohy P2 a

pouºijeme.li Greenovu v¥tu3, m·ºeme tvrdit: je-li z °e²ením P2, potom pro
3Greenova v¥ta ur£uje vztah mezi k°ivkovým integrálem druhého druhu po uzav°ené k°ivce

k a dvojným integrálem na (uzav°ené) k°ivce oblasti D, která je k°ivkou k ohrani£ena.
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jakékoliv w platí ∫
Ω

f w ds = −
∫

Ω

∇z · ∇w ds = −Φ (z, w) , (384)

kde ∇ ozna£uje gradient a · ozna£uje skalární sou£in ve dvourozm¥rném pros-

toru. Také Φ uzna£uje skalární sou£in ve vhodném prostoru H1
0 (Ω) funkcí

s první derivací, které jsou nulové na hranici ∂Ω. Rovn¥º p°edpokládáme,

ºe w ∈ H1
0 (Ω). Prostor H1

0 (Ω)jiº také nem·ºe být de�nován jako prostor

ohrani£ených funkcí, ale je nutné závést prostor pod de�nicí Sobolevových pros-

tor·4

Diskretizace Základní my²lenkou je náhrada nekone£n¥ rozm¥rnou lineární

úlohu:

Nalezení z ∈ H1
0 takové, aby platilo

∀w ∈ H1
0 ;−Φ (z, w) =

∫
f w (385)

její kone£n¥ rozm¥rnou verzí:

Nalezení z ∈ V takové, aby platilo

∀w ∈ V ;−Φ (z, w) =
∫

f w, (386)

kde V je kone£n¥ rozm¥rný podprostor prostoru H1
0 . Existuje mnoho zp·sob·

výb¥ru V (jeden z nich vede nap°. ke spektrální metod¥). Nicmén¥ pro ú£ely

metody kone£ných prvk· uvaºujme V jako prostor po £ástech lineárních funkcí.

V úloze P1 de�nujeme na intervalu (0, 1) n x -ových hodnot 0 < x1 < x2 . . . <

xn < 1, prostor V vypadá takto:

V =
{
z : [0, 1]→ R je spojitá |z|[xk,xk+1] je lineárnı́, k = 0, . . . , n a z (0) = z (1) = 0

}
(387)

P°i£enº de�nujeme x0 = 0 a xn+1 = 1. V²imn¥me si, ºe funkce v prostoru

V nemají s ohledem na základní p°edpoklady diferenciálního po£tu derivaci. I

p°esto de�nujeme-li w ∈ V , pak derivace není de�novaná v bodech x = xk, k =

Formulace Greenovy v¥ty: Jsou-li funkce P (x, y) , Q (x, y) , ∂P
∂y

(x, y) , ∂Q
∂x

(x, y) spojité na
D, pak Z

k
(P dx + Q dy) =

ZZ
D

„
∂Q

∂x
−

∂P

∂y

«
dx dy

4Hk (Ω)- Sobolev·v prostor v²ech funkcí, které mají zobecn¥né derivace aº do k -tého °ádu
v£etn¥.
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1, . . . , n. Nicmén¥ derivace existuje ve v²ech ostatních hodnotách x, a lze tak

integrovat per partes.

Pro úlohu P2 je nutné de�novat V jako mnoºinu funkcí z Ω. Na obrázku

dole je znázorn¥na trojúhelníková sí´ 15-ti st¥nné mnohoúhelnikové oblasti Ω
umíst¥né v rovin¥ (vespod) a po £ástech lineární funkce (naho°e, barevná) tohoto

mnohoúhelníku zvolené sít¥; prostor V by m¥l být tvo°en funkcemi, které jsou

lineární v kaºdém trojúhelníku zvolené sít¥.

Obrázek: Po £ástech lineární funkce ve dvou dimenzích

V literatu°e je £asto uvád¥no Vh namísto V . D·vodem pro toto ozna£ení je

jistá nad¥je, ºe p°i neustálém zjem¬ování pouºité m°íºky bude °e²ení úlohy (386)

v jistém smyslu konvergovat k °e²ení po£áte£ní okrajové úlohy P2. Triangulace

je indexována parametrem h > 0, h ∈ R, který má být co nejmen²í. Tento

parametr je odvozen od velikosti nejv¥t²ího, nebo pr·m¥rného trojúhelníku v

síti. Jak zjem¬ujeme sí´, musí se s parametrem h m¥nit i prostor po £ástech

lineárních funkcí V a proto se pouºívá jiº zmi¬ované ozna£ení Vh. Jelikoº neb-

udeme provád¥t nazna£enou analýzu, nebudeme v následujícím textu pouºívat

ani toto zna£ení.

Volba báze Aby byla diskretizace úplná, je nutno zvolit bázi prostoru V .

U 1D úlohy lze zvolit v kaºdém bod¥ xk po £ástech lineárních funkcí wk z V

takovou, aby nabývala hodnoty 1 v bod¥ xk a hodnoty 0 ve v²ech xj , j 6= k.

Nap°.:
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wk (x) =


x−xk−1
xk−xk−1

pro x ∈ [xk−1, xk] ,
xk+1−x
xk+1−xk

pro x ∈ [xk, xk+1] ,

0 pro ostatnı́,

(388)

pro k = 1, . . . , n. V rovinné úloze volíme op¥t jednu bázovou funkci wk na

jeden vrchol xk trojúhelníkové sít¥ oblasti Ω. Funkce wk je funkce V, která op¥t
nabývá hodnoty 1 v bod¥ xk a hodnoty 0 v xj , j 6= k.

N¥kte°í auto°i ozna£ují slovem element z metody kone£ných prvk·, bu¤ tro-

júhelník v dané oblasti, nebo po £ástech lineární bázovou funkci, pop°. obojí.

Pro úplnost uve¤me, ºe n¥kte°í auto°i zabývající se zak°ivenými oblastmi mohou

trojúhelníky nahradit zak°ivenými základními prvky a takové prvky následn¥

ozna£ují jako zak°ivené. Metody kone£ných prvk· není omezena pouze

trojúhelníkovými základními prvky (resp. £ty°st¥ny ve 3D, £i simplexy vy²²ího

stupn¥ ve více rozm¥rných prostorech), ale umí pracovat i se £ty°úhelníkovými

podoblastmi (resp. ²estist¥ny, hranoly, nebo pyramidami ve 3D, atd.). Tvary

vy²²ího °ádu (zak°ivené polynomy) mohou mít de�novány polynomický a dokonce

i nepolynomický tvar (nap°. elipsa £i kruºnice).

Metody, které vyuºívají po £ástech polynomické bázové funkce vy²²ího stupn¥,

jsou £asto ozna£ovány pod souhrnným názvem spektrální metody a to zejména

v p°ípad¥, kdy se zvy²uje stupe¬ polynomu a zárove¬ se velikost trianguliza£ního

parametru h blíºí k nule.

Pokro£ilé implementace (adaptivní metody kone£ných prvk·) pouºívají pro

zaji²t¥ní kvalitních výsledk· dodate£nou nástavbu (zaloºené na teorii chyb)

modi�kující sí´ kone£ných prvk· procesu °e²ení za ú£elem stanovení aproxi-

movaného °e²ení v ur£itých mezích od �skute£ného� °e²ení spojitého problému.

Prom¥na sít¥ m·ºe vyuºívat r·zných technik z nichº nejpopulárn¥j²í jsou tyto:

� pohyblivé uzly (r-adaptivita)

� zjem¬ování (a zhrubování) element· (h-adaptivita)

� zm¥na °ádu bázových funkcí (p-adaptivita)

� kombinace vý²e uvedených (nap°. hp-adaptivita)

Bázové funkce s kompaktním nosi£em Základní výhodou vý²e uvedené

volby báze prostoru je fakt, ºe skalární sou£iny

〈wj , wk〉 =
∫ 1

0
wjwkdx

Φ (wj , wk) =
∫ 1

0
wp
jw

p
kdx

(389)

budou rovny nule tém¥° pro v²echna j, k. V jednorozm¥rných úlohách

je nosi£em funkcí wk interval [xk−1, xk+1]. Takºe integra£ní funkce 〈wj , wk〉
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a Φ (wj , wk) jsou identicky nula v²ude kde platí |j − k| > 1. Podobn¥ i ve

dvourozm¥rné úloze nejsou-li xj a xk na hranici trojúhelníkové sít¥ budou inte-

grály ∫
Ω

wj · wkds (390)

a ∫
Ω

∇wj · ∇wkds (391)

op¥t rovny nule.

Srovnání s metodou kone£ných diferencí (MKD) Metoda kone£ných

diferencí je alternativním zp·sobem °e²ení parciální diferenciální rovnice. Rozdíly

mezi metodou kone£ných prvk· a metodou kone£ných diferencá jsou následující:

� Nejp·sobiv¥j²í schopností metody kone£ných prvk· je schopnost °e²it rel-

ativn¥ snadno velice komplikované geometrie (a jejich hranice). Oproti

tomu metody kone£ných diferencí jsou vázány na provaoúhelníkové oblasti,

pop°. oblasti z nich odvozené. Uchopení geometrie pomocí metody kone£ných

prvk· je teoreticky p°ímé a£koliv je úloha závislá na schopnosti p°ed-

b¥ºného odhadu °e²ení.

� Nejp·sobiv¥j²í schopností metody kone£ných diferencí je její snadná im-

plementace.

� Existuje n¥kolik zp·sob·, které oprav¬ují poºadovat metodu konen£ných

diferencí za podmnoºinu metody kone£ných prvk·. Lze zvolit za bázové

funkce po £ástech konstantní funkce nebo Diracovy delta funkce. V obou

p°ístupech probíhá aproximace na celé oblasti, ale ta nemusí být spojitá.

Pop°. lze de�novat speciální funkci jen na ur£ité oblasti ov²em s tím

d·sledkem, ºe spojitý spojitý diferenciální operátor jiº pozbývá smyslu a

zvolený p°ístup jiº nelze povaºovat za metodu kone£ných prvk·.

� Existuje rovn¥º n¥kolik druh·, díky kterým lze povaºovat metematickou

základnu metody kone£ných prvk· za hodnotn¥j²í, nap°. i z d·vod· hor²í

aproximace mezi jednotlivými body m°íºky o metody kone£ných diferencí.

� Kvalita aproximace metody kone£ných prvk· je £asto vy²²í ve srovnání s

metodou kone£ných diferencí, ale na druhou stranuje siln¥ závislá na typu

úlohy a lze sestavit p°íklady, kde kvalita metody kone£ných diferencí bude

vy²²í.
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Obecn¥ lze tvrdit, ºe metoda kone£ných prvk· je metoda pouºívaná va v²ech

typech úloh statické mechaniky (nap°. °e²ení nap¥tí a deformace u pevných

t¥les, £i dynamika konstrukcí) oproti tomu metody výpo£tu dynamiky tekutin

vyuºívají spí²e metodu kone£ných diferencí £i jiné metody (metodu kone£ných

objem·). CFD úlohy zpravidla poºadují diskretizaci úlohy ve velkém po£tu

bun¥k/bod· m°íºky (milióny a více). Cenou za °e²ení takové úlohy je jednodu²²í

aproximace niº²ího °ádu v kaºdé bu¬ce sít¥. Toto tvrzení je obzvlá²´ pravdivé u

úloh typu �povrchového proud¥ní�, nap°. proud¥ní vzduchu kolem kabiny auta

£i letadla, £i simulace po£así na velké oblasti.
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Part IV

Software pro °e²ení diferenciálních

rovnic

N¥které diferenciální rovnice jsou sloºité na °e²ení, proto pouºíváme pro jejich

°e²ení po£íta£·. V této kapitole se stru£n¥ podíváme na n¥které programy

k tomuto ú£elu ur£ené.

8 MATLAB

MATLAB je integrované prost°edí pro v¥deckotechnické výpo£ty, modelování,

návrh algoritm·, simulace, analýzu a prezentaci dat, paralelní výpo£ty, m¥°ení

a zpracování signál·, návrhy °ídicích a komunika£ních systém·. MATLAB je

nástroj jak pro pohodlnou interaktivní práci, tak pro vývoj ²irokého spektra

aplikací.

MATLAB poskytuje mocné gra�cké a výpo£etní nástroje, ale také rozsáhlé

specializované knihovny funkcí spolu s výkonným programovacím jazykem. Kni-

hovny jsou svým rozsahem vyuºitelné prakticky ve v²ech oblastech lidské

£innosti.

Díky své architektu°e je MATLAB ur£en pro °e²ení po£etn¥ náro£ných úloh

bez nutnosti zkoumat matematickou podstatu problému. Za nejsiln¥j²í stránku

MATLABu je povaºováno mimo°ádn¥ rychlé výpo£etní jádro a optimálními

algoritmy. MATLAB je implementován na v²ech významných platformách

(Windows, Linux, Solaris, Mac).

Co systém MATLAB nabízí:

� rychlé výpo£etní jádro

� podpora paralelních výpo£t·

� otev°ený a roz²i°itelný systém

� p·sobivá 2D a 3D gra�ka

� kon�gurovatelné uºivatelské rozhraní Matlab Desktop

� velké mnoºství aplika£ních knihoven

� programovací jazyk 4. generace

� objektové programování
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� interakce s jazykem Java

� podpora vícerozm¥rných polí a uºivatelsky de�novaných datových

struktur

� interaktivní nástroje pro tvorbu gra�ckého uºivatelského rozhraní

� podpora °ídkých matic

� interaktivní pr·vodce importem dat

� zvukový vstup a výstup, animace

� komunikace s externím p°ístrojovým vybavením (sériová linka, GPIB, VISA)

� výpo£etní jádro pro programy psané ve Fortranu a jazyce C

� distribuce nezávislých uºivatelských aplikací: p°eklad do jazyka C, runtime

modul, WWW technologie

� rozsáhlá dokumentace v pdf nebo on-line hypertextové fom¥

Oblasti vyuºití:

� Aplikovaná matematika

� Automatické °ízení a regulace

� Zpracování signálu a komunikace

� Zpracování obrazu

� M¥°ení a testování

� Výpo£etní biologie

� Finan£ní modelování a analýza

� Modelování fyzikálních soustav
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9 COMSOL Multiphysics

Tento program umoº¬uje °e²it fyzikální úlohy popsané parciálními doferenciál-

ními rovnicemi metodou kone£ných prvk·. Programem lze modelovat multi-

fyzikální d¥je v inºenýrské praxi a v mnoha vývojových oblastech technických

a v¥deckých obor·.

COMSOL Multiphysics je ur£en v²em vývojá°·m, výzkumným i v¥deckým

pracovník·m a díky ²iroké nabídce funkcí pro zobrazování vypo£tených výsledk·

je ur£ený také vysokým a specializovaným st°edním ²kolám. Zájemci mají

jedine£nou moºnost názorn¥ pronikat do podstaty fyzikálních proces·. Do °e²ení

je moºné zahrnout n¥kolik fyzikálních vliv· najednou (multifyzikální úlohy)

a tak provád¥t komplexn¥j²í analýzu modelu.COMSOL Multiphysics je t¥sn¥

propojen s univerzálním nástrojem MATLAB ur£eným pro v¥decko-technické

výpo£ty. Funkce tohoto nástroje je moºné vyuºívat nap°íklad p°i kreslení geo-

metrických tvar·, generování FEM5 sítí, p°i vlastním numerickém °e²ení nebo

p°i kone£ném zpracování výsledk· úlohy.

Obecn¥ jsou úlohy parciálních diferenciálních rovnic °e²itelné na základ¥

de�nice prost°edí, které tato rovnice popisuje a zadáním okrajových podmínek

na plochách, hranách nebo bodech v daném geometrickém modelu. Postup

pri modelovani úlohy v programu COMSOL Multiphysics je obdobný. �e²ený

geometrický model, který m·ºe znázor¬ovat zat¥ºovanou strojní sou£ást, reagu-

jící prost°edí v katalyzátoru, zah°ívaný tepelný radiátor nebo proud vzduchu v

aerodynamickém tunelu je zobrazen v gra�ckém editoru. Musíme zadat, jaké

fyzikální vlivy na zobrazenou geometrii p·sobí. Jedná-li se o strojní sou£ást, je

t°eba zvolit parciální doferenciální rovnici z pruºnosti a pevnosti. Pokud sle-

dujeme proces zah°ívání sou£ásti, je t°eba zvolit parciální diferenciální rovnici

popisující ²í°ení tepla, atd. Upravenou parciální diferenciální rovnici pro daný

model m·ºeme nazvat aplika£ním reºimem.

COMSOLMultiphysics obsahuje knihovny parciálních diferenciálních rovnic,

které de�nují r·zné aplika£ní reºimy. Výb¥rem reºimu se v gra�ckém edi-

toru automaticky zobrazují p°íslu²ná dialogová okna pro zadávání vlastností

oblastí a okrajových podmínek. Nejedná se v²ak o dialogy vyºadující matemat-

ické de�nice, ale jde o zadání vlastností fyzikálních veli£in jako m¥rná hustota

prost°edí, tepelná vodivost, kinematická viskozita atd. Hlavní výhodou COM-

SOL Multiphysics je moºnost kombinace n¥kolika aplika£ních reºim· (parciál-

ních diferenciálních rovnic) do jednoho modelu, proto je výraz Multiphysics

i v názvu programu. Uvedená kombinace parciálních diferenciálních rovnic je

zaji²t¥na uvnit° programu a není t°eba vytvá°et jakékoliv p°ídavné kódy nebo

skriptové soubory. COMSOL Multiphysics umoº¬uje i tzv. roz²í°enou mul-
5FEM - Finite element method (metoda kone£ných prvk·)
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tifyziku, coº znamená, ºe vypo£tená data v jedné £ásti geometrie mohou být

ur£itým zp·sobem promítnuta do její jiné £ásti nebo dokonce do jiné geome-

trie bez ohledu na prostorovou dimenzi modelu. De�nované aplika£ní reºimy v

COMSOL Multiphysics jsou ur£eny k °e²ení úloh z oblasti akustiky, pruºnosti

a pevnosti (rovinná deformace, rovinná napjatost), prostupu tepla, konvekce a

difuze, elektromagnetismu, elektrostatiky a dynamiky tekutin. COMSOLMulti-

physics je v²ak otev°ený systém a máme moºnost si vytvá°et své vastní aplika£ní

úlohy vyuºitím tvaru parciálních diferenciálních rovnic a slabých formulací pro

r·zné £ásti modelu. Vytvá°ení t¥chto aplikací jiº vyºaduje d·kladnou znalost

°e²ené úlohy i jejího matematického popisu. Pracovní postup p°i modelování

úlohy v COMSOL Multiphysics lze popsat v n¥kolika krocích.

1. Geometrii zkoumaného modelu lze vytvo°it CAD nástroji v gra�ckém

editoru COMSOL Multiphysics nebo funkcemi z p°íkazové °ádky pro-

gramu MATLAB. Podkladem pro °e²ení úlohy v²ak mohou být také

geometrické modely vytvo°ené v jiných CAD systémech. COMSOL Multi-

physics je schopen na£ítat geometrické soubory ve formátech STL, VRML,

které de�nují model povrchovou sítí, 2D soubory v DXF formáty a modely

popsané 3D sítí ve formátu NASTRAN. Na£ítání dal²ích geometrických

dat zaji²´uje specializovaný modul a jeho nadstavby.

2. Zadání okrajových podmínek a vlastností oblastí v modelu je nezbyt-

nou podmínkou pro °e²ení úlohy. R·zným £ástem geometrie, jako jsou

oblasti, plochy ( ve 3D ), hrany nebo body, mohou být p°i°azeny prom¥nné,

výrazy a nebo funkce. P°i zadávání vlastností subdomén je k dispozici kni-

hovna materiál· i chemických prvk·. Vytvá°ený model m·ºe obsahovat

n¥kolik oblastí a kaºdé z nich lze p°i°adit vlastnost rozdílného prost°edí

nebo materiálu. Do p°ipravené materiálové knihovny je moºné p°idávat

dal²í materiály nebo si m·ºeme vytvo°it knihovnu vlastní.

3. Geometrický model s nastavenými okrajovými podmínkami je p°ipraven

pro generování FEM sít¥, v jejichº uzlových bodech budou vypo£tena

pot°ebná data. Sí´ m·ºe být generována automaticky nebo lze vlastnosti

sít¥ ovliv¬ovat nastavováním r·zných parametr· ve zvolených £ástech

modelu. V jednom modelu lze nastavit n¥kolik variant sítí s r·zným typem

a °ádem element·. Vytvo°ené varianty souvisí nap°íklad s pouºitým typem

°e²i£e pro danou úlohu.

4. Pro °e²ení modelu obsahuje COMSOL Multiphysics n¥kolik typ· °e²i£·,

které °e²í lineární i nelineární úlohy, úlohy ve frekven£ních a £asové oblasti

nebo úlohy se zvoleným parametrem. Pro °e²ení soustavy lineárních rovnic

se nabízí p°ímé °e²i£e UMFPACK a SPOOLES, itera£ní °e²i£e se sdruºe-
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nými gradienty nebo s geometrickým mulrigridem. �e²ení úlohy m·ºe

být spu²t¥no z gra�ckého rozhraní COMSOL Multiphysics. Pokud je

úloha popsána v textovém M-souboru, lze k jejímu °e²ení vyuºít p°íka-

zové °ádky programu MATLAB spu²t¥ním tohoto souboru. Dal²í zp·sob

°e²ení modelu m·ºe být zpracování úlohy v dávce.

5. Kone£né zpracování výsledk· m·ºe být provedeno mnoha zp·soby.

Multifyzikální úlohy obsahují r·zné typy vypo£tených prom¥nných, které

lze ve zvolených jednotkách zobrazovat sou£asn¥ pomocí barevných map,

izo£ar, izoploch, proudnic, ²ipek, £ástic nebo °ez·. Úlohy °e²ené v £ase

lze snadno animovat s moºností zápisu do formátu AVI nebo Quick Time.

Jakékoliv °e²ení je moºno pro dal²í zpracování exportovat do jednoduchých

textových soubor·. Celý model m·ºe být exportován v datové struktu°e

do prost°edí MATLABu nebo zapsán do textového M-souboru.
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10 ASYS Fluent

Je program obsahující fyzikální modely postihující ²iroké moºnosti pot°ebné

k modelování proud¥ní, turbulence, p°enosu tepla a reakcí pro pr·myslové ap-

likace. Ty sahají od proud¥ní vzduchu kolem leteckých pro�l· po spalování

v pecích, od modelování probublávání po ropné plo²iny, od toku krve po výrobu

polovodi£· a od návrhu ventilace místností po úpravu a £i²t¥ní vody. Speciální

modely, které dávají softwaru moºnosti modelovat multifyzikální úlohy, umoº¬uje

roz²í°ení p·sobnosti tohoto programu.

Tisíce spole£ností po celém sv¥t¥ v dne²ní dob¥ pro�tují díky uºívání pro-

duktu ANSYS FLUENT, který je vyuºíván jako integrální sou£ást designu a

optimaliza£ní fáze vývoje produktu. Roz²í°ená technologie °e²i£e poskytuje

rychlé a p°esné CFD výsledky, �exibilní pohyb a deformace sít¥ a sou£asn¥

vy²²í paralelní ²kálovatelnost. Uºivatelem de�nované funkce umoº¬ují imple-

mentaci nových uºivatelských model· a jejich zna£nou úpravu dle poºadavk·

uºivatele. Interaktivní °e²i£, nastavení výpo£tu a integrované vyhodnocování

výsledk· umoº¬uje v programu ANSYS FLUENT kdykoli pozastavit výpo£et,

prohlédnout si výsledky, upravit nastavení a poté pokra£ovat ve výpo£tu v jed-

nom spu²t¥ní programu. Datové soubory muhou být také na£teny do programu

ANSYS CFD-Post pro dal²í analýzy s pokro£ilými nástroji post-procesingu a

výsledky detailn¥ porovnávány s rozdílnými simulacemi vedle sebe.

Integrace programu ANSYS FLUENT do prost°edí ANSYSWorkbench posky-

tuje uºivatel·m obousm¥rné propojení pro v²echny b¥ºn¥ pouºívané CAD sys-

témy, efektivní modi�kaci £i tvorbu geometrie v programu ANSYS DesignMod-

eler a pokro£ilé techniky sí´ování v programu ANSYS Meshing. Tyto nástroje

dovolují uºivatelsky zjednodu²ený p°enos dat a sdílení výsledk· mezi aplikacemi

(nap°. pouºití výsledk· z proud¥ní tekutin jako okrajové podmínky pro struk-

turální mechanické simulace FEA). Kombinace v²ech t¥chto výhod s rozsáhlými

moºnostmi fyzikálního modelování, rychlostí a p°esností CFD výsledk·, které

program ANSYS FLUENT nabízí, dává v dne²ní dob¥ jeden z nejvíce obsáhlých

programových balík· pro modelování proud¥ní na sv¥t¥.

� Sí´ování, numerika a paralelní zpracování

Program ANSYS FLUENT vyuºívá technologie nestrukturované sít¥. Sí´ m·ºe

být vytvo°ena z element· ve tvaru £ty°st¥n· a trojúhelník· v p°ípad¥ 2D si-

mulaci, ²estist¥n·, £ty°st¥n·, mnohost¥n·, prizmatických a pyramidových bun¥k

pro 3D simulace. Propracovná numerika programu zaji²´uje p°esné výsledky

na jekékoli kombinaci nestruktorované sít¥ v£etn¥ sítí obsahující visící uzly

(hanging nodes) a nekonformními rozhraními dvou (non-matching mesh inter-

faces). �e²i£e ANSYS FLUENT b¥ºí robustn¥ a efektivn¥ se v²emi fyzikál-
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ními modely a typy proud¥ní - stacionární i nestacionární, nestla£itelné i hyper-

sonické. Pokro£ilá schopnost paralelního b¥hu výpo£tu m·ºe být vyuºita tém¥°

na jakékoli platform¥, Windows, Linux i Unix. B¥h je umoºn¥n na vícejádrových

a víceprocesorových strojích nebo po£íta£ových klastrech. Vyuºití pln¥ 64bitové

technologie umoº¬uje paralelní výpo£et programem ANSYS FLUENT i na síti

s více neº miliardou výpo£etních bun¥k.

� Dynamické a pohybující se sít¥

Moºnost vyuºití dynamických sítí v programu ANSYS FLUENT vyhovuje pot°e-

bám náro£ných aplikací jako je simulace proud¥ní a spalování ve válcích motoru

nebo p°i uvol¬ování rakety letadla. Dá se pouºít n¥kolik r·zných schémat pro

zm¥nu sít¥ b¥hem výpo£tu, v£etn¥ vrstvení, vyhlazování a p°esí´ování, p°i sim-

ulaci r·zných pohyblivých £ástí v jednom výpo£tu. P°ed zahýjením výpo£tu

je pot°eba vytvo°it pouze po£áte£ní sí´ a de�novat pohyb pohyblivých £ástí.

Pro aplikace s nenuceným pohybem je moºné vyuºít zabudovaný °e²i£ se ²esti

stupni volnosti, který lze vyuºít nap°. p°i simulaci vypou²t¥ní st°el z letadel, dy-

namiky pohybu lod¥ na vlnách, pohybu balistické st°ely ze sila nebo napl¬ování

nádrºí. Dynamické sí´ování je moºné vyuºít spole£n¥ s mnohými dal²ími modely

programu jako je simulace nást°iku a rozpra²ování sprej·, model· pro simulaci

spalování a vícefázových model· v£etn¥ t¥ch pro simulaci toku s rozhraním mezi

dv¥ma fázemi (i volné hladiny) a stla£itelného proud¥ní.

Program také poskytuje modely pro klouzající sít¥ (sliding mesh) a vícená-

sobné referen£ní rámce (multiple reference frames), které mají tradi£ní vyuºití

p°i simulacích nádob s míchadly, pump a turbostroj·.

� Turbulence a akustika

Ptogram nabízí jedine£nou ²í°i model· turbulence, jako jsou r·zné verze £asov¥

st°edovaných k-epsilon model·, modely k-omega a modely s °e²ením Reynoldso-

vých nap¥tí (RMS). Sou£asný pokrok v modelování turbulence vede k imple-

mentaci dal²ích model· jako je turbulentní p°echodový model, který je výz-

namný pro detailní modelování p°echodu od laminárního k turbulentnímu prou-

d¥ní vyskytující se v blízkosti st¥n nebo turbulentní model simulace s adaptivním

m¥°ítkem SAS (beta funkce), který poskytuje stacionární °e²ení v ustálené

oblasti proudu, zatímco °e²ení turbulence v p°echodových nestabilitách (silná

separace) je bez explicitní sít¥ a také závislost na £asovém kroku. Zvy²ování

rychlosti po£íta£· spojené se sníºením náro£nosti výpo£etních algoritm· umoº¬uje

vyuºití turbulentního modelu simulace velkých vír· (LES) a jeho ekonomi£t¥j²í

varianty simulace odd¥lených vír· (DES), které se v dne²ní dob¥ stávají atrak-

tivní volbou i pro pr·myslové simulace. Pro simulace akustiky m·ºe program

vypo£ítat hluk vzniklý nestacionární tlakovou �uktuací n¥kolika cestami.
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� P°enos tepla, fázové zm¥ny a radiace

� Reakce proudu

� Vícefázové proud¥ní

� Zpracování výsledk· a export dat
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Part V

Popis práce s COMSOL

Multiphysics

Nyní se podrobn¥ podíváme na program COMSOL Multiphysics a jak s jeho

pomocí °e²íme fyzikální problémy. Jako fyzikální problém jsem vybrala vedení

tepla skrz ze¤ a okno, s jehoº pomocí se pokusím vysv¥tlit práci s programem.

Po spu²t¥ní programu si v úvodním okn¥ nastavíme zakladní parametry

programu podle problému, který budeme °e²it. Vybere rozm¥rnost problému,

tedy v kolika dimenzích budeme daný problém °e²it.

Obrázek: Úvodní nastavení

Poté dle p°ednastavených typ· problému vybereme rovnici, kterou chceme

°e²it. Nastavíme pro ná² fyzikální problém vedení tepla, prom¥nnou necháme oz-
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na£enou jako T, pop°ípad¥ m·ºeme volit zm¥n¥ním v kolonce �Dependent vari-

ables�. Nastavíme dal²í prvky, v na²em p°ípad¥ to budou Lagrangovy kvadra-

tické kone£né prvky.

Obrázek: Výb¥r rovnic

Pokud jsme provedli základní nastavení, potvrdíme výb¥r stisknutím tla£ítka

OK. Zobrazí se nám pracovní okno, pomocí n¥hoº nastavíme geometrii, prom¥nné...
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Obrázek: Pracovní okno

Pokud se podíváme na horní menu programu, v²imneme si, ºe je sestavené

v po°adí, v jakém budeme problém zadávat a °e²it.

Obrázek: Menu

Krom¥ klasických nabídek, zde máme:

� Draw - kreslení

� Physics - zadávání fyziky

� Mesh - vytvá°ení m°íºe

� Solve - nastavení parametr· pro °e²ení

� Postprocessing - zpracování výsledk·
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� Multiphysics - °e²í vázané problémy (rovnice s víc neº jednou neznámou)

V levém sloupci máme taková rychlá tla£ítka, parametry, které se dají nastavo-

vat. Pro nás nejd·leºit¥j²í bude , s jehoº pomocí nakreslíme geometrii

na²eho fyzikálního p°íkladu. Dal²í d·leºíté tla£ítko je , kterým si m·ºeme

zv¥t²it geometrii.

Za£neme tedy kreslením. Budeme modelovat ze¤ v °ezu,a bych mohli namo-

delovat, k jakým zm¥nám teploty dochází, pokud budeme z jedné strany zdi

topit. Vytvo°íme dolní a horní zdivo (R1, R2), d°ev¥né úchyty (R3, R4) a

sklen¥nou tabulku (R5).

Obrázek: Geometrie modelu

N¥které úkony lze jen obtíºn¥ nastavit jak pot°ebujeme pouze my²í, proto

lze vý²ku ²í°ku, umíst¥ní, název a dal²í nastavit po poklepání my²í na daný

objekt.

96



Obrázek: Detailn¥j²í nastavení

Jelikoº jiº máme hotovou geometrii, p°ejdeme k rovnicím, které chceme

vy°e²it. Nejd°íve ale musíme nastavit konstanty, n¥kdy ozna£ované jako výrazy.
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Obrázek: Konstanty

Budeme pot°ebovat tepelné odpory, tepelné kapacity, teploty na stranách zdí.

Bu¤ zadáme konstanty ru£n¥, nebo je m·ºeme mít nachystané v textovém

souboru a pomocí z tohoto souboru importovat..
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Obrázek: Zadané konstanty

Kdyº máme jiº zadané konstanty, m·ºeme je pouºívat a tedy nastavit samotné

rovnice. Subdomain setting jsou parametry v pracovní oblasti, tedy uvnit° niko-

liv na okrajích.
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Obrázek: Parametry pracovní oblasti

Ve zvoleném okn¥ vidíme rovnici, která situaci popisuje. Vybereme pracovní

oblast, pro kterou nastavíme parametry. Na obrázku vidíme zadané parametry

pro ze¤, obdobn¥ nastavíme pro dal²í £ásti.
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Obrázek: Nastavení parametr·

Pokud jsme nastavili parametry pro v²echny oblasti, musíme zadat je²t¥

INIT, coº jsou po£áte£ní podmínky. Na za£átku máme n¥jakou venkovní teplotu,

poté se bude teplota uvnit° místnosti zvy²ovat, coº povede také ke zvy²ování

hodnoty okrajové podmínky na vnit°ní st¥n¥. Jestliºe máme v²echno nastaveno,

p°ejdeme k hranicím.
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Obrázek: Hranice oblasti

Vybereme pouze vektory, ozna£ující hranice daného modelu.Vybraný vektor

se vºdy barevn¥ zvýrazní. Budeme p°edpokládat, ºe ostatní £ásti, tedy ty,

kterou nejsou hrani£ní, jsou tepeln¥ izolované. Nyní p°ejdeme k vytvo°ení m°íºe.
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Obrázek: Vytvá°ení m°íºe
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Obrázek: Základní m°íº

P°i vytvá°ené m°íºe platí, ºe pokud je v n¥jaké oblasti velká zm¥na n¥které

z pouºitých veli£in, je dobré zmen²it velikost pouºitých prvk·.

Obrázek: Zjemn¥ní
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Jestliºe máme m°íº nagenerovanou, p°ejdeme k samotnému °e²ení rovnic.

Nastavíme £asový rámec. Nastavili jsme 5000 s, tedy jak bude vypadat rozloºení

teploty, po tomto £asovém okamºiku. Vybereme, kterým p°edkládaným °e²i£em

budeme algebraické rovnice °e²it, £asování. Kaºdý problém konverguje k jiným

parametr·m, musíme tedy optimalizovat °e²ení. Program vypo£ítá °e²ení a

gra�cky jej znázorní.

Obrázek: �e²ení po 5000 s.

Dostali jsme rozloºení teplot v prostoru. Zjistili jsme, ºe £asový rámec je

p°íli² krátký. Teplo teprve proniká do zdiva. Dáme p°epo£ítat a prodlouºíme tak

£as o dal²ích 5000 s, pokud to stále bude málo, m·ºeme p°epo£ítávání opakovat.
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Obrázek: Vývoj teploty uvnit° zdiva v závislosti na £ase

Jednotlivé oblasti samoz°ejm¥ m·ºeme p°ibliºovat. Takto vypadá vrchní

£ást obrázku po 15 000 sekundách.
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Obrázek: Zv¥t²ení po 15 000 s.
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Part VI

Záv¥r

V této práci jsem popsala r·zné typy diferenciálních rovnic prvního a druhého

°ádu s popisem ru£ního °e²ení, ale také s popisem softwaru pro °e²ení rovnic

pomocí po£íta£e.

Mým cílem bylo hlavn¥ sjednotit typy rovnic a uvést jejich °e²ení s ukázkovými

°e²enými p°íklady,

Práce m·ºe slouºit jako studijní materiál pro vysoko²kolské studenty, nebo

pro ve°ejnost se zvý²eným zájmem o matematiku, fyziku a °e²ení r·zných typ·

úloh. S popisem práce v COMSOL Multiphysics m·ºe bát práce pouºita i jako

návod pro práci s daným program, s vysv¥tlením základních funkcí.

108



Part VII

Literatura

References

[1] Ráb, Milo². Diferenciální rovnice. 1.vydání, Výroba skript UJEP, Brno,

1976, 99 s.

[2] Ráb, Milo². Diferenciální rovnice. 1.vydání, Státní pedagogické nakladatel-

ství, Praha, 1980, 196 s.

[3] Rychnovský, Richard. Oby£ejné diferenciální rovnice a jejich °e²ení. 2.vy-

dání, SNTL: Nakladatelství technické literatury, Praha, 1972, 208 s.

[4] Ma°ík, Robert. Diferenciální a diferen£ní rovnice, 1. vydání, Mendelova

zem¥d¥lská a lesnická univerzita v Brn¥, Brno, 2004, 280 s., ISBN: 80-

7157-745-5

[5] Frank, Ludník, Aplikovaná matematika IV - Oby£ejné nelineární diferen-

ciální rovnice - Mathieuova rovnice. 1. vydání, SNTL - Nakladatelství tech-

nické literatury, Praha, 1975, 72 s.

[6] Vl£ek, Jaroslav. Vrbický, Ji°í. Diferenciální rovnice, Matematika IV, 1.vy-

dání, V�U - Technická univerzita Ostrava, Ostrava, 2003, 134 s. ISBN:

80-7078-438-5

[7] �krá²ek, Josef. Matematika II B - Furierovy °ady, oby£ejné a parciální

diferenciální rovnice, 1. vydání, SNTL - Nakladatelství technické literatury,

Praha, 1979, 184 s.

[8] Franc·, Jan. Moderní metody °e²ení diferenciálních rovnic, 2. vydání, Aka-

demické nakladatelství CERM, Brno, 2006, 148 s, ISBN: 80-214-3329-9

[9] Barták, Jaroslav. Diferenciální rovnice, 2. vydání, Státní pedagogické

nakladatelství, Praha, 1990, 201 s.

[10] Brzezina, Miroslav. Jak na soustavy diferenciálních rovnic?, 1. vydání,

Technická univerzita v Liberci, Liberec, 2001, 40 s., ISBN: 80-7083-465-

X

[11] Arsenin, Vasil Jakovlevi£. Matematická fyzika - Základné rovnice a

²peciálne funkcie, 1. vydání, ALFA - Vydavate©stvo technickej a eko-

nomickej literatúry, Bratislava, 1977, 432 s.

109



[12] Kufner, Alois, Oby£ejné diferenciální rovnice, 1. vydání, Z�U Plze¬, Plze¬,

1993, 159 s., ISBN: 80-7082-106-X

[13] Kurzweil, Jaroslav. Oby£ejné diferenciální rovnice - Úvod do teorie oby£e-

jných diferenciálních rovnic v reálném oboru, 1. vydání, SNTL - Naklada-

telství technické literatury, Praha, 1978, 424 s.

[14] �alát, Tibor a kol. Malá encyklopédie matematiky, 3. vydání, Vy-

dava´elsvtvo Obroz, Bratislava, 1981, 856 s.

[15] �ech, Eduard.Kurs diferenciálních rovnic, 1. vydání, J�MF - P°írodov¥dné

nakladatelství, Praha, 1950, 474 s.

[16] Kurzweil, Jaroslav. Oby£ejné diferenciální rovnice, 2. vydání, Státní peda-

gogické nakladatelství, Praha, 1975, 193 s.

[17] Diblík, Josef. P°ibyl, Oto. Oby£ejné diferenciální rovnice, 1.vydání, Aka-

demické nakladatelství CERM, Brno, 2004, 150 s., ISBN: 80-214-2795-7

[18] Hájek, Ji°í. Dula, Ji°í. Cvi£ení z matematické analýzy, Oby£ejné diferen-

ciální rovnice, 1. vydání, skripta MU Brno, Brno, 1990, 74 s., ISBN: 80-

210-0217-4

[19] Havelka, Josef. �ermáková, Hana. Matematika II4, Oby£ejné diferenciální

rovnice, 1. vydání, Akademické nakladatelství CERM, Brno, 1997, 114 s.,

ISBN: 80-214-0639-9

[20] Zítek, Pavel. Simulace dynamických systém·, 1. vydání, SNTL - Naklada-

telství technické literatury, Praha, 1982, 307 s.

[21] Kraj£ovi£, Du²an. Simulátor vrtulníku - Programový systém pro realizaci

fyzikálního modelu, Diplomová práce, Univerzita Tomá²e Bati ve Zlín¥, Zlín,

2005, 63 s.

[22] �ihák, Pavel; �erych, Jan; Kopá£ek, Ji°í. P°íklady z matematiky pro fyziky,

2.vydání, Matfyzpress, Praha, 2003, 306 s., ISBN 80-86732-15-0

[23] Míka, Stanislav; P°ikryl, Petr. Numerické metody °e²ení parciálních difer-

enciálních rovnic - Evolu£ní teorie, 1. vydání, Vydavatelství Z�U, Plze¬,

1996, 88 s., ISBN 80-7082-242-2

[24] homen.vsb.cz/~ham73/Komst_MIII/DR.pdf, staºeno 23.8.2009

[25] Rychnovský, Richard. Oby£ejné diferenciální rovnice a jejich °e²ení, 1. vy-

dání, Státní nakladatelství technické literatury, Praha, 1963, 256 s.

110



[26] Kvasnica, Jozef. Matematický aparát fyziky, 2. vydání, Academia, Praha,

1997, 384 s., ISBN 80-200-0603-6

[27] Fu£ík, Svatopluk; Kufner, Alois. Nelineární diferenciální rovnice, 1. vydání,

SNTL - Nakladatelství technické literatury, Praha, 1978, 348 s.

[28] Res, Ivo. Diferenciální rovnice, 1. vydání, Mendelova zem¥d¥lská a lesnická

univerzita v Brn¥, Brno, 1998, 60 s., ISBN 80-7157-332-9

[29] Matematika III. Diferenciální rovnice - Kvalitativní teorie a aplikace. Nu-

merické metody, 1. vydání, V�CHT Praha, Praha, 1992, 242 s., ISBN 80-

7080-162-X

[30] Krbálek, Milan. Úlohy matematické fyziky, 1. vydání, Nakladatelství

�VUT, Praha, 2008, 221 s., ISBN 978-80-01-04051-5

[31] Res, Ivo. Matematika - Diferenciální rovnice, 1. vydání, Státní pedagogické

nakladatelství, Praha, 1988, 86 s.

[32] Kofro¬, Josef. Oby£ejné diferenciální rovnice v reálném oboru, 2. vydání,

Nakladatelství Kolonium, Praha, 2004, 286 s., ISBN 80-246-0946-0

[33] Ráb, Milo². Metody °e²ení diferenciálních rovnic I., 1. vydání, Státní ped-

agogické nakladatelství, Praha, 1989, 68 s.

[34] Ráb, Milo². Metody °e²ení oby£ejných diferenciálních rovnic, 3. vydání,

Grafex, Brno, 2004, 96 s., ISBN 80-210-3416-5

[35] Mo²ová, Vratislava. Matematická analýza III, 1. vydání, Nakladatelství

Olomouc, Olomouc, 2002, 96 s., ISBN 80-244-0463-X

[36] Rektorys, Karel. Matematika V, 1. vydání, �VUT v Praze, Praha, 1986,

94 s.

[37] Jahnke, Hans Niels. Historie analýzy, 1. vydání, Nakladatelství RNDr.

Karel Va²í£ek - mathpublishing.eu, Pardubice, 2007, 279 s., ISBN 978-

80-903838-1-4

[38] Kubí£ek Milan, Dubcová Miroslava, Janovská Drahoslava. Numerické

metody a algoritmy, 2. vydání, Vydavatelství V�CHT Praha, Praha,

2005,189s., ISBN 80-7080-558-7

111


