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Kapitola 1

Uvod

Korespondenéni seminare jsou velmi vyznamné z hlediska préce s nadanymi stu-
denty ani matematické korespondencni seminaie nejsou vyjimkou. V dnesni dobé
jich existuje cela fada, a to na stfednich i zakladnich skolach. Jejich oblibenost
u studentu a zdku spociva predevsim v tom, ze poskytuji relativné dostatek casu
na vyteseni jednotlivych uloh, stejné tak i na seznameni se s tématem, které nepatii
mezi oblasti matematiky vyucované na ptislusném typu skoly. Napiiklad vyssi kola
matematické olympidady nebo popularni soutéz Klokan takové moznosti Sirsimu
okruhu zajemct z rad studentu nedovoluji.

Korespondené¢ni seminéfe svou podstatou tak pomdhaji nejen rozvijet mysleni
a dosavadni znalosti a véedomosti zaku a studentu, ale rovnéz posiluji pozitivni
vztah k matematice. Domnivam se, ze pravé tento prvek je v soucasné dobé
pro potiebnou osvétu a popularizaci matematiky dulezity. V poslednich letech
pojali zaci, studenti, ale i obcanska vefejnost matematiku jako disciplinu nesmirné
narocnou a nezajimavou, na mnoha typech skol dokonce zbytetnou. Matematika
jako védni disciplina tak dostava jakysi ”‘punc démonic¢nosti”. Proto korespon-
dené¢ni seminare, které davaji vétsi prostor pro §irsi okruh fesitelu, napomahaji
motivovat studenty k tomu, Ze matematika je pro né prinosem nejenom v ziskavani
matematickych dovednosti vyfresenim urcité tilohy. Do povédomi fesitelu tak proni-
ké poznatek, ze matematika je disciplina, ktera je uci systému v praci, vytrvalosti,
trpélivosti a duslednosti.

Jihocesky matematicky korespondencni seminaf je jednim z mnoha. Vznikaly
kolem roku 1980. V té dobé kromé matematické olympiady existoval i korespon-
denénf seminaf Ustfedniho v¥boru matematické olympiady, ktery viak byl uréen
pro vymezenou skupinu nejlepsich fesiteli matematické olympiddy. Pro ostatni
studenty byly tlohy tohoto seminéafre prilis naroéné. Proto se Ustiedni vybor matem-
atické olympiady obratil na krajské garanty matematické olympiady s néavrhem,



zda by se nepokusili o vytvoreni ”leh¢i formy” korespondenéniho seminaie urcené
mj. i pro dalsi zdjemce o matematiku. Tak probéhl ve skolnim roce 1980/81 prvni
roc¢nik Jihoceského matematického korespondenéniho seminare, u jehoz zrodu stéla
doc. Lada Vanatova, kterd byla hlavnim garantem seminafe az do roku 1989.
Na opravé uloh se tehdy zna¢nou meérou podileli studenti Pedagogické fakulty.
Pozdéji pii sestavovani uloh pomahal Ladé Vanatové i Pavel Pech. V roce 1989 byla
organizace seminare predana ucitelum jihoceskych gymnazii. Garantem seminare
se stal Pavel Leischner z Gymnazia Strakonice a kromé néj sestavovali a opravovali
jednotliva kola v letech 1989 — 2002 tito ucitelé: Michaela Koblizkova (Gymnazium
Jindfichtv Hradec), Marie Stépankova (Gymnazium Tabor) a Petr Sokol (Peda-
gogickd fakulta v Ceskych Budéjovicich).

V roce 2002 doslo ke krizi a Jihocesky matematicky korespondenéni seminéf
zanikl.



Kapitola 2

Roénik 1999/2000

2.1 1. série Funkce

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1. (Jen pro 1. roénik vyssiho gymndzia a mladsi.)
(a) Nakreslete grafy funkei: f:y = [z] ... "celd cast ”
g:y={x} ... "neceld cast x”
Funkce f pfifazuje redlnému ¢islu z celé ¢islo [z] tak, aby platilo:
2] <z <[z]+1

(s} =2 [1]

(b) Doplite vhodné tvrzeni:

Prokazdé z € R je f(x +1) = ... (1)
Pro kazdé x e R je g(x +1) = ... (2)

Spravné sepsané tvrzeni (2) ndm tika, ze funkce g je periodicka s peri-
odou p = 1.

(¢) Funkce h je ddnarovniciy = [{z} — 0, 5|. Zjistéte zda je také periodicka,
urcete jeji nejmensi periodu a nakreslete graf.



2. (Jen pro 1. roénik vysstho gymnézia a mladsi.)
Dén kartézsky systém soufadnic s navzdjem kolmymi osami x,y. Predstavte
si dalsi ¢iselnou osu (o stejné jednotce jako ma souradny systém) ve tvaru
napnutého nekone¢ného vlakna, jejiz pocatek pripevnime v bodé J = [1,0].
Vldkno s vyznacenymi obrazy redlnych c¢isel pak "namotame” opakované od
bodu [1,0] k bodu [—1, 0] a zpét.

Obraz redlného ¢isla x na vldkné tak padne do nékterého bodu M = [ Xy, Ya/]
usecky urc¢ené body [—1,0], [1, 0] napiiklad:

0 — [L,0]

1 — 0,0]

2 — [-1,0]

3 — [0,0]

4 — [1,0]

8 — [1,0]
-1 — [0,0]
-4 — [1,0]

Zavedeme funkce s :x — Yy c: 2 — Xy

(a) Nakreslete grafy a urcete vlastnosti funkei s, c.
(b) Nakreslete graf funkce j : y = \/s?(x) + ¢?(x) a zadejte ji jinou rovnici.

(c) Zjistéte zda je j periodickd funkce a pokud ano, urcete jeji (nejmensi
moznou) periodu.

Uvod pro priklady 3-6

Dan kartézsky systém souradnic s navzdjem kolmymi osami x,y a pravidelny
n—uhelnik vepsany jednotkové kruznici se stredem v pocdtku soutadného
systému tak, Ze bod J = [1,0] je jeho vrchol.

Predstavme si dalsi ¢iselnou osu o stejné jednotce jako ma soustava souradnic
ve tvaru napnutého nekoneéného vidkna. Pocdtek pripevnime v bodé J = [1,0]
vlakno s vyznacenymi obrazy redlnych cisel pak "namotavame” opakované od
bodu [1,0] po obvodé n—1ihelnika (kladnou poloosu proti sméru hodinovych



rucicek). Obraz redlného ¢isla x na vldkné tak zapadne do nékterého bodu
M = [X 1, Y| na obvodu n—ihelnika.

Zavedeme funkce s,: v — Yy
Cpn. T — XM
3. (a) Nakreslete grafy a popiste vlastnosti funkei sy, ¢s. (Viz text predchozi
tulohy).
(b) Dokazte: Pro kazdé x € R plati ¢; = sq(x + V/2).

(c) Doplite vhodné znaménko do tvrzeni:
Pro kazdé z € R je (s4(2))? + (ca(2))? znaménko 1.

4. Zopakujte ulohy z ptikladu 3. pro funkce 5y, ¢; jejichz zavedeni se 1isi tim,
ze Ctverec vepsany jednotkové kruznici je nahrazen ¢tvercem opsanym tak,
ze J je jednim z bodu dotyku. Konstantu ve tvrzeni (b) vhodné obmérite.

5. Nakreslete grafy a popiste vlastnosti funkci s,,, ¢, pro :

(a)
(b)

n=3
n = 6.

6. Urcete funkci ¢4, ktera bude piibuznou funkce tangens. Nakreslete jeji graf,
vysvétlete jeho konstrukei a popiste vlastnosti.

10



Reseni
1. Text dlohy.

(a) Nakreslete grafy funkei: f:y = [z] ... "celd ¢dst x”
g:y={x} .. "neceld ¢ast x"

Funkce f pfifazuje redlnému cislu z celé ¢islo [z] tak, aby platilo:

[z <w<[z]+1, {z}=2-[a].

(b) Dopliite vhodné tvrzeni:
Pro kazdé z € R je f(x +1) = f(x) + 1. (3)
Pro kazdé z € R je g(x + 1) = g(x). (4)

Spravné sepsané tvrzeni (4) ndm 1ika, ze funkce g je periodicka s peri-
odou p = 1.

(¢) Funkce h je ddna rovnici y = [{z} — 0, 5].
Zjistéte zda je také periodickd, urcete jeji nejmensi periodu a nakreslete
graf.
Regeni tlohy.

(a) Graf funkce f :y = [z] y je nejveétsi celé ¢islo y < x. Napf. prox = 1,3

jey =1, prox = -2 3 je y = —3. Graf funkce celd ¢édst je na obrazku
2.1.
1 O
I '[ 4 I
-2 -1 0 1 2 g
o -1
o —O -2
y

Obrazek 2.1: Graf funkce celd c¢ast
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Graf funkce g : y = {z}. Graf vznikd po odecteni celé ¢ésti od urcitého
¢isla. Napt. z = 3,8 potom y = 0, 8. Graf funkce g je na obrazku 2.2.

y
1
//
0 1 x

Obrazek 2.2: Graf funkce neceld cast

-3 -2 -1

Prokazdé z € R je f(x +1) = f(x) +1 (5)
Pro kazdé x € R je g(z + 1) = g(x) (6)

(¢) Funkce y = h je periodickd s periodou p = 1.
Dikaz. h(x +1) = |{z+ 1} — 0,5], h(z + 1) = |{z} — 0,5 = h(x).

Graf funkce h : y = |{z} — 0,5| predstavuje obrazek 2.3.

AAMA,

Obréazek 2.3: Graf funkce h

2. Text ulohy. Dan kartézsky systém soutadnic s navzajem kolmymi osami z,y.
Predstavte si dalsi ¢iselnou osu (o stejné jednotce jako ma souradny systém)
ve tvaru napnutého nekonecného vldkna, jejiz pocatek pripevnime v bodé
J = [1,0]. Vldkno s vyznacenymi obrazy redlnych ¢isel pak ”"namotdme”
opakované od bodu [1,0] k bodu [—1, 0] a zpét.
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Obraz redlného ¢isla x na vldkné tak padne do nékterého bodu M = [ Xy, Ya/]
usecky uréené body [—1,0], [1,0] napfiklad:

0 — [1,0]

1 — [0,0]

2 — [-1,0]

3 — [0,0]

4 — [1,0]

8 — [L,0]
-1 — [0,0]
-4 — [1,0]

Zavedeme funkce s : x — Yy, ¢ x — Xy

(a) Nakreslete grafy a urcete vlastnosti funkef s, c.
(b) Nakreslete graf funkce j : y = /s?(x) 4+ ¢%(z) a zadejte ji jinou rovnici.
(c) Zjistéte zda je j periodickd funkce a pokud ano, urcete jeji (nejmensi

moznou) periodu.

Reseni dlohy.

(a) s:y =0 je konstantni funkce jejimz grafem je osa z.
¢ :y = c(x) je funkce s periodou p = 4 a hodnotami z intervalu (—1,1) .

Graf funkce j : y = ¢(z) je zobrazen na obrazku 2.4.

| . A\

5 -4 -3 -\/1_1‘0 1\g/3 4 5
¥

Obrazek 2.4:

X
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(b) Ruzné zépisy funkce j:
iy =le(@)],
Jry=I|Xuml,
gy =[2-{3} -1,

j:y=12-(0,52 [05x])—1|:|x—2-[0,5z]—1|.

Graf funkce j : y = |c(x)] je na obrézku 2.5.

W\/\

-5 4 3 2 -

Obrazek 2.5:

Funkce j je periodicka a ma periodu p = 2.

3. Text dlohy.
(a) Nakreslete grafy a popiste vlastnosti funkei s4, ¢4 (viz Gvod na strané
10).
(b) Dokazte: Pro kazdé x € R plati c; = sy(x + V/2).

(c¢) Dopliite vhodné znaménko do tvrzeni:
Pro kazdé z € R je (s4(x))* + (ca(x))? znaménko 1.

v

ReSeni llohy.

(a) Graf funkce s4 : y = s4(x) je vidime na obrazku 2.6.

I
-
™~ \ ‘/ //\\\ X
2 ST 32 Qf%} 23 s\ 72
’

Obrazek 2.6: Graf funkce y = sy
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Vlastnosti funkce s,.

D) R
H(f) <_17 1>
Perioda p=4v2
Sud4/Licha L
Rostouci | ((4k — 1)v/2, (4k + 1)v/2)
Klesajici | ((4k + 1)v/2, (4k + 3)v/2)
Maximum (4k +1)V/2
Minimum (4k — 1)V2
Omezend Ano

Graf funkce ¢4 : y = ¢4 je na obrazku 2.7.

- ///\\\\ - /}+\\\ o - \\\\\ X
27 a2 a2 L0 S22 a2 e
.v
Obrazek 2.7: Graf funkce y = ¢4
Vlastnosti funkce ¢4.
D(Jf) R
H(f) L)
Perioda p =42
Sudd/Lichd S
Rostouci || ((4k — 2)v/2, (4k)v/2)
Klesajici || ((4kv/2, (4k + 2)v/2)
Maximum (4k/2)
Minimum ((4k +2)Vv/2)
Omezena Ano

(b) Pro kazdé x € R plati ¢y = s4(x++/2). Lze vycist z grafi - - - posunutim
0 —V/2 ve sméru osy x prechézi graf funkce s4 do grafu funkce c;.

Z definice: pii¢tenim /2 na namotané ¢iselné ose se bod M na vep-
saném ¢tverci oto¢i o + 90° do bodu M “: M = [a,b] — M = [=b,a].
Tedy pro s4(z) = b, ca(x) = a je s4(z + V2) = a = cy().

15



(c) Plati (s4(2))? + (ca(x))? < 1. Funkce y = (/5% + 3 uddva vzdalenost

bodu M od pocéatku souradného systému.

4. Text dlohy. Zopakujte tlohy z piikladu 3. pro funkce sz, ¢; jejichz zavedeni
se lisi tim, ze ¢tverec vepsany jednotkové kruznici je nahrazen ¢tvercem op-
sanym tak, ze J je jednim z bodu dotyku. Konstantu ve tvrzeni (b) vhodné
obmeénte.

ReSeni llohy.

(a) Graf funkce 34 : y = 34(x) si ukdzeme na obréazku 2.8.

T 6 -5 43 -2 -

Obrazek 2.8: Graf funkce y = 35,

Vlastnosti funkce y = 3.

D)
H(f) 1,1)
Perioda p=2_8
Sudd/Licha L
Rostouci || (8k — 1,8k + 1)
Klesajici || (8k + 3,8k +5)
Maximum | (8k — 1,8k + 3)
Minimum | (8% + 5,8k +7)
Omezena Ano

Graf funkce ¢4 : y = ¢4(x) je na obrazku 2.9.

1Y

—?—6—5—4—3—2—[10123456?

Obrazek 2.9: Graf funkce y = ¢4
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Vlastnosti funkce y =

D(f) R
H(f) (=1,1)
Perioda p=2_8

Sudd/Licha S

Rostouci || (8k + 5,8k +7)
Klesajici | (8k + 1,8k + 3)
Maximum | (8k — 1,8k + 1)

{ )

Minimum 8k + 3,8k +5
Omezena Ano

(b) Plati: pro kazdé x € R je y = ¢s(z) = Sa(x + 2)
Lze vycist z grafu. Posunutim o —2 ve sméru osy x prechdazi graf funkce
y = 54 do grafu funkce y = ¢;.

7 definice: prictenim 2 na namotané ¢iselné ose se bod M na opsaném
¢tverci otoci o +90° do bodu M “ na M = [a,b] — M "=[-b, a.
Tedy pro: S4(z) = b,¢4(x) = a je S4(x +2) = a = ¢4(x).

(c) Plati (y = 34(x))?+(¢4(2))? > 1. Funkce y = 1/s2 + ¢ udava vzdalenost

bodu M od pocéatku souradného systému.

5. Text dlohy. Nakreslete grafy a popiste vlastnosti funkei s, ¢, pro :

(a) n=
(b) n = 6.

Re¥enf tlohy.
(a) graf funkce s3 : y = s3(x) prestavuje obrézek 2.10.

|y
N3/2

N 7
5

\'@’3 33 43

43 3V 23 \x B

-V3/ 2

Obrazek 2.10: Graf funkce y = s3
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Vlastnosti funkce y = s3.

D(f) R
H(f) (—%. %)
Perioda p= 3v/3
Sud4/Licha L
Rostouci || ((3k — 1)v/3, (3k + 1)V/3)
Klesajici || ((3k 4+ 1)v/3, (3k +2)V/3)
Maximum (3k +1)Vv2
Minimum (3k —1)Vv2
Omezena Ano
Graf funkce c3 : y = c3(x).
Y
1
\\\ 243 I NN ™3
s - ) ].II."E \—//
Obrazek 2.11: Graf funkce y = c3
Vlastnosti funkce y = c3.
D(f) R
H(f) (=0,5;1)
Perioda p= 3v/3
Sudd/Licha S
Rostouci ((3k — 1)v/3,3kV/3)
Klesajict (3kv/3, (3k + 1)V/3)
Maximum 3kv3
Minimum | (3k + 1)\/3, (3k + 2)\/§
Omezend Ano
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(b) Graf funkce sg : y = sg(z) je na obrazku2.12.

Y
|I
v3/2 P N y

\\ X

6 5 4 32 -l 40 1 2 3 4 576

AN

S
™,

. '\II 3/

Obrazek 2.12: Graf funkce y = sq

Vlastnosti funkce y = sg.

D(f) R
H(f) (=% %)
Perioda p==6
Suda/Licha L

Rostouci || ((6k — 1,6k + 1)
Klesajici (6k + 2,6k +4)
Maximum || (6k + 1,6k + 2)
Minimum || (6k + 4,6k + 5)
Omezena Ano

Graf funkce ¢g : y = cg(x) je zobrazen na 2.13.

6 -5 \4\3,2, -1/91\1 \>\3 47 s ;

-‘.I

Obréazek 2.13: Graf funkce y = ¢
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Vlastnosti funkce y = 4.

D(J) R
H(f) =
Perioda p==06
Sudé/Lich4 S
Rostouct ((6k — 3, 6k)
Klesajici (6k, 6k + 3)
Maximum 6k
Minimum 6k + 3
Omezena Ano

6. Text dlohy. Urcete funkci ¢4, kterd bude pribuznou funkce tangens. Nakreslete
jejl graf, vysvétlete jeho konstrukeci a popiste vlastnosti.

Regenf dlohy. ¢, : y = s4(2)/c4(x) musi mit periodu p = 4v/2, protoze ji maji
s4 a c4. Definiéni obor funkce si rozdélime na intervaly, ve kterych jsou obé
funkce s4 a ¢4 linearni.

Vzhledem k periodi¢nosti staci rozdélit interval <O; 4\/§>:

(0,v2) (v2.2v2) | (2v2:3v2) | (3v2.4/2)
si | y=2 |y==9Eao] y=—¥E4o | y=vr—4
¢ | y="241 |y="2 11| y="2_3 | y=¥2 _3
| u=% | v=22 | v=08 | v=54

y="C2-1 |y=" 41| y="2 -1 |y==2 141
Graf cast H; cast Hy Cast Hj cast Hy
S, = [\/5 —1} S, = [\/5,1 Ss = [3v/2, —1} S, = [3\/5, 1}
jde [0, 0] jde [2v2,0] | jde [2v2,0] | jde [4v/2,0]

H; je rovnoosa hyperbola o stiedu .S;, asymptoty ma rovnobézné se soutradny-
mi osami x, y.

Pozndmka: minimaln{ perioda je p = 2v/2--- H; — Hj, Hy — H,.

20



Definién{ obor redlnd ¢isla, kromé lichych ndsobki /2, obor hodnot R, pe-
riodickd s periodou p = 2v/2, lichd, neomezend, roste na vsech intervalech,
kde je definovana. Nemé ani maxima ani minima. Graf funkce t4 : y = t4(x)
je na obrazku 2.14.

0 22 N2

Y

Obrazek 2.14: Graf t4
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2.2 2. série Kruznice a kuzelosecky

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1.

(Jen pro 1. roénik vyssiho gymnézia a mladsi.)

Dény dva ruzné body A, B takové ze |AB| = 6 cm. Urcité vite, co je piislusna
Thaletova kruznice t. Zjistéte co je Apolloniova kruznice pro body A, B a
pomér 2 a pojmenujte ji h. Nakreslete vsechny body M, které lezi na t i na

h.

. (Jen pro 1. ro¢nik vyssiho gymnézia a mladsi.)

Mozn4 jste uz slyseli, ze graf kvadratické funkce f : y = 22 je kiivka zvani
parabola. OvSsem parabola je definovana jako mnozina vsech bodu v roviné
jejichz vzdélenosti od zadané primky d (tzv. ridici piimky) a od daného bodu
F (ohniska) jsou stejné.

Ke grafu funkce f : y = 22 dokreslete iidici pfimku d a ohnisko F'. Zduvodnéte
(pomoci definice a z ni plynoucich vlastnosti, bez uziti vzorcu z analytické
geometrie).

(a) Spocitejte obsah trojihelnika SOM, kde S, O jsou stiedy kruznic t a h
popsanych v iloze 1 a M je jejich prusecik.

(b) Vypocet zopakujte s |AB| = d je-li Apolloniova kruznice pro pomeér k.

Déano: ptimka p na ni dva ruzné body K, L, tak, ze |KL| = 4 c¢cm, bod F
takovy, ze |F'L| =3 cm, |FK| = 3,5 cm, piimka e je rovnobézna s p a lezici
v opa¢né poloroviné ur¢ené primkou p nez bod F' ve vzdalenosti 5 cm od p.
Dvé paraboly P, vytinaji na ptimce p tutéz tétivu KL a nemaji dalsi
spole¢né body. F' je ohnisko paraboly P. Ohnisko G paraboly @, kterd
ma Tidici piimku e, lezi v opa¢né poloroviné uréené piimkou p nez bod F'.
Nakreslete obé paraboly.

Déna ptrimka o na ni dva ruzné body K, L. Piimka o je na osa paraboly O,
body K, L jsou po fadé pruseciky o s tecnou t a normélou n v takovém bodé
T paraboly P, ze plati |KT| = 2 |LT| nakreslete parabolu P.

Déany ruznobézky m,n svirajici ihel 60° a bod X, ktery nelezi na zadné z
nich. Hyperbola H, (kterd neni nakreslena) s asymptotami m,n prochazi
bodem X.
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(a) Urcete tecnu t hyperboly H v bodé X.
(b) Dokreslete hyperbolu H.
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Reseni
1. Zadéni dlohy. Dany dva ruzné body A, B takové ze |AB| = 6 cm. Ur¢ité vite,
co je prislusna Thaletova kruznice t. Zjistéte co je Apolloniova kruznice pro

body A, B a pomér 2 a pojmenujte ji h. Nakreslete vSechny body M, které
lezi na t i na h.

Re¥enf tlohy. Apolloniova kruznice h je mnozina véech bodi X v roving, pro
jejichz vzdalenosti od bodu A, B plati: |[AX|:|BX| = 2.

(a) Synteticky postup
Rozbor.
Jak je jiz z nazvu patrné jde o kruznici h, kterd musi byt symetricka
podle AB. Lze snadno najit body @, R dané vlastnosti. Mnozina h je
pak kruznice opsana nad prumérem QR se sttedem 5.

Konstrukce.

1.t : t je kruznice opsand nad prumérem AB

2. @ : Q je bod, ktery déli usecku AB v poméru 2 : 1
3. R : B je stied tsecky AR

4. h : h je kruznice opsand nad prumérem QR

5. My, My: pruseciky t s h.

Prunikem mnozin ¢, h je mnozina {M;; M} na obrazku 2.15.

Obrézek 2.15: Konstrukece

(b) Jiny postup.
Trojtihelnik ABM je ziejmé pravouhly trojihelnik s pfeponou AB.
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Oznacime-li d délku prepony AB, x, 2x délky odvésen a uzijeme Pytha-
gorovu vétu, muZeme x vyjadiit pomoci d: 5% = d?, odtud

t=0,2-v5-d=1,2-5.

Konstrukce piepony o délce v/5 cm. Piepona pravoihlého trojihelnika
s odvésnami o délkach 1 ¢cm, 2 cm. mé z Pythagorovy véty délku /5 cm.
Body M;, M, najdeme jako pruseciky kruznic k (A, 2 cm), [ (B, 1 cm).

Obrazek 2.16: Trojuhelnik ABM

2. Text dlohy. Moznd jste uz slyseli, ze graf kvadratické funkce f : y = 22 je
krivka zvand parabola. OvSsem parabola je definovana jako mnozina vsech
bodu v roviné jejichz vzdalenosti od zadané piimky d (tzv. fidici piimky) a
od daného bodu F' (ohniska) jsou stejné.

Ke grafu funkce f : y = 22 dokreslete fidici pfimku d a ohnisko F'. Zdivodnéte
(pomoci definice a z ni plynoucich vlastnosti, bez uziti vzorcu z analytické
geometrie).

Regen tlohy. Z definice paraboly je jasné, ze vSechny paraboly jsou navzdjem
podobné (piipadné shodné, shoduji- li se se ve vzdalenosti ohniska od tidici
piimky tzv. parametru paraboly p) a ze vzdy plati:

1) Parabola je symetrickd podle osy o jdouci ohniskem kolmo na #idici pfimku
2) Na ose o lezi bod V' paraboly, ktery puli vzdalenost p ohniska od tidici
primky tzv. vrchol paraboly.

3) Tetiva paraboly rovnobézna s tidici primkou a jdouci ohniskem F m&
délku 2p. Vzdélenost této tétivy od fidici ptimky je p, od vrcholové tecny
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p/2, koncové body tétivy maji od osy paraboly vzdélenost p.

Platnost tvrzeni je zfejma z obrazku 2.17.

y

U

Obrazek 2.17: Definice paraboly

Obrazek 2.18: Graf funkce f

Nakreslime graf funkce f na obr. 2.18 jehoz osou je ziejmé osa y, vrcholem
pocatek souradnicového systému a hledame na ném body, které jsou od osy
y 2-krat dal nez od osy x (napifklad Fesime rovnici ve tvaru |z| = 2y = 22?).
Jsou to ziejmé préavé body R = [1/2;1/4], S = [—1/2;1/4]. Ohnisko je
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prisecik tsecky RS s osou y, tedy bod F = [0;1/4]. Ridici pifmka d je
rovnobézka s osou x jdouci bodem [0;1/4].

Poznamka: 'V nasem reseni jsme nedokazovali, Ze graf je skuteéné parabolou
dle wvedené definice, pouze jsme za predpokladu, Ze jde o parabolu nash
ohnisko F' a ridici primku d.

(a) Text dlohy. Spocitejte obsah trojihelnika SOM, kde S, O jsou stiedy
kruznic ¢ a h popsanych v tloze 1 a M je jejich prusecik.
(b) Vypocet zopakujte s |AB| = d je-li Apolloniova kruznice pro pomeér k.
Regeni tlohy.
Rozbor.

Pii oznaceni jako v loze 1 jsou vSechny dulezité vzdalenosti vyznaceny v
nacrtu 2.19. Vzdélenosti: Vime, ze |AB| = 6 cm.

y=]AR| =12 cm, d=|AB|, y—d=|BR|=6cm, z=]AQ|=8cm,
d—z=|QB|=2cm.

Obrazek 2.19: Rozbor

(a) |[SM| = 3 cm, |[OM| = 4 cm, |SO| = 5 cm. Trojihelnik o stranédch
3,4,5 je nejznaméjsim z pythagorejskych trojihelniku, tedy trojihelnik
pravouhly. S = 6 cm? spoéitame z délek odvésen.
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(b) Podminkou existence Appoloniovy kruznice je kladné k # 1. Uvahu
provedeme dle obrazku pro k > 1. (Pii k < 1 sta¢i zaménit oznaceni
bodu A, B, ¢imz se zméni pomér na 1/k).
Plati:
|SM|:7~t:;l, |OM|:rh:|R2Q|:y2x,
Plati: = |AQ| a y = |AR|. Odtud a z definice Apolloniovy kruznice
dostaneme: © = k|BQ| = k(d —z) ay =k |BR| = k(y — d).

Potom: z = kd/(k+1) ay =kd/(k—1).
Strany trojuihelnika jsou:

|SO| = ri+r,—|QB| .

d
|SM|:Tt:§7

RQ| y—=z 1 kd kd kd
M = = — = = — f—
|O | Tn k‘ k‘

2 2 2\k—1 k+1 21
SOl =ri+r, —|QB|=ri+rp,—(d—x) =

d y—=x d(k* +1)

- —dtr=— 2

2 TRy

Lze snadno zkontrolovat pomoci obraceni Pythagorovy véty, trojihelnik
SOM je pravouhly.

g2+ kd % d(k*+1)*
2 k2—-1  2k2-1)"

Potom

1 . kd?
S = 1SM||OM] = kd W1

Poznamka: Timto Tesenim dokdZeme soucasné i vétu: Pro danou usecku
AB a libovolné k jsou Thaletova a Apolloniova kruznice vZdy na sebe
kolmé.

4. Text dlohy. Dano: piimka p na ni dva ruzné body K, L, tak, ze |KL| = 4 cm,
bod F' takovy, ze |FL| = 3 cm, |FK| = 3,5 cm, piimka e je rovnobéznd s
p a lezici v opacné poloroviné urcené piimkou p nez bod F' ve vzdalenosti
5 c¢cm od p.
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Dvé paraboly P, vytinaji na pfimce p tutéz tétivu KL a nemaji dalsi
spole¢né body. F' je ohnisko paraboly P. Ohnisko G paraboly @, kterd
ma tidici primku e, lezi v opaéné poloroviné urcené piimkou p nez bod F'.
Nakreslete obé paraboly.

ReSeni llohy.

Rozbor.
1. Parabola ) ma fidici pifimku e, za osu piimku ¢, kterd je osou usecky KL,
ohnisko G takové, ze |GK| = |GL| = 5 cm je tedy dostatetné urcend a lze

nakreslit. Jedind moznost.

2. Parabola P ma ohnisko F, ridici primku d, od které¢ jsou body K, L stejné
vzdalené jako od ohniska F'. Ridici pfimku najdeme jako spolecnou tecnu
kruznic k(K, |FK|), l(L,|FL|) Dvé moznosti.

Konstrukce.

1. G; |GK| = |GL| =5 c¢m, G lezi v opa¢né poloroviné urcené piimkou p nez
bod F.

2. Q; Q je parabola s ohniskem G a tidici ptimkou e.

3. Primka K L, libovolna usecka KYi, Y] € k, tisecka LY; rovnobézna s KY;.
4. Primka Y;Y; N KL dostaneme bod Z, Thaletova kruznice nad LZ N
kruznice [. Piimky d;, dy vedouci ziskanymi body a bodem Z, spoleéné tecny
kruznic k(K,|FK|), I(L,|FL|. 5. P;; P; je parabola s ohniskem F' a Fidic
primkou d;.

6. Zkontrolujeme, zda P; nemé s () dalsi spolecné body.

Nevyhovugici parabolu vyloucime.

Uloha mé jediné teseni, které je na obrazku 2.20.
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Obrazek 2.20:

5. Text dlohy. Déna pfimka o na ni dva ruzné body K, L. Piimka o je na osa
paraboly O, body K, L jsou po tadé pruseciky o s te¢nou t a normélou n v
takovém bodé T paraboly P, ze plati |K'T'| = 2 |LT| nakreslete parabolu P.

Re¥enf tlohy. Tecna a norméla jsou na sebe kolmé, proto lezi T na Thaletové
kruznici ¢t nad K L. T lezi ziejmé na Apolloniové kruznici pro body K, L a
pomér 2, kterou v dalsim ozna¢ime h. Nalezenim bodu 7' jsme pievedli na
feseni 1. ulohy.

Déle uzijeme vétu: Subtangenta paraboly je pulena vrcholem, subnormaéla je
rovna parametru.

Konstrukce.

1. T'; viz nalezeni bodu M v tloze 1.

2. P; P je kolmy prumét T na o.

3. V;V je stred KP.

4. P; P je parabola s osou o, s vrcholem V| s parametrem p = |PL|, ktera
prochézi bodem T' (bodova konstrukce paraboly) na obrazku 2.21.
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Obréazek 2.21:

Uloha md jediné tesent (body T sice existuji dva. ale na tézZe parabole).

6. Text dlohy. Dany ruznobézky m,n svirajici thel 60° a bod X, ktery nelezi
na zadné z nich. Hyperbola H, (ktera neni nakreslena) s asymptotami m,n
prochazi bodem X.

(a) Urcete tecnu t hyperboly H v bodé X
(b) Dokreslete hyperbolu H.

Reseni llohy.

(a) Rozbor.
Uzijeme vétu: Usek, ktery vytinaji asymptoty libovolné hyperboly na
kazdé jeji tecné, je pulen piislusnym dotykovym bodem. Hleddame ne-
jprve tsecku pulenou bodem X jejiz koncové body lezi na piimkach
m,n. Tato iloha se bézné tesi v kapitole o shodnych zobrazenich.

Konstrukce.

1. sestrojime primku m’, kterd je s m stiedové soumérna podle X
2. ur¢ime prusecik N piimek n a m”’

3. t je spojnici bodu N, X.
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(b) Rozbor.
Jiz mame sestrojeny asymptoty, bod dotyku X a tec¢nu t zbyva nam
sestrojit samotnou hyperbolu.
Konstrukce.

1. Sestrojime osy asymptot o1, 0s.

2. Bodem X vedeme kolmici k& na o1, X~ osové soumérny dle o;.

3. kNm, n dostaneme body P, P’.

4. Thaletova kruznice [ nad P, P’

5.bLk, (L,LN1) b je délka vedlejsi poloosy.

6. Kruznice s(S,b) s Nog body C, D.

7. Nyni muzeme sestrojit charakteristicky obdélnik, dostavame body
A, B.

8. Sestrojime hyperbolu.

Obréazek 2.22: Hyperbola
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2.3 3. série Rovnice

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1.

(Jen pro prvni roénik vysstho gymnézia a nizsi)
Zak mél tesit rovnici:

r+2  x—2
Tr+23  T(x+1)

napsal si ji vSak s chybami: v ¢itateli na levé strané napsal chybné druhy ¢len
a ve jmenovateli na pravé strané misto znaménka + znaménko —. Navzdory
tomu pri spravném fteSeni chybné napsané rovnice obdrzel spravné teseni
puvodni dané rovnice (spravny koten, ktery mu vysel jediny). Jak vypadala
chybné napsana rovnice?

(Jen pro prvni roénik vysstho gymnézia a nizsi)

Reste v R? soustavu rovnic:

Yz
= a’
Y+ 2z
2x
= b7
zZ+x
ry
= c.
r+y

kde a, b, ¢ jsou redlna ¢isla ruzna od nuly.

. Reste v R rovnici: 22 + |2 + 3| + |3 — 2| = 4,5 |z| + 6.

Reste v R? soustavu rovnic:

r+vy+z=a,
2?2 =al
2?4yt + 2% =dd
kde a je redlny parametr.

Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel x, y, pro néz plati:

(x+y)+(x—y)+xy+z:450.

33



6. Urcete vSechny dvojice realnych ¢isel m,n tak, aby rovnice:
ot +32° +ma? — 284+ n=0

meéla trojnasobny koien.
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Reseni
1. Text dlohy. Zak mél fesit rovnici:

r+2  r—2
Tr 423 T(x+1)

napsal si ji vSak s chybami: v ¢itateli na levé strané napsal chybné druhy ¢len
a ve jmenovateli na pravé strané misto znaménka + znaménko —. Navzdory
tomu pri spravném fteSeni chybné napsané rovnice obdrzel spravné teseni
puvodni dané rovnice (spravny kotren, ktery mu vysel jediny). Jak vypadala
chybné napsand rovnice?

Reseni dlohy.

Vyfesenim puvodni rovnice

x+2 r—2
- = =2 = dmink -1 2
Tx + 23 7(z+1) podminky v # =1, x #27/3

(x4+2)-T(x+1) = (x—2)-(Tx+23)

12z = —60
dostaneme x = —5. To dosadime do rovnice, kterou fesil zak.
r+m  r—2
Tx+23  T(xz-1)

—5+m —5—-2
ES T )
(=54+m)-(-42) = (=7)-(-12),
—5+m = -2

Po dosazeni vypocitame m = 3, zak tedy tesil rovnici:

r+3  x—2
Tr+23  T(x—1)
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2. Text tlohy. Reste v R? soustavu rovnic:

Yz

= a’
Y+ 2z
2T

= b,
zZ+x
ry

= C’
r+y

kde a, b, ¢ jsou redlna ¢isla ruzna od nuly.

Reseni dlohy. Jak je vidét ze zadani, musi byt pro nenulova a,b, c i kofeny
x,y, z ruzné od nuly. Prvni rovnice je proto ekvivalentni s rovnici
2y
yz

1
a

a podobné i zbyvajici rovnice. Soustavu tedy zapiSeme v nasledujicim tvaru:

1 1 1
4 ==
Yy oz a
111
2 x b
1 1 1
-z 7
x+y . (7)

Sec¢tenim vsech tif rovnic dostaneme:
1 1 1 1,1 1 1
++=(++)
r y z 2\a b ¢

Od této rovnice budeme postupné odéitat jednotlivé rovnice soustavy (7) a
upravovat na vysledek:

2abc
ac+ ab — be

B 2abc
v ab+ bc — ac

B 2abc
T et be—ab
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3. Text tlohy Reste v R rovnici:

2+ |+ 3|+ 13— 2| =4,5|z| +6.

(a) (= o =3),
(b) (=3,0),
(¢) (0,3),

(d) (3,00).

Protoze se zaménou x za —x se rovnice neméni, staci vyresit jen ty situace
kdy je > 0 a k nalezenym cislim pridat ¢isla opacna.
Pro 0 < z < 3 m4 rovnice tvar:

2?4+x+34+43—2 = 4,50+6,
2 —4,5r = 0. (8)

Z korenu rovnice (8) vyhovuje pouze x1 = 0, x5 = 4,5 neni z daného inter-
valu.
Pro z > 3 nam vyjde

?+rx+3—-34+x = 4,5x+6,
20 —br—12 = 0. (9)

3
D:121, .’13'1:4, $2:§

a z kofenu kvadratické rovnice (9) vyhovuje pouze prvni. Kofen 3/2 neni z
intervalu (3; o) Rovnice mé tedy kofeny 0 a +4.

4. Text dlohy. Reste v R? soustavu rovnic:

r+y+z=a,
x2+y2+z2:a2,
a:3+y3—|—z3:a3,

kde a je redlny parametr.
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Regeni dlohy. Umocnénim prvni rovnice soustavy na druhou dostaneme
a® =2* +y* + 22+ 2(xy +yz + 20)

a odtud vyuzitim druhé rovnice soustavy

xy +yz+xz=0. (10)
Umocnénim prvni rovnice soustavy na treti dale po tpravé mame:
o’ =2° +y* 4+ 2° + 3(x + y + 2)(vy + yz + x2) — 3(2yz2).
Vyuzijeme-li rovnici (10) a tfeti rovnici soustavy dostaneme

zyz = 0.

Je- li @ # 0 plyne z poslednich dvou rovnic, ze alespon dvé ¢isla jsou rovna
nule. Kdyby bylo x = y = 2z = 0, muselo by byt také a = 0. Je-li naptiklad
y = z = 0, dosazenim téchto hodnot do prvni rovnice soustavy dostaneme
x = a. Dalsf feseni ziskdme cyklickou zéménou. ReSenfm soustavy jsou
vSechny trojice [z, vy, z] z mnoziny {[a,0,0],[0.a,0],[0,0,al}.

. Text udlohy. Najdéte vSsechny dvojice celych ¢isel z,y, pro néz plati:

T
(a:+y)+(x—y)+:vy+§:450.

Reseni dlohy. Rovnice mé po upravé tento tvar.

2x+my+£:450.
)

Ztejmeé jsou obé cisla x,y ruznd od nuly. Prvni dva sc¢itance na levé strané
vynasobime jednickou napsanou ve tvaru (x/y)(y/z) a potom vytkneme x/y
ze v8ech ti{ scitancti. Dostaneme:

z(y +1)2 = 450.

KdyZ vezmeme v tvahu, ze 450 = 1-2- 3% - 5% muze (y + 1)? nabyvat jen
hodnot 1,9, 25,225 a tedy y € (£2, +4,—6, 14, —16). Postupnym dosazenim
téchto hodnot do z/y - (y + 1)? = 450 nalezneme piislusnd z.

Zaver.  [x,y] € {[~900,—2],[100,2] , [~200, —4] , [72,4] , [~108, 6] , [28, 14]},
{[-32, —16]} .
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6. Text dlohy. Urcete vSechny dvojice redlnych ¢isel m,n tak, aby rovnice:
ot +32° +ma? — 284+ n=0
méla trojnasobny realny koten.
Regeni dlohy. Ozna¢me trojndsobny kofen r a jednoduchy kofen s. Plat
' +32° +ma? —28v +n = (v —1)(x - s).

Po roznésobeni dostaneme na pravé strané rovnice polynom, ktery se rovna
polynomu na strané levé. Oba polynomy si jsou rovny jen kdyz maji stejné
koeficienty pii stejnych mocnindch proménné x. 7 porovnani koeficientu
dostavame soustavu:

—Br+s)=3, 3r(r+s)=m, 1 +3*s=28 1r’s=n.

Z prvni rovnice soustavy vyjadiime s a dosadime do tieti. Upravou dostaneme
8 +9r* +28 =0

a odhadneme koten r = —2. Po vydéleni kofenovym c¢initelem r+2 obdrzime
rovnici
8r* +7r+14 =0,

ktera neméd realné koteny. Je tedy r = —2 a déle jiz snadno dopocitame
s=3, m=-—6, n=-24.
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2.4 4. série Obsahy a objemy

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1.

(Jen pro prvni roénik vyssitho gymnézia a nizsi.)
Urcete obsah pravouhlého trojihelniku ABC' s preponou AB, je-li soucet
délek jeho odvésen m = 12 cm a vyska z vrcholu C je v. = 5 cm.

(Jen pro prvni rocnik vysstho gymnazia a nizsi.)
Vsechny strany konvexniho n—uhelniku jsou tecnami kruznice o poloméru
2 cm. Urcete obvod tohoto n—uhelniku, je-li jeho obsah:

(a) S; =20 cm?.
(b) Sy =12 cm?.

. List papiru mé tvar obdélniku o rozmérech 2m,2n (cm), kde m > n > 0.

Stredy delsich stran tohoto listu oznac¢ime pismeny A, C' a stfedy kratsich
stran B, D. List prehneme podél tsecek AB, BC,CD,DA a AC tak aby
vznikl ¢tytstén ABCD. Urcete objem tohoto ¢tyfsténu.

Urcete obsah trojuhelniku ABC, je-li dana délka a strany BC', velikost 1ihlu
BAC a polomér r kruznice vepsané.

Rovnobéznik ABC'D m4 obsah 312 cm?. Uvniti strany AB zvolime bod E
tak, aby |AE| = 3|EB| a uvnitt strany AD bod F tak, aby |F'D| =2 |AF].
Prusecik usecek C'E a BF oznacime G, Urcete obsah trojihelniku BGFE.

Urcete objem étyfsténu ABCD, mé-li jeho sit tvar trojihelniku s délkami
stran 11 cm, 20 cm, 21 cm.
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Reseni
1. Text dlohy. Urcete obsah pravouhlého trojuhelniku ABC s preponou AB,
je-li soucet délek jeho odvésen m = 12 cm a vyska z vrcholu C' je v, = 5 cm.

Regeni tlohy. Pro dany trojihelnik plati
(a+b)* = (a® +b*) + 2ab = ¢* + 4S.
Ze zadani tedy obdrzime:

A+ 48 = 144,

5¢
S =—.
2

7, druhé rovnice vyjadiime ¢ a dosadime do prvni, po ipravé mame kvadra-
tickou rovnici

S? 4+ 255 — 900 = 0,

kterd m4 jediny kladny koifen S = 20 cm?. Nyni musime ovéiit zda dany
pravothly trojihelnik vibec existuje. Provedeme zkousku, dosadime vypocte-

nou hodnotu za S do rovnice S = 5¢/2 a dostaneme, ze ¢ = 8 cm. Cislo
b =12 — a dosadime do Pythagorovy véty

& =a*+ b
Z rovnice 64 = a® + (12 — a)?obdrzime opét kvadratickou rovnici
a® —12a + 40 = 0,
kterda ma zaporny diskriminant. Proto uloha nema feseni.

2. Text dlohy. Vsechny strany konvexniho n—ihelniku jsou te¢nami kruznice o
poloméru 2 cm. Urcete obvod tohoto n—uhelniku, je-li jeho obsah:

(a) S; =20 cm?.
(b) Sy =12 cm?.

Redenf tlohy. Nechf A;, A, - -, A, jsou vrcholy n—ihelniku a kruznice vep-
sané necht ma polomér r a stfed O. Obsah n—ihelniku je sou¢tem obsahu
trojuhelniku

A1A207 A2A3O7 o 7ATL71ATLO7 AnAlO
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se zakladnami

AlAQ; A2A37 An—lAn7 AnAl

a stejné velkou vyskou r. Proto plati

r
Vyraz v zdvorce ndm prestavuje obvod n—ihelniku, o = 25/r. Obvod n—1hel-
niku z posledniho vztahu jiz snadno uréime numericky. Je vsak tieba za-

potiebi zvazit za jakych podminek takovy n—iuhelnik existuje. Jeho obvod
musi byt vétsi nez délka vepsané kruznice:

o> 4mr > 12.

Zaver: V piipadé (a) vychdzi o = 20 cm, v pripadé (b) by vychézelo o =
12 c¢m, coz nevyhovuje podmince fesitelnosti.

. Text ulohy. List papiru ma tvar obdélniku o rozmeérech 2m, 2n (centimetri),
kde m > n > O. Stiedy delsich stran tohoto listu oznac¢ime pismeny A, C' a
sttedy kratsich stran B, D. List pfehneme podél usecek AB, BC,C'D, DA a
AC tak aby vznikl ¢tyistén ABCD. Urcete objem tohoto Ctyfsténu.

Regenf dlohy. Na obrazku (2.23) je nakreslen pivodni list papiru.

N m C m M

n

D B
n

K A L

Obrazek 2.23: List papiru
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Na obr. 2.24 situace po prehnuti.

Obrazek 2.24: Prehnuty list papiru

Vrcholy K, L, M, N obdélnikového listu se nyni nachézi ve sttedu O hrany
BD ¢tyisténu a proto |BD| = 2n. Stény ACB a ACD jsou rovnoramenné
trojuhelniky se spolec¢nou zakladnou AC' délky 2n, jejichz vysky z vrcholu
B, D maji spoleénou patu @ a plati |BQ| = |DQ| = m. Obsah podstavy
ABC ctytsténu je
5 _lAclies
2

Télesova vyska DR ¢tytsténu je ziejmeé vyskou DR trojuhelniku BDQ (obr.
2.25).

D
i
174
Soom
0~ 10
A
o \,>
R
n
B

Obrazek 2.25: Télesova vyska

Trojuhelniky QBO a DBR jsou pravothlé a navic maji spoleény uhel pii vr-
cholu B. Jsou tedy podobné. |DR| / |QO| = |BD| /| BQ)| a podle Pythagorovy
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véty pro trojuhelnik QBO je
|QO| = vVm? — n?2.
Z poslednich dvou vztahu dostaneme vysku ¢tytsténu

|BD|-|QO|  2nyv/m? —n?
|BC)| mo

v=|DR| =

Objem ctyisténu je

Sp - v 2n%v/m? — n?
3 3 '

. Text ulohy. Urcete obsah trojuhelniku ABC, je-li dana délka a strany BC),
velikost thlu BAC a polomér r kruznice vepsané.

Redenf tlohy. Vyuzijeme tvahu z fesen{ dlohy 2. Viz obr. 2.26.

CT
:‘gﬁj\ \\z
/'/ \/‘\

x// ’ |'I/ \ ,/’);"\\
. — S | ?
o T/ X
% ?/1}» ~ [ \\
A2 ¥ v B

Obréazek 2.26:

Plati
S=(@x+y+z2)-r, y+z=|BC|=a, x=r-cotga/2.
Tedy S=a-r+7r* cotga/2.
. Text tdlohy. Rovnobéznik ABC'D mé obsah 312 ecm?. Uvnitf strany AB zvolime
bod E tak, aby |AE| = 3|EB| a uvnitf strany AD bod F tak, aby |FD| =

2|AF|. Prusecik usecek CE a BF oznac¢ime G a prusecik uhlopricky AC' a
usecky BF ozna¢me H. Urcete obsah trojuhelnitka BGE.

Regeni dlohy. Vyuzijeme vétu, kterd je dasledkem vztahu pro obsah trojdhelniku:
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Maji- li dva trojuhelniky shodnou vysku pak pomeér jejich obsahu je roven
pomeéru piislusnych zakladen.

Na obrazku 2.27 se trojihelniky AEG a EBG shoduji ve vysce z vrcholu
G a navic |AE| = 3|EB]|. Polozme (obsah trojihelniku EBG) Sgpe = = a
potom je Sapg = 3z. Z podobnosti trojihelniki AFHca C'BH dale mame

|AH| |AF| 1

[HC] [BC| 3
Odtud plyne, trojihelniky CHG a AHG maji zakladny CH a AH v poméru
|CH|:|AH|=3:1
a maji spolecnou vysku z vrcholu G. Odtud
Scuc = 35anG- (11)

Muzeme tedy oznacit Sage =y a Scug = 3y. Analogicky pro trojihelniky
CHB a AH B plati
Scup = 35anB (12)

a z rozdilu pravych a levych stran rovnic 12 a 11 plyne
SCGB = BSAGB =3 -4z = 12x. (13)
Déle zjistime, zZe trojihelnik £ BC ma obsah

S = Sgpc = Sgpa + Sapc = 13x.

Zaroven je tento obsah roven osminé obsahu rovnobézniku ABCD, nebof
|EB| = |AB| /4 a vyska obou ttvart je stejna. Plati tedy 13z = 39 a odtud
tedy = = 3cm?.
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Obrazek 2.27: Rovnobéznostén

6. Text tlohy. Uréete objem étyisténu ABC'D, mé-li jeho sit tvar trojtihelniku
s délkami stran 11 c¢m, 20 c¢m, 21 cm.

Regen tlohy. Dany étyistén jehoz sit je na obrazku 2.28 mé kazdé dvé protéjsi
(tj. mimobézné) hrany stejné dlouhé. Plyne to z obrdazku 2.28 a z vlast-
nosti sttednich pficek trojihelniku. Proto mu lze podle obrazku 2.29 opsat
rovnobéznostén, jehoz kazda sténa je rovnobéznik se shodnymi thloprickami,
tj. pravouhelnik. Proto je rovnobéznostén kvadrem, pro jehoz délky hran pri
oznaceni dle obrazku 2.29.

N C
D;,
1 21/2
|
A ]
A M
C p_ 110,
V4 C
711/ b
D B D ’
1 2 K r7l B
Obrazek 2.28: Obréazek 2.29:
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Plati

121
2 2 14t
a” +c = 1
2+ b2 =100
441

2 2
b = —
a” + 1

Vyftesenim této soustavy nalezneme

9
a:§ cm, b=3V10cm c¢=+10 cm.

Pomoci obrazku 2.29 je objem ¢tyisténu ABC'D roven tietiné objemu celého
kvadru.

Kazdy z trojbokych jehlanu KBDA, LBDC, ACHB a ACHD ma totiz
objem Vi = abc/6 a plati

Vapep = Visrpoamne — (Vkspa + Visep + Vacus + Vacuap) =

1 1
abc — 4 - ng = gabc = 45cm?.
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Kapitola 3

Roénik 2000/2001

3.1 1. série Prirozena c¢isla

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani:

1.

(Jen pro prvni roénik vyssitho gymnézia a nizsi.)
Urcete nejmensi ptirozené cislo, jehoz treti mocnina je délitelna ¢islem 567567.

(Jen pro prvni roénik vyssitho gymnézia a nizsi.)

Vyménime- 1i v dekadickém zépisu pfirozeného ¢isla n dvé vhodné cifry
navzajem, vznikne ¢islo m, které je o 198 vétsi nez puvodni ¢islo n. Navic
plati m +n = 13776 Urcete vSechna takova n.

Dokaizte, Ze pro kazdé piirozené éislo n je éislo a, = 19 - 2" + 179 slozené tj.
a,, neni prvocislo.

Délky hran kvddru (v centimetrech) jsou piirozend ¢isla. Jeho povrch v cm?
je vyjadien stejnym ¢islem jako jeho objem v cm?®. Najdéte vechny takové
kvadry.

Urcete vSechna péticiferna prirozena ¢isla n = abcba, kterd jsou délitelnd
¢islem 396 (a, b, ¢ jsou cifry a zapis n = abcba znamend 10000 - @ + 1000 - b +
100- ¢+ 10-b+a).

Dokazte, ze ¢islo a,, = 2903"™ — 803" — 464™ + 261" je pro kazdé prirozené
¢islo délitelné ¢islem 1897.
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ReSeni

1. Text dlohy. Urcete nejmensi pfirozené cislo, jehoz tfeti mocnina je délitelna
¢islem H567567.

Regenf tilohy. Plati 567567 = 3*-72-11-13 hledané ¢islo je 32-7-11-13 = 9009.

2. Text llohy. Vymeénime-li v dekadickém zépisu prirozeného ¢isla n dvé vhodné
cifry navzajem, vznikne ¢islo m, které je o 198 vétsi nez puvodni éislo n. Navic
plati m +n = 13776. Urcete vSechna takova n.

Reseni dlohy. Vyfesime soustavy rovnic:

m+n = 13776
m —n = 198.
Zjistime, ze n = 6789 a m = 6987. Vidime, ze byly premistény cifry 7 a 9.

3. Text tlohy. Dokaite, ze pro kazdé piirozené &islo n je ¢islo a, = 19-26" 4179
slozené tj. a,, neni prvocislo.

Regeni dlohy. Plati

an =19 - 25" 4179
19-64" +179 =

19-(63+1)"+179 =

19-63-k+194+179 =
9-133-k+198 =
9. (133k + 22)

kde k je celé cislo. Predstavime-li si totiz vyraz (63 + 1) jako soucin n
stejnych vyrazu tvaru 63+1, vidime, ze po roznasobeni dostaneme 2" s¢itanct
z nichz kazdy ma tvar soucinu o n cinitelich. Tito ¢initelé jsou z mnoziny
{1;63} . Kazdy ze scitancu obsahuje alespori jednoho ¢initele 63 s vyjimkou
sou¢inu samych jedni¢ek. Proto muzeme polozit (63 + 1)" =63 - k + 1.

)

Zaver: Cislo a,, je délitelné deviti pro kazdé ptirozené n a proto neni prvocislo.

4. Text ulohy. Délky hran kvadru (v centimetrech) jsou ptirozend ¢isla. Jeho
povrch v cm? je vyjadien stejnym &islem jako jeho objem v cm?®. Najdéte
vSechny takové kvadry.

Regen tlohy. Oznacime délky hran kvddru a, b, ¢ tak, aby bylo 0 < a < b < c.
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7 podminky dostavame.

S =V
2-(ab+bc+ac) = a-b-c

Odtud po vydéleni vyrazu 2abe

1 N 1 n 11 (1)
a b ¢ 2
Jedno feseni je ziejmé a = b = ¢ = 1/6. Jestlize nejsou hrany kvadru

navzajem shodné, musi platit a € {3;4;5}. Kdyby totiz bylo a > 6 platilo

by

r 1.1 1 1 1 1

PR S
nebot kazdé z ¢isel b, ¢ je vétsi nez a. Je- li a = 3, dosadime do (1) a upravime
na tvar:

1 1 1

1. 11 9

b * c 6 )
Ziejmé vyhovuje 1/b = 1/c = 1/12. Pokud si nejsou délky b, ¢ rovny, musi
vzhledem ke (2) platit

1 1 1

6 b 12
tedy b € {7;8;9;10;11}. Ptipustné hodnoty dosadime do 2 a vypocitdme c.
Vyjdou tyto dvojice [b; c|: [7;42], [8;24], [9;18], [10; 15], [11;66/5]. Posledni
dvojice nevyhovuje, jelikoz ¢ nevyslo celé ¢islo. Ostatni dvojice vyhovuji.
Je- i a = 4 dosadime do (1) a upravime na tvar

1 1 1

4= 3

b+c 4 ()
Ztejmé vyhovuje

111

b ¢ 8§

Pokud si nejsou délky b, ¢ rovny, odhadneme b € {5;6;7}. Po dosazeni do
(3), uréime tyto dvojice [b;c]: [5;20], [6;12], [7;28/3]. Posledni dvojice opét
nevyslo celé ¢islo.
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Je- li a = 5, dosadime- li do (1) a upravime na tvar

1 1 3

4= 4

b+ c 10 (4)
Rovnici vyhovuje

1_1_3

b ¢ 20

nasi uloze vsak ne, jelikoz b, ¢ nejsou cela cisla. Délky b, ¢ nemohou byt stejna
celd ¢isla a musi platit b € {5;6}, b > a = 5. Po dosazeni do (4) urc¢ime dvo-
jice [b; c]: [5;6], [6;15/2]. Posledni dvojice nevyhovuje.

Zdver: Resenfm tlohy je deset kvadri jejichz rozmeéry jsou uvedeny v nésledu-
jici tabulce:

alem| | 313333 |4]41[4]5]6
blem] | 7 | 89101256 |8]| 5 |6
clem] 42124 |18 |15 (1220|128 |10 |6

. Text dlohy. Urcete vSechna péticiferna pfirozena cisla n = abcba, ktera jsou
deélitelna cislem 396 (a, b, ¢ jsou cifry a zapis n = abcba znamena n = 10000a+
10006 + 100c + 10b + a).

Re¥enf dlohy. Rozlozime 396 na prvocisla, 396 = 22 - 3% - 11, proto musi byt
¢islo
n =10000-a+ 1000-b+100-c+10-b+a
délitelné ¢tyimi, deviti a jedenacti. Kdyz si uvédomime, ze 0 < a,b,c < 9,
muzeme pomoci Kkriterii pro délitelnost deviti a jedenacti zjistit, ze pro s =
2a + 2b+ ¢ a pro d = 2a — 2b + ¢ plati
s € {9;18;27;36;45}, d € {0;+11;22}.

Déle je zfejmé, ze rozdil s —d = 4b € {0;4;8;---;36}. V ivahu pfipadaji jen
tyto situace:

(a)
2a+2b+c = 9,
20 —2b+c¢ = —11.

Sectenim rovnic zjistime, ze
da +2c = —2.

CoZ nemuZe nastat.
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20 +2b+c¢ = 306,
20 —2b+c¢ = 0.

Odectenim rovnic zjistime b = 9, sectenim 2 - a + ¢ = 18. Posledni
dvojcisli ¢isla n, tj. ¢islo 18 +a musi byt délitelné ¢tyimi. Potom ziejmé
a € {2;6}. Dosazenim do posledni rovnice zjistime jediné mozné feseni

a=c=06.n=69696.
(c) 20+2b+c=27a 2a—2b+c=11.

Odectenim rovnic zjistime b = 4, sectenim 2a + ¢ = 19. Analogicky jako
v pfedchozim piipadé nalezneme druhé teseni n = 84348.

Zaver: Uloze vyhovuji pravé dveé cisla 69696 a 84348.

6. Text dlohy. Dokazte, ze ¢islo a,, = 2903" — 803™ — 464™ + 261™ je pro kazdé
prirozené ¢islo délitelné ¢islem 1897.
Regenf tlohy. Cislo 1897 = 7- 271 proto staéi dokdzat, ze je délitelné 7 a 271.

Pri dukazu vyuzijeme tvrzeni: Pro kazda prirozena cisla u, v, n plati u”—ov" =

(u—v)-ckde
c=u""tHu" o+t "R

je prirozené ¢islo. (Jde o zndmy vztah uvadény v tabulkéch, jehoz platnost
snadno ovéirime dosazenim pravé strany druhého vyrazu za ¢ do prvniho
vyrazu a roznasobenim.) Pomoci uvedeného vztahu dostaneme:

a, = (2903" — 803") — (464™ — 261™) = 2100 - k + 203 - [ = 7(300 - k + 29 - I)
kde k,[ jsou prirozend cisla. Je tedy a, délitelné sedmi.

Podobneé:

a, = (2903" — 484™) — (803" — 261") = 2439 - r + 542 - s =271(9-r+ 2 - s)

kde r, s jsou ptirozena cisla, tedy a, je délitelné cislem 271.

Zaver: Pro kazdé n prirozené je a,, délitelné ¢islem 1897.
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3.2 2. série Trojiuhelniky

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1.

(Jen pro prvni roénik vysstho gymnézia a nizsi.)

Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' se zédkladnou AB délky 3 cm a ob-
vodem 13 cm. Uvniti stran BC' a AC' sestrojte po tadé body D, E tak, aby
¢tytuhelnik ABDE byl lichobéznik s obvodem 7,4 cm.

(Jen pro prvni ro¢nik vyssitho gymnézia a nizsi.)
Sestrojte trojuhelnik ABC', je-li dan polomér kruznice trojihelniku opsané,
délka téznice z vrcholu A a délka strany AB:

r=4,5cm,t, =5 cm,c =8 cm.

Rovnoramenny trojihelnik ABC' se zdkladnou AB se da rozdélit primkou
prochazejici jeho jednim vrcholem na dva rovnoramenné trojihelniky. Urcete
takové trojihelniky uvedenim velikosti jeho vnitinich uhlu.

Je dan rovnoramenny lichobéznik ABCD se zakladnami AB, C'D Jejichz
délky jsou po tadé 2a,2b. Jeho vyska spliuje vztah v > a + b. Kolmice na
rameno BC' prochazejici sttedem ramene AD protina spojnici stiedu Oy, O
zakladem lichobézniku v bodé M. Z bodu M jsou sestrojeny tecny M1, MU
(s body dotyku T',U) ke kruznicim s pruméry AB,CD.

Dokazte, ze plati: |MT| = |[MU|.

Nerovnoramenny lichobéznik ABC D se zékladnou AB ma vnitini thly /DAB
a /ABC ostré. Stredy kruznic opsanych trojihelnikim ACD, ABD, BCD
ozna¢me po tadé K, L, M, N. Dokazte, ze ¢tyithelniky KLMN a ABCD
jsou si podobné a ze koeficient podobnosti, ktera prevadi lichobéznik ABC' D
na lichobéznik KLM N je

b |cotg |LABC| — cotg |LDAB||
5 :

K danému ¢tverci ABCD se stranou délky a = 5 cm sestrojte ¢tyiihelnik
KLMN tak, aby body A, B,C,D lezely po fadé uvniti stran KL, LM,
M N, N A, obsahy trojihelniki ABL, cmB, ADK, DCN byly (v daném potadi)
v poméru 1 : 2 : 3 : 4, a aby soucet téchto obsahu byl roven obsahu ¢tverce
ABCD.
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Reseni
1. Zadani dlohy. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC se zakladnou AB délky

3 cm a obvodem 13 c¢m. Uvnitt stran BC' a AC' sestrojte po tadé body D, E
tak, aby ¢tyrihelnik ABDFE byl lichobéznik s obvodem 7,4 cm.

Regeni tlohy. Trojihelniky EDC a ABC' jsou podobné. Plati:

|AC| = |BC|=5cm,

|ED| = k-|AB],

|CE| = |CD|=5"k,

|AE| = |BD|=|BC|—|CD|=5-(1-k).

a pro obvod lichobéznika ABDFE dostaneme
0o = 10(1—k)+3+3k="7,4.

Odtud k =0,8a |CE|=|CD|=4 cm.

Konstrukce.
Body E, D nalezneme jako pruseciky kruznice m(C,4 cm) s rameny AC' a
BC
1
Al
/o
[\
[
f
x’f \\
“ Ef D n
A B

Obrazek 3.1: Lichobéznik ABDFE
2. Zadani dlohy. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan polomér kruznice trojihelniku
opsané, délka téznice z vrcholu A a délka strany AB:

r=4,5cm,t, =5 cm,c =8 cm.
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Obrézek 3.2: Rozbor

Regeni tlohy.

Rozbor. Predpokladame, ze je takovy trojuhelnik sestrojen. Z obrazku 3.2
vidime, ze lze snadno sestrojit opsanou kruznici k(O,r = 4,5 cm) s tétivou
AB dané délky c. Zbyva tedy odhalit konstrukei vrcholu C. Kdybychom znali
stted M strany BC', najdeme C' jako prusecik poloptimky BM s kruznici k.
Tim nas problém pfevadime na sestrojeni bodu M. Bod M ziejmé lezi na
kruznici m(A,t,), nebot |[AM| = t,. Kolmice na BC bodé M je vsak osa
tétivy BC' a prochéazi tedy sttedem O kruznice k. Uhel BQM je tedy pravy
a bod M proto lezi na Thaletové kruznici n(S,|SB|), kde S je stied tsecky

OB. Bod M proto muzeme sestrojit jako prunik kruznic m,n.

Konstrukce a jeji sprdvnost jsou ziejmé z rozboru.

Diskuze. Pro zadané délky ma tloha dvé teseni. viz obr. 3.3.
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Obrazek 3.3: Konstrukce trojihelniku z tlohy 2

3. Zadani dlohy. Rovnoramenny trojuhelnik ABC se zakladnou AB se da rozdélit
piimkou prochézejici jeho jednim vrcholem na dva rovnoramenné trojtihelniky.
Urcete takové trojuhelniky uvedenim velikosti jeho vnittnich 1hlu.

Regenf dlohy. Vnitini dhly o velikostech 8y, 6 pii zakladnach diléich rovnora-
mennych trojuhelniku jsou vzdy ostré. Proto plati:

51 4 6y < 180° (5)

Déle je ztejmé, ze

diléf trojihelnik mé hlavni vrchol na ose své zakladny. (6)

Predpokladejme nejprve, ze délici primka prochazi vrcholem A a protina ra-
meno BC' v jeho vnitinim bodé D. Vzhledem k (6) nemuze byt |AD| =
|BD|, ani |AC| = |DC]|, také nemuze byt |BA| = |DA| nebo |AD| =
|CD| a |AB| = |DB|. V prvém piipadé plati podle véty o vnéjsim thlu
trojuhelniku ADC' §; = 20, a z podminky, ze soucet velikosti vnitinich
uhlu trojihelnika ABC = 180°, dostaneme 50, = 180°. Prvnim feSenim
je tedy kazdy trojihelnik ABC' s vnitinimi thly o velikostech 72°,72° 36°.
Viz obrézek 3.4 a.
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Ve druhém piipadé (obr. 3.4 b) dostaneme analogicky d; = 20 a
2(61 + d2) + o = 180°.

Vyftesenim této soustavy zjistime, zZe druhym fesenim, je kazdy trojihelnik
ABC' s vnittnimi hly:

540°  540° . 180°
7 7 7

Prochazi- li délici pfimka bodem B, jde vzhledem k osové soumérnosti troj-
thelnika ABC' podle osy jeho zakladny o stejnou situaci jako v prvnim
pripadé.

Necht délici piimka prochdzi bodem C vrcholem diléiho trojtihelniku. Vzhle-

dem k podmince (5) nemohou pak byt body A a B souc¢asné hlavnimi vrcholy
diléich trojuhelniku. Existuji celkem tii moznosti:

(a) |CA| = |DA| a |CD| = |BD|, pak podle obr. 3.5 a plati §; = 20y
a 01 + 0y + 205 = 180°. Odtud zjistime, ze tfetim feSenim je kazdy
trojuhelnik ABC' s vnitinimi tihly o velikostech 36°,36°, 108°.

C

Obréazek 3.4: Obréazek 3.5:
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(b) |CB| = |DB| a |AD| = |CD|. To vede vzhledem k symetrii podle osy
zakladny AB na stejny trojihelnik ABC' jako v predchozim piipadé.

(c) je-li |AD| = |CD| = |BD|, zjistime z obr. 3.5 b podminky d; = &2 a
01 + 0o = 90°. Tim je tloha vyfeSena.

4. Zadani dlohy. Je dan rovnoramenny lichobéznik ABCD se zékladnami AB,
CD Jejichz délky jsou po tadé 2a,2b. Jeho vyska spliuje vztah v > a + b.
Kolmice na rameno BC' prochéazejici sttedem ramene AD protina spojnici
sttedu Oy, Oy zékladem lichobézniku v bodé M. Z bodu M jsou sestrojeny
tecny MT, MU (s body dotyku T, U) ke kruznicim s prumeéry AB,CD.
Dokazte, ze plati: |MT| = |[MU|.

Regeni tlohy. Bez djmy na obecnosti muzeme predpoklédat 0 < b < a. Pii
oznaceni podle obr. 3.6 plati:

0, a /B
Obrazek 3.6: Rovnoramenny lichobéznik

|AQ| = a — b, |KL| = (a +0)/2, |DQ| = v, |LM| = z. Z podobnosti
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trojuhelniku K LM a DAQ dostavame:

r a+b
a—b 2
odtud:
ur = a® — b (7)

Rozdil druhych mocnin délek tecen muzeme vyjadrit z trojuhelnika MO,T
a MO,U pomoci Pythagorovy véty:

MM%-WMU%:<g+xf—wﬂ—<;+xf+w?

Po dosazeni ze (7) je rozdil roven nule a proto |MT| = |MU].
Ukazeme, ze za podminky v > a + b uvedené v zadani této tulohy lezi bod
M vzdy mezi kruZnicemi na obr. a proto uvaZované tec¢ny existuji. Necht
v=a+b+m, kde m > 0.
Plati:

v v

S vyuzitim vztahu (7) dostaneme

vi+a? —b? a? — v? (b+m)* —0?
L —ab s

M| =
|Ol | 2v 2v 2v

a.

Podobné zjistime

v?2 —a® +b?

(%
M=, -z=bt—7F7—-b>b
O:M] =5 —w=b+ —F >
Dokazte:
IMT| = |MU|
T = Mo = et atb=v)-(e=brv)-(a=b=v)
4v? '

. Zadani dlohy. Nerovnoramenny lichobéznik ABCD se zakladnou AB ma
vnitini ihly /DAB a /ABC ostré. Stredy kruznic opsanych trojihelnikum
ACD, ABD, BCD ozna¢me po tadé K, L, M, N. Dokazte, ze ctyiihelniky
KLMN a ABCD jsou si podobné a ze koeficient podobnosti, ktera prevadi
lichobéznik ABC'D na lichobéznik KLMN je

b |cotg |LABC| — cotg |LDAB||
5 :
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Regenf tdlohy. Osu tsecky AB ozna¢me o045 podobné dalsi osy. Z konstrukee
c¢tyttuhelniku KLMN je ziejmé, ze body K, L lezi na o4p body LM na
oap a body M, K na oa¢ z kolmosti téchto os na ptislusné usecky plyne ze
trojuhelnik K LM a trojihelnik ADC se shoduji v odpovidajicich si vnitinich
uhlech. Tedy trojuhelnik K LM je podobny trojihelniku ADC'. Analogicky
AMNK = ACBA.V dusledku podobnosti uvedenych dvojic trojuhelnikt je
pak ¢tyrtihelnik K LM N podobny lichobézniku ABC'D. Koeficient podob-
nosti muzeme urcit jako podil k = h/v, kde h,v jsou vysky lichobézniku
KLMN a ABCD. Na obr. maji délku v = |DP| = |CQ)|, délku h = |RS]|. Z
pravouhlych trojihelniki APD a BQC' zjistime

|AP| =wv-cotg|/DAB| a |QB|=wv-cotg|/ABC].
Dale plati:

h = |AS| — |AP| — |PR| = % — v - cotg |/DAB| — g
a podobné
c
2
sectenim obou vztahtu dostaneme 2h = v - (cotg |LABC/| — cotg |/ DAB]).

h=|RQ|+|QB| —|SB| = 5 +v-|LABC| - 5

Pii odvozeni vztahu jsme vychéazeli z obrazku 3.7 tj. predpokladali jsme,
ze |LDAB| > |LABC|. Pokud plati v poslednim vztahu opacnd nerovnost
budou i v rozdilu cotangens opacné znaménka. Proto je:

h  cot|/ABC| — cot |/ DAB|

k= —
v 2

. Zadani dlohy. K danému c¢tverci ABC'D se stranou délky a = 5 c¢m sestrojte
¢tyruhelnik KLMN tak, aby body A, B,C, D lezely po radé uvniti stran
KL, LM, MN, NA, obsahy trojiuhelnikat ABL,CM B, ADK, DCN byly (v
daném potadi) v poméru 1 : 2 : 3 : 4, a aby soucet téchto obsahu byl roven
obsahu ¢tverce ABCD.

Regen dlohy.
Rozbor. 7. poméru trojuhelnikti snadno zjistime ze i pomér jejich vysek z
vrcholu L, M, N je stejny. Ve shodé s obr. 3.8 proto polozime |LL;| = z,
|MM,| = 2z, |[KK;| = 3z a [NNy| = 4z. Z podminky pro soucet obsahu
mame

(x4 2x + 3z + 4x) 9

a- 5 =a

60



Ocp

Oun

/M
N

Obrazek 3.7: Nerovnoramenny lichobéznik

aodtud z =a/5 =1 cm.

Pravothlé trojihelniky LL; B a BM;M jsou podobné. Necht |L;B| = y. Z
podobnosti dostaneme

BM 2 222
IBM 20 gy = 22
z Y )
Déle pomoci obr. 3.8

By — 2
MO = 5 — | BMy| = SOV =20)

Analogicky z podobnosti trojihelniki M M;C a CN; N dostavame

8w x(17y — 10z
ION,| = L |N1D|:L,
oYy — 2x oYy — 2x
z podobnosti trojihelniku NN;D a DK, K pak
x(60y — 24z x(17y — 10z
DK, | = (60y ) KAl = (17y )
17y — 10x 17y — 10z
a z podobnosti trojihelniki K K1 A a AL, L nakonec vztah
S5r—y

z néhoz po dosazeni za |K; A| dostaneme kvadratickou rovnici:

y* — dxy + 4o
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D =16z — 162" =0
ay=4x/2 =2x vime, ze x = a/5 = 1 cm potom y = 2 cm.

Konstrukce.

Vné daného ¢tverce sestrojime primky my, mso, ms, my po fadé rovnobézna
se stranami AB, BC', CD a AD tak, aby |AB, mi| =1 cm, |BC, my| = 2 cm,
|CD,m3| =4 cm, |AD, m4| = 3 cm. Bod L je prusecik tisecky AB s kruznici
k(B,2 cm), L je prusecik pfimky m; s kolmici na AB vedenou bodem L; a
body M, N K jsou pruseciky dvojic piimek [mq, LB], [mg, MC| a [m4, ND].

Spravnost konstrukce a jednoznaé¢nost feseni plynou z rozboru.

N
§4x
D ! C
N,
K_Bx K, M, 2x M
\ L),
A ' B
L

Obrézek 3.8: Ctyithelnik KLMN
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3.3 3. série Pascaltiv trojihelnik, matematicka
indukce

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1. (Jen pro prvni rocnik vysstho gymnézia a nizsi.)
Na nésledujicich radcich je uveden zacatek tabulky, které se fika Pascaluv
trojihelnik.
Obrazek 3.9 ukazuje, jak se Pascaluv trojuhelnik vytvaii.

1 1

2 i{ i

3 1 1+1 1

4 1 1+2 2+1 1

5 / 1 1+3 3+3 3+1 i

n 1 a b \ 1
n+l il a+b 1

Obrazek 3.9: Tvorba Pascalova trojihelniku

1
 § 1
1 2 1
1 3 3 1
/ 1 < 6 < i \
1 1

Obrazek 3.10: pascaluv trojihelnik
Na obrazku 3.10 vidime jak po seCteni vypada Pascaluv trojuhelnik. Kazdy
radek zacind i konci ¢islem 1, ¢isla mezi jednotkami ziskavame sc¢itanim dvou

¢isel predchézejiciho radku.
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(a) Soucet vsech ¢isel v jistém fadku Pascalova trojihelniku je A. Jaky je
soucet vSech ¢isel fadku nésledujictho?

(b) Uréi a zdavodni velikost souc¢tu vsech ¢isel p—tého radku Pascalova
trojihelniku.

. (Jen pro prvni ro¢nik vyssiho gymndzia a nizsi.)
Co se stane s Pascalovym trojihelnikem, kdyz v ném ponechame ¢islo 1 na
zacatku i na konci, ale misto s¢itani budeme

(a) délat aritmeticky prumér (1. Packaluv trojihelnik)

(b) uréovat absolutni hodnotu rozdilu (2. Packaluv trojihelnik).

. Co se stane s Pascalovym trojihelnikem, kdyz v ném ponechédme ¢islo jedna

na zacatku i na konci fadku, ale misto s¢itdni budeme odéitat (3. Packaluv

trojuhelnik)? Vypiste nékolik fadku ptislusného trojihelnika a slovy popiste

respektive dokazte néjaké jeho vlastnosti. Jaké ¢islo bude v tomto trojihelniku
ve stém Tadku na tfetim misté a v tisicim fadku na 999. miste?

. Jaky je soucet vSech napsanych ¢isel pokud jsme napsali 100 fadku 3. pack-
alova trojihelniku?

. Prvnich k—radku Pascalova trojihelniku doplnte ¢isly z nasledujicich radku
tak, aby napsana ¢isla vytvorila kosoctverec. Sectéte vSechna Cisla napsand
na obvodu tohoto kosoctverce.

. Pro které nejmensi k£ bude soucet vSech ¢isel kosoctverce vytvoreného dle
predchozi tlohy uz vétsi nez 100007
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Reseni
1. Zadani dlohy.

(a) Soucet vsech ¢isel v jistém radku Pascalova trojihelniku je A,,. Jaky je
soucet vSech ¢isel fadku nésledujictho?

(b) Uréi a zduavodni velikost souc¢tu vsech ¢isel p-tého fadku Pascalova
trojuhelniku.

Reseni dlohy.

(a) Nasledujici schéma znazornuje, jak vznika (n + 1)-ni fadek z n—tého:

n — ty radek 1 ap Qo 1
(n+1) —ni fadek 1 by e b1 1.
Vime, ze

Av=1+a1+as+- ---+a, 3+ a, o+ 1.

Soucet cisel v dalsim radku je

App1 =14b 4+by 44 byg+by, +1=
=1+1+4+a)+ (a1 +a)+ -+ (ap3+a,2)+(ap2+1)+1=
=2(1+a1+as+ - +ap3+a, o+1)=
Apir = 2A,.

(b) Ze schématu Pascalova trojihelniku plyne, Ze soucet ¢isel v prvnim
fadku je 1. A; =1 = 2°, ve druhém A, = 2! = 24, a podle vysledku z
tilohy (a) méame, ze A, = 24, ;. Odtud A, = 2"

2. Zadani tlohy. Co se stane s Pascalovym trojihelnikem, kdyz v ném ponechame
¢islo 1 na zacatku i na konci, ale misto s¢itani budeme:

(a) delat aritmeticky prumér (1. Packaluv trojihelnik).
(b) urcovat absolutni hodnotu rozdilu (2. Packaluv trojihelnik).
Re¥enf tlohy.

(a) Pokud misto sé¢iténi, délame aritmeticky prumeér, tak dostaneme vsude
samé jednotky, jelikoz (14+1)/2 =1
Sestaveny 1. Packaluv trojihelnik vidime na obrazku 3.11.
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Obrazek 3.11: 1. Packaluv trojihelnik

(b) Pro absolutni hodnotu rozdilu, plati:

An:1—|—|1—a1|+|a1—a2|+---+]an_3—an_2]+]an_2—1|—|—1.

V sudém iadku je a; = as = -+ = a,_3 = a,_o = 1. V néasledujicim
(lichém) tddku proto dostaneme absolutni hodnotu rozdilu jednicek a
tudiz a1 = ag =+ = ap_3 = ap_2 = 0.

i1 1

2, 1 1

3. 1 0 1

4, 1 2 1 1

3% i’ 0 0 0 1

6.

7. \

8. i 1 1 1 1 1

9. 1 0 0 0 0 0 1

Obrazek 3.12: 2. Packaluv trojihelnik

Z obrézku 3.12 muzeme vypozorovat, ze v lichych tadcich se ndm vysky-
tuji pouze 0 a v sudych 1.

3. Zadani dlohy. Co se stane s Pascalovym trojihelnikem, kdyz v ném ponechame
¢islo jedna na zacatku i na konci radku, ale misto s¢éitani budeme odcitat
(3. Packaluv trojuhelnik)? Vypiste nékolik fadku prislusného trojuhelnika a
slovy popiste respektive dokazte néjaké jeho vlastnosti. Jaké ¢islo bude v
tomto trojihelniku ve stém tadku na tfetim misté a v tisicim radku na 999.
misté?

Redeni tlohy. Na obrazku 3.13 vidime, ze na tfet{ pozici v 3. Packalové
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Obrazek 3.13: 3. Packaluv trojuhelnik

trojuhelniku stiidaji po sobé jdouci ¢isla a k nim ¢éisla opacnd. Ve stém
fadku na treti pozici. V sudém tadku na tfeti pozici bude zaporné cislo,
tudiz a4 = —1 oznacim si diferenci d = —1/2, a pro a;go plati

a100 = G4 + (n - 4)d = —1-—48 = —49.
Na treti pozici ve stém radku bude ¢islo —49.

Na 999. misté v 1000. fadku dle obrazku 3.13 oznac¢ime a3 = 0, d = —1 pro
Q1000 = Q3 + (TL — 3)d =0-—997 = —997.

. Zadani dlohy. Jaky je soucet vSech napsanych ¢isel pokud jsme napsali 100
radku 3. packalova trojuhelniku?

Re¥enf dlohy. Soucet fadku 3. Packalova trojihelnika je roven souctu jednotek
na ramenech trojuhelnika, tedy kromé prvého radku, je soucet roven 2. Tudiz
S1+ Sgg =14 (2-99) = 199.

. Zadanf ulohy. Prvnich k-fadku Pascalova trojihelniku doplnte ¢isly z nasledu-
jicich tadku tak, aby napsana ¢isla vytvorila kosoc¢tverec. Sectéte vsechna
¢isla napsana na obvodu tohoto kosoctverce.

5 = (2:__12> +2 (2:__23> + (2:__34> Fo (k E 1) +2(k—1)—1

n

(0 () (05
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1
1 1
1 21
1 3 3 1
4 6 4
10 10
20

Obréazek 3.14:

(k-1 N k N E+1 - 2k —3\
k=1 kE—1 E—1 k—1)
(K N k N E+1 - o2k — 3
- \k E—1 k—1 k—1

(")

_ @ ¥ (k i 1) - (Zji) bt @’“_‘f)

2k — 2 2k — 2
S_<k—1>+2< I >+2k—3.

Zkouska pro k = 2 dle obrazku 3.14 vychézi s = 5 a vypoctem:

)i

Pro k = 3 podle obrazku 3.14 s = 17.

4 4

. Zadani dlohy. Pro které nejmensi p bude soucet vsech ¢isel kosoc¢tverce vytvo-
feného dle predchozi ilohy uz vétsi nez 100007

ReSeni llohy.

2k — 2 2k — 2
5= <k—1>+2< f >+2k—3>10000.
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Pro k = 5 dosazenim dostaneme.

8 8
= 2 10 — 3 = 189.

Pro k = 6 je soucet roven

10 10
= 2 12 — 3 = 68L.

12 12
= 2 14 — 3 = 2519.

Pro k = 8 dostaneme

14 14
= 2 16 — 3 = 9451.

Pro k£ = 9 musi byt soucet vétsi nez 10000, jelikoz jenom hodnota (186) je
12870. Pro k = 8 nam vysel soucet mensi nez 10000.

Pro k = 7 plati
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3.4 4. série Zajimava cisla

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1.

(Jen pro prvni roénik vyssitho gymnézia a nizsi.)
Dvanacti ciferné ¢islo zapsané samymi jednotkami rozlozte na prvocinitele.

(Jen pro prvni roénik vyssiho gymnézia a nizsi.)
Urcete nejmensi prirozené dvojciferné ¢islo n, pro které plati: Existuji ne-

soudélnd piirozena éisla a, ¢ tak, ze n? = ¢ — a®.

. Najdi vSechny usporadané dvojice ptirozenych ¢isel jejichz soucin je Sesticifer-

né cislo zapsané samymi trojkami.

K dvojcifernému prirozenému ¢islu n, které je zapsané dvéma stejnymi ciframi
existuji piirozena éisla a, ¢ tak, 7ze n* = ¢ — a? a rozdil ¢ — a je maximalni.

Dokazte kazdé liché prvocislo p ruzné od 5 ma néasobek, ktery je v dekadické
soustaveé zapsan samymi jednotkami. Tento nasobek je nejvyse p—ciferny.

Najdéte ¢islo J zapsany samymi jednotkami tak, aby bylo délitelné sedmnécti.
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Reseni
1. Zadani dlohy. Dvanacti ciferné ¢islo zapsané samymi jednotkami rozlozte na

prvocinitele.

Regeni dlohy. Nage ¢islo bude urcité délitelné 3 a 11.

111111111111 : 3 = 37037037037
37037037037 : 37 = 1001001001
1001001001 : 11 = 91000091
91000091 : 91 = 1000001
91:7 = 13
1000001 : 101 = 9901.

Zjistili jsme, ze je délitelné 37 a 91. 91 ale neni prvocislo a je délitelné 7,
91:7=13.

Zdver. 111111111111 =3 -7-11-13 - 37 - 101 - 9901.

2. Zadani dlohy. Urcete nejmensi prirozené dvojciferné cislo n, pro které plati:
2 2 2

Existuji nesoudélna ptirozena cisla a, ¢ tak, ze n* = ¢ — a”.
Regeni dlohy. Pro n plati, Ze n > 0a n? = ¢ — 2. Odhad
n* = (c+a)(c—a).

Pro n = 10 dostaneme:

100 = c+a
1 = c—a.
Odtud
101 = 2¢
¢ neni prirozené ¢islo.
Pro n = 11 dostaneme
121 = c+a
1 = ¢c—a
122 = 2¢

c¢=61aa=060.
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Zkouska: ¢ — a* = 612 — 60? = 121 = 11%

Zdver: Nejmensi dvojciferné ¢islo je n = 11.

. Zadani ulohy. Najdi vSechny uspotddané dvojice prirozenych ¢isel jejichz
soucin je Sesticiferné ¢islo zapsané samymi trojkami.

Regeni tlohy. a - b = 333333 333333 =3%2-7-11-13-37

vypiseme vSechny uspotadané dvojice, pro a < b:

[1;333333], [3;111111], [7;47619], [9;37037], [11;30303],
[13;25641], [21;15873], [33;10101], [37;9009], [39;8547], [63;5291],
[77;4329], [91;3663], [99;3367], [111;3003], [117;2849], [143;2331],

[231;1443], [259;1287], [273;1221], [333;1001], [407;819],

[429;777], [481;693].

Dalsi dostaneme zdménou a za b.

. Zadanf dlohy. K dvojcifernému pfirozenému ¢islu n, které je zapsané dvéma
stejnymi ciframi existujf pfirozens ¢isla a, ¢ tak, ze n* = ¢ —a? a rozdil c —a
je maximalni.

Rezenf tlohy. Cislo zapsané stejnymi ciframi, mizeme zapsat jako (10a-+a)* =
¢? — a? upravenim dostaneme (11a)?, kde a = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Vyzkousenim moznosti zjistime:

11" 9" = & —a
11* = ¢c+a
¢ = ¢c—a

sec¢tenim dostaneme, ze ¢ = 10601 a a = 4040 a rozdil ¢ — a = 6561.

. Zadani dlohy. Dokazte kazdé liché prvocislo p ruzné od 5 ma nasobek, ktery je
v dekadické soustavé zapsan samymi jednotkami. Tento nésobek je nejvyse
p-ciferny.

Regeni dlohy. Vyuzijme Dirichletiv princip. Vezmeme posloupnost

p+1
—
1,11,111,... 1.1,

Zbytku pri déleni c¢islem p je p:
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o112 .. |p—1]

Proto 2 cisla z nasi posloupnosti déavaji po déleni ¢islem p tentyz zbytek.
Jejich rozdil, oznacme jej d, d = 111...100...0 je délitelny ¢islem p, tedy:

p/d=11---1-10

/—L
ale p nedéli 10* tedy p/11...1.

. Zadani ulohy. Najdéte ¢islo J zapsané samymi jednotkami tak, aby bylo
délitelné sedmnécti.

Regeni tilohy. Plati:
108 + 1 = 17 - 5882353 a tak 17](10% + 1) - (10* — 1) = 10'® — 1 = q, &islo a

lze zapsat ve tvaru

16 16

avsak ¢islo 9 nenf délitelné ¢islem 17. Plati tedy, ze 17| 11--- 1. Hledané ¢islo

16
jeJ=11---1.
——

16
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Kapitola 4

Roc¢nik 2001-2002

4.1 1. série Obarvovani

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1.

(Jen pro prvni roénik vyssitho gymnézia a nizsi.)

Stény n—sténu chceme obarvit tak, aby sousedni stény mély ruznou barvu,
ukazte, ze existuje mnohostén, na jehoz obarveni stac¢i pouze dvé barvy.
(Sousedni stény jsou stény, které maji spolecnou pravé jednu hranu).

(Jen pro prvni rocnik vysstho gymnézia a nizsi.)
U pravidelného ctytsténu obarvime kazdou z jeho stén jinou barvou, kolik
rozlisitelnych obarveni muzeme pro Ctyfi zvolené barvy dostat?

Dén pravidelny trojboky hranol. Jeho hrany a sténové uhlopricky obarvéte
dvéma ruznymi barvami (napi. cerné a bile) tak, aby zadny z trojihelnika
jejichz strany jsou na obarvenych tseckach nemél vSechny strany obarveny
stejnou barvou. Kolika rozliSitelnymi zpusoby muzete toto barveni provést?

Ukazte, ze mezi pravidelnymi mnohostény existuje jediny druh, u kterého
sta¢i dvé barvy na obarveni jeho stén tak, aby sousedni stény meéli dvé ruzné
barvy.

. Déan pétiboky hranol s podstavami A;AsA3A4As a B1ByBsByBs. Vsechny

hrany obou zdkladen a vSechny usecky A;Bj pro vsechna j,k z mnoziny
{1,2,3,4,5} jsou obarveny cCerné nebo bile, aby zadny trojuhelnik, jehoz
vrcholy jsou vrcholy zadaného hranolu a jehoz vSechny strany jsou obarveny,
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nebyl jednobarevny. Dokazte Zze vSech deset podstavnych hran ma stejnou
barvu.

6. U krychle obarvime kazdou z jejich stén jinou barvou. Kolik rozlisitelnych
obarveni muzeme pro 6 zvolenych barev dostat?
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Reseni
1. Zadani dlohy. Stény n-sténu chceme obarvit tak, aby sousedni stény mély
ruznou barvu, ukazte, ze existuje mnohostén, na jehoz obarveni sta¢i pouze
dvé barvy. (Sousedni stény jsou stény, které maji spolecnou pravé jednu
hranu).

Re¥enf dlohy. Hledany mnohostén musi spliiovat podminku, Ze v kazdém jeho
vrcholu se styka praveé sudy pocet stén. Vyhovuje napiiklad pravidelny os-
mistén. Barvy ozna¢ime 1 a 2 a na 4.1 vidime Ze se barvy stén stiidaji.

v, 4 v, v,

v, v, v, v,

Obrazek 4.1: Sit pravidelného osmisténu

2. Zadani ulohy. U pravidelného ctyrsténu obarvime kazdou z jeho stén jinou
barvou, kolik rozlisitelnych obarveni muzeme pro ctyti zvolené barvy dostat?

Regeni dlohy. Ozna¢me barvy a,b, ¢, d. Polozime-li étyfstén na vodorovnou
podlozku tak, aby barva a byla na podlozce a oto¢ime-li ho, aby sténa barvy
b smérovala dozadu. Potom z naseho pohledu barva ¢ muze byt vpravo nebo
vlevo a barva d na zbyvajici sténé.

Zaver: Rozlisitelnd obarveni stén pravidelného ¢tyfsténu existuji jen dve.

3. Zadani dlohy. Dan pravidelny trojboky hranol. Jeho hrany a sténové thlopticky
obarvéte dvéma ruznymi barvami (napf. ¢erné a bile) tak, aby zadny z
trojuhelniku jejichz strany jsou na obarvenych tseckach nemél vSechny strany
obarveny stejnou barvou. Kolika rozlisitelnymi zpusoby muzete toto barveni
provést?
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Re¥en{ tlohy. Nejprve budeme zkoumat obarveni pravoihelniku a jeho thlopfi-
¢ek barvami 1 a 2 tak, aby zadny trojihelnik nemél vSechny strany stejné
barvy.

(a) Jestlize strany pravoihelniku maji v8echny barvu 1 pak ihlopficky musi
mit barvu 2 jako na obr. 4.2.

D | E

Obréazek 4.2: Moznosti obarveni

(b) Neni mozné, aby tii strany meély barvu 1 a jedna strana barvu 2.
Pak by totiz thlopricky musely mit barvu 2 a vznikl by jednobarevny
trojihelnik ohrani¢eny témito thloptickami a stranou barvy 2. Na obréaz-
ku 4.3 je to trojihelnik SEB

D

[
[y

Obréazek 4.3: Moznosti obarveni

(c¢) Pokud jsou dveé strany pravouhelniku barvy 1 a dvé strany barvy 2 mo-
hou mit stejnou barvy pouze strany protilehlé a existuji jen dvé ruzné
moznosti obarveni jak vidime na obrazku 4.4.
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f2
[iE]
t
I

A I B A | B

Obrazek 4.4: Moznosti obarveni

n F

A \__ ____ ;/'f C

Obrazek 4.5: Trojboky hranol

Predchozi vysledky nyni vyuzijeme pii feSeni puvodni tlohy. Hranol

ozna¢me ABCDFEF jako na obr. 4.5.

Protoze vSechny hrany i sténové thlopiicky jsou obsazeny v plasti hra-
nolu staci se zabyvat jen timto plastém viz obrazek 4.6 slozenym ze tii

shodnych pravouhelniku.

Vime, ze trojuhelnikova sténa musi mit prave dvé strany téze barvy.
Bez 1jmy na obecnosti muzeme tedy vrcholy hranolu oznacit tak, aby
hrana DF méla barvu 1 a hrany ED a FD barvu 2. Proto musi mit
vzhledem k uvedenym odstavcum (a), (b), (¢) hrana AC barvu 1 a

hrany AB, BC barvu 2 jsou mozné tyto situace:
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B, A C B,

Obréazek 4.6: Stény trojbokého hranolu

Maji-li svislé hrany AD a C'F barvu 1 mé vzhledem k bodu (b), také BE
barvu 1 a ve sténé C'BE I’ ma jedna tihlopticka barvu 1 a druha barvu 2.
Stejné je tomu i ve sténé BADE. Zdanlivé to vede na 2-2 = 4 moznosti,
ale ve skutecnosti mame pouze 3 moznosti. Obarveni na obrazku 4.7 je
totiz soumérné podle pruseciku thlopticek O prostredni stény. Zameéna
barev na thloprickach krajnich stén je ekvivalentni s oto¢enim hranolu
kolem osy kolmé na sténu ACF D a prochézejici bodem O. Pfi obar-
veni dle obrazku 4.8 ziskdme zdménou barev na thloptickach krajnich
pravothelnikii nové obarveni. Mame tedy celkem tii rozlisitelna obar-
veni a dalsi tfi dostaneme, kdyz zaménime barvy na vSech uvazovanych

useckach.
2 1 2
2 1 2 2 2 1
1 I 1 1
1 2 2 2 1 2
2 1 2
Obrazek 4.7:

Zavér. Existuje Sest ruznych obarveni pravidelného trojbokého hranolu
dvéma barvami, tak aby zadny z trojuhelniku jejichz strany jsou na
obarvenych tseckach nemél vsechny strany obarveny stejnou barvou.

4. Zadani ulohy. Ukazte, ze mezi pravidelnymi mnohostény existuje jediny druh,
u kterého staci dvé barvy na obarveni jeho stén tak, aby sousedni stény méli
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2 1 2
Obrazek 4.8:

dvé ruzné barvy.

Regen( dlohy. V tloze 1 jsme ukdzali, ze v hledaném mnohosténu musi kazdy
vrchol nalezet sudému poctu stén. To spliuje z pravidelnych mnohosténu
pouze pravidelny osmistén. Zbyvajici pravidelné mnohostény jsou krychle,
pravidelny ctyfstén, pravidelny dvandcti stén a pravidelny dvaceti stén. U
krychle se pti kazdém vrcholu stykaji 3 stény, u pravidelného ¢tytsténu tii, u
pravidelného dvanéctisténu tii a u pravidelného dvacetisténu je to pét stén.

. Zadani dlohy. Dan pétiboky hranol s podstavami A; As A3 A4 A5 a B1 By B3 By Bs.
Vsechny hrany obou zdkladen a vSechny tsecky A;Bj pro vSechna j,k z
mnoziny {1,2,3,4,5} jsou obarveny ¢erné nebo bile, aby zddny trojuhelnik,
jehoz vrcholy jsou vrcholy zadaného hranolu a jehoz vsechny strany jsou
obarveny, nebyl jednobarevny. Dokazte ze vSech deset podstavnych hran ma
stejnou barvu.

Re¥enf tlohy. Ditkaz provedeme sporem:

Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme, ze existuje obarveni, kde je hrana
A1As bild a hrana AsAs Gernd. Z péti tsecek As By, AsBo, - -+, AyBs maji
alespon tii stejnou barvu. Napi. bilou. Alespon dva z vrcholi, do kterych
tyto bilé usecky vedou jsou sousedni. Oznacme je B;B;. Hrana jimi urcend
musi byt ¢ernd, abychom nedostali stejnobarevny trojihelnik. Cerné pak
musi byt i hrany A, B; a A;B;, abychom nedostali jednobarevny trojtihelnik
Ay AyB;, respektive A;AsB;. Nyni vsak mame trojuhelnik A, B;B; jedno-
barevny - spor.

Dokézali jsme, ze pétiuhelnik A; Ay A3 A4 As ma stény téze hrany a pétithelnik
B1ByB3B4Bs také. Zbyva ukazat, ze barvy stén obou pétithelniku jsou
stejné. To provedeme sporem.

Necht hrany A;A;A3 A4 A5 jsou bilé a hrany B, ByBsB,Bs ¢erné barvy. Pak
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z z4dného vrcholu A; nesméji jit vice nez dvé cerné usecky tj celkem nejvyse
10 ¢ernych a z zadného vrcholu By nesméji jit vice nez dvé bilé usecky tj.
celkem nejvyse 10 bilych. Nemuzeme obarvit vSech 5 -5 = 25 hran - spor.
Pétiboky hranol mame na obrazku 4.9.

Obréazek 4.9:

Zaver: Vyhovujici obarveni je naptiklad takové, ze vSechny podstavné hrany
cerné a ostatni usecky bilé.

. Zadani ulohy. U krychle obarvime kazdou z jejich stén jinou barvou. Kolik
rozlisitelnych obarveni muzeme pro 6 zvolenych barev dostat?

Regeni tlohy. Libovolnou ze Sesti barev oznaéime pismenem b a umistime
krychli na vodorovnou podlozku tak,aby na ni lezela sténou barvy b. Pro
barvu a horni stény méame celkem 5 moznosti. Zbyvajici barvy oznacime
¢,d, e, f. PTi pohledu shora mame 6 moznosti. Celkem tedy existuje 5-6 = 30
moznosti. Viz obrazek 4.10.
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Obrazek 4.10:
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4.2 2. série Mocnost bodu ke kruznici

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1.

(Jen pro prvni roénik vyssitho gymnézia a nizsi.)

Necht & je kruznice o stiedu S a poloméru r a M je bod. Délku |[MS]
oznaéime d. Potom &fslo m = d? —r? nazyvame mocnost bodu M ke kruznici
k.

(a) Pro vnéjsi bod M kruznice k a jeho mocnost m dokazte: Je-li T' bod
dotyku tecny vedené z bodu M ke kruzmici k pak [MT]* = m.
(b) K dané kruznici £(S;3 cm) narysujte mnozinu vsech bodu jejichz moc-

nost k této kruznici je 4.

(Jen pro prvni roénik vysstho gymnézia a nizsi.)

Déna kruznice k a bod M jehoz mocnost ke kruznici k£ je kladné ¢islo m.
(a) Dokazte: Pro kazdou setnu kruznice k jdouci bodem M plati: pokud
A, B jsou pruseciky piimky s kruznici k potom |AB| - |BM| = m.

(b) Ptedchozi tvrzeni preformulujte pro situaci, kdy ma bod M zépornou

mocnost.

Déana kruznice k a na ni bod A. Sestrojte trojihelnik ABC' se stiedem D
strany BC' tak, aby byl trojuhelnik ABD kruznici k vepsan, ptimka AC' byla
tecnou kruznice k a |[AC| = 2|AD|.

Dény kruznice k,l protinajici se ve dvou ruznych bodech A, B urcete jeji
chordalu tj. mnozinu bodu, které maji k obéma kruznicim stejnou mocnost.

Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku jsou si rovny souciny useku, na které déli
libovolnou z vysek trojihelnika jejich prusecik.

Déna kruznice k£ a dva ruzné body A, B, které na ni nelezi. Body A, B
prolozte kruznici [ tak, aby spoletné body obou kruznic pulily kruznici k.
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Reseni
1. Text dlohy. Necht & je kruznice o stfedu S a poloméru r a M je bod. Délku

|M S| oznacime d. Potom ¢islo m = d? — r? nazyvdme mocnost bodu M ke
kruznici k.

(a) Pro vngjsi bod M kruznice k a jeho mocnost m dokazte: Je-li T bod
dotyku tecny vedené z bodu M ke kruznici k pak |]\4T|2 =m.
(b) K dané kruznici k(S;3 cm) narysujte mnozinu vsech bodu jejichz moc-
nost k této kruznici je 4.
Re¥enf tlohy.

(a) Usecka ST na obrazku 4.11, jejiz délka je polomérem kruzmice, je kolmé
na tecnu, jenz je dana tuseckou M'T', prepona vzniklého pravotihlého
trojihelniku mé délku |SM]|, ze zadéni vime, ze |SM| = d, |ST| = r.
Dosazenim do Pythagorovy véty dostaneme:

|MT| = |SM|* — |ST|” = d*> — r? = m.

Obrazek 4.11: Mocnost bod dotyku

Tim je tloha dokazana.

(b) Hledanou mnozinou je mnozina vsech bodu, které maji od bodu S
vzdélenost d = Vr2+m = /13, tedy kruznice [ o poloméru /13
soustiednd s k.

Délku v/13 sestrojime jako pfeponu pomocného pravoihlého trojihelnika
s odvésnami délek 3 cm a 2 cm. Konstrukee je na obrazku 4.12
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Obréazek 4.12: Hledand mnozina bodu

2. Text ulohy. Dana kruznice k£ a bod M jehoz mocnost ke kruznici £ je kladné
¢islo m.

(a) Dokazte: Pro kazdou secnu kruznice k jdouci bodem M plati: pokud
A, B jsou pruseciky piimky s kruznici k potom |[MA| - |BM| = m.

(b) Predchozi tvrzeni preformulujte pro situaci, kdy ma bod M zépornou
mocnost.
Redenf tlohy.

(a) Vzhledem ke kladné mocnosti je M vnéjsi bod kruznice k. Tvrzeni nej-
prve ovérime pro secnu A”B’ jdouci stfedem S.

IMA’|-|MB’| = (d+7)(d—7) = d® — r* = m.

Je- li AB libovolné secna jdouci bodem M (A, B lezi na kruznici k a
oznaceni volime dle obrazku 4.13), staci ukazat, ze

IMA|-|MB| =|MA’|-|MB’|.

Trojuhelniky AB"M a A”BM jsou podobné podle véty uu (thly pii
A, A7 jsou obvodové k témuz oblouku BB’ a uhel pii M je obéma
trojuihelnikum spolecny). Z podobnosti plyne

|MA|:|MB’| = |MA’|: |MB|
a odtud

IMA|- [MB| = |MA’|-|MB’| = m
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Obréazek 4.13: Mocnost bodu M ke kruznici k

(b) Dokazeme, ze pro vnitini bod M kruznice k a jeho mocnost m k této

kruznici plati, |[MA| - |MB| = —m.
Pokud bod M lezi uvniti pruméru A’ B’ kruznice, plati

IMA’ | =7*—d*> = —m.

Pokud tétiva AB, ktera prochazi bodem M neni prumérem, pak z
podobnosti trojuhelniku AB“M a A”BM na obr. 4.14 dostaneme:

IMA|-|MB| =|MA’|-|MB’|.
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Obréazek 4.14:

3. Text udlohy. Déna kruznice k£ a na ni bod A. Sestrojte trojihelnik ABC' se
sttedem D strany BC' tak, aby byl trojihelnik ABD kruznici k vepsan,
piimka AC byla teénou kruznice k a |AC| = 2|AD|.

Regen dlohy.
Rozbor.
Z mocnosti bodu C' ke kruznici k plyne

AC?| = 2-|CD?. Tedy |AC| : [CD] : [AD| = 2: V2 1.

V trojuhelniku AC'D znédme jeho pomér stran.

Konstrukce.

. Libovolny pomocny trojihelnik A°B’C” o stranich a” = v/2
=1, d =2

t: tje tecna k v bodé A

. X : X je libovolny bod na t ruzny od A

. Poloptimka AY: [/ XAY|=|/C"A’D’|

.D: De€kaD e polopiimce AY

. C: C e polopiimece AX a [LADC|=|/C"A"D’|

7. B: B €k aB € uhlopticce CD a B je ruzny od D

8. Trojuhelnik ABC

Diikaz.

V trojthelniku ACD plati a:c:d=+/2:1:2 (je podobny s trojihelnikem
A’C’D’ dle uu). Pro mocnost m bodu C' ke kruznici k plati m = |[CA|* =
|CD| - |CB|. Odtud: d*> = a - |CB|. Body A, B, D lezi na kruznici k dle
konstrukce.

OOl WO
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Obrazek 4.15: Konstrukece trojihelniku ABC

Diskuze. Uloha m4 vzdy dvé tfeseni. Viz obrazek 4.15.

. Text dlohy. Dany kruznice k,[ protinajici se ve dvou ruznych bodech A, B
urcete jeji chordélu tj. mnozinu bodu, které maji k obéma kruznicim stejnou
mocnost.

Reseni llohy.

Rozbor.
Body A, B maji k obéma kruznicim stejnou mocnost O. Kazdy bod M
piimky AB mé k obéma kruznicim stejnou mocnost m = |MA| - |MB| a

znaménko mocnosti je zaporné. Pro ostatni body piimky AB je nezdporné.

Hypotéza: Chordala je piimka AB.

(a) Dikaz. Kazdy bod pifmky AB mé k obéma kruznicim k, [ stejnou
mocnost - viz rozbor.
(b) Necht M je bod nelezici na pifmce AB. Oznac¢ime my, jeho mocnost ke

kruznici k a m; jeho mocnost ke kruznici .
Rozlisime nékolik piipadu:

i. Bod M lezi vné obou kruznic.
Piimka M A resp. M B je tecna nékteré z kruznic k, [. Napiiklad
piimka M A je tectna ke kruznici k. Potom Piimka Ma protind
kruznici [ v dalsim bode X a plati my, = |MA]>, m; = |[MA|-|MX]|.
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Tedy my, je ruzné od my;. M Nepatii chordéle.

Nechf pifmka MA protind obé z kruznic ve dvou bodech. Dalsf
prusecik s kruznici k oznacime K, dalsi prusecik s kruznici [ oznac¢ime
L. K a L musi byt ruzné body (k, [, nemohou mit vic spolecnych
bodu nez A, B).

Potom my = |MA| - [MK| je ruzné od my = |[MA|-|ML|. Tudiz
bod M nepatii chordéle.

ii. Bod M lezi na jedné z kruznic k, [. Potom se jedna z mocnosti
rovna nule a druhd je nenulova.

iii. Bod M lezi uvnitt jedné z kruznic. Potom se mocnosti lisi znaménkem
a nemohou byt tedy stejné.

iv. Bod M lezi uvniti obou kruznic. Piimka M A protind kruznici k v
dalsim bodé K a kruznici [ v bodé L a absolutni hodnoty mocnosti
|MA|-|MK|, |[MA|-|ML| se ziejmé lisi.

Odpovéd. Chordélou je pifmka AB viz obrazek 4.16

M

k 4 !

Obrazek 4.16: Chordala

5. Text dlohy. Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku jsou si rovny souciny usek,
na které déli libovolnou z vysek trojihelnika jejich prisecik.

Regeni dlohy. Oznaéme A, B, C vrcholy trojihelnika, P, @ paty kolmic
spusténych z vrcholu A, B a V prusecik vysek. Mohou nastat tyto moznosti:
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(a) Trojuhelnik je pravoihly a V' je v nékterém z vrcholu A, B, C. Potom
jeden z tseku na kazdé vysce je roven 0 a vSechny zkoumané souciny
jsou nulové, tedy sobé rovné.

(b) Trojihelnik je ostrothly, P i @ lezi na Thaletové kruznici ¢ nad prumérem
AB a V je vnitini bod kruznice ¢ a pro jeho mocnost m ke kruznici ¢
plati:

m=|VA|-|[VP|=|VB]|-|VQ|.

(c) Trojihelnik je tupouhly, V' je vnéjsi bod Thaletovy kruznice ¢ nad
prumérem AB a pro jeho mocnost m ke kruznici ¢ plati:

m=|VA|-|VP|=|VB|-|VR].

Obdobné ukazeme, ze |VA| - |VP| = |VC|-|VR|, kde R je pata tteti
vysky. VSechny tii souciny useku na vyskach se tedy sobé rovnaji.
Tvrzeni je dokazéano.

6. Text dlohy. Dana kruznice k a dva ruzné body A, B, které na ni nelezi. Body
A, B prolozte kruznici [ tak, aby spole¢né body obou kruznic pulily kruznici
k.

Redenf tlohy.

Rozbor.

Oznacme C', D spoleéné body obou kruznic. S stfed kruznice k a r jeji
polomér. Pak tsecka C'D je prumérem dané kruznice k£ a soucasné tétivou
hledané kruznice [. Ozna¢me F' dalsi prusecik pitimky S A s kruznici [. Vyjadii-
me mocnost m bodu S ke kruznici [ :

m = |SA| - |SF| = |SC]| - |SD|

a délku
ISF| =|SC| : |SA| =% |SA|.

Konstrukce: viz obrazek 4.17.

1. Uréime délku z tak, aby platilo x : r =r : |SA|.

2. F: F lezi na polopiimce opacné k polopiimce SA tak, ze |SF| = x.
3. 01 osa strany AF, 0, osa strany AB.

4. Prunikem 07 a 0y Ziskdame bod O

5. 1 : 1 je kruznice opsana trojihelniku ABF' s polomérem AO.

Dikaz.
Protoze pravé jeden z bodu A, F lezi uvniti kruznice k (|SF|-|SA| =1r? a
A nelezi na kruznici k) musi se obé kruznice protinat. Je-li jeden z pruseciku
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Obréazek 4.17: Kruznice opsana trojihelniku ABF

bod ', bude mit druhy konec D té tétivy kruznice [, ktera jde body S'i C', od
S vzdalenost r, tedy bude také lezet na kruznici k. C'D je prumér kruznice
k a tedy ji puli.

Diskuze.

Pokud S nelezi na piimce AB ma tloha jediné teseni.

Lezi-li S na piimce AB pak tloha nemé zadné feSeni, pokud F' nesplyne s
B, pokud F' a B splynou je téz jedno TeSeni.
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4.3 3. série Prirozena cisla, délitelnost

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1.

(Jen pro prvni roénik vyssitho gymnézia a nizsi.)
Najdéte vSechna prirozena cisla x, kterd vyhovuji rovnici:

V15 —2x +3Vr —3="1.

. (Jen pro prvni ro¢nik vyssiho gymndzia a nizsi.)

Urcete vSechna dvojcifernd prirozend ¢isla n takovéd, aby kazdé z ¢isel 2n, 3n,

Zjistéte zda existuji piirozend ¢éisla x, y takova, aby ¢isla 22 4+ vy a x +y? byla
druhymi mocninami celych ¢isel.

Pro trojici navzajem ruznych prirozenych ¢isel plati: Soucet kterychkoli dvou
¢isel z této trojice je délitelny cislem tretim. Najdéte vsechny takové trojice.

. Urcete vSechna prirozend ¢isla z, y, kterd vyhovuji rovnici

3 4+ 9° = 2y + 61,

Dokazte, ze mezi kazdymi tiiceti deviti po sobé jdoucimi pfirozenymi cisly
muzeme najit cislo, jehoz ciferny soucet je délitelny jedendcti.

92



ReSeni

1. Text dlohy. Najdéte vSechna prirozend cisla x, ktera vyhovuji rovnici:

V15 —2x+3vVr —3=T.

Regeni dlohy. Rovnice méd smysl prave kdyz 15 — 2z > 0 a z — 3 > 0, tedy
kdyz z € {3,4,5,6,7}. Dosazovanim téchto hodnot do dané rovnice zjistime,
ze vyhovuje jen x = 7.

2. Text dlohy. Urcete vSechna dvojciferna prirozend cisla n takova, aby kazdé z

Regenf dlohy. Cislo 9n je délitelné deviti a tedy i jeho ciferny soucet je délitelny
deviti . Podle zadani je také n délitelné deviti. Navic je n dvojciferné, proto
mohou pfipadat v iivahu jen tato cisla:

18,27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90, 99.

Vyzkousenim zjistime, ze n € {18,45,90,99} .

3. Text tlohy. Zjistéte zda existuji piirozend ¢isla z,y takova, aby ¢isla 22 +y a
x + 2 byla druhymi mocninami celych é&isel.

Re¥enf tlohy. Necht y > 2 potom
<P ty<ttr<a?+2r+1=(v+1)>

Cislo 2% 4+ y se tedy nachézi mezi druhymi mocninami dvou po sobé jdoucich
¢isel a proto nemuze byt druhou mocninou celého ¢isla. Po zdméné x za y
v ptredchozich tvahach nakonec zjistime, ze podminkam tulohy nevyhovuji
zéddnd prirozena cisla x, y.

4. Text dlohy. Pro trojici navzajem ruznych prirozenych ¢isel plati:
Soucet kterychkoli dvou ¢isel z této trojice je délitelny ¢islem tietim. Najdéte
vSechny takové trojice.

Reden{ tlohy. Cisla oznaéime a,b a ¢ tak, aby platilo a < b < ¢. Z poslednich
vztahti mdme a +b < 2c. Necht a+b = k- ¢, kde k je piirozené ¢islo. Je tedy
k-c < 2c,odtud k = 1 a proto ¢ = a+0b. Dale mame a+c = 2a+b = 1[-b, kde
[ je prirozené ¢islo. Ziejmeé je 2a < 2b a b < b. Sec¢tenim poslednich vztahu
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dostaneme [ - b = 2a + b < 3b a odtud | < 2. Ziejmé nemuze byt [ = 1 a
proto a + ¢ = 2b. Kromé toho jiz vime ¢ = a + b. Tedy b = 2a a ¢ = 3a.

Zkouskou se presvédcime, ze uloze vyhovuje kazda trojice
[a, b, c] = [a,2a, 3al,

kde a je libovolné prirozené ¢islo.

. Text dlohy. Urcete vsechna pfirozena ¢isla x, y, kterd vyhovuji rovnici
3 4+ 9° = 2y + 61,

Regeni dlohy. S kazdou dvojici [z,y] zfejmé rovnici vyhovuje i dvojice [y, z].
Proto muzeme predpokladat, ze y < x, najit vSechna feSeni splinujici tuto
podminku a pak uz jen pridat ta, kterd vzniknou zaménou x za y v dosud
nalezeném reSeni.

Necht je tedy y < . Uvazujme nejprve y = 1. Dosazenim za do zadané
rovnice po malé tipravé dostaneme 2 = z 4 60, x = 4. Jind hodnota ¢&isla
nevyhovuje, protoze kubicka funkce, kterou predstavuje prava strana rovnice,
se s linearni funkei na pravé strané protinaji pouze v jednom bodé.

Analogicky zjistime, ze pro y = 2 a y = 3 nevychazi y celé ¢islo. Pro y > 4
pak jiz vychazi x < 1.

Zavér. Vsechna teSeni predstavuji dvojice x =4, y=1ax =1,y =4.

. Text ulohy. Dokazte, ze mezi kazdymi tticeti deviti po sobé jdoucimi pirirozeny-
mi ¢isly muzeme najit ¢islo, jehoz ciferny soucet je délitelny jedendcti.

Regenf dlohy. Mezi prvnimi dvaceti (ze 39 libovolné zvolenych po sobé jdoucich
¢isel) se urcité nachazi dvé, jejichz posledni cifra je 0. Aspon u jednoho
z téchto dvou &isel, oznaéme je n, neni piedposledni cifrou éislice 9. Cisla
n,n+1,....,n+9 an+ 19 patii mezi vybranych 39 ¢isel. Jejich ciferné
soucty jsou po radé s,s+1,...,5+9, s+ 10. Mezi jedenécti po sobé jdoucimi
prirozenymi ¢isly je vSak jedno délitelné jedenacti. (Zbytky pii déleni po sobé
jdoucich prirozenych ¢isel pevné zvolenym délitelem tvori totiz opét fadu po
sobé jdoucich prirozenych ¢isel.) Tim je uloha dokézana.
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4.4 4. série Zlaty rez, pravidelny pétiihelnik

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1. (Jen pro prvni roénik vyssiho gymndzia a nizsi.)

Predpokladejme, ze bod C' déli isecku AB délky u na dvé ¢asti. |AC| =a a
|CB| = u—a,a>u—a > 0 tak, ze pomér délky celé tisecky ku délce jeji vetsi
casti je stejny jako pomér délky této vétsi casti ku délce kratsi ¢asti tusecky.
Takovéto rozdéleni tsecky se nazyva zlaty fez a a pomér v :a =a: (u — a)

urceny ¢islem ¢ = u/a je pomér zlatého tezu.
Dokazte, ze plati:

(a) p =152

(b) V24+ ¢+ /33— =+3+4p.

2. (Jen pro prvni roénik vyssiho gymndzia a nizsi.)

V pravidelném pétithelniku ABCDE, jehoz strana méa délku a, oznacme G
stted strany AB a F prusecik primek AE a BC. Vyjadrete délku tsecek EC,

DG a BF pomoci délky a.

3. V pravidelném pétithelniku o strané délky a jsou r a p poloméry kruznice

pétithelniku opsané a vepsané. Dokazte, ze plati:

re=2paa=ry3— .

4. Fibonacciova posloupnost je posloupnost prirozenych ¢isel {F),}, jejiz prvni

dva ¢leny jsou Fy = 0, F} = 1 a pro dalsi ¢leny
Foow=F,+F,1, n>1

Vyctem ji lze znazornit takto:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,- - -.

Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati:

(a) ¢" = Fo,+ Fo1.
(b)
(c)

<_90)_n = L'n+1 — Fmp-
F, = % (Qon - (_90>_n) :
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5. Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC' s hlavnim vrcholem A a obvodem
0 =84 v/80 cm. Uvnitt strany AC je umistén bod D tak, ze plati:

AC| - |0D| = |ADJ?

a zaroven je trojihelnik BC'D podobny trojuhelniku ABC'. Urcete délky
stran trojihelniku ABC.

6. Necht je dédna kruznice k(S,r) se dvéma navzdjem kolmymi praméry KL
a M N. Konstrukce pravidelného pétithelniku vepsaného do kruznice k se
obvykle provadi takto:

Nejprve sestrojime stied O tsecky LS, potom kruznici h(O, |OM]), kterd
protne ptimku K L v bodech P a @). Kratsi odvésna pravotihlého trojihelniku
PQM je shodna se stranou hledaného pétitithelniku a delsi odvésna je shodné
s jeho uhloptickou. Pétitthelnik tedy jiz snadno sestrojime opakovanym nané-
Senim délky jeho strany, nebo uhlopiicky na kruznici & pomoci kruzitka.
Dukaz této konstrukce muzete nalézt naptiklad v publikaci Josefa Poldka:
Prehled stredoskolské matematiky:.

Dokazte jinou méné zndmou konstrukci. V dané kruznici k(S,r) se dvéma
navzajem kolmymi pruméry KL a M N sestrojime kruznici k; s prumérem
SL, potom kruznici ks se stredem v bodé M tak, aby se vné dotykal kruznice
k1. Kruznice ko protne kruznici k& ve dvou sousednich vrcholech A, B hledané-
ho pétithelniku. Zbyvajici vrcholy sestrojime opakovanym nanasenim tsecky
délky |AB| jako tétivy na kruznici k& pomoci kruzitka.
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Reseni
1. Text dlohy. Predpokladejme, ze bod C' déli tsecku AB délky u na dvé ¢asti.
|AC| = aal|CB| =u—a,a>u—a >0 tak, ze pomér délky celé tsecky
ku délce jeji vetsi casti je stejny jako pomér délky této vétsi casti ku délce
kratsi casti tsecky. Takovéto rozdéleni isecky se nazyva zlaty fez a a pomeér
u:a=a:(u—a)urceny ¢islem ¢ = u/a je pomér zlatého trezu.
Dokazte, ze plati:

(a) =152

(b) V2+ o+ /3 —p=+3+4p.

Regen dlohy.
(a) Podle zadédni plati a/u = u/a — a/a. Polozime zde u/a = ¢ :

;Zw—l 1)

a upravime vztah na tvar
P —p—1=0. (2)
Jediné vyhovujici feSeni této kvadratické rovnice je

o= 11V 3

nebot zfejmé ¢ > 1.

(b) Pomoci vztahu (1) a (3) postupné mame

Je+o)B-—9)=vEteo—?=vb=20—1,
2/(2+0)8—p) =40 -2,

240 +2,/2+¢)3—¢) +3—¢p=3+4p,
(V2H+o+V3—9)?=3+4p.

Vyrazy na obou strandch posledni rovnosti jsou kladné, proto muzeme
odmocnit a dostaneme co jme chtéli dokézat.

2. Text dlohy. V pravidelném pétithelniku ABCDE, jehoz strana ma délku a,
oznacme G stied strany AB a F' prusecik ptimek AE a BC. Vyjadrete délku
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usecek EC', DG a BF pomoci délky a.

Regeni dlohy. Necht H je priisecik dhlopiicek EB, BD. Plati |[EC| = u a
|DG| = v. Ze soumérnosti pravidelného pétiihelniku plyne, Ze jeho tihlopticky
jsou navzajem shodné a navic je kazda rovnobézna s tou stranou pétithelniku,
s niz neméa spoleény bod. Viz obrazek 4.18. Proto je ¢tyithelnik ABHE
kosoctverec, |FH| = a, |[HC| = u—a a |EB| = u. Z podobnosti trojihelniki
ABH a CDH dostavame

|EB| B |EH|
|ICD|  |HC|
a odtud
U a
—_ = = 90
a u-—a
a tedy u = ap.

D C

Obrazek 4.18: Pravidelny pétithelnik

Ctyithelnik AFBD je rovnéz kosoétverec se stranou délky |BF| = u. Z
pravothlého trojihelniku GBD na obrazku 4.18 dale mame

|DG|* = |BD[* — | BGJ*,

98



takze

2
2 __ 22 (4
s ()

Pomoci (2) nakonec dostaneme

v = %\/2802 1= gw/ngjL 1.

Zaver. |[EC| = |BF| = ap a |DG| = a/a\/2¢ + 1.

. Text dlohy. V pravidelném pétithelniku o strané délky a jsou r a p poloméry
kruznice pétitthelniku opsané a vepsané. Dokazte, ze plati:
re=2paa=ry3— .

Regeni dlohy. Necht K, L jsou stiedy stran AB a BC, O je spoletny stied
kruznice opsané a vepsané. Obsah c¢tyrihelniku K BLO je roven obsahu
trojuhelniku ABO. Viz obrazek 4.19. Odtud:

1 1
S1BO|- [KL| = 5 |AB| - [KO).

Po dosazeni |KL| = u/2 = a-¢/2, |BO| =71 |AB| =aa|KO|=p
snadno dojdeme k pozadovanému vztahu rp = 2p.

L

Obrazek 4.19: Obsah ¢tyrihelniku
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Pii druhém dikazu vyjdeme z Pythagorovy véty pro trojihelnik K BO. Tedy:
|OB|* = |[KB|* + |[KO|*.

Lze z ni dostat
41 = a® 4+ 4p* = a® + r’p*

a=r\4—¢?>=r\/3—¢.

Zavér. Tim je uloha dokézana.

Odtud vyjadiime a:

. Text dlohy. Fibonacciova posloupnost je posloupnost pfirozenych éisel {F,,},
jejiz prvni dva ¢leny jsou Fy =0, F} = 1 a pro dalsi cleny

Fooo=F,+F,1, n>1
Vyctem ji lze znazornit takto:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, - --
Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo n plati:

(a) ¢" = Fo,+ Fo1.
(b) (=) ™" = Fus1 — Iy
() Fu=J(¢"—(=0)").

(a) Opakovanym vyuzitim vztahu a rekurentni definice mocniny s pfirozenym
exponentem postupné dostavame:

O = p+1,
P=p"ty = 20+1,
=P+ =20"+p=2(p+1)+p = 3p+2.

Koeficienty na levych strandch ziejmé vytvareji Fibonacciovu posloup-
nost a obecné tedy plati

Ot =F, o+ F,_1. (4)
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(b) Analogicky jako v piipadé (a) dostdvame:

(o) = = 1-%
_ 1
(9 ?=-2+1 = 2-p
2
(o) P= o1 = 3-2%

Tudiz lze obecné psat
(=) ™" =Fop1 — F - . (5)
(¢) Podle definice Fibonacciovy posloupnosti plati
Foy— Fpu = —F,.
Nyni vyuzijeme vztahu (4) a (5) dostaneme
P = (—p)" = (29 = )F, = V5F,.
Vyjadiime F,

"= (=)
F, = — (6)

Vztah (6) se nazyva Binetuv vzorec.

5. Text dlohy. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' s hlavnim vrcholem A a
obvodem o = 8 4+ /80 cm. Uvnitt strany AC' je umistén bod D tak, ze plati:

|AC| - |CD| = |AD|?

a zaroven je trojihelnik BC'D podobny trojuhelniku ABC'. Urcete délky
stran trojuhelniku ABC.

Redenf tlohy. Z podobnosti trojihelnikic ABC a BC'D zjistime:
|AC| /|BC| = |BC|/|CD|. Odtud ze zadéani tlohy dostavéme:

|AD|* = |AC| - |CD| = |BC|.

Muzeme tedy polozit |AC| = |AD| = |BD| = a, |AB| = |AC| =bab= ¢-a,
nebot ze vztahu v zadéni ilohy plyne, Ze bod D déli tsecku AC' v poméru
zlatého fezu.

Obvod trojuhelniku ABC' je (2¢ + 1)a = 8 = +/80. Z tohoto vztahu snadno

uréime
4(1+/5)

5 =201+ V/5) cm.

a=4cm, b=a-¢p=
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6. Text dlohy. Necht je ddna kruzmice k(S,r) se dvéma navzajem kolmymi
pruméry KL a MN. Konstrukce pravidelného pétitthelniku vepsaného do
kruznice k se obvykle provadi takto:

Nejprve sestrojime stted O tsecky LS, potom kruznici h(O,|OM]|), ktera
protne ptimku K L v bodech P a @). Kratsi odvésna pravotihlého trojihelniku
PQM je shodna se stranou hledaného pétitithelniku a delsi odvésna je shodné
s jeho uhloptickou. Pétithelnik tedy jiz snadno sestrojime opakovanym nané-
Senim délky jeho strany, nebo thlopticky na kruznici £ pomoci kruzitka. Kon-
strukci vidime na obr. 4.20. Dukaz této konstrukce muzete nalézt napriklad
v publikaci Josefa Poldka: Ptrehled stredoskolské matematiky:.

Obrazek 4.20: Konstrukce pétithelnika

Dokazte jinou méné zndmou konstrukci. V dané kruznici k(.S,r) se dvéma
navzajem kolmymi prumeéry KL a M N sestrojime kruznici k; s prumeérem
SL, potom kruznici ks se stredem v bodé M tak, aby se vné dotykal kruznice
k1. Kruznice ks protne kruznici k£ ve dvou sousednich vrcholech A, B hledané-
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ho pétithelniku. Zbyvajici vrcholy sestrojime opakovanym nanasenim usecky
délky |AB| jako tétivy na kruznici & pomoci kruzitka.

Regeni dlohy. Oznaéme |AB| = a, T bod dotyku kruznic k; a ko, O stied
usecky |SL| a P stied |AB| viz obrazek 4.21.

Pomoci Pythagorovy véty pro trojihelnik MOS uréime |OM| = rv/5/2.

Obrazek 4.21: Jina konstrukce pétiuhelnika

Déle: Y
r(vd—1 T
]MB\:|MT|:7( 5 =—=r(p-—1).
¥
Podle Thaletovy véty je trojuhelnik BN M pravouhly a muzeme pro néj

pouzit Eukleidovu vétu o odvésné (¢, - ¢ = b?), podle niz

(MBI* (e —=1)* _r(2—¢)
|IMN| 2r 2

|[PM| =
Podle Eukleidovy véty o vysce v? = ¢, - ¢, pro tentyz trojihelnik plati:

2

= IPM|IPN = L2 - ¢) (2 - - 9) ) =
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2 2 2

TRt =T (1-9) =769

Je tedy a = ry/3 — ¢ ato je vztah mezi délkou strany pravidelného pétithel-
niku a polomérem kruznice, do niz je tento pétithelnik vepsan (viz iloha 3).
Tim je dukaz proveden.
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Kapitola 5
Zaveér

Cilem diplomové prace bylo sepsani a vyreseni poslednich ti{ ro¢niku Jihoceského
korespondenéniho seminafe z matematiky z let 1999 — 2002. Touto praci se stava
seminaf kompletné zpracovan od dob jeho pocatku (1980) az po zanik (2002).

Resené tlohy jsou urcéené viem zdjemcim o matematiku a to jak z fad studentt
tak i pedagogu. Mohou byt vyuzity pii seminéarich z matematiky jako netradi¢ni
ulohy a inspirovat studenty a vyucujici.

Diky diplomové praci jsem seznamil s neobvyklymi ilohami, které prede mnou
resili soutézici JKMS. Naucil jsem ovladat matematické programy Cabri II Plus a

ITEX.
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