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1 Uvod

Heronovské trojuhelniky budi zdjem matemigjiik nekolik staleti. Neustéle se
objevuji nové otazksi nevy-eSené problémy, které se zabyvaji heronovskymi

trojuhelniky.

Tato prace je wena pro vyuku v zajmové matematice riedmich Skolach.

Obsahuje metodicky material, ktery se zabyva herskymi trojuhelniky.

Téma heronovskeé trojuhelniky jsem si zvolila zewdavodi. Prvni divod je
ten, Ze heronovské trojuhelniky jsou viedbsSkolské matematice opomijeny. Druhym
davodem je fakt, Ze neexistuje Zadieska publikacei prirucka, ktera by jim byla
vénovana. Jediné rozéné periodikum, ve kterém se objeuiifinky s timto tématem,
je ¢asopis Witel matematiky. Coz je dle mne velka Skoda, pretbéronovské

trojuhelniky jsou zajimavym roz&inim wiva o trojuhelnicich.

Prace je roz&lena do Sesti kapitol fetrg Gvodu a zaéru). Druhéa kapitola je
vénovana historii a slouzi jako motivace k probléneoomovskych trojuhelnik Treti,
¢tvrt4 a patéa kapitola jesmovana teoritisel. Kapitola Perfektni trojuhelniky je vhodna
pro praci se zateiniky, kapitoly Heronovské trojuhelniky a Pythageke trojuhelniky
jsou vhodné pro praci se studenty pa@igoni, protoZe se v nich objevuji sloZj§i

matematické operace &olevsim diofantovské rovnice.

1.1 Uvodni pojmy

Pred tim, nez se Zaeme ¥novat problematice heronovskych trojuhetnik
piipomeneme &které zakladni pojmy a vztahy, se kterymi budentextu pracovat,
a zakladni vlastnosti trojuhelriik



Nejprve si uvedeme jednu z vlastnostiete ke kruznici a mnoziny trojuhelriik
které diky ténam vzniknou. Mjme kruznicik a na ni dva pewevolené bodyl aU.
Z bodi T, U sestrojime t&ny k dané kruznici, které se protinaji v Bdy a teti t&nu
ke kruznicik, ktera ma proknny bod dotyku ozrgnyV. Podminkaitti te&ny je,
aby protinala asd&u AT v jejim vnittnim bod B a uséku AU v jejim vnittnim bod C
(viz obrazek 1.1). Pokud je tato podminka 8pn pak vSechny trojuhelniky s vrcholy
A, B, C maji stejny obvod a plati
s=|AT|=| AU. (1.1)

Vztah (1.1) plati, protoze

ICV|=|CU|=y |B=| BT=: (1.2)

o=2s=ctz+ W b=(& p+( b Y| AF A2 A (1.3)

Obrazek 1.1 - Te¢ny ke kruZznici

Z vlastnosti t&en kruznice také vyplyvaji nasledujici vztahy (elrazek 1.2)

[AK[=|AM[= x |KE=|BL= y|L¢=| CM= z (1.4)



Obrazek 1.2 - Kruznice vepsané trojuhelniku ABC

Polovicni obvodtrojuhelnika je

s:%(a+ b+ 9= x+ y . (1.5)

K odvozeni nejprve zavedeme vyjédi délek stran trojuhelnika (pomoci obrazku 1.2)

a=y+z b=x 7 & % (1.6)
proto je polovéni obvod trojuhelnikas=(a+ b+ 9/2=2x+ 2w 22 /2= % ¢ .

Ze vztahu pro polo¥ni obvod vyjadime dalSi vztahy

x:s—(y+z):s—a:%(b“ e B
y:s—(x+z):s—b:%(ar e N

z=s-(x+ = s G:%(a' b X
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a vynasobime kazdy vzt&fslem dva
2x=b+c—-a
2y=a+c-b, 2.7)

2z=a+b-c

DalSi vztahy odvozené ze vztahu (1.5) jsou

s—a=x ssbys e . (1.8)

Uké&Zzeme si &kolik vzoral pro vypaet obsahu trojuhelnika, se kterymi budeme
v textu pracovat, a jejich odvozeni. Nebudu zdedétvBeroniv vzorec, protoZe je mu

vénovana cela podkapitola 2.3.3.
Prvni zpisob, jak vypgitat obsah trojuhelnika, je vyjggh znamym vzorcem

S=—2a=_"b5=-_"°¢% (2.9)

ktery je mozné odvodit z obsahu rovidbika S = ay, (viz obrazek 1.3). Obsah

trojuhelnikaABCje polovicnim obsahem rovneélinikaABCD.

Obrazek 1.3 - Odvozeni obsahu trojuhelnika

Obsah trojuhelnika Ize vyptiat i pomoci poloré&ru kruznice vepsané

nebo gipsané.
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Pouzijeme-li pro vype&et obsahu trojuhelnika pola@mo kruZnice vepsané,
vypada vzorec takto
S=ps. (1.10)
K jeho odvozeni vyuzijeme obrazek 1.2. Obsah trejiittaABClze vypQitat
jako souet obsaf dilcich trojuhelnik S ;. = S,z + St Qo Protoze vysky
z vrcholuO na progjSi strany vSech diich trojuhelniki se rovnajtislu p, mizeme

napsat
1 1 1 1
S.=—pat—pct=pb==p( a b+ T, 1.11
oc =5 PaY—pCropb=—p(ar bk (1.11)

po Upra¥ S,.. = pskdea+b+c=2s

Ze vztahu (1.10) je patrné, Ze polémkruznice vepsané se vyita

=2, (1.12)
S

Pri pouziti polongru p, kruznice pipsané ke strana k vypoitu obsahu
trojuhelnika obdrzime vzorec

S=xo,. (1.13)

Obrazek 1.4 - KruZnice pfipsana
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Pripomeaime, Ze std kruznice fipsané lezi v pisetiku osy «<BAC a os vijSich uhti
lezicich i strarg a. Obsah trojuhelnikABC vypccitame jako sotet obsah
trojuhelniki APCaABP, od kterého odgeme obsah trojuhelnikaPC,

tj. Sagc = Sipct Sp— Spe Spustime-li vysky ze sduP na protilehlé strany vSech

dilcich trojuhelniki, pak maji stejnou délkw, , proto

_bp, . co, _ap,
SABC_ 2 + 2 - 5

po dosazeni vztah(1.6)

X+ Z X+
Suc = U120 U 90, _(Y 001y

Déle se budeme zabyvat pouzeni trojuhelniky, které maji délky stran

celctiselné. Jeirjmé, Ze kdya, b, c jsou girozenadisla, ktera utuji délky stran
n&jakého trojuhelnika, pak i podobny trojdhelnik tasami déleka, kb, kc (k O N)

ma délky stran celidsselné. Takovych trojuhelnilje nekoné&né mnoho (podle toho,
jakék zvolime). Abychom si zjednodusili vy&lovani, omezujeme s&sto jen

na trojuhelniky s celdselnymi stranama, b, c nesoudinymi, tzn. a, b, c0 N
a D(a, b, ¢)=1. Takové trojuhelniky se nazyvafimitivni trojahelniky(nekdy se

oznauji jako zakladnitrojuhelniky).
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2  Heron Alexandrijsky a jeho dilo

2.1 Uvod

Heron Alexandrijsky(téz zvany Méchanikoshej\tSi experimentator staréku,
byl vyznamnym stai@ckym vynalezcem, fyzikem ¢ neposlednfack i matematiker
(jeho velkym zajmem byly metrické obraz. Jak uvadi E. FRobertso [20], byl

Heron prvnim matematikerktery sehloukgji vénoval trigonometri

Zil v fimské provinci v Ptolemaiovském Egypw prvnim stoletnaseho

VN 2

Jeho dilo reprezentuje Helénistickatdeckou tradic.

V matematicge jméno Herona Alexandrijského spojoval vypostem obsahu

obecného trojahelnika, zné-li délky vSech jeho stran.

Obrazek 2.1 - Heron z Alexandrie (pfevzato z [20])

2.2 Vynalezy a dila

NejznangjSim Heronovymvynalezem je #trnik, pomoci kterého jako prv
poukazal na vyuzitigtru. DalSim zajimavym vynalezem je tz\&tina koule, kterou Iz
povazovat za prvritroj pohagny parol. Pomoci této #trné koulednes demonstrujeme
princip reaktivniho pohon Vétrné koule je takgnama jako Heronova bka.

V nekterych spisech Zeme nalézt popisiznych automdit napodobujicich lidsk
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bytosti @ndroidy). Pra¥ tatc ,programovatelnd” automatickaifzeni se stala prvnii

oficialnim krickem k vyzkumu kybernetiky.

Obrazek 2.2 - Heronova barika (pFevzato z [6])

Heron se zabyv geometrickymi, mechanickymi i ptétskymi problém'. Byl
ovlivnén Reckem iorienten. Jeho spisge d@li do nskolika kategori — technické préace,

mechanické prace a matemaa dila.

Do dnesni doby se zachoval pouze zlomiakognich Heronovych spi,
ale raStsti rektera dila byla zachovéani arabskych rukopisecR.ouze ve fragmentet

se zachovala dil@eodesi aGeoponica

V dile Automat Heron popisuje strojéteré maji pihlizejici pobauvit
nebo oklamatle zde i popis strdj které umo#ovaly zazraky \chramect
mechanickymi nebo pneumatickymi priestky, nag. automatické otevirani a zavir:

dvei chrani.

Mechanikupsal Heron pro architekty. Obsahuje popis prealiti pro zvedan

téZkych gredmeti. Toto dilo se zachovalo pouz arabstis.
Metrikaje sbirka matematickych poznatktarowku. Kniha | tohoto spisu je

vénovana trojuhelnilkm, pravidelnym polygoim, povrcliim véalce, kuzele, hranolu.

Uvadi zde geometrické odvozeni Heroravzorce pro obsah trojuhelnikobjev
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tohoto vzorce se algipisuje Archimédovi) a metodu prodeni @iblizné druhé
odmocniny z libovolného kladnétisla (blize viz podkapitola 2.3.1niha Il
poskytuje informace o trojroz¢mych €lesech, tj. o valcich, koulich, ale i pyramidach,

a merenich s nimi spojenymKniha lll se zabyva plochami a vygem objend téles.

Pneumatikgpojednava o Stratonovi a jehdemi o vzduchu. Uvadi i popis stioj
pracujicich na vzduch, paru, vodu, tlak a popiswcid varhan. \Pneumaticanizeme
nalézt i prvni teoretické Gvahy o tlaku v kapalimac

Dioptrika, kniha o zerdmgri¢stvi a astronomii, je sbirka metod préieni
délek, ktera obsahuje popitigiroje podobného teodolitu. Heron se snazil jisti

vzdalenost mezi AlexandriiRimem pomoci rozdil mezi mistnimgasy.

Dilo Geometriaobsahuje typy uloh, jejichieSeni vede na neiité rovnice.
U téchto uloh postupuje tak, Ze nejprve formuluje dargblém (Ulohu) s konkrétnimi
Gdaji, a poté algoritmizuje postieSeni daného problému. Heron bohuZzel neuvadi
vyswétleni svych postujp V Geometriise poprvé objevuje symbol ozugici neznamé

¢islo. Zajimavé je, Ze Heron sdm nezndmé nepoudde&,iva je az Diofantos.

Ve Stereometricgsou ukazky trojrozrérnych vypatua, které navazuji na druhou

kapitoluMetriky.
Catoptricali¢i o swtelném paprsku, ktery dle Heronovydtegstav putuje
nekonénou rychlosti. Poprvé se tuitteme setkat s teorii, podle které jeénid

zprostedkovano paprsky stla vyzaovaného do &.

Mensuraeobsahuje popisy nastfopouzitych k néfeni v dilechStereometrica

aMetrica.

Dilo Belopoeicgpopisuje valené stroje (v této knize je &ith podobnost
s Philonovou praci) &heiroballistrapopisuje katapult.

16



Definiotionege souhrn definic a pojtnpouzivanych v geometrii. V knize je jich
asi 133.

V posledni dob se vyskytuji doménky, Ze dilaGeometria Stereometrica
Mensurag Cheiroballistraa DefinitionesHeron nesepsal.

NejucelerjSi vydani Heronovychd bylo vydano v Lipsku nakladatelstvim
Teubner roku 1903.

2.3 Heronovy matematické prinosy

2.3.1 Odmocnina

V Heronovych svazcich iieme naléztizné vypd@etni algoritmy, nap iteracni
postup ktery jako prvni popsal a pouzil ve svych waezh. Heron pomaoci tohoto
postupu dokazal vygitat pi daném obsahétverce délku jeho strany. Postup &pal
v tom, Zectverec pevedl na obdélnik a zvolil délku jedné z jeho stiaruhou stranu
dopaital prostym dlenim. Heron doSel k zji&ti, Ze pokud prvni ze stran podhodnotil,
druhd strana obdélnika vysla nadhodnocena. Préka d&anyctverce odhadl
jako aritmeticky piimér délek obou stran obdélnika. Opakovanim postugledgk
zpregioval. Tato metoda se da pouzit, pokud chcemetazjisthou odmocninu
libovolného kladnéhdisla. Nekdy je iter&ni metoda ozrgvana jako metoda
Babylonska, protoZe itefai vypaiet odmocniny znali jizZ Babyl@né.

Poznamka 2.1 Podob#, jako dokazal vypéitat délku strangtverce i znamém
obsahu, dokazal vygdat i délku hrany krychle, pokud byl znam jeji @fj. Postupoval
tak, Ze krychli peved| naityrboky hranol. Zvolilctvercovou stnu, dopgital vySku

a nasleda ucklal vazeny piimér, kde dal hraéidvojnasobnou vahu nez vysce.

Pt vypoctu odmocniny ZislaSbudeme dle itetai metody postupovat

nasledujicim zfisobem:
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Cislo Sbudeme povaZovat za obssterce o strafdélkya;, ktera je hledanou

hodnotou odmocniny.

Plati tedy vztahS = &. Danyc¢tverec pevedeme na obdélnik o stranéle.

Zvolime délku strany, ktera bude mit prvotni hodnadby. Délku stranyc odvodime

ze vzorce pro obsah obdélnika= ¢, odtud

= 2.1
ERY (2.1)

Délka stranytverce je v prvni aproximaci aritmetickymapnérem stran

obdélnika

1
a,=2(h+q).
Dosadime-li do tohoto vztahu vztah (2.1) obdrzime
1 S
== +—|.
=305

Pokud neobdrzime dostate presny vysledek, pokéajeme v metoé dale.

DalSi krok zapiSeme vztahem

1 S
=— — . 2.2
3, 2£%+qj (2.2)
Postup vypotu Ize zapsat takto
1 S
== = 1. 2.3
a1+1 2[5\ + 31 j ( )

Kroky vypcoctu provadime do té doby, nez&slo a; ., vyrazre nelisi
od predeslého kroku vypitu, tj. dokud pi vypoétech nebudeme dostavat stejny
vysledek.

18



Priklad 2.1. Pomoci iteréni metody uete délku stranytverce, jehoz obsah je 576.

Res3eni:Jako poatesni hodnotua, si zvolimegislo 3 a dosadime ho do vztahu (2.3).
Po zaokrouhleni vyjde, =97,5 a tento vysledek @b dosadime

do vztahu (2.3). Tento krok zopakujeme §edbtakrat a po zaokrouhleni vyjdou
nasledujici vysledkg, =51,7; a, =31,4 a a, = 24,9. Jak nfizeme vidt, tak kazdy
vysledek se vyraznlisi od vysledku fedchoziho vyp&tu. Fi dalSim vyp@étu ziskame
vysledeka, = 24.Tento vysledek se jiz ,vyrazfineliSi od vysledku fedeslého,

proto toto¢islo je hledanou odmocninou. Pro kontrolizeme dinit jeS& nékolik
kroki iteratni metody (pokazdé nam vyjdeslo 24) nebo dany vysledek umocnime.

Poznamka 2.2Heronova iteréni metoda je specialnintipademNewtonovy metody
tecen
Aplikace Newtonovy metodyém pro vypoet délky stranytverce ze znamého

obsahu SMg&jme funkci f (x) = x* = S Pti hledani kdenu této funkce vychazejme

z toho, zeislo a, je priblizna hodnota hledaného #emu. ResrgjSi hodnotu

vypaocitame pomoci nasledujiciho vztahu

_o_f@) _af-szz[ +§J
%4 f(a) % 23, 2% a)

Jak nizeme vidt, tak jsme obdrzeli vztah (2.2).

2.3.2 Heronova tiloha
Heron studoval odraz a lom&la. Nasel tzvprincip nejkratSi drahySwtlo se
pii odrazu §ii z boduA do boduB pies takovy bo, aby jeho draha byla minimalni
s=|AX+| XB=| AX+| XB=| AXE| ‘Al (2.4)

Sﬂin:AB
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Obrazek 2.3 - Princip nejkratsi drahy

Priklad 2.2. (Heronova uloha) Mjme dva tizné bodyA, B, které leZi ve stejné
polorovirg urcené gimkoup. Nasim ukolem je nalézt botlleZici na pimcep tak,
aby lomena&araAXB méla minimalni délku.

Redeni:Kdybychomiesili podobnou Glohu, kteréa se lisi od Heronovyhgldim,

Ze bodyA, B lezi v opanych polorovinach, pak by byla délkaX|+| X nejkratsi

pro bodX, ktery lezi na fimcep a ktery se nachazi mezi bodlyB (viz obrazek 2.4).

Obrazek 2.4 - Body A, B lezi v opacnych polorovinach

Vratime se z§t k Heronov Uloze, kterou pomoci osoveé sotmosti revedeme

na tento typ fikladu. Sestrojime bod’, ktery je oso¥ soungrny s bodenmA
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podle gimky p. Hledanym bodenX je prisetik pfimky p a Uséky BA". Protoze boX
je bodem samodruznymX(= X") a osova soudmnost zachovava vzdalenosti, pak plati

[AX[+| XE =| BX+| XA=| BA.

Obrazek 2.5 - Heronova uloha
Abychom ukazali, Ze délka lomenary AXBje opravdu minimalni, tak si

na gimcep zvolime libovolny body, ktery je fizny od boduX. VyuZijeme vlastnosti

osoveé sourrnosti a trojuhelnikovou nerovnost, plati tedy tevittah

[BY[+|YA= AY+| YB-| Bj| Xa| AX[ X8 B

Obrazek 2.6 - Pomocny obrazek k Heronové uloze

Heronova Uloha ma jedirréSeni.

Poznamka 2.3Heroniv princip nejkratSi drahy zobecnil v 17. stoletéfPé de Fermat
naprincip nejkratSiha‘asu
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2.3.3 Heronuv vzorec
Heronovi fipisujeme znamy vztah pro obsah obecného trojlkekBC
o stranach déle&, b, c

S:\/s(s— s K s (2.5)
Vztah (2.5) se nazyuvéderoniv vzorec

V nasledujicim textu si ukazemekolik dukazi vztahu (2.5).

Dilkaz Heronova vzorce pomoci Pythagorovyéty.
a) Uhly a,p jsou ostré.

Obrazek 2.7 — Situace a < 90°

Pro trojuhelnik z obr. 2.7 plati vztahy
b? = V2 + X, (2.6)

Vi =a’—(c- X2 (2.7)

Ze soustavy danych rovnic vyjache x

b>+c?- &
X=— — =
2C

a dosadime do rovnice (2.6) a vyje vysSku

j oo [PrC - _arc-(F+ ¢- &)°
2c 4¢? ’
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R G0 &
2c '

Po dosazeni vySkydo vzorce pro obsah trojuhelnil&= cv/ 2, vyjde vztah

S_\/4b2c2—(b2+ - &)2
2 .

Po rozepsani

S:\/—a“—b“—c“+2a2b2+2a2c2+2b"(,2
4

a rozlozeni

J@ -0 - +2bg(- &+ G+ ¢+2 by
4

S=

dostaneme vztah

S:\/(a—b+c)(a+b—()(b+ cab e R
4

(2.8)

Odtud a ze vztah(1.7) plyne Herofwv vzorec

S:\/s(s— (s W s )

b) Uhel a nebo S je tupy.

P X A c B

Obrazek 2.8 — Situace a > 90°
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V tupouhlém trojuhelniku plati vztahy
b? = V2 + X, (2.9)

Vi =a’—(c+ X°. (2.10)

Ze vztali (2.9) a (2.10) vyjaidmex

a’-b*-c?
X=——
2C

a dosadime do rovnice (2.9) a vyjie vysSku

szbz_Eaz—bz—chz:4b202—(a2— - &*

2c Viloa

Y- JA? — (a8 - B~ )2
2c '

Dale provadime stejné kroky jako ¥ipact a).

Odvozeni pomoci goniometrickych funkci
Je dan trojuhelniRBC se stranami délek b, c. NaSim ukolem je vypatat jeho

vySku ke straéic a obsals (z danych délek stran).

C

Obrazek 2.9 - Zadany trojuhelnik
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Pro dany trojuhelnik plati

|AP| =bltosa

V2 =b’ (1— cos a)

Vime, Zecosa = p°+c¢®—a’ )/ c(odvozeni viz [8]).

Dosazenim

g 20°C + 2b4 28— - - ¢

4b*c?

Upravime podle algebraickych vzérc

\"

c

4c?

Ozna&mea + b + ¢ = 2sa po dosazeni do (2.11) dostaneme, Ze

v =2 (s 3(s (> F

Heronv vzorec pro vyp&et obsahu trojuhelnikdBC o stranaclta, b, ¢

odvodime tak, Ze vyjadni (2.12) dosadime do vzorce pro obsah trojuhelfilo),

S:\/s(s— (s W s )

Odvozeni pomoci kruznice pipsané

. _(arc-b)(arct h(br e (& b k

(2.11)

(2.12)

M¢&jme trojuhelnikABC se stranami délek, b, ¢, kruznici vepsanou trojuhelniku

k(O, p) a ke strata kruznici gipsanouk, (P, p,).
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Priseiky trojuhelnika s kruznici vepsan&wznaimeX, Y, Z. Pris&ik

kruznice pipsanék, se stranoa ozn&imeV, s polopimkouAB ozn&imeT

a s polopimkouAC ozna&imeU (viz obrazek 2.10).

Obrazek 2.10 - Obrazek k dlkazu, feSeni pomoci kruZnice pfipsané

Protoze polofimky AT a AU jsou t€ny kruznicek, s body dotykdr aU, plati

|AT|=| AU|. Z viastnosti téen kruZznice vyplyvaji i nasledujici vztahy

AX|=|AZ=z | xb=| BY= 4| Y| G2 2 TRp,.| Oxp (219

Z obrazku je patrné, ze=| AT| =| AB+| BT, odiivodreni viz vztahy (1.2)
a (1.3), odtud plyn¢BT| = z Navic je znamo, Ze 09B aBT uhli riznokezek
CBaABjsou na sebe kolmé. Pomoci tohoto faktu snadgtiroe,
Zze|«XBJ =|« TPB= /2. Z toho plyne, Ze pravouhlé trojlihelnikBOaTPBjsou
podobné dle &y uu. Diky této podobnosti fizeme vyjatit vztah
|BT|/| Xd=| TR/| XB dosazenim vztadh(2.13) ziskamez/ p=p, !y,
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p.=2Y (2.14)

Do vztahu (1.13) dosadime vztah (2.12), @w xyZ p. Toto vyjadeni
pro obsah trojuhelnikABC vynasobime se vztahem (1.10) a odmocnime
S=,/sxyz (2.15)
Po dosazeni vyj&dni (1.8) do vztahu (2.15) ziskame Heronzorec

S = \/s(s —a)(s—b)(s—c).

Heroniv dikaz Heronova vzorce

Tento dikaz, zaloZeny na originalnimikiazu Herona Alexandrijského
uvedeného v dil®etrica, je upraven za pomoci [7] a [11] do dneSnich materkych
zapig.

M¢&jme obecny trojuhelniRBC o stranacta, b, ¢ (viz obrazek 2.11).

Obrazek 2.11 - Pomocny obrazek k dikazu
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Bod O je priisetik os vnitnich ahti trojuhelnika, body, E, F jsou paty vySek

z boduO na fislusné strany trojuhelnik&, je kruznice vepsana trojuhelnilkBC.

Bod G byl zvolen na polofimce opéné k polopimceBA tak, aby|BG =|CH. BodH

je prisetik kolmice z bodwO na Useku AO (prisetik kolmice se stranoaje bodJ)

a kolmice z bodB na Useéku AG.

Pripomaime, ze
o=a+b+c=|BG+| CA+| Ap=(| BE| ER+( AR| FP+( AB| BF

Odtud0:2(|CE]+|Bq+| AE}):Z(| GB+| BD+| AI@ZZI A¢, tedys=| AG.

Vénujme pozornost bdan A, H, B, O, které lezi na téZe (Thalet\wkruznici.
CtytuhelnikAHBO je tedy &tivovy. Z toho plyne, Ze protilehlé Ghly davaji eustu
180°, tudiZ|<AOB +|£ AHB =180C". Z obrazku 2.12 déle plyne,

Ze (|£COF|+|< COB) + (|« BOE+|« BOD+(|« AOP+|« AOf=360.

Zapis zjednodusime|<COH + 2|« BOD+ 24 AOI)= 360
tak |£COH +|« BOO+|£ AOD=180. Ale |£BOD| +|£AOD =| £ AOB,
proto | <COH +|£ AOB=180" . Porovnanim vztah|£COFE| +|£ AOB=180°

a|<AOB +|£ AHB =180 zjistime, 2 £COH =|£ AHB.

TrojihelnikyCOE aAHB jsou podobné dlesty uu, protoze| «COH =|£ AHB
a|£CEQ =|£ ABH, proto plati vztah

| AB|_ |HB|

= . (2.16)
ICE|  |OE|
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Obrazek 2.12 - Vyznaceni podobnych trojahelnik( COE a AHB

Takeé trojuhelnikyOJD aHJB jsou podobné dlesty uu,
protoze| £OJD| =|£HJB a|£ODJ=|«HBJ, plati vztah

|HB|_ |BJ|

. (2.17)
|OD| |DJ |

Z obrazku 2.12 plyne, 2©D| =|OF a|BG| =|CH. Po dosazeni do vztéh
(2.16) a (2.17) odvodime vztah
|AB|/|BG=|BJ/| DJ. (2.18)

V dalSim kroku provedemeikolik algebraickych tprav rovnice (2.18). Nejprve

rovnici rozsfime

|ABI,,_ 1B,
|BG| [DJ |

odtud

|AB|, |BG|_ [BJ], |DJ]|
|IBG| [BG| |DJ| |DJ]
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Dale |AB|+|B3 =| AG a|BJ|+|DJ| =| BO, proto

Tento vztah mizeme upravit

|AG|dAG|= |BJ|D|AD|
|IBG| |[AG| |DJ| |AD]

pak

|AGF _|BD|JAD]
|IBGJAG | DJO AD|

Protoze trojuhelnilaOJje pravouhly a bo® leZi na pepore tohoto
trojuhelnika, pak dle Euklidovysty o vySce|DJ|JAD| :|OD|2, tento vztah dosadime

do vztahu z pedchozi ¥ty. Tim dostaneme

|AGf _|BD|JAD]|
|IBGIAG | ODf

po upra¥ |AGF QOD f=|BG [J|AG[J|BD[I |AD

Obrazek 2.13 - Vyznaceni trojuhelnika AJO
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Z toho plyne, Z¢ AG (OO :\/| BG1AGLI BO) AD. Obsah trojihelnikABC

je S =| AGIOD= /| BGH AGH BRJ AD, ale nezaponiene, ze|AG = s

Obrazek 2.14- Obrazek k dlikazu: vyznaceni Usekll o stejnych délkach

Vimneme si, 2¢BG =| AG-| AB= s |,
[BD|=|AG-(| AD+| BG) =| AG-(| Af+| CH= s [
|AD|=|AG-(|BO+| BG) =| AG-(| BE+| Ch= s .

Odtud obdrzime vztah

SABc:\/S(S_ f)( 3 ))( s )
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3 Heronovské trojuhelniky

V této kapitole si povime&ao oheronovskych trojuhelnicichnjejich zakladnich

vlastnostech. Na konci kapitoly jekolik tloh k procvéeni.

Definice 3.1.Trojuhelniky, jejichZ délky stran i obsah jsotirpzen&tisla, nazyvame

heronovskeé trojuhelniky

3.1 Zakladni vlastnosti heronovskych trojihelnikt

Véta 3.1.0bvodo kazdého heronovského trojuhelnika je stigé. Polovina obvodu
heronovského trojuhelnika je celiglo.

Dukaz: Dukaz provedeme sporemidépokladejme, Ze existuje heronovsky trojuhelnik,
jehoz obvod je lichéislo. Tedya+b +c,b+c—ac+a—-ha+b-cjsoulicha

¢isla, pak ale vyraz pod odmocninou ve vztahu

S:\/a+b+cEp+c—aDck a tb& B

2 2 2 2

neni cel&islo. Odtud plyne, Za+b +c,b+c—-gc+a—-ha+b-cjsoucisla suda,

tim je polovEni obvod celyntislem.

Disledek Wty 3.1. Kazdy zakladni heronovsky trojuhelnik m&diélky stran liché
a jednu sudou.

Dikaz:Podle ¥ty 3.1 jea + b + c¢islo sudé. Trojuhelnik je primitivni, pro& b, ¢
nemohou byt vSechna sudiala. Je tedy jedind moznost <¢dlélky stran jsou liché
a jedna suda.

32



Véta 3.2.Maji-li vSechny strany heronovského trojuhelnigaleiného dlitele D,
potom je jeho obsatelitelny &islemD?.

Dukaz: Maji-li vSechny strany spateého dlitele D, pak je nizeme zapsat
nasledujicim zf,sobem

a=eD, b= fD, c= gD kde D, e, f,d] N
Potom vztah pro polowni obvod nizeme zapsat takte= D(e+ f+ g)/2. Tento

vztah dosadime do Heronova vzorce (2.5) a upravime

SZ:%D(e+ f+ g)—;( Df+ Dg- Dé—;( De Dg D)—;( De Df Dp

S=D(er trg(fro (e g Je £ )

S:%DZ\/(e+f+g)( frodeg J(e

Vidime, Ze obsals heronovského trojihelnika jéldelny ¢islemD?

tehdy, kdyz vSechny jeho strany jsatli@Iné ¢islemD.

Véta 3.3.Je-li délka strang rovna délce stranly (a = b), potom délka strany je sudé

¢islo a vySka na tuto stramje ¢islo celé.
Diikaz:Pokuda = b, potoms=(a+ a+ 9/2= a+ d 2. Dle wty 3.1 vime, Ze polo¥hi
obvods heronovského trojahelnika je ceéliglo, proto délka strangymusi byt sudé

¢islo, mizeme ji tedy zapsat jako=2¢, ¢ O N.

Nyni dok&dZzeme druhotést \Ety, tedy Ze vySka, je celécislo. Dikaz vychazi
ze vzorce obsahu rovnoramenného trojuhel8kay, [c/ 2 = y ¢ Z tohoto vzorce
vyjadiime vysku

v, ==, (3.2)
kde ¢, je celécislo (viz prvnicast dikazu) aSje dle definice 3.1 také cedéslo. Pomoci

Pythagorovy ¥ty vyjadiime vztah pro vySku rovnoramenného trojuhelnika
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v, =J@-¢, (3.2)

kde v, je racionalntislo. Vztahy (3.1) a (3.2) si jsou rovny
g - /az _ (\12'

proto mizeme napsat nasledujici vztah

2
chz%:az_qz

Vyraz a’-¢ je celéislo, protoZe je to rozdil dvou cely¢fsel. Z toho plyne,
zeivyrazS’/ ¢ je celésislo, ¢ |S* ac, | S,proto ¢,/S je celégislo. Vidime tedy,

Ze vyskav, je cislo girozené.

Obrazek 3.1 - Pomocny obrazek k diikazu

Disledek Wty 3.3. Neexistuje Zadny rovnostranny heronovsky trojaikeln

Dukaz: Pokud by platilo, Zea=b= ¢, pak by polouvni obvods trojuhelnika byl

s=3a/ 2. Dle wty 3.1 vime, Zes je celécislo, proto délka strang je ¢islo sudé

a vyjadime ji a=2a, g [ N. Obsah rovnostranného heronovského trojuhelnika

vypocitame nasledujicim #igobem

po Upra¥ a dosazena = 2a
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coz je iracionalnéislo. Dostali jsme tedy spor s definici 3.1.

Véta 3.4.Pro heronovské trojuhelniky plati, Ze velikostmensSi ze stran je alesps,
tj. min(a, b, ¢)= 3.
Dikaz: Dukaz provedeme sporem. Bez Ujmy na obecnosti bugeésdpokladat,
ze min(a, b, c)= c< 3. Tedyc{1,3 .
1. Pokud strana ma velikost jedna, pak z trojuhelnikové nerovngstih < c=1
plyne b=a Obvod trojuhelnika jeo = 2a+1, tedy liché¢islo, a to je v rozporu

S etou 3.1.

2. Predpokladejmec =2. Analogicky jako v pedchozi situaci mame
la=b < c=2. Jsou d¥ moznosti:
a) b=a+1 neboa=b+1. Bez Ujmy na obecnosti uvazujme jes a+1.
Obvod trojuhelnika jeo = 2a+ 3, coz je lich&islo a to odporujedté 3.1.
b) b=a K dikazu vyuzijeme obrazek 3.2. Z obrazku vidime, 4ikeost
stranya miZzeme vypéitat pomoci Pythagorovyety,

tedy a® =2 +( ¢/ 2)”. Po dosazent = 2 dostaneme vztaly, =+/a>-1.

Dle wéty 3.3 je velikost vysky. celécislo, ¢ehoz zde nikdy nedosahneme.

Ve

Obrazek 3.2 - Pomocny obrdazek k diikazu

35



3.2 Konsekutivni trojuhelniky (Consecutive Triangles)

Specialnim gipadem heronovskych trojahelfijsou tzv.konsekutivni
trojuhelniky(consecutive trianglesjejichz délky stran jsoditpo sol& jdouci girozena

¢isla. V zahrarii se téZ oznauji jako super heronian triangles

V publikaci [21] se uvadi, Ze prvnim z matematiktei se jimi zabyvali, byl

Japonec Nakane Genkei, jehoz prvni prace z téasblgochazi z roku 1922.

Véta 3.5.Deélky stran konsekutivniho trojuhelnika jsou damtahy
a=2y-1 b=2y,c= 2y 1 (3.3)

kdey je prirozenéeislo, pro &z je \/3(y* —1) &islo celé. Obsah trojahelnika je

S=WwW3(y-1. (3.4)
Dikaz: Ozn&me a= x-1, b= x, c= x+ 1. Podle ¥ty 3.1 vime, Ze polo¢hi obvod
trojuhelnikas = 3x/ 2 musi bytislo piirozené. Proto platk =2y, kde y[O N.

Tim jsme dokéazali vztahy (3.3). Navic musi byt dbsajuhelnika celéislo. Z rovnic

(3.3) plynes—a=y+1, s- b= y s & y 1 Dosazenim do Heronova vzorce

S:\/3y?( y+1) (y-1), po algebraické GpravS= w/3 (¥ -1).

Odvozeni vztahpro nalezeni délek konsekutivnich trojuheir(ikz [15], str. 43 — 44)

Abychom nalezli vSechny konsekutivni trojahelnikyysime zjistit, pro ktergje vyraz

\J3(y? -1)¢islo celé. Vyraz pod odmocninou ozitae parametrent’, tOON
(vzorec pro obsah trojuhelnika mé t&r yt). Je patrné, Ze parameije cklitelny

¢islem 3, proto jej fepiSeme jakd = 3u, ull N.

Provedeme algebraické Upravy
3(y2 - 1) =t?

3(y* -1) = a?,
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y*-3u®=1. (3.5)

Rovnice (3.5) je tzv. Pellova rovnice (obecny zafyisadé takto:
x* - Dy® =1, kde¢islo D je pirozenégislo, pro které platD # n?, n libovolné celé

¢islo). K vykeSeni Pellovy rovnice jsou standardni postupygktele nebudu uvay
protoZe jsou pro studenty slozZit&kpe vyswtleno nap. v [2]).

Sousta¥ (3.5) vyhovujeeSeniy, =2, u, = 1. DalSiteSeni dostaneme

za Fedpokladuy, + unx/é = (2+ «/é)n pomoci rekurentnich vztalpro n+1. ¢len
nasledujicim zf,sobem

Yo+ 3= (2443) =y, + u3 (203 = 2+ B+ B+ 2
Tim ziskdme rekurentni vztahy

e = 25 * 34, }

un+1 = yn + 2un’

(3.6)

Véta 3.6.Délky stran konsekutivniho trojuhelnika jsbu—1, b,, b, +1, kde b, lze
vyjadiit rekurentnim z4pisem
b.,=4b.,—b, (3.7)
b =4,
b, =14,
kden=1, 2, 3..
Dukaz:K dikazu pouzijeme vztahy (3.6). Vztah (3.7d2zeme vyjadit takto
b.,=4b,, —b =8y,,—2y,=8(2y,+ 3y, ) 2y= 14y+ 24y (3.8)
Pri dalSim vyjadeni vztahu (3.7) budeme vychazet z tohopze 2y, .
B2 =2¥0i2 = 2(2¥n+ 341 )= 42+ 3 B(y+ 24 F 14y+ 14 (3.9)
Jak mizeme vidt, tak vztahy (3.8) a (3.9) se rovnaji.
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Véta 3.7.Polontr p kruznice vepsané je vzdy celislo.

Dukaz: Plati

kde ull N (viz predchozi ¥ta).

Priklad 3.1. Ukazka prvnich §i konsekutivnich trojuhelnik jejich obvodu, obsahu
a polongru kruzZnice vepsané.

Délka str.a | Délka str.b | Délka str.c | Obvodo | ObsahS | Polomér p
3 4 5 12 6 1

13 14 15 42 84 4

51 52 53 156 1170 15

193 194 195 582 16296 56

723 724 725 2172 226974 209

Tabulka 3.1 - Ukazka konsekutivnich trojuhelnikd

3.3 Heronovské trojuhelniky, jejichz délky stran tvori tii po sobé

jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti

Véta 3.8.Jsou-li délkami stran heronovského trojuhelnikpod sol& jdoucicleny
aritmetické posloupnosti, pak jsou dany vztahy

a=2y-d, b=2y, c= 2y d

(3.10)

kdey je prirozenéeislo, pro &z je \/3(y’ — d?) celégislo. Obsah tohoto trojuhelnika je

S= w3(y- &)
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Dikaz:Ozn&me a= x—d, b= x c= » d Dle wty 3.1 vime, Ze polo¢ni obvod
trojuhelnikas =3x/ 2 musi byt pirozenécislo. Proto platix =2y, kde y[O N.

Tim jsme dokézali vztahy (3.10). Navic musi bytasb&ojuhelnika cel&islo. Z rovnic

(3.10) plynea=2y-d, b= 2y, c= 2y d Dosazenim do Heronova vzorce (2.5) vyjde

S:\/3)F( y+ d ( y- 9, po algebraické UpravS= w/3(y - ).

Véta 3.9.Maji-li ¢isloy (y=x/2) a diferencel nejwtsiho spoleného dlitele g,
g O N, pak g*dgli obsahS.

Dikaz: Cisloy vyjadime jakoy = kg, diferencid vyjadime jakod = Ig,

kde k, I0N. Tato vyjadeni dosadime do vztahu (3.11)

S=ka3(K d- F o),
¢asteénym odmocinim dostaneme vzta = kgf+/3( K - F),ze kterého je zjevné,

Zecislog® je cklitelem obsahis.

3.4 Dalsi vlastnosti heronovskych trojuhelnikii

3.4.1 Urcovani délek stran heronovskych trojihelnikii

Délky stran heronovskych trojuheliike rekdy ozn&uji jako heronovskaisla.
Vztahy pro generovani heronovskytikel navrhl R. D. Carmichael v knize
Diophantine analysigNew York, 1915). Stale jsou nachazeny nové metody

hledani heronovskyatisel.
Véta 3.10.Carmichaelova paika (prevzato z [15], str. 49 — 50): Trojuhelnik

s cel@iselnymi délkami strag, b, ¢ je heronovsky tehdy, tou-li byt délky stran

zapsany nasledujicimi vztahy
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(m=n) (K + mp

d

b:M, (3.12)
d

C:n(k2+mz),
d

d, m, n, k jsou cela kladnéisla, m> n,d je libovolny clitel vSechcitateli.
Dukaz: Owtime, Ze i pro tyto vztahy plati, Ze pol&wi obvods a obsah

Sheronovského trojuhelnika jsou celala.

Poloviéni obvods heronovského trojuhelnika vyjéhy se vztahy (3.12)

(m—n)(k2+ mr)+ nﬁ k+ ﬁ)+ okt A omi¢+2nfn_ n{k+ mp
2d -2 d

S=

ObsahS heronovského trojuhelnika vyjahy se vztahy (3.12)

S:\/d—14(mI€+ n)( nk+ ) nfe mM{C Pk B

po Upra¥ a odmocani

s- kmn( m= )( K+ mp
d? '

Jak mizeme vidt, tak polovéni obvod i obsah vyjddny pomoci vztain(3.12)

jsou pro vSechnlk, m, n, d ¢isla cela.

3.4.2 Rozklady heronovskych trojihelnikii na pythagorejské

Rozkladem heronovskych trojuheldika pythagorejské se zabyval Paul Yiu,

Z jehoz praci [18] a [19] jsentizpracovani této problematiky vychazela.
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Nejprve si upesnime #které pojmy. Grafy imek o rovnicichx=cay=c
piedstavuji v kartézské soustasouadnic pro vSechnall Z sit jednotkovychitverai

(strwengji ¢tvercovou gi). Praseiky téchto gimek budeme nazyvatizové body

Trojuhelnik, jehoz vrcholy lezi v fizovych bodech, nazyvanmasizovy trojuhelnik

Véta 3.11.Kazdy heronovsky trojuhelnikime byt nakreslen jakoitizovy trojuhelnik
s jednim vrcholem v p@étku kartézského séadného systému a dalSimi vrcholy

v miizovych bodecH{ p, q), (u, V).

Dukaz: (Prevzato z [19], str. 262 a 263.)ikaz st&i provest jen pro primitivni
heronovskeé trojuhelniky. Do Heronova vzorce (2@&jatlime vztah pro polavii
obvod (1.5), obdrZzime

S:\/%(a+b+<j(b+e—z)(& 5K & b

po umocrni a roznasobeni dostdvame

168* =-a' - - d+2d8B+25¢é+2¢ 4 (3.13)

Bez Ujmy na obecnosti budemiz@dpokladat, Zze délka stranye lichégislo
a deélky strara, b maji tiznou paritu. Takto definovany primitivni heronovsky

trojuhelnik odpovida hledanému célkelnémueSeni nasledujici rovnice

16M2 = —x* - y* = 2+ 22y’ + 2 7+ 2 2 % (3.14)

kdecislozje liché. Pro vieSeni rovnice (3.14) nejprve zavedeme nasledujbstsguci
X*=X,y¥=Y, 2= Z 4M= 2N
rovnici prepiSeme
(2N)? ==X?-Y?- Z2+2 XY+ 2YA 2 20
a upravime jako kvadratickou rovnici s neznardou

Z?-2(X+Y) Z+(X- Y+ (2 N°*=0. (3.15)

Rovnice (3.15) mé celiselnéreSeni pouze tehdy, je-li diskriminant této rovnice

druhou mocninou celého sudétisla, tj.
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2Ty =(X+Y)’ - (X-¥)*-(2 N
Odtud dostavame
(X +Y)? =(2T)*+(X- V> + (2 N?, (3.16)
pricemzD(X +Y, X=Y, T)=1.Paul Yiu uvadi, ZeeSeni tohoto typu diofantovské
rovnice je uvedeno v publikaci [12], str. ®eSeni ma tvar
X=p*+f, Y=U+V, T= ptr qy N pv q (3.17)

kdep, g, u, vjsou cel&isla.

Kvadraticka rovnice (3.15) ma ceiselné koeny tvaruZ = (X +Y) + 2T,
po substituci za vztahy (3.17) majiikay tvar
Z=(pxu’+(qx V>~
Vratime se na zatek dikazu a dosadime &pdo pivodnich vztah substituci (3.17),
paka® = p*+ o, b*> = u?+ V2, ¢ =(px U)*+( g+ V> Z téchto vztali Ize
jiz lehce odvodit, za pomoci vzorce pro vy¢pbvzdalenosti dvou badv rovirg,

souadnice vrchal trojuhelnika. VrcholC lezi v p&atku systému sdadnic, vrchol

A=[uv] aB=[p,q.

B=1[5,12] A=1[9,12]

C=10,0] X

Obrazek 3.3 - MfiZovy trojuhelnik
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Z vety 3.11 vyplyva, Ze vrcholy kazdého heronovskébgitrelnika jsou weny
dvéma pythagorejskymi trojahelniky umdstymi podle obrazku 3.4.

u X

Obrazek 3.4 - MfizZovy trojuhelnik uréeny dvéma pyth. trojuhelniky

V nésledujicich ivahach se budeme zabyvat otaXteré heronovské
trojuhelniky vzniknou sjednocenim dvou pythagonggsktrojuhelnikh podle obr. 3.5

nebo jejich rozdilem podle obr. 3.6.

C

A4 4 E 4 B

Obrazek 3.5 - Heronovsky trojuhelnik vznikly sjednocenim dvou pythagorejskych trojuhelnik
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Obrazek 3.6 - Heronovsky trojuhelnik vznikly rozdilem dvou pythagorejskych trojahelnik

Takoveé trojuhelniky budeme nazyvatlozitelné trojuhelnikyHeronovsky
trojuhelnik, ktery nelze dit dvéma pythagorejskymi trojuhelniky podle obrazku 3.5
nebo 3.6 budeme nazyvwatrozloZzitelny trojuhelnik

Problematiku rozloZzitelnosti heronovskych trojuhikinpodava P. Yiu v [18].

Bez dikazu uvedeme jeho vysledek:

Primitivni heronovsky trojuhelnik je mozné rozload dva pythagorejské
trojuhelniky nejvyse jednim #Zgobem, to znamena jen tehdy, kdyZ ma nejvyse jednu
celatiselnou vySku. Tatodta je shrnutimit dil¢ich tvrzeni:

1. Primitivni pythagorejsky trojuhelnik je nerozlozitg.

2. Primitivni rovnoramenny heronovsky trojuhelnik gzlozitelny pouze

na dva shodné pythagorejské trojuhelniky.
3. Heronovsky trojuhelnik, ktery neni pythagorejskysak ma d¥ celatiselné

vySky, neniize byt primitivni.

Fitch Cheney objevil prvni nerozlozitelny trojuhiéi25, 35, 39) s obsahem
S=420.
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Priklad 3.2. Odvad'te vztah pro obsah heronovského trojuhelnika, ktenjkne
sloZzenim dvou pythagorejskych trojuhelinik odivodrete, pra je celymgéislem.
K feSeni pouZzijte oziani z obrazku 3.5.

Redeni:Obsah heronovského trojuhelnika, ktery vzniknéesiém dvou

pythagorejskych trojahelnik je
1
S==(at+d)b
“(a+9)

Obsah trojuhelnikABC je sowet obsah dilcich pythagorejskych trojuhelnikObsah
pythagorejského trojuhelnika je ceiélo, tim i obsah sloZzeného heronovského

trojuhelnika jetislo celé.

Piiklad 3.3.Je moZné rozlozit heronovsky trojuhel®BC s délkami stran

(13, 20, 21)? Pokud ano, tak napiSte pythagordjsi@helniky, ze kterych je tento
trojuhelnik slozen.

Reseni:Postup rozéleni heronovského trojihelnikeBC na dva pythagorejské
trojuhelniky neni slozity. Zname-li délky jeho strarypaiitame obsah pomoci
Heronova vzorce (2.5). Pomoci obsahu a délek stkame gFislusné vysky
trojuhelnika pomoci vztah(1.9). Je-li gjaka vySka celéiselna, pak zkoumame,
zda existuji dva primitivni pythagorejské trojuhiély které maji jednu délku odsny
rovnu vySce daného trojlihelnika. Pokud takové vjahelniky nalezneme,

pak jeden pythagorejsky trojuhelnik musi mit dégdkepony rovnu délce jedné ze stran
trojuhelnikaABC, ke které neni vedena céiselna vyska, a druhy musi mit délku

piepony rovnu délce strany druhé.

V naSem pipadt ma dany trojuhelnik obsah= 126 a vySky

va:2—52:19—5,
13 13
Vb :E:lz_:g,
20 5
vczézzlz
21

ProtoZe vySka ke stram je cel@&iselnd, tak hledame pythagorejské trojlhelniky,

které maji jednu z odgen rovnu vySce,. Takovymi pythagorejskymi trojahelniky
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jsou (5, 12, 13), (9, 12, 15), (12, 16, 20) a @=,37). Z dalSi podminky plyne, Ze délky
piepon pythagorejskych trojuheliiikze kterych je heronovsky trojuhelnik slozen, jsou
délkami stran daného trojuhelnika, ke kterym nemiena celéiselna vyska,

tj. vyhovuji pythagorejskeé trojuhelniky (5, 12, 18J12, 16, 20). TrojuhelnikBCje

tedy rozlozitelny,(12, 5, 13[]( 12, 16, 26:( 13, 20,)=

Priklad 3.4. Je trojuhelnikkKLM rozlozitelny, jsou-li délky jeho stran (5, 29, 3Dbbsah
je72?

Redeni:Pomoci vztah (1.9) vypaitame vy3ky trojahelnik&LM

W)
5 5

VI :%:42,
30 15

Lol 28
29 29

Protoze ani jedna z vySek neni ¢ééelna, pak trojuhelniKLM je nerozloZitelny.

M=[18, 24]

L = [21,20]

30

29

K =1[0,0]

Obrazek 3.7 - Nejmensi nerozloZitelny heronovsky trojuhelnik
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3.4.3 Heronovské trojihelniky a Fermatova cisla

Definice 3.2.Fermatovacisla jsou vSechnaisla tvaru
F =27 +1,

pro m=0.

Fermat se domnival, Ze vSechna takto zap&@tajsou prveisla. Toto tvrzeni
bylo vyvraceno roku 1723 matematikem Leonhardeneieah. Euler piSel na to,

zecislo F,, prom=5 neni prveislo, tj.

F =27 +1= 22+ 1= 429496729 641 67004

Priklad 3.5. Existuji heronovkeé trojuhelniky, jejichz délky e¥estran jsou mocninami
prvocisel?

Re3eni:Ano, takové heronovské trojuhelniky existuji a jpowze dva. Prvnim je
pythagorejsky trojuhelnik (3, 4, 5), druhym je gty 3.12 rovnoramenny trojuhelnik
(2"+1, 2+ 1, 2"*)

Obrazek 3.8 - Heronovsky trojuhelnik k ptikladu 3.5

Véta 3.12.M&-li heronovsky trojuhelnik délky stran rovny nmacdm grirozenychcisel,
pak jsou délky stran biu(3, 4, 5), nebo je Ize zapsi,, F,, 4F,,, -3
za podminek, zen>1 acislo F, je prvaislo.

Dukaz:Dikaz této ¥ty je ptkné vyswtlen v publikaci [9], str. 111 — 116.
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3.4.4 Heronovské trojuhelniky a Fibonacciho ¢isla

Priklad 3.6. Existuji heronovské trojuhelniky, jejichz délkyeeh stran jsou
Fibonaccihatisla?
Re3eni:Fibonaccihocisla jsouéisla, ktera jsodleny Fibonacciho posloupnosti.

Prvnich dewt Fibonaccihasisel je{0, 1,1, 2, 3,5, 8,13, , kde kazdéislo, p&inaje

tretimclenem, je sottem dvowisel edchozich. Aby délky stran trojuhelnika nebyly
v rozporu s trojuhelnikovou nerovnosti (8etidvou libovolnych délek trojuhelnika
musi byt ¥tSi nez délka strany zbyvajici), tak hledame trejatky rovnoramenné.
Jedinym trojuhelnikem, ktery vyhovuje zadani, @uhelnik (5, 5, 8). Jiny heronovsky

trojuhelnik, jehoz délky stran by byly Fibonaccitisly, neni zatim znam.

3.5 Ulohy Kk procviceni

V této podkapitole je #kolik uloh, které mohou slouzit k pro@éni
problematiky heronovskych trojuhelriikvVysledky naleznete na konci prace v kapitole

Vysledky.

Uloha 3.1.Zjistéte, zda je mozné sestrojit trojihel®BC se stranami délek

a=13 cmb=14 cm,c =15 cm. Pokud ho sestrojit Ize, tak v¥fiejte jeho obsah.

Uloha 3.2.Farm& se rozhodl oplotit své trojuhelnikové pole, algtgsré nevi,
jak dlouhé jsou jeho jednotlivé strany. Vi pouzezzpole ma 585 kg obili
pfi vynosnosti 0,5 kg/fa Ze délka kazdé jeho strany je o jeden metr deBdélka

strany gedchozi. Kolik pletiva bude farmaotebovat?

Uloha 3.3.Na vylepeni reklamniho plakéatu trojuhelnikovéhartvje teba plocha

156 m*. Urcete délky stran plakatu, pokud délkyitivaritmetickou posloupnost

s diferenci 11 m.
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Uloha 3.4.Dopctitejte zbyvajici strany heronovského trojuhelni@gte-li
a) S=60 cnf,o= 36 cm,a= 13 cI
b) S=36c¢nf, o= 54 cmb= 25 c

Uloha 3.5.Dopcitejte strany heronovského trojihelnikaiate sosadnice zbylého
bodu a vypéitejte obsah

a) B=[21, 2§ ,c= 1t

b) A=[30, 1§ ,b= 34

Uloha 3.6.Urcete, z jakych trojahelnikvznikl heronovsky trojuhelnik
a) (11, 13, 20),
b) (4, 13, 15).

Uloha 3.7.Je mozné rozlozit heronovsky trojuhelnik (5, 28), § obsahers = 72?
Pokud ano, tak napiste pythagorejské trojuhelrdkykterych je tento trojuhelnik

slozen.
Uloha 3.8.0dvaf'te vzorec pro obsah heronovského trojihelnikayktenikne

rozdilem dvou pythagorejskych trojuheltjla vyswtlete, pra@ je celyméislem.

K feSeni pouZzijte oziani z obrazku 3.6.
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4 Pythagorejské trojuhelniky

NejjednodussSimi heronovskymi trojahelniky jsou taythagorejské

trojuhelniky Jejich nazev je odvozen od Pythagorotyv

Definice 4.1.Pythagorejskym trojuhelnikenazveme kazdy pravouhly trojuhelnik,
jehoz délky stran jsou tzpythagorejskaisla.

Definice 4.2.Pythagorejskaisla jsou trojice celyclisel, ktera vyhovuji Pythagordv

vété. Jsou to tedy takouéisla, ktera jsodieSenim rovnice

c?=a’+ b’ (4.1)

kdea, b, c jsou firozenadisla. Jsou-IEisla(a, b, c)pythagorejska, paksisla
(ka, kb, kc)sou pythagorejskak [1 N.

Pythagorejské trojice obe&hledajireSeni rovnicee” = a" + b", nO N,
aby a, b, cO N. Dle Pierre de Fermata nema tato rovnice pro2 celatiselnéreSeni.

Toto tvrzeni je znamo jakdelkad Fermatovadta (viz podkapitola 4.2.2).

Obecna pravidla pro nalezertkterych pythagorejskych trojic znal jiz
Pythagoras a podm i Platon (vizélanek [1]). Pythagoras uvéldato obecna pravidla

2p®+2p, 2p+1, 2p® + 2p+ 1. Platonova obecna pravidla by -1, 2p, p*+1,

p® -1, kdep je proneénna, pO N.

Véta 4.1.ReSeni rovnice (4.1) je dano vztahy

a=k(nt - rf),
b =2kmn (4.2)
c=k(nf + rf),

za gredpokladu, Zen> n m, n jsou nesou&na, maji fiznou paritu,m, n, kOO N.

Pro k = 1dostavameprimitivni pythagorejské trojuhelniky
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Odvozeni:
NejvétSim spoléenym dilitelem ¢isela, b, ¢ je ¢islok, D(a, b, ¢)= k. Z toho
plyne, zetisla
a b c
=—, =—,c¢c=—, k#0
% k B k a k

jsou nesouélna a plati

K = Kg+ KIF. (4.3)

Po vydleni rovnice (4.3fislemk” vyjde
c =a +1h, (4.4)
D(a,, b, ¢)=1. (4.5)

V dalS§im kroku owtime, Zetisla jsou po dvou nesoéida. Méme prvaislod,
které dli nekteracislaa,, b, ¢ . Potom by z rovnice (4.4) vyslo, Bakli i zbyvajici

¢islo, coz je spor se (4.5).

Cislaa, , b maji riznou paritu, tzn. prévjedno zéisel je sudé. Toto tvrzeni
ovétime gedpokladem, Ze éleisla a,, b jsou licha. Potondislo ¢ i vyraz a2 + by
davaji i deleni¢islem osm stejny zbytek, kterymdtslo dva. Z toho plyne, z#slo ¢

je sud&islo, které ale nenigtitelné cislemdtyti, to ale neni mozné.

Bez Ujmy na obecnosti@dpokladejme, Ze sudyséislem budeb, , b = 2u,
uld N. Z rovnice (4.4) plyne
cl—a’ =4u’. (4.6)
Upravou ziskame vztah

p-Gta j6-a
2 2

Zavedeme nové ozteni

V:%(cl+al), W:%(q— a), 4.7
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tim ziskdmec, =v+w g = v- w Cislav, w jsou licha a nesouétha (plyne z faktu,
Zecislaa,, ¢ jsou téz licha a nesodida), w<v. Dosazenim (4.7) do (4.6) obdrzime
rovnici u® = vw, ze které plyne existen¢éselm, n, ktera jsou firozend, nesoutha

a maji hiznou paritu,n<m Prom, n plati v=a’, w= Ir.

Ziskame nové vztahy
a=ka=Ku- W= K - f),
b=kb,=2ku= 2kmn (4.8)
c=kg=ku+ W= K m+ A).

Vztahy (4.8) vyhovuiji rovnici (4.1) pro libovolnied N, libovolna nesougina

¢isla s opanou paritoum, nd N, pro ktera platih<m

Véta 4.1 umotuje nalézt vSechny primitivni pythagorejské trojiliiey.
Neprimitivni dostaneme jako jejich nasobky. Nasjadweéta zjednoduSuje vztahy

(4.2), avSak neumaje jasr rozlisit, které z trojuhelnikjsou primitivni.

Véta 4.2.Delky stran pythagorejskych trojuheldiknaizeme vyjadit vztahy

a=nrt - If,
b=2mn
c=nf+rt,

za gredpokladu, Zen>n m, n(J N.

OdvozeniK odvozeni vyuzijemé&aussovu rovingbody Gaussovy roviny pokladame
za obrazy komplexnictisel). TotoreSeni je uteno pro studenty, kitejiz znaji

komplexnicisla.

Rovnici (4.1) pevedeme do komplexni podoby

¢’ =(a+ bi)(a- bi), (4.9)
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provedeme substitudia+bi) = z (a-bi) = z a dosadime do (4.9)

Vi

c.c=a+hi

Obrazek 4.1 - Trojuhelnik v Gaussové roviné

Provedeme dalSi krok
a+bi=(m+ nj?,
a+bi=n? +2mni- f, (4.10)

kdem, nO N, m> n

Porovname reélné a imaginérni slozky vztahu (4.10)
a=nt-rt, (4.11)
b=2mn (4.12)

Vztahy (4.11) a (4.12) dosadime do vztahu (4.9)
c? :(rr12— r12+2mn)( m- A-2 mr)i,
upravime pravou stranu rovnice dle algebraickyabraiz

¢ =(m+ n)*(m- n)?,
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coz lze jest upravit
¢t = (i + 17)?,
po odmockni
c=nr+ 17

Véta 4.3 Délky stran pythagorejskych trojuheliilze vyjadit i vztahy
a=i(2n+i),
b=2n(n+1i), (4.13)
c=2r +2ni+ i?,
i,nON.
Dikaz: ProtoZe jsodislam an prirozena, nesoutha, maji tiznou paritu an> n,
proto mizeme vyjadit, Ze m= n+ i, kdei je lichécislo takové, aby platilo

D(n, n+i)=1. Vyjadieni dosadime do vztal{4.2) a obdrzime vztahy (4.13).

4.1 Vlastnosti pythagorejskych trojihelnikii

Vlastnosti pythagorejskych trojuheliikivadim jako ulohy, které jsoudgmé
jako material pro samostatnou praci stueReseni Gloh je uvedeno v kapitole

Vysledky.

Uloha 4.1.Jsou-li délky stran pythagorejského trojuhelnikaylvztahy (4.2), pak jeho
obsah jeS= K mit M- R).DokaZzte.

Uloha 4.2.Polovini obvod pythagorejského trojihelnika je ado a vypgita se
takto s= kn{ m+ 1. Dokazte.

Uloha 4.3.Polorer r kruznice opsané pythagorejskému trojahelniku ¥itame

pomoci nasledujiciho vzorce
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1
r ==k(m?+ ).
2( )

Dokazte.

Uloha 4.4.Polomer r kruznice opsané pythagorejskému trojihelniku jé &slo,

praw kdyz parametk je sudy. DokaZte.

Uloha 4.5.Polonr p kruznice vepsané pythagorejskému trojihelnikizpy\celé

¢islo a platip =kn(m- ). DokaZzte.

Uloha 4.6.Vy3ky pythagorejského trojuhelnika Ize vyfiahasledujicimi vztahy
v, =2kmn
v, = k(nt = rf),
v = 2kmn( nf — ﬁ)'

c m2+n2

Dokazte.

Uloha 4.7.Vy3ky pythagorejského trojuhelnika jsou cgé@Iné, pokud
(n? + ?) | 2kmr( M- RA), (4.14)

tji. c|ab. Dokazte.

Uloha 4.8.Pythagorejské trojuhelniky maji céiselny obsal$, poloviéni obvods,
vSechny vysky, pologr kruznice opsanéa vepsanép praw tehdy, kdyzZ jsou délky
stran vyjadeny vztahy
a=2d(nf - ),
b=4dmn( M+ A),
c=2d(nf + 1f)?,

k =2d, m, n maji fiznou paritu. Dokazte.
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4.2 Nékolik zajimavosti na zavér
4.2.1 Pythagorejska cisla

Pythagorejskych trojic je nekotr® mnoho. Gikaz tohoto tvrzeni vychazi
z Eukleidova zji&tni (viz [16]), pokud od sebe o&teme druhé mocniny dvou

po solg jdoucich celycRisel, tak vzdy vyjdeislo celé (viz tabulka 4.1).

x |1/2|/3| 4| 5| 6| 7| 8 9 10 11 12 1B
x2 114 9 ]16|25|36|49|64|81|100|121| 144|169
rozdil

sousednich| 3 | 5| 7| 9| 11/13|15|17| 19| 21| 23| 25
¢isel

Tabulka 4.1 - Eukleiddv dikaz

Lichych ¢isel je nekongné mnoho. Vezmeme-li jakékoliv lich&slo,
ke kterému fi¢teme druhou mocninu libovolného celélisla, ziskame druhou
mocninu jiného firozenéhatisla (viz tabulka 4.1). Samiggme existuji i lich&cisla,
ktera jsou druhymi mocninami jinych celyétsel. | tatocisla mizeme picist k druhé
mocnirg néjakeho celéhgisla a dostaneme druhou mocninu dalSifm@penéhaiisia.

Tim je patrné, Ze pythagorejskych trojic je nekowemnoho.

4.2.2 Velka Fermatova véta

Pierre de Fermat, francouzsky matematik 17. stal@tten z nejlepSich
matematiki vSech dob, vyslovil tvrzeni, Zze rovnieg + y" = Z' nema pron>2
celatiselnéreSeni. Tento sy vyrok napsal jako poznamku na okraj Diofantovy
Aritmetiky (vedle problému 8) takto (citovano z [16], str):7,Je nemozné napsatdti
mocninu jako satet dvou getich mocnin, nebévrtou mocninu jako saiet dvou
ctvrtych mocningi obecr, Zadné&’islo, které samo je mocninoet$i nez druhou, nelze

napsat jako satet dvou stejnych mocnin.”
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K této poznadmceifpsal poznamku je§fednu (citovano z [16], str. 71)Mam
skute’ne nadherny dkaz tohoto tvrzeni, avSak tento okraj f@ip Uzky na to, abych jej
zde uved|."Dukaz Velké Fermatovydty byl naéni mirou vSech matemaiikpo dobu
témet 350let. Dokonce matematik Erick Bell napsal v @drjeho knih dominku, Ze je
pravdpodobné, Ze nase civilizace skodiiv, nez bude Velkd Fermatovata

dokazéana. Na&sti se mylil!

PiSe se 2Zerven roku 1993 a pro matematickystoto datum znamena
historicky okamzik. Na konferenci v Ustavu Isaagaabna v Cambridgi uskuteil
Andrew Wiles svou fednasku, kdy po sedmi letech ustaé prace fednes| dkaz
Velké Fermatovy #ty. Bohuzel dkaz, se kterym vystoupil na konferenci, obsahoval
chybu. Dne 25iijna 1994 byly zviejnény dva rukopisy. Jeden z nich obsahoval
jiz upraveny a spravnyitaz Velké Fermatovydty, ktery byl zaloZen na rukopisu
druhém. Spisy vysly v kinu roku 1995 jako dvélanky v¢asopiséAnnals

of Mathematics

Andrew Wiles dokéazal Velkou Fermatovéty pomoci matematickych metod
dvacatého stoleti. Stale se vSak objevuji hypotBzyuto ¥tu Ize odvodit postupy
matematiky sedmnactého stoleti. Postupy, kterdyimkoha matematikm od Eulera

pies Wilese.

4.2.3 Napinacilan a urcovani pravého uhlu

Ve staroekém Egypg, ve tetim tisicileti ped naSim letoptem, byla skupina
lidi, ktefi se nazyvali harpedonapté (nagirian). Ukolem napinsi bylo vymsiovani
pravého uhlu p stavbach. Ke svému umi pouzivali svazané lano, na kterém bylo
tiinact uzh a dvanact stefndlouhych¢asti. Z lana vytvili trojuhelnik, jehoz strany
byly v pontru 3 : 4 : 5. Vrcholy trojuhelnika byly v prvnirgtyrtém a osmém uzlu.
U ¢tvrtého uzlu byl hledany pravy uhel. Timto postupemikl pythagorejsky

trojahelnik o stranac3n, 4n, ) ,n0 N kden je délka Useku lana mezi#va

uzly.
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Obrazek 4.2 - Napinaci lan (obrazek prevzat ze ¢lanku viz [22])

Pravy Uhel sestrojeny pomoci lana nebyl u velkyakieb @ilis piesny,
proto byl ugovan jinym a pesrgjSim zpisobem. Pravy Uhel star&si stavitelé ufovali
zapomoci pravidelnych Sestidheltdila kruznic. Mkazem ptesnosti této metody
Cheopsova pyramida, jejétvercova zakladna o délce strany 230 rhaté neje¢tsi

odchylku ve stranach pouze 4 centime

Nejjednodussim geometrickym tvarem je kruZnice.td évar gesré sestroji
aplré kazdy Kruznici Ize sestrojit pomoci dvou kotila provazu, kterym jsou kolik
spojeny —jeden kolik upevnime a druhym opisujeme kruznidyKna kruznic
naneseme Sestkratldu polongru (délku provazu mezi koliky), vznik pravidelny
Sestithelnik spojenim vSech Sestiinadiva [fes sebeigloZzené rovnostranr
trojuhelniky spojenim bad,ob jeden' nebo gesny obdélnik vynechanim dv

protilehlych vrchai.
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i: :k @ i k;
Obrazek 4.3 - Pfesné obrazce pomoci kruznice

Postup, jak stavitelé sestrojovali pravy Uhel, tdgledujici. Nejprve sestrojili
kruznici. Na kruznici zvolili libovolny bod a kéamu udlali bod protilehly (stedow
soungrny). Z obou bod udklali dvé kruZnice o stejnych polognech jako kruznice
puvodni. Tyto d¥ kruznice vyaly na kruznici gvodniétyti body, které byly vrcholy
obdélnika. Se stranami obdélnika jiz mohly bytergdrovnolszky, tak vznikaly
pudorysy chram.

Obrazek 4.4 - Sestrojeni pravého Uhlu
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4.2.4 Pythagorejské trojuhelniky ve ¢tverci

DalSi zajimavosti pythagorejskych trojuhelhj&, Ze Ize z minimathpéti
raznych pythagorejskych trojuhelrilslozitctverec (viz obrézek 4.5). Na tento fakt
poukazali Ch. Jepsen a R. Yang. S touto zajimajespojen i problém, ktery se
zabyva tim, zda Iz&tverec slozit z ménhnez @gti riznych pythagorejskych

trojuhelnika. Tento problém je stale otien.

9,00 cm

9,375 cm 2,625 cm

9,00 cm

10,60 cm
6,375 cm

5,60 cm 3,40 cm

Obrazek 4.5 - Ctverec slozeny z péti pythagorejskych trojihelnikil (obrazek prevzat ze ¢lanku viz [4])

4.2.5 Pythagorejské trojuhelniky a Fibonacciho posloupnost

Neexistuje Zadny pythagorejsky trojuhelnik, jehélky stran by tviily
Fibonacciho posloupnost, tj. neplati, @& b< c[] c= at+ L (coz by navic bylo

v rozporu s trojuhelnikovou nerovnosti).

Fibonaccciho posloupnost je vytema nasledujicimi kroky, =0, F, = 1,
F.. =F,+F,,. Prvnich sedndleni této posloupnosti j€0,1,1, 2, 3,58 ale prvni

¢tyti ¢leny nemohou byt délkami stran pythagorejskéhdibeinika (vysetleni
viz véta 3.4). Nicmeéa existuji dva pythagorejské trojuahelniky, jejich&diélky stran
jsou Fibonaccihd@isla. Témito trojuhelniky jsou (3, 4, 5) a (5, 12, 13).
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4.2.6 Dalsi vlastnosti pythagorejskych trojuhelnikii

Pri studiu pythagorejskych trojuhelrikniZzeme narazit na mnoho vlastnosti
a probléni s nimi spojenymi. V dalSim textu je vypsangolik zajimavych vlastnosti
téchto trojuhelnik. Dokazala jsem pro ilustraci prvii vlastnosti, o¢ieni zbylych

vlastnosti nize byt naplni &které hodiny zajmové matematiky.

Vlastnosti:

a) je-li délka jedné z odisena, b liché¢islo, délka peponyc je téz lich&islo;
Dikaz: Ze vztati (4.2) mizeme vidt, Ze délka odésnyb je sud&islo.
Protozetislam, n maji fiznou paritu, pak rozdil i sdat jejich druhych mocnin je

¢islo liché.

b) délka jedné z odisena, b je cilitelna ¢islem fti;
Dukaz:

* 3|m nebo 3h potom dle vztai (4.2) 3|b,
* 3fmnebo 3 n potomm=3k+1, n=3l+ 2, k, O N Odtud plyne,

Ze m® i i’ budou mit po denigislem ti zbytek jedna, tim je patrné, Za.

c) délka jedné z odisena, b je ctlitelna cislemctyii;
Dukaz:

* 2|m nebo 2h potom dle vztai (4.2) 4 |b,
* 2fmnebo 2 n potomm=2k+1, n=2l+ 3, k, O N Odtud plyne,

Ze m* i i maji po dlenicislemdtyii zbytek jedna, tim je patrné, Zga.

d) délka jedné ze stran pythagorejského trojuhelajkac je cilitelnacislem gt;

e) a b, (a+ b) nebo(b — a)je clitelné ¢islem sedm;

fy (a+c), (b+ ¢, (c 3 nebo(c-b) je cklitelné cislem osm;
9) (a+c), (b+ 9, (c- dnebo(c-b) je cklitelné cislem devt;
h) a b, (2a+Db),(2a- B ,( 2+ g nebo(2b-a) je ckliteiné cislem jedenact;
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i) obsah pythagorejského trojuhelnika je vzdptelny cislem Sest;
j) souin délek od¥sena, b je glitelny ¢islem dvanact;

k) souwin délek stran trojuhelnika b, c je cElitelny cislem Sedesat.

4.3 Dalsi alohy K procviceni

V této podkapitole je #kolik uloh, které mohou slouzit k pro@éni
problematiky pythagorejskych trojuheliikv/ysledky naleznete na konci prace

v kapitole Vysledky.

Uloha 4.9.Najdkte pythagorejské trojuhelniky, které maji stejredity délek od¥sen
a, b.

Uloha 4.10.Najdéte pythagorejské trojuhelniky, které maji stejngdib mezi geponou
c a delSi od¥snou.

Uloha 4.11.Najcéte pythagorejské trojuhelniky, které maji stejngdib mezi geponou

c a kratSi od¥snou.

Uloha 4.12.Najckte alespa jeden pythagorejsky trojuhelnik, ktery mé rozdilak

strana, b ab, c stejny.

Uloha 4.13.Najckte ti po solg jdoucicisla, ktera jsouigponamiiech
pythagorejskych trojuhelnik

Uloha 4.14.Najdte &tyti po sol jdoucicisla, ktera jsouigponamistyi
pythagorejskych trojuhelnik

Uloha 4.15.0dvat'te vztah mezi nasledujicimi pythagorejskymi trojafley a najdte
dalSi pythagorejsky trojuhelnik, ktery odpovidatét® (3, 4, 5), (5, 12, 13),
(7, 24, 25).
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Uloha 4.16.Najdéte viechny pythagorejské trojuhelniky, které mbgain roven
obvodu.

Uloha 4.17.Najcte alespa jeden pythagorejsky trojuhelnik, ktery mé obsarero

trojnasobku obvodu.

Uloha 4.18.0wite, zda pythagorejsky trojihelndBC s délkami stran (130, 312, 338)

ma cel@iselnou vysku, pokuan=3, n= 2.

Uloha 4.19.Dva farméi porovnavali Grodu obili. Jeden povida tomu druném

»Z Mého pole tvaru pravouhlého trojuhelnika jse® arodu 420 kg obili.” Druhy se
udivi a odpovida mu: ,To neni mozné! Také jsesi ne sveho pole, které ma tvar
pravouhlého trojuhelnika, Grodu 420 kg obili. Jakrozné, Ze tvé pole o mensSim
obvodu ma stejny vynos obili jako to mé?*“

Otazka:Je mozné, aby & farmati ze dvou poli tvaru pravouhlého trojuhelnika

s rozdilnymi obvody stejné vynosy obili? Pokud amdete celdiselné délky stran

obou poli. Vynosnost obili je u obou poli stejnd,5 kg/nf.

Uloha 4.20.Karlik dostal za domaci Ukol sldt z barevného papiru znak jetiily,

ktery se sklada ze Zlutého pravouhlého trojuhelaikaleného kruhu, ktery lezi

v trojuhelniku a dotyka se jeho stran (viz obré4é®. Vi, Ze na kruh bude gebovat
50,24 cr zeleného papiru, ale zapoghai napsat, jaké rozény ma mit trojahelnik.
Ukol: Pomozte Karlikovi nalézt vdechny mozné ¢idelné délky stran viech takovych

trojuhelnika, které vyhovuiji tloze.

Obrazek 4.6 - Obrazek k uloze 4.20
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5 Perfektni trojuhelniky

Definice 5.1.Perfektni trojuhelniky jsou vSechny heronovskgitrelniky,

jejichz obsah je roven obvodu, §=o.

Véta 5.1.Polon®r kruZnice vepsané perfektnimu trojuhelnikyge 2.

Diikaz: Obsah trojuhelnikABC vypocitdme jako sotet obsah trojuhelniki AOB,
BOCaCOA tj. vzorec (1.11). Obvod se rovna obsahu, z takioe

atb+ c:%p (a+ bt+ 9,

odtud plynep = 2.

Disledek Wty 5.1. Obsah perfektniho trojuhelnikaiteme zapsat nasledujicimi vztahy

S=2s=at bt =2( ¥ y =\ sxyz , (5.1)
X, Y, Z1 N.
Diikaz: Vztahy (1.7) dosadime do Heronova vzorce (2.%)drdime vzorec

pro vypaet obsahu

S=,/sxyz (5.2)

Véta 5.2.Existuje pouze ¢ perfektnich trojuhelnik (6, 8, 10); (5, 12, 13); (6, 25, 29);
(7, 15, 20) a (9, 10, 17). Z toho prvni dva trojialiley jsou pythagorejské.
Dukaz:K dikazu vyuZijeme vztahy (5.1) a vztah (5.2). Nejpvz&ah (5.2) umocnime
S = sxy;,
protoze vztahy (5.1) implikuji, Z&=2< a obsahy se rovnaji, pak
S? = sxy=4 §,
sxyz=4 3§,
po Upra¥ a dosazeni za
Xyz=4(x+ y 2. (5.3)

Ze vztahu (5.3) ziskame

w=2y+2)
yz—-4
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_4(xt2)

xz—4 '
2= A*Y) (5.4)
xXy—4
odtud
X< y< z, (5.5)

K urceni vSech perfektnich trojuhelidikyuzijeme vztah (5.4) a budeme hledat vSechna

¢islax, y, z, kterd tomuto vztahu vyhovuiji.

e« Xx=1
Dosadime za do (5.4)

Z:4(1+ y) _ 4y- 16+ ZO:4+ 20'
y-4 y—-4 y—4

Aby ¢islo z bylo prirozenymcislem, musi byt vyrazy —4)délitelem ¢isla

dvacet, tj.

(y-40{1, 2, 4, 5,10, %

X y z a b c S S=o0
1 5 24 6 25 29 30 60
1 6 14 7 15 20 21 42
1 8 9 9 10 17 18 36
1 9 8

1 14 6 Tatogisla dle (5.5) nevyhovuii.
1 24 5

Tabulka 5.1 - Perfektni trojuhelniky pro x = 1

e X=2

Dosadime za do (5.4)
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Z:4(2+y):2y—4+ 8:2+ 8 .
2y-4 y—2 y— 2

Aby ¢islo z bylo prirozenymgislem, musi byt vyraty —2) célitelem ¢isla osm,

(y-2)0{1, 2,4, 3.

X y z a b C S S=o0
2 3 10 5 12 13 15 30
2 4 6 6 8 10 12 24
2 6 4

Tatogisla dle (5.5) nevyhovuiji.
2 10 3

Tabulka 5.2 - Perfektni trojuhelniky pro x =2

e Xx=3
Dosadime za do (5.4)

,= 4(3+y) _ 3y— 4+ y+ 16:1+ y+ 1€
3y-4 3y-4 y- 4

Aby ¢islo zbylo girozenym¢islem, musi byt vyraz3y - 4) délitelem vyrazu
(y +16),

By-40{2, 10, .}..

X y z a b C S S=o0
3 2 9 Tatocisla a ani zadna dalsi
3 10 2 nevyhovuiji dle (5.5).

Tabulka 5.3 - Perfektni trojuhelniky pro x = 3

Zadnéa dal3tisla, ktera by odpovidala vziah (5.4), (5.5) a bylaijrozenymi
¢isly, neexistuiji.

Poznamka 5.1.Whitworth a Biddle dokazali roku 1904 existengitipperfektnich
trojuhelnilka.
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5.1 Zajimavosti

Krome perfektnich trojuhelnik existuje skupina heronovskych trojuhelinik

jejichz obsah je nasobkem obvoduwgakym prirozenyméislem S= kg ki N.

Témito trojuhelniky se z&l zabyvat od roku 1980 John Goehl. V roce 1985
nalezl Goehl obecny #gob, jak tyto trojuhelniky odvodit. Zisob, jak nalézt vSechny
trojuhelniky, jejichZz obsah je roven nasobku obvpiltozenyméislem, byl objeven
o ténei dvacet let pozgi od vysloveni tohoto problému Goehelem. V rocO&(kj
zverejnil Lubomir Markov (podrobéji viz ¢lanek [10]).

DalSi zajimavou skupinou heronovskych trojuhairjfou trojuhelniky,

jejichz obsah je roven podilu obvodu a libovoln&laminého reélnéhdisla

1
S==gq kI R.
kQ

Roku 1971 Matukumalli Venkata Subbarao dokazaheexistuje Zadny
heronovsky trojuhelnik, u kterého by platilo

Szlo,
k

pro kO R" O k= 3. Prok =2 tomuto vzorci vyhovuje nappythagorejsky trojahelnik
(34,3, S=6, 0=1

67



6 Zaveér

V diplomové praci jsem se z&iila na heronovskeé trojuhelniky, kterym je
v ¢eske literatie vknovano malo pozornosti. Snazila jsem se ziskaepdae materialu
o heronovskych trojuhelnicich vhodného pro pounatstednich Skolach. Snahou bylo
vytvorit piehled zakladnich vliastnostchto trojuhelnik a jejich specifickych druh
kterymi jsou nap trojuhelniky pythagorejské a perfektni. Praceabloge ireSené

piiklady a ulohy na procveni.

Ke zpracovani metodiky jsem vyuZila veSkerych dosyeh zdroj
jak tis€nych, tak internetovych. teré vlastnosti aikazy jsem odvodila sama,
n¢které jsem odvodila na zakkagouzité literatury nebo je z nfgvzala. Problematika
herovnoskych trojuhelnikvede na diofantovské rovnicekteré maji obtizgsi reSeni,

proto jsem tyto postupy v praci neuéad

Tato prace mize slouzit studeft pii studiu heronovskych trojuhelnik
nebo niize byt ginosna jako firucka pro itele k giipraw hodin zajmové matematiky
na stednich Skolach.
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Vysledky
3. Kapitola

Uloha 3.1.Ano, trojahelnik Ize sestrojit. Je to konsekutitnojihelnik. Obsah je

84 cnv.

Uloha 3.2.Trojuhelnik ma strany délek 51 m, 52 m, 53 m a &#rfoude patebovat
156 meti pletiva.

Uloha 3.3.Délky stran plakéatu jsou 15 m, 26 m a 37 m.

Uloha 3.4.a) 13 cm, 13 cm, 10 cm; b) 3 cm, 25 cm, 26 cm.
Uloha 3.5.a) A=[30, 1§ ,a= 35,b= 3:b) B=[15, 3¢ ,a= 39¢c= 2!

Uloha 3.6.
a) (12, 16, 20\ (5, 12, 13) (11, 13, Z

b)(9, 12, 15\ (5, 12, 13) (4, 13,1

Uloha 3.7.Trojuahelnik je nerozlozitelny.

Uloha 3.8.0bsah heronovského trojihelnika, ktery vzniknelilem dvou
pythagorejskych trojuhelnik je

Szice
2

Vypocet je Zejmy z obrazku 3.6 a ze vzorce pro obsah trojukal®bsah vzniklého
trojuhelnika Ize vypéitat i jako rozdil obsahobou pythagorejskych trojuhelriik
a protoZe obsah pythagorejského trojuhelnika jedslo, pak je celyngislem i obsah

vzniklého heronovského trojuhelnika.
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4. Kapitola

Uloha 4.1.Vzorec pro obsah pravouhlého trojuhelnikéje aly 2. Do tohoto vzorce

dosadime vztahy (4.2)

_ab_2kmnK - f) _
2 2

tim jsme ziskali vzorec pro obsah pythagorejskébjahelnika. Dle ¥ty 4.1 jsowisla

S K mif M- A),

m, n, k pfirozena,n < m, proto mizemefici, Ze obsals pythagorejského trojuhelnika je

celctiselny.

Uloha 4.2.Vztahy (4.2) dosadime do vzorce (1.5)

s:%(a+b+@=%( k- kh+2 kmn ke Ry:—; (& ™2 Jm  kmrm).

Uloha 4.3.Polorer kruznice opsané pravouhlému trojuhelniku je ropetovins jeho

prepony, protor =c¢/2=k(n? + rf)/ 2.

Uloha 4.4.Parametk piepiSeme jakdk =21, | ON . Dosadime do vzorce pro vyt
polomgru r kruznice opsané =2 (m? +n?)/2=1(m?+ n?) a vyjde cel&islo.
Dokazeme i druhy sin dikazu.Cislam, n maji fiznou paritu. Je-lk liché, pak je

i gislo k(n? + rf) liché, a proto nefiize bytr =k(m? + r?)/ 2 celégislo.

Uloha 4.5.Do vzorce (1.12) dosadime vztahy (4&nz ziskame vzorec pro polém
kruznice vepsané pythagorejskému trojuhelniku

_S_Kmig - A _kn(m+ j(m-j
s k(nf+mh M n

yo, =kn(m- n.

Uloha 4.6.U pravouhlého trojuhelnika plati, Ze @dnaa je vyskou na odtsnub

a obraced, protov, =b, v, = a Vy3Ska na peponuc je v, = ab/ ¢ dopciita se

nag. pomoci vzorce pro obsah trojuhelnikas ab/ 200 S= cy/ 2, proto v, = ab/ c).
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Uloha 4.7.Vztah (4.14) plati, je-li nejtSim spolénym clitelem ciselm, n &islo 1,

ti. D(m, n)=1, agislam, n maji fiznou paritu. Tim, Z&islam, n maji tiznou paritu,
muzeme tvrdit, ZeD(m2 + 17, 2mr( M - ﬁ)) = 1, tj. vyrazy 2mn( nt - ﬁ)a m® + 1?
jsou nesougliné (pokudcislom bude sudé&sislon liché, pak vyra22mn( nf - rf) je

sudégislo a vyrazm® + i &islo liché, tim niZeme prohlasit, Ze nejtsim spolénym

délitelem obou vyrat je ¢islo jedna). Pokud ma platit vztah (4.14) a vineegdélky

stranc aab jsou nesougné, potom musi platit? + i’ | k, tj. k = I(m2 + nz), IO N.

Uloha 4.8.Dukaz gimo vyplyva z tlohy 4.4 a tlohy 4.7.
Uloha 4.9.Hledané trojuhelniky mohou byt
e pfi rozdilu délek sedm — (5, 12, 13), (8, 15, 17}, (28, 35);

* pri rozdilu délekctrnact — (14, 48, 50), (16, 30, 34).

Uloha 4.10.Hledanymie$enim mze byt dvojice trojuhelnik (33, 56, 65),
(27, 36, 45) s rozdilem délek dev

Uloha 4.11.HledanymreSenim mohou byt nagrojihelniky (40, 42, 58) a (16, 30, 34)

s rozdilem délek osmnact.

Uloha 4.12.K teSeni tohotoifkladu pouzijeme kruznici vepsanou.

Obrazek 4.7 - Kruznice vepsana trojuhelniku ABC
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Protoze rozdil délek stram b ab, c m& byt stejny, pak
b-a=c-h
X=y=(x+ Y -(xt+p),
X=y=Yy-p,
X=2y-p. (4.15)
Dale pouzijeme vyjaeni pro obsah trojuhelnika

ab
S= =—,
¥ 2

2p(xty+tp)=(p+ y)(o+ X,
po dosazeni vztahu (4.15)
2p(3y)=3y(o+y),
Upravou obdrzimey = 2p, po dosazeni do (4.13=3p.

Vyjadiime-li délky stran trojuhelnikABC pomoci polondru o kruznice
vepsané, ktery je profnnou a podle ulohy 4.5 je celyslem, pak obdrzime
pythagorejsky trojuhelnik s délkami stré8p, 40, 50)

Uloha 4.13.Cisla 39, 40, 41; trojuhelniky (15, 36, 39), (24, 3Q), (9, 40, 41).

Uloha 4.14.Cisla 50, 51, 52, 53; trojuhelniky (14, 48, 50),,(28, 51), (20, 48, 52),
(28, 45, 53).

Uloha 4.15.Nejmensi délky odssen trojuhelnik jsougdisla 3, 5, 7, tj. jsou to licha

¢isla. Mizeme je tedy zapsat ve tvalu+1,i CON . Délky druhych od¥sen jsowtisla 4,
12, 24, tedy nasoblgisla 4¢isly 1, 3, 6. Tento vztah iieme zapsat takto
2i(i +1) ,i ON . Délka frepony trojihelnika je o jedtkiu V&t3i nez nejdel3i odena,
proto ¢ =2i(i +1)+1,i ON . Nyni dokdZeme, Ze takto definované trojahelnikyjs
pravouhlé (vyjateni délek jednotlivych stran dosadime do Pythagoweéty)

(2 +9+9"=(2+ 9 +(pf + )’

4i2(i+1)°+ 4%+ 4+ 1= A( + )+ i42+i4+ 1
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Leva i prava strana rovnice se rovnaji, tim dostéaée trojuhelniky jsou opravdu
pravouhlé. Déale attime, Ze obsahy vSech takto definovanych trojuhéljséu

celatiselné

=2P +3i%+i,

S= 2i+D)@(+1)_ #+pB°+1i2
2 2
protoZecisloi je prirozené, tak obsah bude vZdy c&l€lo. Z toho plyne, Ze nami

definované trojuhelniky jsou opravdu pythagorejské.

Uloha 4.16.Z Glohy 4.1 vime, Ze obsah pythagorejského trojiikelje
S= K mif M- A). Vypocitame obvod trojuhelnika, ktery @= 2km( m+ 1.
ProtoZe obvod ma byt roven obsahu, ;kémn( nt — r?) =2knd m )
po Upra¥
kn(m-n=2. (4.16)

Nyni hledameislak, m, n, takova, ktera vyhovuji vztahu (4.16). Stale musi

platit, Zek, m, n00 N, m> n Rovnici (4.16) spluji pouzetislam=3, n= 2, k=1

™

pro druhou trojici (8, 6,10) $= 0=24. Jak mizeme vidt, tak existuji pouze dva

pythagorejské trojuahelniky, které maji obsah rogbwodu.

Uloha 4.17.Uloze vyhovuje nap trojuhelnik (20, 21, 29 = 70,S= 210
nebo trojuhelnik (16, 30, 34),= 80,S= 240.

Uloha 4.18.Nejprve vyjadime parametk ze vztali 4.2. Vyjdek = 26,
protoze312= Zmn= 6k Z Ulohy 4.7 plyne, Ze musi plafit® + r’ | k,
tedy 13|26 coz plati, proto tento trojuhelnik ma a&kelnou vysSku. Paramekr

muzeme vyjadt k = | (m2 + nz), IO N, po dosazeni vyjdé=2. Ze vztahu (4.14)

vyjadiime vySku daného pythagorejského trojuhelnjkal20.
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Uloha 4.19.Ano, je to mozné. Jeden farfmaa pole o velikostech 40 m, 42 m a 58 m,
druhy farm& ma pole o velikostech 24 m, 70 m a 74 m&@ble maji vyngru 840 nf.

Uloha 4.20.Uloze vyhovuji fi trojahelniky. Prvni méa rozemy 12 cm, 16 cm a 20 cm,

druhy ma rozréry 10 cm, 24 cm a 26 cm #ti 9 cm, 40 cm a 41 cm.

74



Literatura

[1] Becvét, J.:Hrdinsky ¥k 7ecké matematikyHistorie matematiky |, edicedpny
matematiky, své. 1, EMF, Brno, 1994, str. 51.

[2] Freka, L. Diofantovské rovnicebakala'ska praceCeské Budjovice:
Pedagogicka fakulta JU, 2007. str. 42 — 43. Vedbakaldské prace
RNDr. Pavel Leischner, Ph.D..

[3] Kadaévek, F..Geometrie a uéni v dobach minulycHPraha: Rdorys, 1997
87 s.. ISBN 80-900791-5-6.

[4] Knott, R.:Pythagorean Trianglefnline]. University of Surrey, August 2009
[citovano 7. prosince 2009]. Dostupné z WWW:
<http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Kirytiiiag/pythag. htre.

[5] Kiizova, D.:Heron triangles and Heron’s Formul@he Mathematics Education
into the 21st Century Project. Proceedings of titerhational Conference.
The Decidable and the Undecidable in Mathematiasc&iibn. Brno, Czech
Republic, September 2003, str. 158 — 161.

[6] Kukal, J.:Inovativni mysleni po skotskonline]. Automatizace, kmik 50,¢islo
9, z&i 2007 [citovano 11iijna 2009]. Dostupné z WWW:

<http://www.automatizace.cz/article.php?a=1870

[7] Kutfina, F. :Heroniv dikaz Heronova vzorcéJ¢itel matematiky, roé. 6, ¢islo 4
(28), kwten 1998, str. 234 — 237. Prah@MF, 1998.

[8] Kutina, F.:10 pohled na geometriiPraha: ALBRA, 1996. str. 155 — 156.
ISBN 80 — 85823 — 21 - 7.

[9] Luca, F.:Fermatovacisla ve specialnich trojuhelnicic@ahiers du CeFReS
No. 28, Matematik Pierre de Fermat (2002), str-127.

75



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Markov, L.:Heronian Triangles Whose Areas Are Integer MulBpdé Their
Perimeterqonline]. Forum Geometricorum, Volume 7 (2007) 12935
[citovano 23. ledna 2010]. ISSN 1534-1178. DostupiéWW:
<http://forumgeom.fau.edu/FG2007volume7/FG200718&:pdf

McCrory: A Geometric Proof of Heron’s Formula by Shannon ergéer
[online]. MATH 7200 : Foundatious of Geometry I. idersity of Georgia, Fall
2000 [citovano 1. prosince 2009]. Dostupné z WWW:
<http://jwilson.coe.uga.edu/EMT668/EMAT6680.2000/Usndper/MATH7200/

HeronFormulaProject/GeometricProof/geoproof.ktmi

Mordell, L. E.:Diophantine EquationsAcademic Press, London and New
York, 1969.

Ratkovd, P.Historické extremalni Ulohfonline]. Brno: Matematicky workshop
s mezinarodni dasti, 19fijna 2006 [citovano 17. prosince 2009]. Dostupné

z WWW:

< http://math.fce.vutbr.cz/~pribyl/workshop 2006/pesky/Rackova.pdf.

Richardson, W. H.Super-Heronian Trianglefonline]. Wichita State
University, April 2007 [citovano 15. anora 2010]Jof&tupné z WWW:

<http://www.math.wichita.edu/~richardson/heronianémean.htms.

Sandor, J.Geometric Theorems, Diophantine Equations, andwgiic
Funcions Rehoboth: American Research Press, 2002. 302 p..
ISBN: 1-931233-51-9.

Singh, S.Velka Fermatovadta, Dramaticka histori¢eSeni nejgtSiho

matematického problémuondyn: Fourth Estate Limited, 1997. 288 s..
ISBN 978 — 80 — 200 — 1483 — 2.

76



[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

Struik, D. J.:.D¢jiny matematiky — Mala moderni encyklopedieaha: Orbis,
1963. 256 s..

Yiu, P.:Heron triangles which cannot be decomposed intoitwener right
triangles 41st Meeting of Florida Section of MathematicakAciation

of America Florida Southern College, Lakeland, iar February 2008.

Yiu, P.:Heronian Triangles Are Lattice TriangleShe Amarican Mathematical
Monthly, Vol. 108, No. 3. (Mar., 2001), p. 261 -6

Heron of Alexandridonline]. Scotland: School of Mathematics and iStats
University of St Andrews, April 1999 [citovano lijna 2009]. Dostupné
z WWW:

<http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/@iaphies/Heron.htrml

Highly Heronian Ellipsegonline]. [citovAno 25. tezna 2010]. Dostupné
z WWW: <http://www.mathpages.com/home/kmath474.btm

Pythagorova ¥ta, Pythagorejsky trojuhelnik, Pythagorejskéla pro ZS
[online]. Stranky ZS Dolichovice, [citovano 25.iezna 2010]. Dostupné
z WWW:
<http://www.zsdobrichovice.cz/programy/matika/pyttarngle.htm#troy.

77



Prilohy

Piiloha 1. Seznam vSech z&kladnich heronovskych trojuhéligichz délka nejdelsi

stranya<100.

Priloha 2. Seznam zékladnich heronovskych trojuhelnjgjichz délky stran tvio
aritmetickou posloupnost.

Piiloha 3. Seznam pythagorejskych trojuhelijlpro které plati, Ze <100.

78



Piiloha 1.Seznam vSech z&kladnich heronovskych trojuhéligichZz délka nejdelsi

stranya <100. V tabulce jsou uvedeny jednotlivé délky strarvaba obsah.

Délka Délka Délka
strany a | strany b | strany c Obsahs | - Obvedo

5 4 3 6 12

6 5 5 12 16

8 5 5 12 18
15 13 4 24 32
13 12 5 30 30
17 10 9 36 36
26 25 3 36 54
20 15 7 42 42
13 13 10 60 36
17 15 8 60 40
24 13 13 60 50
29 25 6 60 60
20 13 11 66 44
30 29 5 12 64
15 14 13 84 42
21 17 10 84 48
25 24 7 84 56
35 29 8 84 72
25 17 12 90 54
53 51 4 90 108
37 20 19 114 76
17 17 16 120 50
30 17 17 120 64
39 25 16 120 80
21 20 13 126 54




Délka Délka Délka
strany a | strany b | strany c Obsahs | - Obvedo
41 28 15 126 84
52 51 5 126 108
30 25 11 132 66
37 26 15 156 78
51 40 13 156 104
25 25 14 168 64
39 35 10 168 84
48 25 25 168 98
37 30 13 180 80
41 40 9 180 90
65 55 12 198 132
26 25 17 204 68
29 21 20 210 70
28 25 17 210 70
39 28 17 210 84
37 35 12 210 84
68 65 7 210 140
80 73 9 216 162
52 41 15 234 108
40 37 13 240 90
35 34 15 252 84
45 40 13 252 98
70 65 9 252 144
44 37 15 264 96
65 34 33 264 132
52 29 27 270 108
80 65 17 288 162
74 51 25 300 150
51 37 20 306 108




Délka Délka Délka
strany a | strany b | strany c Obsahs | - Obvedo
44 39 17 330 100
52 33 25 330 110
61 60 11 330 132
41 40 17 336 98
53 35 24 336 112
61 52 15 336 128
36 29 25 360 90
41 41 18 360 100
80 41 41 360 162
75 68 13 390 156
87 55 34 396 176
97 90 11 396 198

Tabulka 1 - Heronovské trojuhelniky




Priloha 2. Seznam zékladnich heronovskych trojuhelnj&jichz délky stran tvid
aritmetickou posloupnost. V tabulce jsou uvedergchgiy trojuhelniky,

pro kteréo <1000, jejich jednotlivé délky stran, obvod a obsah.

Délka Délka Délka

strany a | strany b | strany c Obvodo | ObsahS
3 4 5 12 6
13 14 15 42 84
15 26 37 78 156
15 28 41 84 126
17 28 39 84 210
25 38 51 114 456
51 52 53 156 1170
29 52 75 156 546
39 62 85 186 1116
61 74 87 222 2220
39 76 113 228 570
65 76 87 228 2394
75 86 97 258 3096
51 98 145 294 1176
85 122 159 366 5124
111 124 137 372 6510
65 124 183 372 2046
73 134 195 402 3216
123 146 169 438 8760
75 148 221 444 1554
101 148 195 444 7326
87 158 229 474 4740
111 172 233 516 9030
89 172 255 516 3354
145 182 219 546 13104




Délka Délka Délka
strany a | strany b | strany c Obvedo | Obsahs
123 182 241 546 10920
193 194 195 582 16296
173 196 219 588 16170
125 196 267 588 11466
109 206 303 618 6180
111 218 325 654 3924
197 244 291 732 23790
123 244 365 732 3294
181 254 327 762 22860
157 266 375 798 17556
183 266 349 798 23940
159 268 377 804 18090
255 268 281 804 30954
267 278 289 834 33360
195 292 389 876 27594
149 292 435 876 7446
159 302 445 906 12684
255 314 373 942 39564
305 316 327 948 43134
185 316 447 948 2417
195 326 457 978 27384

Tabulka 2 - Heronovské trojuhelniky, jejichZ délky stran tvofi aritmetickou posloupnost




Priloha 3. Seznam pythagorejskych trojuheliajlporo které plati, Ze <100. V tabulce

jsou uvedeny jednotlivé délky stran, obvod a obsah.

Délka Délka Délka
Poznamka Obvodo | ObsahS
stranya | stranyb strany c

3 4 5 primitivni 12 6
6 8 10 2*(3,4,5) 24 24
5 12 13 primitivni 30 30
9 12 15 3*(3,4,5) 36 54
8 15 17 primitivni 40 60
12 16 20 4*(3, 4, 5) 48 96
15 20 25 5*(3, 4,5) 60 150
7 24 25 primitivni 56 84
10 24 26| 2*(5, 12, 13) 60 120
20 21 29 primitivni 70 210
18 24 30 6*(3,4,5) 72 216
16 30 34| 2*(8,15,17) 80 240
21 28 35 7*(3, 4, 5) 84 294
12 35 37 primitivni 84 210
15 36 39| 3*(5,12,13) 90 270
24 32 40 8*(3,4,5) 96 384
9 40 41 primitivni 90 180
27 36 45 9*(3,4,5) 108 486
30 40 50| 10*(3,4,5) 120 600
14 48 50| 2* (7,24, 25) 112 336
24 45 51| 3*(8,15,17) 120 540
20 48 52| 4*(5, 12, 13) 120 480
28 45 53 primitivni 126 630
33 44 55 11 *(3, 4,5) 132 726
40 42 58| 2 * (20, 21, 29) 140 840
36 48 60 12 * (3, 4, 5) 144 864




Délka Délka Délka )
stranya | strany b strany ¢ Poznamka Obvodo | ObsahS
11 60 61 primitivni 132 330
39 52 65| 13*(3,4,5) 156 1014
25 60 65| 5*(5,12, 13) 150 750
33 56 65 primitivni 154 924
16 63 65 primitivni 144 504
32 60 68| 4*(8,15,17) 160 960
42 56 70 14 * (3, 4, 5) 168 1176
48 55 73 primitivni 176 1320
24 70 74| 2 * (12, 35, 37) 168 840
45 60 75 15* (3, 4, 5) 180 1350
21 72 75| 3* (7,24, 25) 168 756
30 72 78| 6*(5, 12, 13) 180 1080
48 64 80 16 * (3, 4, 5) 192 1536
18 80 82| 2*(9,40,41) 180 720
51 68 85| 17*(3,4,5) 204 1734
40 75 85| 5*(8,15,17) 200 1500
36 77 85 primitivni 198 1386
13 84 85 primitivni 182 546
60 63 87| 3* (20, 21, 29) 210 1890
39 80 89 primitivni 208 1560
54 72 90| 18*(3, 4, 5) 216 1944
35 84 91| 7*(5,12,13) 210 1470
57 76 95 19* (3, 4,5) 228 2166
65 72 97 primitivni 234 2340
60 80 100 20*(3,4,5) 240 2400
28 96 100| 4* (7, 24, 25) 224 1344

Tabulka 3 - Pythagorejské trojuhelniky




