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ABSTRAKT

Tato diplomova préace si klade za cil zpéstudenim a witelam vyuku matematiky na
zakladnich a se¢dnich Skolach a vpact, Ze bude vydana do knihy, je mozné ji pouzit
ke standardnimagbnicim.

Diplomova prace je roztena do 12 kapitol, jez se zabyvaji gtrym vykladem téré¥ vSech
zakladnich matematickych okniula co je podstatné, je to, Ze ke kazdé kapitole js@deny
zabavneé aiftom pouwneé giklady ze Zivota. Na konci diplomoveé prace je uvekic, ktery
obsahuje vysledky,ifpadré feSeni danychifklad.

Tato prace by #la ¢i spiSe si feje zaujmout nejen mé kolegyitele matematiky, ale
zejména takeé ty studenty, kit& matematice doposud nenasli ten sprawvistyp a bez ¢hoz
je velmi obtiZzné se jakykolivipdnt opravdu kvalité nawit a pouZzivat jej i nadalechem
sveho Zivota.

ABSTRACT

The aim of this diploma thesis is to make the etlasaf mathematics more interesting and
various not only for primary and secondary studéntsfor their teachers too. If it is released
as the book, it can be used as the workbook.

This thesis is divided into 12 chapters which ideunearly all possible basic mathematics
themes and what is even more important is thahalthapters are accompanied with
entertaining but educative mathematics examples fiactice or life. At the end of this
thesis there is a key with the right results ousohs in some cases.

This thesis should or rather would like to attraitthe teachers of mathematics but also
mainly those students who are still searchingherright attitude to this science or subject.
Without this attitude it is very difficult to learand to understand any subject and to use it
in practice in the future.
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UvoD

Co je to matematika? ZjednodugeniZzeme matematiku nazvatdou ocislech a
geometrickych Utvarech nebéegréji védou o vztazich realného&a z hlediska mnozstvi a
prostoru. Matematika je¢dou, ktera pronikla do vSech oblasti lidskénosti. Nebo snad
dovedete jmenovat obogdy, techniky, kultury nebo jiné oblasti lidskiénosti, kde bychom
se nesetkali s otazkou ¢io predn®tu, jejich tvaih a roznéra ¢i s nejifiznéjSimi
matematickymi pojmy a vzorci?

Matematika se stala jednim ze zakladnichipileSkerého technického pokrokueBevsim
nam umoznila dosahnout tak vyznamnychéasf, jako je ovladnuti jaderné energie,
uskuté&novani meziplanetarnich tetkonstruovani stéle dokonalejSichtfiast a vyuzivani
mnoha dalSich vymozenostidy a techniky. Matematika se upiaje nejen ve fyzice,
astronomii, chemii a v jinych vyslovetechnickych ¥dach, ale ve stalextéi mie i

v netechnickych firodnich ¥dach, jako je biologie a ve spdénskych ¥dach, jako je
sociologie, lingvistika a dalsi.

Hlavnim divodem, pr¢ jsem se rozhodla napsat diplomovou praci gatimto tématem,
tedy Sbhirka fiklada ze zajmové matematiky, je fakt, Ze spoustaiZaktudenid na
zékladnich a s¢dnich Skoladch neméa matematiku jako takovou v &blib

Pomoci této diplomové prace, kterou ch¢ésti vyuzit i i mé budouci vyuce narstini
Skole, bych rada vSechny studentgsedcila, Ze matematika nejsou jen ,nudr@dslaci
pismena napsana na papiNaopak, chci jim vystlit a nazorg ukdzat, Ze matematika je
védou nejen exaktni, alegrevsim také velmi zajimavou.

K tomu, aby studenti objevili celou svou hloubkkrasu matematiky, je nezbymnutné,
abychom jim spravnym Zigobem pomohli pravmy, jejich W&itelé. Je zapoebi zakim
neustéale vysitlovat a nazor#é predvadt, prac matematika neni jen stroha teorie plna
nicneikajicich giklada, ale sdlit jim, Ze je tomu pesré naopak.

Je tedy dlezité, aby ditel nepouzival jen ty knihy, které mu byly Skolptedany, a aby se
striktné a za kazdou cenu nedrzéedem stanovenych osnov, ale aby se takéobnazil
vyuku zpedit i svymi zkuSenostmi atfklady ze Zivota. Timto Zisobem je velmi realné
zvednout zajem kth Zaki, pro které neni matematika koek, ale pouze a jen povinny
predmet.

Nedavno jsem byla nakupovat potraviny v samoobsiugeié ve chvili, kdyz jsem rla

za vybrané zboZi zaplatit, séhmdila tato udalost; prodavee grestala fungovat kasa a kdyz
chtela pouzit rezervni kalkutku, zjistila, Ze ji zrovna pouziva jeji kolegyra Zze bude muset
tedy nakup spfitat bez pomociipstroji. Nejprve mi sdlila, Ze zpaniti to neni schopna
spaitat a na mj navrh, & si to tedy napiSe pod sebe na papir, idilagZe tento systém jiz
davno zapom#ia, protoZe ve Skole pry zasadmouzivaji na vSechno kalkélu — dle jejich
slov bylo prodavéce 18 let a zde v obchethyla na brigad a jeSt ji cekal jeden rok sedni
Skoly. Za mé skromné pomoci to nakonec zvladleonapapiru spéitat, picemz rekteri
zakaznici ve frortbyli z cekani nevrli, ostatni se této situaci prosamusmivali &ekali

dale. Nakup stal tehdy 390Kz toho 300 K jsem chila zaplatit v hotovosti a zbytek jsem
chtela pokryt d¥éma stravenkami — kazda byla v hodnd0 Ke. A to byl dalsi kamen Urazu —
sletna prodaveéka ne¥déla, co s tim, a Ze to je pry moc slozité azhsi to znovu rozepsat
na papir. Vzhledem ke &t8ujici se front jsem ji sdlila, Ze nyni uz to nentéba, a Ze stasi



s&ist hodnotu petz, které ji chci dat (tedy 300 + 140 stravenky)talmo odeéist cenu
nakupu (tedy 390). A Ze mi ma tedy vratit 50. Ro mém vysitleni se ji rozzaly oci a
podtkovala mi za pomoc, protoze pry byla bez kalkljazcela v koncich.

KdyZ jsem studeiitm pii mé praxi tento fibéh sctlila, tak mi odkyvali, Ze matematika je
opravdu ¥ci ze Zivota a slibili mi, Ze u jednodusSich wfcse budou alespioobias snazit
kalkulatku nepouzivat.

Zawerem bych si fala, aby tato diplomova prace ukazala (fexitictvim mych koledy
ucitel) co nejtSimu p@tu studeni, Ze matematika nemusi byt jefirdh a &eni, ale Ze je to
i véda velice zabavna. Pokud se nitérp vyplni, spini tato prace gwicel.



1. Matematicka logika

Symboly: umoziuje stréné vyjadovani matematickych pozndike forme symbolickych

zapis vzordi apod.

2 druhya) konstanta = symbol ozhgici urcity (jediny) objekt z dané mnoziny
objek.
Nag.: 4,J1...realn&cisla, Al1; 2]...pevny bod roviny

b) pra&mna = symbol ozrajici kterykoli objekt z dané mnoziny

objekf.
Nay.: casto je to pismeng, yapod. K, V...promgnna
realn&isla,P[x; y]...proménny bod roviny)

Vyroky = jazykové vyrazy (séleni), o nichz m& po obsahové strance smysl tvzdijsou
bd pravdivé (vyrok pravdivy), anebo nepravdivé (vyrapravdivy).
Hypotézy vyroky, o nichZ nelze jednozir@& rozhodnout, zda jsou pravdivé
nikoli, aleipeipialné jedna z &chto moznosti musi nastat.
Ozn#eni vyroki: obvykle pomoci malych pismgn gaj.
Pravdivostni hodnotg: 1 (pravda), je-li vyrok pravdivy
b) 0 (nepravda), je-li vyrok nepravdivy

Z&kladni logické spojky:
= (neni pravda, Ze), (a zarova), L (nebo),= (jestlize..., pak...),= (praw kdyz...)

SloZené vyroky:
Negace vyrokiyp: (vyrok popirajici to, co tvrdi vyrog) = p

Konjunkce vyroki p, g (je pravdiva jen tehdy, jsou-li pravdivé oba Wy@iq) p L q

Disjunkce vyroki p, g (je nepravdiva jen tehdy, jsou-li oba vyrgkyq nepravdivé)p L g

Implikace vyrokug vyrokemp: (je nepravdiva jen tehdy, ma-li z pravdivého \kro
vyplynout nepravdivyp = q

Ekvivalence vyrok p, g (je pravdiva jen tehdy, maji-li oba vyroky sasreé stejnou
pravdittmishodnotulp = q

Obmena implikace (implikace a jeji obréna maji vZdy stejnou pravdivostni hodnotu)
"q="p

Obréaceni implikace(muze, ale nemusi mit stejnou pravdivostni hodnota ikodni
implikace)) = p

Tautologie: (sloZzeny vyrok, ktery je vzdy pravdivy bez ohletupravdivostni hodnotu
vyrok, ze kterych je slozen)

Kontradikce: (slozeny vyrok, ktery je vzdy nepravdivy bez @hlena pravdivostni hodnotu
vyrak ze kterych je sloZzen)



Pravdivostni tabulka sloZzenych vyroki:

P/ a pLag ptq/ p=Qq/ p= g ~q=>-p q=p
101 1 1 1 1 1 1
1,0 0 1 0 0 0 1
01 0 1 1 0 1 0
0,0 o0 0 1 1 1 1

Vyrokové formule: obecr symbolyp, gapod. mohouigdstavovat wité vyroky, ale i
vyrokové prémmé (zastupujici vyroky). Vyrazy vytiené
z katreého petu vyrokovych prominnych, logickych spojek a pap
zavorek se naziywvgrokové formule. Vyjaduji sled logickych operaci.
Nap-.: p,=p, p=> q,(pOq)dr

Vyrokova forma (predikatova formule) = jazykové vyrazy (stleni) obsahujici jednti
vice prémmych a takové, které po dosazetippstnych hodnot
pramnych se stavaji vyroky. Vyrokova forma o jednémonéV(x),
vyrokova forma@ronmgnnychV(x,, x,, 0L, ).

Na&pa) girozenécislox je ctlitelné pati
B IR: -2<x<2
g Y, zOR:x+y=2

Kvantifikatory:

Nazev kvantifikatoru | Oznageni Cteni

Obecny O .Pro kazde“, ,pro vSechna"
Existertni C ~EXistuje (alespa jedno)*
Jednoznéné existence 0 ~EXistuje pra¥ jedno”

Negovani vyroki:
Negace jednoduchych kvantifikovanych vyiiok

Jednoduchy kvantifikovany vyrok Jeho negace

Kazdy... je... Alespai jeden ... neni...

Kazdy zn ... je... Alespai jeden ... neni...
(hnON,n>1)

Alespai jeden... je... Zadny... neni...

Alespain... je... NejvySen- 1... je...
(hnON,n>1)

Nejvysen... je... Alespain+1... je...
(hON,n=1)

Prav jeden... je... Zadny... neni... nebo alespalva ... jsou...
Praw n... je... NejvySen- 1... je... nebo alespon + 1... je...
(hnON,n>1)



Negace vyrok s jedinym z kvantifikatar O, C

Kvantifikovany vyrok Negace vyroku
OxOD:V(x) [(XxOD:-V(x)
xOD:V(x) OxOD:=V(x)

Cteme: ,Pro zadng z D neplatiV(x).”

Negace sloZzenych vyrdk

SloZeny vyrok Jeho negace
PLa =(p0g)=-p0-q
PLq ~(pOg)=-pO-q
p=q ~(p=a)=pO-q
P=q -(p = a)=(p0-0)0(-pOq)

Pri upravach sloZenych vyréksecéasto pouZivaji nasledujici tautologie

-(pCq) = (-pC-0q) De Morganova pravidla
-(pOq) = (-pO-q)
(pCq) = (qC p) Komutativnost konjunkce a disjunkcg
(pOg) < (a0 p)
(POp) = p (POp) = p
=(-p) = p Zakon negace negace
(p=4q) - (~pCq) Ekvivalence implikace a jeji obny

(p=a) - (~a=-p)

(p = a) = [(p=a)0(a= p)
[pC(qCr)] = [(pCq)Cr] Asociativnost konjunkce a disjunkce
[pO(@or)] = [(pOg)Or]

[pC(aCr)] = [(pCa)C(pCr) Distributivni zakony

[pO(qOr)] = [(pOa)O(pOr)]
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PRIKLADY:

Piiklad 1. 1 Problém trenéra

Pri sttidani hr&t v hokejovém utkani sedhtrenér rozhodnout, koho z ké A, B, C, D, E
ma vyslat na led, jestlize si by¢dom, Ze aB by nel hrat, kdyZ bude hré, b) kdyz bude
hratg, nli by hrat i hr&i A aD, ¢)B aC by nentli hrat spoléné, protoZe nejsou sehrani,
d) C aD by neli spolein¢ hrat, nebo spotmé zistat na sfdasce, e) idl by hratD, neboE.
Které hr&e mel trenér vyslat na led? Pafte mu!

Priklad 1. 2 Inzerat

Predstavte si, Ze byl ziginén inzerat: ,Rijme se pracovnice, ktera m&exdoskolské vz&ani
nebo 5 let praxe a ovlad&nopis.” Rihlasila se uchaz&a, ktera nerla stedoskolské
vzlani, ale ndla 8 let praxe a vybo#ovladala ¢ésnopis. Dale uchazka, ktera nila
stredoSkolské vz#lani, 8 let praxe, ale neovladatsnopis, aieti uchazéka, ktera nila jen
stredoskolské vz#ani, ale nerla Zadnou praxi a neovladalshopis. MiZzete rozhodnout,
ktera uchaz&ka byla ijata?

Piiklad 1. 3 Autonehoda

VySetovanim bylo zji&no, Ze a) nehodu zaviridi¢ B neboC, b) jestlize nehodu zavinil
fidi¢ C, zavinil ji i fidi¢ A, ¢) nehodu zavinitidi¢ B, jestlize ji zaviniltidi¢ A, d) jestlize
nehodu zavinifidi¢ B, pak jitidi¢ C nezavinil. Podé se vam rozhodnout, kdo nehodu
zavinil?

Piiklad 1. 4 T# mudrcové

Vypravi se, Ze f@d mnoha lety v jedné zemi &hkral zvolit za svého radce toho zé t
mudrdi, ktery bude nejchygjSi. A tak jim ukazal 3erné a 2 bilé klobouky, potom kazdému
z nich nasadil v naprosté &jeden klobouk, ostatni schoval, a kdyz rozswtigvil: , Dobre

se na sebe podivejte. Kdo prvni z vas spf@dpovi, jakou barvu ma jeho klobouk, stane se
mym radcem.” Po chvili mudw prohlésil, Ze mé&erny klobouk. Jak na taigel?

11



2. Matematickaitazy

Dikazem matematické ¥ty nazyvame logicky proces, kteryméujeme jeji platnost
pomoci axioni, definic a dive dokazanychdt na zaklad logickych zakoa.

Typy zakladnich dikazi:
1) Fimy dikaz:implikaceA= B vychazi z platného axiomu (nebo uz dokazaitg)\A a
fetzcem pravdivych implikaci prokdZzeme platnBst

A=A A=A A=SALLLA =B L

2)Nepgimy dikaz:implikaceA= B spaiva v gimém dikazu jeji obrngny -B = - A,
kterd je s ni ekvixatini.

3) Dukaz sporem:l) Vyslovime negaci vyroka, tj. vyrok - A
II) 2 A odvodime logicky Usudek (sestaviméetézec pravdivych
implikaeiA= A, A = A,,...,A, = C dili ~-A= A =..=C),
kde vyr@kneplati (dosgi jsme kesporu).
[I1) Z druhého krokyplyva, Ze neplati A, tedy plati vyrokA.

4) Dikaz matematickou indukcirziva se pro obecnéty typu UnON,n=n, :V(n)
a sfiwa ve dvou krocich:
) DokéaZzeme\¥e) plati pron =n,, tj. platiV(n,)
Il) Pro kaz#té n,, kde kO N, dokazeme: jestlize pla¥i(k), pak plati
Vik+1), tj. plati implikaceV (k) =V (k +1)

PRIKLADY:

Priklad 2. 1 Tri piratelé:

Tii pratelé si spolu dali jidlo v restauraci¢ed ¢inil 300 korun a oni zaplatili v hotovosti.
Cidnik si v3ak usdomil, Ze udlal chybu, a Ze jim @ G¢tovat jen 250 korun. Vzal tedy

z pokladny 50 korun, aby jim je vratil. Mezitim e&ak rozhodl ponechat si 20 korun jako
spropitné, protoze 50 nelzélid ttemi. Kazdému z hosttedy vratil 10 korun, kazdy z nich
nakonec zaplatil 90 korunc@nik si nechal 20 korun, coz je dohromady 290 kokam
zmizelo orgch 10 korun?

Priklad 2. 2 VSimnéte si niZze uvedené Gvahy a naftie chybu:

1 1 (1) (1Y 1 1 .
—>=:|=| > =1 2log,,— >3log,,— . Pro kazdé dvrealnagislax;, X, > 0 plati: Je-li
4”8 (2) (2) 010 2 O10 2 1, X2 p

X1 > X2, pak logo X1 > logip Xo. Po kracenéislem Iogm% dostaneme 2 > 3.

12



3. Mnoziny

Mnozina je soubor libovolnych navzajemanych objekt, jez je chapan jako jeden celek.
MnozZinu pokladame za &gnou, je-li mozno o kazdém objektu jednoara
rozhodnout, zda do niiati nikoli.

Prvek mnoziny: kazdy objekt, ktery p&tdo mnoziny.

Oznafovani mnozin: velka pismend, B, Mapod.
Oznatovani prvki mnoziny: mala pismena, b, xapod.

x[OM : x je prvkem(elementem) mnoziny

Obr. 3. X nalezi mnozirg M
xOM : x neni prvkemelementem) mnozinyl

Obr. 3.  nenalezi mnozig M

Neprazdna mnoZzingmnozina obsahuijici alespgeden prvek): M # @

Prazdna mnozinémnozina, ktera neobsahuje zadny prvekM = @

Konetna mnozZinamnozina, kterd ma kotey paiet prvki, tj. bud’ je prdzdna, anebo pet
jejich pritje dan pirozenymgéislem. Pdet prvki kone&né mnozinyM
oztigieme symbolenfM .

Nekon€na mnozinakazda mnozina, ktera neni kéna.

Zpusoby zadani mnozina) vyttem prvid M = {x,, x,, [ }
b) cheraistickou vlastnosti(takovou vlastnosti, kterou maji
pEgen prvky dané mnoziny) M = {xUU; V(X)}
¢) gym zn4zortdnim (nag.: interval)

Zakladni typy vztahi mezi mnozinamiA, B (prvkia z U):

1) Inkluze mnozimA, B Symbolicky zapié [0 B (A je podmnoZzinouB)
MnoZiAge podmnozinou mnozing praw, kdyz kazdy prvek
mMnoZiAye zarové prvkem mnozinyB.

13



Obr. 3. 3 MnozinaA je vlastni¢asti mnozinyB

2) Rovnost mnozi\, B Symbolicky zapisA = B (A je rovnoB)

Mnoziny A, Bjsou si rovny, pravkdyZA [0 B a zarové B [ A,
tj.echny prvky mnozi, Bjsou tytéZz. Rovnost mnozin je
relaedlexivni A = A), symetrickAA=B =« B=A)a
tramaii ([A=BLC B=C] = A=C).

Tedy: A=B = AOBLCBOA il

A=B - (OxOU :xOA - xOB)

3)_Ostrd inkluze mnoZiA, B Symbolicky zépisAg B (A je vlastni podmnozinoB)

nb¥inaA je vlastni podmnozZinou mnozir; praw kdyz
A B, avSak zarove A% B.

Tedy: AEB - AOBCA%B

Pozn.: Mnozina neni podmnozinou mnozirr. A0 B
Mnoziny A, Bsi nejsou rovny: A#B

Zakladni operace s mnozinami:
1) Sjednoceni mnozin: AOB
SjednocmnozinA, Bje mnozina vSech prikze zakladni
mnoZzidykteré pat alespd do jedné z mnoziA, B.
Tedy: AOB={x0U;x0AOx0B}

Obr. 3.4 Sjednoceni mnozin

2) Prinik mnozin: An B
ik mnozinA, Bje mnozina vSech prikze zakladni
mnoziky které pati do mnozinyA a zarové do mnozinyB.
Tedy: An B={x0OU;x0AOxOB}
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Obr. 3.5 Pninik mnozin

3) Rozdil mnoZin: A-B
Rozdil mnodAnBje mnozina vSech pnikze zakladni
mnoziky které pat do mnozinyA a zarové nepati do
mnoZiBy Tedy: A-B={x0U;x0ADOx0B}

Obr. 3. 6 Rozdil mnozin

4) Doplrek mnoziny: B
Dogh mnozinyB v mnozirg A(B O A) je rozdil mnozin
MB-Tedy: B,=A-B

Obr. 3. 7 Doplntk mnoziny B v mnoziné A

Disjunktni mnoziny: Rikame, Ze mnozinA je disjunktni s mnozinoB, praw kdyz
mnozidy Bmaji prazdny pinik: AnB=@

A

Obr. 3. 8 Disjunktni mnoziny

15



MnoZinové rovnosti:1)B'n B=@, B’ B=U,0/,=U, U/ =0,(B) =B

A-B=An B
B\LUB =A"n B
B-A=An B
8\ n B =AU B

Poget prvkii konené mnozinyA oznasujeme| A
Pro mnozing, Bplati: |[AO B/ =|A +|B-|An B
Pro podmnoziny, B, Cplati:
|ADBOC|=|A+|B/+|C|-|An B|-|Bn C[+|AnBnC]|

Usparadanou dvoijici prvki aab oznaéujeme[a, b], kdeaje prvni ab je druhyclen
uspdadané dvojice.

Kartézskym sowinem A x B neprazdné mnozing a neprazdné mnozirnazyvame
mnozinu pra¥ téch uspsadanych dvojic{a, b], kdea Ll A, bl B

Druha (kartézska) mocnina mnoZinyA je dana kartézskym séinemA x A = AZ.
AnalogickyA x A x A = A3
i2 A={1;2;3}, B={2;4} Pak
A x B#1;2[;[1;41;[2;2];[2;41;[3;2]:[3;41}
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PRIKLADY:

Priklad 3. 1 Kdo je odkud?

Ve vlaku z Nitry do Bratislavy cestovalo v jednomiddleni Sest cestujicich. Jeden z nich
bydli v Nitie, jeden v Bratislay jeden v Komar# jeden v Levicich, jeden v Hlohovci a
jeden v Treging. Jejich jména zAnaji pismenyA, K, R, O, PaF. Nevime vSak, komu které
jméno pati. Vime, ZeA a Nitran jsou |€k#, P a Bratislavan jsouditelé, Koméatan aR jsou
inZenyi, K aF naruzivi sportovci, zatimco Komé&n nema o sportu ani p&h Hlohowan je
starSi ned a Trertinan je starSi neR; K a Nitran vystoupili v Leopolday, R a Hlohowan

v Trnaw. Uréete povolani kazdého &chto Sesti cestujicich a zaraviejich bydlise.

Priklad 3. 2 Jazyky

K cest je pripraveno sto osob. Deset z nich neumi ani frandguzni kmecky. Sedmdesat
pét osob umi Bmecky, osmdesatitosob umi francouzsky. Kolik turisbvlada dva jazyky?

Priklad 3. 3 Propagace vysokych Skol

V maturitnich r@nicich na gymnaziu se rozhodli propagovat vyznapuwbolani. Pozvali
zastupce z vysoke Skoly hutni, hornické a dopraaimy,si pohoviili se skupinou studet
kteri maji o tato povolani zajem. Nikdo se nehlasiVita nez jednu Skolu. Kdyz zastupce
hutni Skoly odchéazel z besedwgkl: ,Prihlasili se vSichni, kromatii.” Za chvili priSel zastupce
hornické a dopravni Skoly a obashlil stejnou informaci o zdjmu vSech, kr@ntti studend.
Kolik studenti se z@astnilo besedy?

Piiklad 3. 4 Laborant

V laboratdi zkouseli tvrdosttyi vzorki oceli, které ozneme pismenw, B, C, D Laborant
si zapamatoval jen tot& byla mekéi neZA neboD; C byla tvrdSi nez B, nebo snad byla
mekei nezB? Newdel vsak gesrg, zdaB byla tvrdSi neZXs nebo neD. Fri posledni zkouSce
se zjistilo, ZeA (neboC?) je ntkei nezB (neboD?). Unli byste porovnattyii vzorky podle
tvrdosti?

Priklad 3. 5 Rodiny

Jestlize z 15 rodin vlastni 6 rodin chatu, 10 ralito a jen 3 rodiny nevlastni ani auto, ani
chatu, kolik rodin vlastni s@asré auto i chatu? Kontrolu si prosdfée pomoci Vennovych
diagran.
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4. Funkce

4.1 7Zakladni pojmy:

Realné& funkcef jedné reélné proémnéx je definovana takto: Ne€t, B jsou neprdzdné
mnoziny realnycRisel A U R, B = R). Fitadime-li kazdémdislu x 0 A praw jedno
¢isloy = B, dostaneme mnozirfuspdadanych dvojicX, y) realnycheisel, ktera se nazyva
realné funkce realné praméx.

Definiéni obor D(f) funkce f je mnoZina vSech hodnot prémrméx.

Funkéni hodnotaf(x) (hodnota funkcef v bod€ x) je ¢isloy pritazené&islu x, piSeme
y = f(X).

Obor hodnot H(f) funkce f je mnozina vSech hodnot funkte

Graf funkce f je v kartézskeé soustagoudradnicOxy mnozina vSech badroviny
o souadnicich k; f(x)], kdexL1D(f).

Zpuasoby zadani funkce K zadani funkce jer¢ba stanovit:
1) defini¢ni obor funkceD(f)
2) funkeni predpis — pravidlo, podle kterého je ke kazdétislu xL1D(f) ptitazena
jednozn&né funkéni hodnotay = f(x)
Dle funkéniho gredpisu rozliSujeme tyto zakladnitgmwby zadani:
a) analyticky - vzorcem, rovnici tva= f(x); nag. f(x) =x- 2.
b) grafem - funkni predpis je dan grafem funkce.
c) vyctem (zpravidla tabulkou) — vSech usgdanych dvojicy, f(X)], jen u funkci
s kon€énym defintnim oborem.
d) Slovnim gedpisem — praktické navody

4.2. Operace s funkcemi a vlastnosti funkci:

Neclht f je funkce s defirinim oborenD(f), g je funkce s defidinim oborenD(g) a plati
(AOD(f)n D(g)) C(A#£0). Pak na mnozihA zavadime:

Rovnost funkcif=g = D(f) =D(g) a OxOA: f(X) = g(x).
Sowet funkcis=f+g = OxOA: gx) = f(X)+g(x)
Sowin funkcim=f. g OxOA:m(x) = f(X)[g(X).
Podil funkcip=f/g « DIXOALCg(X)#0: p=f(X)/g(x).

Slozena funkce:
Protoze funkce jsou zobrazeniiieme je skladat. Pro dvojici skladanych fundkaif musi
byt ovSem splény tyto predpoklady: Nechfunkceg: u = g(x) ma definéni oborD(g) a obor
hodnotH(g) # O, a nechi funkcef: y = f(u) ma definéni oborD(f) takovy, Ze plati
H(g) L1 D(f). Z této podminky plyne, ZEIXOD(g):u=g(X)OD(f Rak Ize vytvait funkci
h: y = h(x) s defintnim oborenD(h) = D(g), jejiz funkini predpis je :

h(x) =f(g(x)) pro kazd&LID(h);
tuto funkcih nazyvame funkci sloZzenou z funkgif (v uvedeném padi) a znéime ji
h = f o g. Funkcif setika vrgjSi slozka a funkag vnitini sloZka slozené funkde

18



Funkcef definovand na mnozéA 0O D(f) se nazyva:
Rostouci VA < Ox;;x, DA:x, <x, = f(x) < f(x,).
Klesajici VA < [Ox;x, DA:x <x, = f(x)> f(X,).
Nerostouci VA = Ox;; X, DA x <X, = f(x) = f(x,).
Neklesajici VA < [Ox;x, DA:x <X, = f(x) < f(X,).

Pozn.: Funkce rostouci a klesajichse nazyvaji ryze monotonniigemz funkce nerostouci
a neklesajici VA se nazyvaji monoténni.

Prosta vA < Ox;x, OA:x # X, = f(x)# f(X,).
f 'je inverzni funkce k funkci f plati-li, Ze funkcey = f(x) je prosta v celénd(f) a jestlize
pro vSechng, yplati [x; y|Of < [y; xOf .

Periodick& s periodoup, existuje-lip> 0, Ze pro kazdkL1Z plati:
1) Je-lixOD(f), pak & + kp)ID(f).
2) Pro vSechnallD(f) platif(x) = f(x + kp).

Suda = OxOD(f):(—=x)OD(f)COxOD(f): f(-x) = f(X).
Licha < OxOD(f):(=x)OD(f)COxOD(f): f(=x)=-f(x).

Funkcef definovand v mnozihA [0 D(f) se nazyva:

Zdola omezena = existuje-li takov&dlIR, ze[IxO A: f(x)= d
Shora omezend-= existuje-li takovéhl IR, ZeOxO A: f(X)< h
Omezena < je-li omezena shora i zdola.

Necht f je funkce A podmnozina jejiho defitniho oboruD(f), ald A, b0 A, pakiikame, Ze
funkce f ma v bod a minimum na mnoziné A, praw kdyz pro vSechnx O A je

f(x) = f(a).PiSeme pakf (a) = rgjlp f(x).

funkce f ma v bod b maximum na mnoziné A, praw kdyz pro vSechnxJ A je

f(x) < f(b). PiSeme pakf (b) = rrgja}\xf X ).

funkce f ma na intervalu | absolutni extrém v bod cLA, praw tehdy, kdyZ pro vSechna
xUl plati: f(x) < f(c) pro globalni maximumf (x) = f(c) pro globalni minimum.

Funkcef je spojita v bodk a, je-li definovana v intervalua(- 9, a + ) a pra¥ kdyz ke
kazdému: > 0 existujed > 0 tak, Ze pro viechna pro ktera plat x - a| < 4,

je |f) —f@|<e.

Véta: Je-li funkcef spojita v bod a, pak |jm f(x) = f(a)..

Bod nespojitosti funkceje bod, v #mz funkcef neni spoijita.
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4.3 7akladni elementarni funkce a jejich vlastnosti, keré se podrobré probiraji na SS:

Linearni funkce:

Kazda funkce tvaruf: y = kx + g
(kdecislok je snernice @imky, ktera je grafem linearni funkce).

Specialg: Je-li k # 0,g = 0, pak linearni funkci stika gfima ungrnost.
Je-k = 0, jde o konstantni funkci (Vlastnadii(f) = R, H(f) = {q}, omezena,
nerostouci, neklesajici, nensppv kazdénx J Rma maximum i minimum.)

Grafem kazdé linearni funkce j&imka, ktera je iznokéZzna s osoy. Navic: je-lik =0 je to
rovnolezka s osow. je-li k # Oje to miznokEZka s 0SOLX.

Vlastnosti: k > 0: D(f) =R, H(f) = R, neni omezena ani shora, ani zdola, rostoucitgros
nema maximum, ani minimu
k < 0:D(f) =R, H(f) =R, neni omezena ani shora, ani zdola, klesajicgtaro
nema maximum, ani imiam.

Kvadraticka funkce:
Kazda funkce tvaru:f:y =ax + bx + ¢, a# 0, D(f) = R

Grafem kazdé kvadratické funkgekiivka zvana parabola, ktera je sairma dle osyo
rovnokEzné s osoy.

Vrchol parabolyje prise&iik osyo s parabolou.
Vrcholova t€na parabolye primka kolma k ose a prochazejici vrcholem paraboly.

2
Vlastnosti a > 0: D(f) = R, H(f) = <c—2—,+ oo), zdola omezena, shora neni omezena,
a

rostouci V-b—,+ ), klesajici v —oo,—£ , Vbod X, = _b ma ostré
2a 2a 2a

2

minimumy, =c—-—.
4a

2
a<0:D(f) =R, H(f) :(—oo,c— Z—> shora omezen4, zdola neni omezena,
a

rostouci v—oo,—£>, klesajici v —b—,+ ), v bodk X, = _b ma ostré
2a 2a 2a

2
maximuny, =c¢ 1
Grafy kvadratické funkce:
a)fi: y = a¥, grafem je parabola s vrcholem WatkuO. Je-lia > 0, leZi
vSechny ostatni body gmadid osow, je-lia< 0, leZi pod osow.
b)f,: y = ax¥ + c, grafem je parabola, ktera vznikne z grafu funk@®sunutim vrcholu

z bodu [0; 0] do ld@®; c].
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c)fy y=ax + bx + c,grafem je parabola, kterou Ize ziskat z grafu ferfkcNejprve
kvadratickgjclen ax + bx + ¢ doplnime natverec:

) (., b _ b\ b2
ax-+bx+c=a x“+—x|+c=a x+— | +|c——
a 2a 4a

touto Upravee gepsat funkni predpis funkcd ve tvaru:
2 b b?
=ax-x,)+y,, kdex,=—,y, =c——.
y=alx=x) +yo, kdex, = -y, =c =~
Z prvni aubé varianty plyne, ze graf kvadratické funlkce
dostaneme takgraf funkcé; posuneme do nového vrcholu

2
[xo, yO] = —E,c—b— , vrchol miZe leZet na ose, pod nici nad ni.
2a 4a

Mocninna funkce s pfirozenym mocnitelem:
Funkce tvaru:f : y=x",nON,D(f)=R

Specialg: pron=1 je to linearni funkce, pno= 2 je to zakladni kvadraticka funkce,
pran = 3 je to zakladni kubicka funkce atd.

Grafem této mocninné funkge pron = 1 grimka, pron> 1 parabola+tého stupé

Vlastnosti:
hopne2 5| nliché: D(f) = R, H(f) = R, licha, rostouci,
ol neni shora, ani zdola omezenéa, nema

(&1

maximum ani minimum.

= NsudeD(f) =R, Hf) = (0,+ ), sud4, zdola
omezena, shora neni omezena, rostouci
v(0,+ ), Klesajici v(-,0), nema
maximum, ma ostré minimum v Bdd

Obr. 4. 1 grafy mocninnych funkci x? a x°

Mocninna funkce se zapornym celym mocnitelem:
Funkce tvaru:f : y=x",n0N,D(f)=R-{0}

Grafem této funkcge hyperbolan + 1 stuprg.

Pozn.:Lze definovat i mocninnou funkci s nulovym moctete: f :y=x° D(f)=R-{0},
jejiz graf je graf konstantni funkce.
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Vlastnosti:

y nliché: D(f) = R —{0}, H(f) = R —{0}, licha, neni

fli=ati-1) . z Y
n=12 shora, ani zdola omezena, klesajiei @ 0)

hix=xt-12)
a (0,+), nema maximum, ani minimum.

28]

(]

-

nsudé:D(f) = R —{0}, H(f) = (0,+x), sudé, zdola
T ] 3 z omezend, shora neni omezena, rostouci
v(-,0), klesajici v(0,+), nema
maximum, ani minimum.

Obr. 4. 2 grafy mocninnych funkci X * a X

Neprima umérnost:
Funkce tvaru:f @y “Kzo D(f)=R-{0}
X

Specialg: prok=1 je funkcef :y = 1 x™" mocninna funkce se zapornym celym
X

mocnitelem -1.

Grafem nefimé ungrnostije rovnoosa hyperbola ( je soéima podle os kvadraint podle
pocatkuO. Osy sourrnosti se nazyvaji osy hyperboly &estu sourdrnosti O sefika sted
hyperboly. Hyperbola se neomezdilizi k osanx, y, které se proto nazyvaji asymptoty
hyperboly.

Vlastnosti:

k>0: D(f)=R-{0}, H(f) = R—{0}, licha, neni
shora ani zdola omezena, klesajici®,0) a
v(0,+00), neméa maximum, ani minimum.

Obr. 4. 3 graf negimé Gmérnosti pro k >0
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k<0: D(f) =R-{0}, H(f) = R—{0}, licha, neni
shora, ani zdola omezena, rostoueiw,0) a
v(0,+%), nema& maximum, ani minimum.

Obr. 4. 4 graf nepfimé amérnosti pro k <0

Lomena racionalni funkce:

P(x)

Kazda funkce tvaruf : y=—-=,
Q(x)

kdeP(x), Q(X) jsou nesou&liné polynomy aQ(x) # 0.

Linearni lomena funkce: zvlastni gipad lomené racionalni funkce

ax+b' kdec# 0,bc-ad#0,D(f) = R_{_Q}_
cx+d c

Kazda funkce tvaruf :y =

Grafem této funkcge rovnoosa hyperbola, ktera méest S = [—E,E} a jejiz asymptoty
cc

prochazeji timto #¢dem tak, Ze jedna je rovndina s osox a druhda s osou

Obr. 4.5 Graf lomené racionalni funkce
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Exponenciélni funkceo zékladu a:
Kazda funkce tvaruf :y=a*,a>0a#z1,D(f) =R

Exponencialni funkce o zakladu &6 nazyva dekadicka exponencialni funkce.
Exponenciélni funkce, jejiz zaklad je Euleraiislo e (iracionalnicislo jehoz hodnota je
rovna fiblizn¢ e= 2718), se nazyvaifrozena exponenciélni funkce.

Exponenciélni funkce je funkce inverzni k funkgjdoitmicke.

Grafem exponencialni funkge exponencialniikvka. Graf kazdé exponencialni funkce

prochazi bodem [0;1]. Grafy funkgi=a* a y = (}g)xjsou 0SO¥ soungrné podle osy.

Graf funkcey = a*™® +c je graf exponencialni funkce o zaklagluosunuty d na osexa o
cna 0segy.

Vlastnosti:

a>1: D(f) =R H(f)=(0+w), neni suda,
ani lich4, omezena zdola, shora neni
omezena, spojitaRy prosta, rostouci,
nema maximum, ani minimum.

Obr. 4. 6 Graf exponencialni funkce o zaklada > 0

0<a<1: D(f)=RH(f)=(0+w), neni
sud4, ani lich4, omezené zdola,
shora neni omezen4, spojiig v
prosta, klesajici, nema maximum,
ani minimum.

a5 I | \
A5 3

-as [} 05 1 15 2 25 3 35 4

53
5

Obr. 4. 7 Graf exponencialni funkce o zakladu 0 a< 1

Logaritmicka funkce se zékladema:
Kazda funkce tvaruf : y =log, x.a>0,a# 1, D(f) = (0,+).
Plati:y =log, x = x=a” pro kazdéx[ (O,+oo), yORa>0a#1l

Logaritmicka funkce je funkce inverzni k funkci exyencialni o témze zakladu.
Funkeni hodnoty logaritmické funkce se nazyvaji logagitm
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Logaritmicka funkce o zakladu & nazyva dekadicka logaritmicka funkcgeji funkeni
hodnoty se nazyvaji dekadickeé logaritn®bvykle se oznauji jenlog x (mistolog;oX) .
Logaritmicka funkce o zakladeise nazyva firozena logaritmicka funkca jeji funkni
hodnoty se nazyvajiipozené logaritmyZna'i se_Inx (mistologex).

Grafem logaritmické funkce jiegaritmicka kivka. VSechny logaritmickéikvky prochazeji
bodem [1; O].

Obr. 4. 8 Graf logaritmické funkce

Vlastnosti:D(f) = R, H(f) = R, neni omezena ani shora, ani zdola, je spojRs wema
maximum, ani minimum, je progi&1 je rostouci, pro 0 &< 1 je klesajici.

V¢éty o logaritmecha) logl =0 log.a =1
mgaaxz X d) aIogax =x
#dg, x* =klog, x, prokOR  f) log.b-logsa=1
dvg, X = 199, X h) IogaQ/_:llogax, pronN
log, b n

ipg, (xx,)=log, x, +log, X, i) Iogaxﬁ =log, x, —log, X,

2

Goniometrické funkce:
(fecké slovo goniometrie znamendéismi Uht)

Velikost uhlu udavame obloukové me ¢i ve stumové mfe. Jednotkovy uhel obloukové
miry se nazyva radian — uhel, ktery na jednotkavetici [s polomdrem = 1] se $edem ve
vrcholu uhlu vytina oblouk jednotkoveé délky. Jedaaty Uhel stupové miry se nazyva
stupe = 1/90 pravého uhlu, uziva se i menSich jednotelinuta(’) a vtéina (7):

1° =60 =3600".
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Vztahy mezi velikostmi Uhlu v rie obloukové a v ¢ stugiové:

a:x=180:n  trad=120 =571745  1°="rad

T 18C

Orientovany uhe} uspdadana dvojice poldfmek se spokym paatkem (vrcholem
orientovaného uhlu), zalezi na tom, ktera z pidtapk se bere jako prvni (nazyvame ji
pocategnim ramenem), a ktera jako druh& (nazyvame ji keyitcoramenem).
Neorientované uhly je-li dan libovolny orientovany Uh@lVB, pak polopimky VAa VB
rozcluji rovinu na dva neorientované uhly. Ozimae-li jejich velikostia, g, plati:
o=2r—f,respa =360 —4.
Velikost orientovaného uhlAVBnazyvame kazdé z realnyetsela + 2k,
resp.o + k -360°, kdek 0 Z aa ur¢ime takto:
a)jelivVA=VB,jea=0
b)) je-li VA# VB je a velikost neorientovaného Uhlu, ktery vzniknedaioim p@&atesniho
ramenevVAdo polohy koncového rameMB v kladném smyslu (proti hodinovymdigkam).
Zakladni velikost orientovaného uhritedy 0< a < 2z, resp. 0¥ o < 2z.
Soutet orientovanych ulilAVBaBVCse rovna orientovanému uhy/C Je-li velikost
prvnihoa + 2kiz, velikost druhéh@ + 2koz, je velikost jejich soktu o + f + 2kr, kde
k=k +k, OZ.
Je-li uhelAVCsouwtem uhti AVBaBVC pak uheBVCse nazyva rozdil uhlAVCaAVB
(v daném peadi). Je-li velikost prvnihg + 2kiz, velikost druhéhe: + 2k.z, je velikost jejich
rozdiluy - o + 2kz, kdek =k, -k, OZ.

Funkce sinus:
y = sinx, D(f) = R, graf funkce sinus se nazyvéa sinusoida

Obr. 4. 9 Graf funkce sinus

Funkce kosinus:
y = cosx, D(f) = R, graf funkce kosinus se nazyva kosinusoida (kosidase zejme

. T . .
posunutéa smusmdaez} ve sn&ru zaporné poloosy).

T Za e o B = = A

Obr. 4. 10 Graf funkce kosinus
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sinXx

Funkce tangens: tg x = pro kazdéx O R - U{(Zk +1)%T}

C
X Kz

D(f) = R- U{(Zk +1)75T} = U((Zk —1)’—2T (2K +1)’—27j.

kOz kOz

Graf funkce tangens se nazyvé tangentoida.

Obr. 4. 11 Graf funkce tangens

Funkce kotangens:cotgx = ——> pro kazdéx [ R- Uik,
sin b

D(f) = R- k.uz{kn} = k.uz((k - 1), k7).

Graf funkce kotangens se nazyva kotangentoida.

A

+ v = cotan(x)
ApL li
18T 1

RPN SRR | NI NSRS | SR |
m DA om 0am T 147

Obr. 4. 12 Graf funkce kotangens
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Vlastnosti goniometrickych funkci

Vlastnosti funkce

y =sinXx

f_ y =COSX y =tg X y =cotgx
Defini¢ni obor (= o0, +00) (= o0, +00) {XDin(Zk +1)7§T} {xOR x# kn}
Obor hodnot (-11) (-11) (= o0, +00) (= 00,400

. Licha funkce Suda funkce Licha funkce Licha funlfce
Sudost, lichost : o N _ cotg(x) =
sin(x) = -sinx cos(X) = cosx tg(-x) = -tg x _cotgX
Periodinost Periodicka Periodicka s periodoy Periodicka Periodicka
S periodou Rz 2k s periodokr s periodowkr
Omezenost . . Neomezena Neomezena
Omezena funkce Omezena funkce
(neomezenost) funkce funkce

Interval, ve kterén| /_77 LIy . <_ T+ 2k772k77> ot ot Nerostouci
funkce roste 2 "2 ’ 2 2 funkce

Interval, ve kterém E+Z<ﬂ3—”+2<ﬂ (2K, 7T+ 2K71) Neklesajici (k7z, 77+ k)
funkce klesa 2 "2 ’ funkce ’

y =1 pro
, y=1pro N o
Maximum X = (4k +1)g x =2k neexistuje neexistuje
y =-1 pro
- y =-1pro N -
Minimum X = (4k _1)g X = (2K- 1)z neexistuje neexistuje
Body, v nichz jsou
funkent hodnoty X = kr x=(2k+1) 2 x = kr x=(2k+2) 7
nulové 2 2
(y=0)
Intervaly
Kladnych (2k7, 7T+ 2k71) (—5 + 2k, 2+ 2k71j (kn,ﬁ ¥ knj (kn,ﬁ ¥ knj
funkeénich hodnot 2 2 2 2
Intervaly n
zapornych (77+ 2k 2+ 2k) [I—T + 2k7T,3—]T + 2k7Tj [I—T + KT, m+ kﬂj ( 2 +kr kg
funkénich hodnot 2 2 2

Tabulka dilezitych hodnot goniometrickych funkci

X 0 % % % % 7l 3777 2n
sinx | 0 = % ? 1 0 1 0
cosx | 1 ol V2 > 0 1 0 1
tg X 0 g 1 J3 neni def. 0 neni def, 0

cotgx | neni def. J3 1 ? 0 neni def. 0 neni def.
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Znaménka hodnot goniometrickych funkci

Kvadrant l. 1. [l V.
Interval argumentx (0, 1 nj (1 T, ﬂj (IT 3 nj (§ 71,271)
2 2 2 2
sin X + + - -
COSX + - - +
tg X + - + _
cotgx + - + -

Vzorce pro goniometrické funkce

Z&kladni vzorce
sin®a +cos a =1 pro kazdéa OR

tedy]sina| = V1-cos’ a pro kazdéx OR
cosa| =+/1-sin’ @ pro kazdéa OR

tga [cotga = 1 pro kazdé realnég # kg,k 0z

1+tga =

2

pro kazdé reélné # (2k +1)2 k0 Z
cos” a 2

pro kazdé realné& # kn,k0Z

1+cotfa=—5
sin’ a

Sowtové vzorce

sin (@ + ) = sina cosp + cosa sing  pro kazdéa OR,FOR
sin (a - f) = sina cosp - cosa singg  pro kazdéa OR,L0R
cos(a + f) = cosa cosp -sinasing  pro kazdéa OR,F0OR
cos(a - f) = cosa cosp + sinasing  pro kazdéa OR,S0OR

tga +tg8 . .. 7l
t +p)= — je-lia+ % (2k+1)—,k0ZtgatgB #1
0@+ D= aigs) p#(2k+1)7 gatgs

_ tga-tgB . . n
- = = = - - L £ — . ‘-
tg (@ - p) 1+tgatgl’ je-lia-pB (2k +1) 5 kO ZtgatgB # -1

Vzorce pro souwet
Pro kazda d¥realn&islaa, § plati:

a+ﬂ[¢osa_ﬂ
2
a+ﬂmosa;ﬂ

sing +sinfS = 2sin

COsa + Ccosf = 2c0s
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Vzorce pro rozdil

Pro kazda d¥realn&islaa, g plati:

a+’gl]sina_’3
2
a+ﬂ&ina;ﬂ

sina —sin = 2cos

COSa — COSf = —2sin

Vzorce s argumenty2a a %

Pro kazdé realnéslo o plati:
sin2a = 2sina cosa

cos2a =cos a —sin® a

. a 1-cosa
sin—| = ‘/
2 2

Pro kazdé relnéslo a # (2k +1) 2 o # (2k +1) platf: tg2a = 2t902/
2 4 1-tg°a
Pro kazdé reainéislo a # (2k + 1) plati: [tg < = 1-cosa
2 1+cosa
2
cotg2a = cotg”a Ox O R—kﬂ
2cotga 2

cotgg :Jm OxOR-2kr
2 1-cosa
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PRIKLADY:

Priklad 4. 1

Jeden student, vyborny matematik, napsal dopis s\E&rteti s touto rovnici
2| X+ -6 ; . o

y=—| S —=*Vv36-x" | apoprosil ji, aby do pravouhlé gadnicové soustavy
3| X2 +[x+2

narysovala Kvku urcenou touto rovnici. Pokuste se zjistit, jakou tajrekryvalo grafické
znazorrgni uvedené rovnice.

Priklad 4. 2

Vite, kolik cizojazgnych slovnik bychom patebovali, abychom mohlitgkladat

z jakéhokoli jazyka na st do kteréhokoli jiného? Ze nevite? Tak to zkusimeadtku.
Vezmeme-li v Gvahu 2 jazyky éesky a slovensky, piabujeme 2 slovnikyesko-slovensky a
slovenskoeesky. Pokud bychom &h 3 jazyky, potebovali bychom 6 slovnik u 4 jazyki 12
slovniki atd. Je #ejmeé, Ze peet slovniki y zavisi na p&tu jazyki x. Pokuste se sestavit
zéavislost pétu slovniki na pa@tu jazyk (rovnici). Reknste, o jakou rovnici které funkce se
jedna. A vypdgitejte pomoci této rovnice, kolik by bylteba slovnil, kdybychom uvaZzovali,
Ze na celém ¢ se pouziva 3000 jazyk

Piiklad 4. 3 Cim vice telefonujeme, tim leviji

Za prondjem telefonu platime stalgsigni poplatek 50 K. Za kazdy telefonni hovor platime
poplatek 1 K. Kdyz za ngsic uskuténime jen jeden telefonni hovor, stoji nas F0HKL K¢

= 51 K. KdyZ uskuténime 2 hovory, stoji nas jeden hovor (50-K2 Kg) : 2 = 26 K. Kolik
nas stoji jeden telefonni hovaii g telefonnich hovorech? Sestavte si rovriteknste,

o0 jakou funkci se jedn& a co z toho vyplyva?

Piiklad 4. 4

Obr. XX Schéma klikoveho mechanismu
Pti navrhu klikového mechanismu spalovaciho motorkvjéi opotrebeni mezi pistem a

valcem dileZita rychlost pistu. Tato rychlost s€mhod 0 m/s do svého maxima zhruba
v poloviré drahy a opt do nuly v op&né avrati pistu.
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Rychlost pistu je popsana vztahem=r. o( sine. + 1/2. . sinZu, ) [M/s]

Body HU a DU na obréazku jsou Gvéat
Uhlova rychlosts = 2tn (n = otaky/sec)
ponmer délky ramene kliky a délky ojnicé:=r/I

Vypocététe maximalni rychlost pistu u vysokotkévého motocyklu Suzuki GSX600F:
Zdvih pistu:z=42,5mm

Max. ota&ky: n = 13 000 ot/min

A =0,22

polomer kliky r = 24,4mm

Piiklad 4. 5
Obr. 1 Snimasily
b L .
b \ 4 Pri kalibraci silongrného snimé byl od€itan jeho
= L. nagtovy vystup. Pro fislusnou hodnotu z&te etalonu
. Horay omart R byly vynaSeny do grafu hodnoty riijvystupu.
i CE Prolozenim botl bylo zji$&no, Ze ma exponencialni
T — odezvu ve tvaruy = 429x* + 7931x— 738kde na ose
X je vystupni nagti a na osey je sila.
1200
1000 /

y = 4,29x% + 79,31x - 7V
800
600 /
400 //
200 /

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

sila[N]

Vystupni nap éti snima ée [V]
Obr. 2 charakteristika silo¥ru

1) Vypaitéte hodnotu sily pro vystupni n&p5,25V.

2) Po upraveniievodni funkce sninta zjistné z kalibrace silogr pro hodnotu 600,0 N
udal hodnotu 608,5 N. Vyhovuje snitngpecifikaci vyrobce, ktery udava maximalni chybu
1% z rozsahu snimia, ktery je 1 KN?
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Fovnice

Rovnice s jednou neznamoie uloha ve tvariL(x) = P(x), kde vyraz_(X) je leva strana
vrice S prominnoux a vyrazP(x) je prava strana rovnice
pmENNouX. Prongnnax v rovnici se nazyva neznama.
egalre maze byt jedna strana rovnice konstanta. Je-li jedna
rasta rovnice nula mluvime anulovaném tvaru

Resenim (kdenem)rovnice jegislo xo, které po dosazeni zgprevede rovnici na pravdivou

rovndstxo) = P(xo).
Definiéni obor rovnice D je podmnoZina mnozinyl (¢iselny obor, ve kterém hledame

temy), v niZ jsou definovany oba vyrakz{x) a P(x) neboli pfinik
deféniich oboti téchto vyraz.

MnoZinu vSech kieni rovnice budeme zei K (K 0D O M)

Rovnice s parametryje rovnice, ktera krohneznamych obsahuje dalSi pramé, jimz se
iika parametryznaime jea, b, papod.) Resit parametrickou rovnici
znamenditjeji kofeny v zavislosti naifpustnych hodnotach
paranietr

Rovnici FeSimezpravidla numericky (uzitim Uprav vyhledamedway), graficky
(vyhledanimimesika grafa funkciL(x) aP(x)) pog. dalSimi metodami
(na@ppribliznymi metodami uteni kaeni rovnic).

Klasifikace rovnic:
1) Algebraicka rovnice n-tého stupré s neznamoulIC je kazda rovnice tvaru:

a x"+a X" +..+ax+a,=0,kdea, 20, nUN

Linearni rovniceje kazdé rovnice tvaruax + b= 0,
s jednou neznamaus libovolnymi realnyméi komplexnimicisly a, b.
Pro jejiteSeni v oborir resp.C mohou nastat tytoifpady:
a) Je-lia# 0, je ekvivalentni s rovni@dx = -b, takZze mé pr&vjeden

korenx = _b (pozn.: V tomto fipact je linearni rovnice algebraickou
a

rovnici 1. stupi.)
b) Je-lia = b =0, ma nekonmé mnohoieSeni
c) Je-lia=0,b # 0, neméa zadn#&Seni

) Linearni rovnice s parametry
1)) Line&rni rovnice s absolutnimi hodnotami
Kazda rovnice ( s neznamol R) tvaru

lax+b|+|a,x+b,|+..t|a x+b,|=a,x+b,, kdea,b,
(=1, 2, ...n) jsou dana realnésla, a, # 0 pro

i =1, 2, ...,n. Resi se tpravou linearni rovnice bez
absolutnich hodnot v intervalech, na které je &eth mnoZina
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R= (—oo,+oo) nulovymi body dvajlent a x+b , tj. ¢isly _h
pro i =1, 2,..., n. Této metod reSeni s¢ika metoda intervah

Kvadratickéa rovnice je kazda rovnice s neznametvaru: ax’ +bx+c=0,

Kde b, cjsou libovolna realna, resp. komplexigla,a # 0.
Je to sty nazev pro algebraickou rovnici 2. stépn
ax’je kvadratickyglen, bx je linearniclen ac je absolutnélen.
Specialni fipady: 1) Je-lib = 0, rovnice ma tvaex® + ¢ =0 a nazyva se
Ryze kvatitcka rovnice
1) Jedi= 0, rovnice ma tvaex’ +bx=0 a nazyva se
Kvadridcrovnice bez absolutniltenu
[11) Je-li rolre tvarux® + px+q =0, fika se, ze
Kvadratici@vnice je v normovaném tvaru

Ri feSeni kazdé kvadratické rovnice v obBruv oboruC je dilezité

gislo D = b? - 4ac, coz je diskriminant kvadratické rovnice.
D > 0... rovnice ma pravdva ffizné realné kieny

[ -bx/D
K={ =PEP )
a
D =0 ... rovnice ma jeden dvojnasobny realnyeto
-b
K={ —
=
D<O

.. hema tato rovnice v oboRZzadny kden, ale v oborC
ma dva komplexéisdruzené kieny
_; -bti/D
A
a
Je-li ax* + bx+ ¢ = 0 libovolna kvadratické rovnice s realnymi
koeficientya, b, c,(a # 0) a diskriminantemD = 0. Pak realné kieny

) o ) -b+/D
X,, X, této rovnice jsou dany vzorcem, =—————.

2a
Vietovy vzorcevztahy mezi kéeny a koeficienty

X + X :—E:—p
> a

—C—
X, X, —g—q

Rozklad kvatitkého trotlenu v sodin linearnich dvajlena:
Ma-li kvadreité rovniceax® + bx+c = Okoreny x,,X,, pak Ize
kvadratickgjtlen rozloZzit v sodin linearnich dvajlena takto:

ax? +bx+c = a(x-x, )(x - x, ), takZze danou kvadratickou rovnici

irheme vyjait ve tvaru: a(x - x,)(x=x,)=0 = (x=x)(x=x,)=0
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Iracionalni rovnice sneznamouw LI Rjsou rovnice obsahujici odmocniny z neznamé
nebo z \&ra neznamou nebo-li rovnice tvafy) = g(x), kdef
nebgsou iracionalni funkce. OborefaSeni iracionalni rovnice je
podmnozZmaoZzZinyR.

Z&kladnitoway reSeni:Uprava se provadi zpravidla unioganim
obou stramnice. K gmto Upravam lzeijstupovat dvojim
uwgobem: 1) Jako kidledkovym Upravam — pak nutnou gasti
feSeni je zkousSka. Tou ze vSeclidad algebraické
rovnice ziskané ume@aim dané iracionélni
rovnice dfme ty, jeZ jsou kieny této iracionalni
rovnice.

1) Jako k ekvivalentnim Gpravam — stainte
podminky ekvivalence dané a uprév@mocgné)
rovnice. Podminky jsou dkdvymi nerovnicemi,
jez jerebaresit spolu s danou rovnici. Tento postup
je vhodny u jednodussich iraciofdimovnic.

Exponenciélni rovniceje kazda rovnice, ve které je neznaxid Rv exponentu
¢jaké mocniny.
Zatthi tvar exponencialni rovnica’™ =b%) a >0, b >0.
\agry f(X), g(x) vyjadtuji funkéni hodnoty danych dvou funkci
gfproménnéx, z nichz jedna rive byt speciakkonstanta.
Reseni rovnice:
a) Je-lia=b#1, pak vzhledem k tomu, Ze exponencialni
funkcef :y=a* proa>0,a#1 je prosta \R (rostouci

proa> 1 klesajici pro0 <a<1) plyne z exponencialni
rovnice ekvivalentni rovnicé (x) = g(x).

b) Je-lia# b, pak exponencidlni rovnicipvedeme
logaritmovanim na tvaf (x) doga = g(x)dogh.

s

c) slozijSi exponencialni rovnice $esi fevedenim
na uvedeny zakladni tvar a eventdela algebraickou

rovnici, fficemz setasto pouziva substituce tvaal = vy,
(a>0a%1).

Logaritmicka rovnice: je kazda rovnice, v niz se vyskytuji logaritmy &zt
eznamow LI R.
Mejnodussi tvartog, x=b, a>0,a#1,b0R, tato rovnice

ma (podle definiceadoigmu)iesenix = a”

BitsjSi logaritmickou rovnici obvykléeSime tak, Ze ji
apfme na rovnici tvarulog, f(x)=log, g(x), a>0,a#1.
Vyrazyf(x), g(X) vyjadiuji funkéni hodnoty danych dvou funkci
gfpromennéx, z nichz jedna rize byt specidkkonstanta.
Rybe logaritmicka funkce je prosta (rostouci pro , 1
g#gici proO<a<1), z logaritmické rovnice
log, f(x)=1log, g(x) plyne rovnice f(x) = g(x).
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Riee log, f(x)=log, g(x) a f(x)= g(x) jsou ekvivalentni
jeim splreni podminek:f(x) >0a g(x) > 0. Pokud je
terovime pedem, musi byt nutnou siastireSeni zkouska.

Reseni sloz#jSich logaritmickych rovni¢asto usnailje
vm@ substituce, nap y =log, x, (a>0,a#1), kterou se
fepede logaritmicka rovnice na algebraickou rovnici.

Goniometricka rovnice je kazda rovnice, v niz jsou goniometrické vyranegnamou
x [ R.
akdadni goniometrické rovnice jsou nasledujicighuity
) Rovnice tvarusinx = a nebocosx =a,

kdeaO(-11) je dané&islo. Maji pro kazdé takové

nekonén¢ mnohoreSeni (kéeni), jez ukime takto:

a) Je-lia= Oneboa# £1, pak uteni mnoziny vSech
koteni rovnice provedeme uzitim grafu funkce sigus
kosinus.

b) Je-lia# 0, a%*l nejprve zjistime dvojici kieni

X, %, 0(027). Uzivame k tomu znazogni na

jednotkové kruznici, pap graf funkce sinusi kosinus,
... V8echny keeny rovnice utime pak ve tvaru
X, + 2Kk, x, + 2krr, k O Z (tyto funkce maji periodu
2k ).
ProadR-(-11), t. [d > 1, rovnice uvedeného typu nema

feSeni(H (sinx) = H(cosx) = (- 11)).

2) Rovnice tvarutg x = anebocotgx = a,

kde a R je dan&islo. Maji pro kazdé nekongné

mnohaeSeni (kden), jeZ ukime takto:

a) Je-lia=0, pak ugeni mnoziny vSech Kem
rovnice provedeme Bypomoci grafu funkce tangens
¢i kotangens, nebo vyuZzitim ekvivalence
tgx =0 = sinx=0 nebo
cotgx =0 < cosx=0

b) Je-li a # 0, pak nejprve zjistime préjeden kden

x, 0(0,77). Uzivame k tomu znazo#ni na

jednotkové kruznici, pépgraf funkce tangens
kotangens, ... VSechnyilemy rovnice jsou pak
tvarux, + ki, k 0 Z (tyto funkce maji periodkrn).
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PRIKLADY:

Piiklad 5. 1 Trik s ¢islem 1089

Otewete jakoukoli knihu na str&rl0, odpd@itejte shora 8adki a vodorovi 9 slov. NapisSte
devéaté slovo na papir, poté papir viozte do obdlni rekrete kamaradovi, tasi mysli
libovolné trojciferné&islo, ale prvni a posledsislici nesmi mit stejnou. PoZzadejte kamarada,
aby totocislo napsal na papir, poté ho obratil adedlemensi od &3iho. Nap. 963 — 369

594. Pak obnde ¢islice ve vysledku a @xisla setéte (tedy 594 + 495 = 1089). Nyni
kamarada vybidtie, aby ve zmigné knize nalistoval stranku odpovidajici prvnindrda
¢islicim z konéneho vysledku. Podleeti ¢islice ho nechte vyhledéidek a podle posledni
gislice slovoRekrste mu, & ho precte nahlas. Nakonec ho pozadejte o rozlepeni obkliiy.
papfie je stejné slovo. To je netfitelné!

Priklad 5. 2 Polovina: Kolik je 50 ctleno polovinou?

Priklad 5. 3 a)Cihla: Cihla vazi 1 kg a polovinu cihly. Kolik vazi cetéla v kg?

b) Zmrzlina: Obrovska& nadoba plna zmrzliny vazi 6 kg plus palosvé
hmaosti. Jakou ma nadoba se zmrzlinou hmotnost?

Priklad 5. 4

Myslete si libovoln&islo od 6 do 60. Elte je femi, potomityimi a jeSE péti arekrete
zbytky vSechiii déleni. Podledchto zbytki je moZno ufit myslenécislo.

Piiklad 5. 5 Pét dévéat se bavilo takto:

Jedna Sikovna divka v matematie&la ostatnim: ,Napiste na kousek papiru jakékéklo

od 1 do 50 a papir schovejte. Pakde®piste kazda libovoln&slo wtSi nez 50, ale mensi
nez 100. R¢tete k remu ¢islo 99 zmenSenédslo, jezZ jste napsaly na kousek papiru, ktery
jste schovaly. V saiiu, ktery jste dostaly,ipskrtréte levou krajngislici a k¢islu, co takto
dostanete, ifiététe ¢islo vyjadené toutasislici. Vysledek odé&éte odéisla, se kterym jste
zataly paiitat. Nyni porovnejte ziskany vysledekislem, které jste siipdtim napsaly na
vami schovany papir.” &cata poslechla a s UZzasem zjistila, Ze obdrZeladgkl ktery se
rovnalcislu napsanému na jejich schované papiry.

Pfiklad 5. 6 Kniha:

Kniha m& 498 stran, které jsou v hornim roliislovany. Kolikéislic jsme k @islovani
pouzili? Ucete dale, kolikrat jsme pouzili nulu.

Priklad 5. 7 Rozdleni pergz
Karel, Jozka a Ferda $li na vylet. Karel koupilfozenych housek, JoZka 6. Ferda zatim

vyfizoval jiné \&ci. Housky si rozdili tak, Ze mél kazdy 5 housek. Ferda zaplatil 15.Klak
se maji Karel s Jozkou o tyto penize r&itd
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Priklad 5. 8 \ely

Veely premeénuji nektar kéta na med, ficemz z gho vyluwCuji vodu. Nektar obsahuje
piiblizn¢ 70% vody, ziskany med jen 17%. Kolik nektaru mnuigly nasbirat, aby ziskaly
1 kg medu?

Priklad 5. 9 Zawt

Ve starénRimé zentel jeden muz a zanechal po 8denu, které se #o narodit dit.

V zawti stanovil, Ze jestlize se narodi syn, ma dostain2ajetku a matka 1/3, jestlize se
narodi dcera, ma dostat 1/3 majetku a matka 2/8v¥/ge narodila dv@pta, chlapec asdce.
Jak rozdlit majetek, aby to co nejvice vyhovovalo podminkzémsti?

Priklad 5. 10

Kolik masa asi snflovék za cely zivot, kdyZ fgdpokladame, Ze snitgpnérné denré 200 g
masa a Zije fmerné 60 let?

Priklad 5. 11

Kolik vody (tekutiny)¢lovek vypije za cely Zivot, kdyZ igdpokladame, Ze Zije jgmérné
70 let a den&ivypije zhruba jeden aiplitru?

Piiklad 5. 12 PsStrosi

Na Madagaskaru Zili kdysi obrovsti pStrosi,iktdadli vejce 28 cm dlouha. Slepivejce ma
pramérnou délku 5 cm. Kolika sle@im vejcim odpovida objem vejce madagaskarského
pStrosa?

Piiklad 5. 13

V |ét¢ snizili ceny doprodavané zimni obuvi 0 15% a ppoaelostala z podnikového
feditelstvi dobropis nditpétiny ztraty z givodniho zisku. Vypéitejte, kolik procent

z pavodni ceny obuvi planovala do sveho zisku prodgjed snizenim. Dejte pozor, otazka
neni tak jednoducha, jak se zd& na prvni pohled.

Piiklad 5. 14 Vlak

Trat’ 45 600 m ujede vlak za 0,86 hodiny, na zastavkécdrzi 6 minut. Jakoutnérnou
vterinovou rychlosti se pohybuje?

Priklad 5. 15

Pri hodire télesné vychovy nastoupili Zaci do velkeho obdélnfka.jedné strahstoji

0 5 Zaki vice, nez na druhé strardestlize tito Z4ci nastoupi dtyistupu, chybi v posledni
Ctverici jeden. Jaky je piet zaki?

Piiklad 5. 16

V n&ad’ovre je celkem 38 disknebo oStpu. OSEpi je 0 6 vice, neZini trojnasobek pitu
diska. Kolik je v n&ad’ovné osepu a kolik diski?
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Priklad 5. 17

Meteorologové zjistili, Ze v ditém meésici bylo toto poasi: 95% dni chladno, 85% dni
prielo, 75% dni zam¢ano a 65% dni beztti. Vypotitejte, kolik procent bylo dni,
ve kterych bylo satasre chladno, zamkgeno, bezutii a prselo.

Piiklad 5. 18
Kterécislo je pra¢ o tolik mensi nez 60, o kolik jestsi nez 507?

Piiklad 5. 19

Za jeden den (24 hodin) se vaSe hodinkgdejdou aityti minuty. Jestlize v 7.30h ukazuji
o pil minuty vice, o kolik se budour@dchazet ve 12h téhoz dne?

Priklad 5. 20
Jestlize ze 100&znu je 7 zl@&incd, kolik z 500 nejsou zknci?

Priklad 5. 21

Spekulant na burze koupil 3 akcie, kazdou za 1008 Krodal je dale po 600¢KDalsi akcie,
které koupil po 500 K prodal po 600 K Jestlize fitom ziskal 800 K, kolik akcii po
500 K¢ musel koupit?

Priklad 5. 22
Kolik hodin potebuje letadlo, které leti rychlosti 600 km, abytdite400 km?

Priklad 5. 23

Mame 154 kabdt z nichZ bilych je o 3 mé&mezcervenych, ale zarovige bilych o 5 vice
nez zelenych. Kolekce obsahuje potee/eng, bilé a zelené kabaty. Kolik z nich je
cervenych?

Priklad 5. 24
SoutetA+B = 116.Cislo A je 0 3 mensi neZ, ale o 4 i neZB. Jak velké j&islo C?

Priklad 5. 25 Hil chlapce?

Neékolik chlapdi se vypravilo koupat. Polovina z nich & phlapce jelo na kole, polovina
zbylych a il chlapce jelo autobusem, polovina zbylychidghlapce Slo gsky. Podé-li se
vam sprav odpowvdét kolik chlapd se vypravilo na koupanifgswdcite se, Ze zadny

z chlapd se na fil necklil.
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6. Nerovnice s jednou neznamou

NerovniceL(x) < P(x), resp.L(X) > P(X) (pop. L(X) £ P(X), resp L(X) = P(x)) s nezndmou
xOM (kdeM je danyiselny obor,M [0 R), coz fedstavuje zapis ulohy: Jsou
dany vyrazy(x) a P(x) s proménnoux a maji se ufit vSechny takove jeji hodnoty
X, O M, pro rez platiL(x) < P(x), resp.L(X) > P(x) ( pog. L(X) < P(x), resp.
X) = P(x). Cisla x, jsou kaeny ¢e3eni) nerovnice &selny oboM, v nimz
nerovnideSime, se nazyva obi@Seni nerovnice. MnozZinu vSechi&n
nerovnice ztémeK (K OM OR).

Ekvivalentni Upravy nerovnic:

1) Vz4jemna vymina stran nerovnice se s@snou zmnou znaku nerovnosti
v obraceny.

2) Nahrazeni libovolné strany nerovnice vyrazem, k&ryi rovna v celém oboru
feSeni nerovnice fpom znak nerovnosti se nemi.

3) Pricteni téhoZisla nebo vyrazu s neznamou, ktery je definovaeléns oboru
feSeni, k obma stranam nerovnice, znak nerovnosti segmém

4) Vynasobeni obou stran nerovnice zaporrystem nebo vyrazem s neznamou,
ktery je definovan a zaporny v celém obéegeni, fitom znak nerovnosti se
zmeni v obraceny.

5) Vynésobeni obou stran nerovnice kladn§isiem nebo vyrazem s neznadmou,
ktery je definovan a kladny v celém obdageni, itom znak nerovnosti se
neneni.

6) Umocreni obou stran nerovnicdippzenym mocnitelem, jsou-li @étstrany
nerovnice nezaporné v celém obéeseni, fitom znak nerovnosti se nemi.

7) Odmocréni obou stran nerovnicdgipzenym odmocnitelem, jestlize ®b
strany nerovnice jsou nezaporné v celém obegeni, fitom znak nerovnosti
se nemini.

8) Zlogaritmovani obou stran nerovnicg f#mz zakladu $3Sim nez 1, jsou-li
ok strany nerovnice kladné v celém obéegeni, fitom znak nerovnosti se
neneni.

Pozn.:PostupreSeni nerovnice se skladéa z tychz zakladedsti jakoreSeni
rovnice, tj. rozboru, z&w rozboru a zkousky.

Parametrick& nerovnice ma parametryg@mé a satasti za¥ru rozboru
je diskuse&eSeni vzhledem k hodnotam pararietr

Klasifikace nerovnic je stejna jako u rovnic.
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PRIKLADY:

Piiklad 6. 1 Sachovy turnaj

Sachového turnaje se&stnilo 10 krat vice chlapmez @veat. Chlapci viak ziskali jen 4,5
krat vice bod nez @vcata. V turnaji hral kazdy s kazdym pegednou, za viizstvi se
ziskava jeden bod, za remizii podu, za prohru Zadny bod.

a) Kolik bodu ziskala dvcata?

b) Lze ukit, zda turnaj vyhral chlapec, nebévde?

Priklad 6. 2

Prosgchoveé stipendium e byt kazdému studentu zvySeno o 30 kebo 0 5 %. Pro
Jakuba by byla vyhodjsi druha varianta. Co z toho plyne pro vysi stigiafd

Priklad 6. 3

SpoluZéci pipravuji okterstveni na kulturni akademii. Mimo jiné &htkoupit vtSi mnozstvi
dvoulitrovych lahvi limonady. V blizkém obchédtoji jedna lahev 25,50&Kv sousednim
mésté prodavaji stejnou limonadu za 21,90 Ka lahev. Jedna cesta autobusem stojf.7 K
Kolik lahvi limonady musi kazdy z chlapanést, aby se jim vyplatilo dojet pro limonadu do
sousedniho ¥sta? Pedpokladame, ze kazdy z chlame bude vracet ,péhnalozen®.

Piiklad 6. 4

V mistechA aB vzdalenych od selkm se &zi uhli. Cena 1 tuny uhli v méaA je q K¢,
v mist B op % vice. V kterych bodech me&iaB bude uhli pvezené B levrgjSi nez uhli
piivezené ZA, stoji-li dovoz 1 tuny na vzdalenost 1 kniK¢?

Priklad 6. 5

Pracujici dchodce si mze podle zakonaiwydélat k dichodu r@né nejvyse 22 000 K
hrubého. Kolik nisial v roce niize pracovatéchodce, jehoz hruby #sicni piijem je
2 120 K?

Piiklad 6. 6

Praimérné naklady naigpravu jistého zbozi na 1 km zavisi na déleppavni vzdalenosti.iP
Zeleznéni preprav jsou vydaje dany vzorcek = 10 +x, pii vodni grepraw vzorcem

k, =59 +5—O, kdex je délka pepravni vzdalenosti v km. tite, pro které hodnotyje
X

levnejSi vodni greprava.
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7. Soustavy rovnic s vice mémymi

Poznamka: Rovnici s jednou neznamou zobecnime na rovnian&znamymix, , X, ,..., X, ,
kden O N : L(xl,xz,...,xn) = P(xl,xz,...,xn),
jejiedenim je kazda usgimlanan-tice [x,,,....,x, | z ¢iselného obori, MUR
(resp.MUC), jez po dosazeni do rovnice dostavame rovnost.

Soustava rovnic:nékolik rovnic s vice neznamymi, které maji byt sjpip zarove.
Redenim soustavy rovnio n neznamych se rozumi kazda usmtanén-tice ¢isel z daného
¢iselného obor LIR (resp.M U C), ktera spiuji zaroves vSechny
rovnice stavgy.

Druhy soustav: 1) soustavy linearnich algebraickych rovnic
2)__soustavy algebrgatkrovnic vySSichiadi
3) soustavy nealgebraickych rovobsahuji naip exponencialni,
logaritmickégoniometrické rovnice)

Pocetni FeSeni soustav rovnicizivaji ekvivalentni Upravy:
1) Nahrazeni libovoll@&mice soustavy rovnici, ktera je s ni ekvivalentni
a) K olma stranam rovnicefigteme totéZislo ¢i vyraz s neznamymi,
ktery je defiran v celém oboru, vfmZ se rovniceesi.

b) ®lstrany rovnice nasobime tymislem fiznym od nuly nebo
vyrazem s m@&nymi, ktery je definovan a nenulovy v celém oboru
¥mzZ se rovnicéesi.

2) Nahrazeni libovoho#nice soustavy s@étem této rovnice a libovolné
jiné rovnice saust.

3) Dosazeni neznaménasazu s neznamou z jedné rovnice soustavy do
jiné jeji rovnice.

1) Soustavy linearnich rovnic

Zakladnim typem metoiSeni soustav linearnich algebraickych rovnic goninani

metody, které postupivylucuji nezname z rovnic soustavy.

RozliSujeme tyto 3 metodesSeni:

a) Metoda sitaci — rovnice soustavy nasobigtisly zvolenymi tak, aby se po&eni

vynasobenych ravjedna nezndma vyloia.

b) Metoda dosazovaci — vyjéithe jednu neznamou z jedné rovnice soustavy a @duasad

ji do daulovnice ¢imz se jedna neznama z této rovnice v§iou

c) Metoda srovnavaci — z obou rovnic vyjade touz neznamou, vysledky porovname a

tim ziskamenici, ve které je tato neznama vytena.

d) GrafickéieSeni soustav linearnich rovnic — vychazime z pemnde mnozinou vsech
botl, jejichZ kartézské sdadnice spluji linearni rovnici, je fimka.
Sestrojime-licpmky, které znazdaiuji dané linearni rovnice, pak body jejich
piniku maji so@adnice, jeZ fedstavujireSeni soustavythto lineérnich rovnic.
Mohou nastat tyto 3 situabe: praw jednoreSeni — fimky jsou fiznokEzné

Il) ZadnéreSeni — imky jsou rovnobzné fizné
[1I) nekon®¢é mnohoreSeni — ob primky splyvaji

2) Soustavy s kvadratickymi rovnicemi
Tyto soustavy rovniteSime obvykle metodou dosazovaci.
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PRIKLADY:

Piiklad 7. 1

Turista vySel z hotelu a Sel po turistickych &ach az k zamku vzdaleného 9 km od hotelu.
Pocétvrt hodirg byl za nim z hotelu vyslan posel se vzkazem. Rastebnil turistu a vratil se
zpet do hotelu v okamziku, kdy turista dorazil k zamkicete rychlost pohybu turisty a
dobu, za kterou posel turistu dohonil, vite-lisBeoba pohybovali stalou rychlosti a rychlost
pohybu posla byla 5km/hiifom dobu patebnou na fedani vzkazu zanedbejte.

Priklad 7. 2

Dva sudy obsahuiji tité mnozstvi vina. Jestlize z prvniho nalijeme dahého prav tolik
vina, kolik tam jiZ je, potom z druhého do prvnjird tolik, kolik tam jiz je, a opt

z prvniho do druhého prévolik, kolik tam jiZ je, bude v kazdém sudu 16@divina. Kolik
litra vina bylo v kazdém sudu nacatku?

Priklad 7. 3

Mam barvu ve dvojim baleni. Vezmu-Etpvelkych plechovek a évmalé, vystai mi barva
na nateni 105 rf plochy. Vezmu-li d¥ velké a pt malych plechovek, vystabarva na
poloviéni plochu. Kolikétvereinich meté natu barvou z velké a kolik z malé plechovky?

Piiklad 7. 4

(Ve

nasel ddetek tolik hub, kolik nél v té chvili Pepik v koSiku, jenZze z nich muset dyhodit,
protoze bylycervivé. Pepik naSel tolik hub, Ze své mnoZstvi ptdsobil, jenZze musel jednu
houbu vyhodit. Zjistili, Ze maji stejn Kdyby ovSem &detek naSel o sedm hub vice a
nemusel z nich Zadnou vyhoditghty dvakrat tolik, co Pepik. Kolik hub donesli dat

Priklad 7. 5

Budu-li topit gt dni v malém &tyti dny ve velkém pokoji, sptbuji o 60 kg uhli méf) nez
kdyZ budu topit dest dni v malém a dva dny ve velkém pokoji. V maléokqji spotebuji za
den o 3 kg uhli ménnez ve velkém. Kolik uhli spibuji, kdyZ budu chtit topit 7 dni v obou
pokojich sodasre?
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8. Soustavy nerovnic s vice neznamymi

Poznamka: TéZ nerovnici s jednou neznamou lze zobecnit navméci sSn neznamymi
X5 Xosees Xy, (NON) v ObOruR:

L(xl,xz,...,xn) > P(xl,xz,...,xn), resp.L(xl,xz,...,xn)< P(xl,xz,...,xn)
(pop. se znakys< resf. =)
(S obdobnym vyznamem symbalterminologie jako rovnice, oboremseni
nerovnic je vZdyl LIR), jejimZieSenim je kazda usfimanan-tice [xl, xz,...,xn]
realnychcisel, které spluji nerovnici. Mnozinu vSecteSeni nerovnice lze téz
znazornit graficky, grafickym znazénim je mnozina vSech badoviny, jejichz
sotadnice vyhovuji dané nerovnici.

Soustava nerovnicnekolik nerovnic s vice neznamymi, které maji bytngply zarove.

Resenim soustavy nerovnio n neznamych se rozumi kazda usqtanan-tice ¢isel
z danéhdéiselného oboriv L1 R, pro kterou plati zarowevSechny nerovnice soustavy.

Mnozina vSechieSeni soustavy nerovni@e prinikem mnozin vSeckeSeni jednotlivych
nerovnic soustavy.

PRIKLADY:

Piiklad 8. 1

Profesor matematiky o sélstudentm prozradil: , Trojnasobek méhaku z\wtSeny ot je
dan trojcifernymeislem. Trojciferny je také&iatricetinasobek méhogku zmenseny aikrat
tiicet #." Kolik je mu let?
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9. Posloupnostirady

9.1 Posloupnosti

Posloupnostje funkce definovana v mno&miirozenychéisel N.
Funkéni hodnoty posloupnosti prazen&islu n se nazyvajéleny posloupnosti a ztase
nag. a,, by, ...
Koneéna k ¢lenna posloupnosie funkcedefinovana na mnozéprvnichk prirozenychcisel.
Zapisujeme{a, }*  ={a,;a,;..a }.
Nekon&na posloupnostje definovana na mnozirvSech pirozenycheiselN.
Zapisujemefa, }”, ={a,,a,,..}.
Grafem posloupnostije mnoZzina navzajem izolovanych lidah;a,] kde nO N.
Zadani posloupnosti:- vyétem¢lend, pogr. grafem(u kon€nych posloupnosti)
- rekurent® zadanim prvnihélenu posloupnostii nékolika prvnich
¢lend a vzorcem, podledhnoZ Ize uéit postupr dalSicleny.
- vztahem pran-ty ¢len a, (hag. a,= 2n ¢i a= 2n+ 1 apod.).

Vlastnosti posloupnosti:

Posloupnos{an}‘::lse nazyva:

Rostouci= nON:a,, >a,

Klesajici = n(ON:a,,, <a,

Neklesajici- nON:a,,, =a,

Nerostouci- nON:a.,, <a,

Konstantni-= nON:a,,, =a,

Omezena shoraxistuje takovéh U R, Ze pro kazdén[ONje a, < h
Omezena zdolaxistuje takov&d O R, Ze pro kazdén[ONje a, = h

Omezena~ posloupnost omezena shora a zatoxdola
Prosta - jestlize pro vSechnaripozena navzajemiznacislam, nje a,, Z a, .

9.1.1. Aritmetick& posloupnost

Kazda posloupnost éené rekurenthvztahy
o a, =a,a,, =a +d,0n0ON, kdea, djsou

s 7

2 4 X r ST
I dané&cisla.Cislod se nazyva diference.

N % i s & ™| Urenintéhodlenu a, = a;+ (n- 1)d,

3 - a,; ta 51X "
D Ta pron>1 a, = —"=—"% (Kazdy¢len krons

prvniho je aritmetickym gimérem ¢lena
sousednich.)

Obr. 9.1 Graf aritmetické posloupnosti

Urceni libovolnéhailenu: a, = as+ (r - s)d.

Pro souet s, prvnichn ¢lend aritmeticképosloupnosti platis, = E(a1 + an)

Grafemaritmetické posloupnosti je mnozina izolovanychliblezicich na fimce.
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9.1.2. Geometricka posloupnost:

a, Kazda posloupnost &ené rekurenth
50 1 * vztahy a =a,a,,, =a, [,On0ON, kde
iE ] a, gjsou dan&isla.Cislo g se nazyva
30 - . kvocient. Protoze pra=0Cqg=0
- - dostavame posloupnost samych nul,
o - . * , , , v textu budemeiedpokladat, Ze je
o 12 3 4 5 8 "\ 3z20[Cqz0

Obr. 9. 2 graf geometrické posloupnosti

Uréenin-téhoclenu a, = a, @Y, pron>1a a, 20jea, =4a, @&, (Kazdy nezaporny
¢len kron® prvniho je geometrickym pmérem ¢lent sousednich.)
Urgeni libovolnéhatlenu: a, = a, 6, (q # 0),
Pro sodet prvnichn ¢leni geometrickgosloupnosti plati:
prog=1jes, =nl&
. __1-9"__qg"-1
prog#ljes, =& 1-q =a q-1"
Grafemgeometrické posloupnosti pgg> 0 L g+# 1 je mnoZina izolovanych badezicich na
exponencialni kvce.

9.2 Limita posloupnosti:

Rikame, Ze redlnésloa je limita posloupnost(a, )", secleny a, O R, prav kdy? ke

4

kazdémuwiislu € > 0 existuje girozenécislo n, takove, Ze pro vSechrma= n, je
a, O(a-¢&,a+¢) cili plati nerovnosta, —a| < ¢.

a) Jestlize s rostoucimsecleny posloupnost(an ):’:1 neomeze# blizi k ugitému
realnémuislu a, fikdme o tomtaisle, Ze je (vlastni) limitou posloupnasti

b) Jestlize s rostoucimsecleny posloupnost(an ):’:1 neomeze# blizik + o nebo—-o,
fikdme, Ze posloupnost ma nevlastni limiter nebo — .

c) Jestlize s rostoucimsecleny posloupnost(an )‘::1 neblizi k Zadnémuislu a0 R, ani

k + o nebo -, pakiikame, Ze posloupnost nema vlastni, ani nevlastitul neboli
je oscilujici.

Skutenost, Ze posloupnost ma limitu, se vyjae zapisenmima, = a.

Naco
Konvergentni posloupnog posloupnost, kterd ma vlastni limitu.
Divergentni posloupno$t posloupnost, jez neni konvergentni (diverguji & nebo — «
anebo jsmeilujici).
Pozn.:KaZzda shora neomezené posloupnost divergujeck Kazdé zdola neomezena
posloupnost diverguje-keo.
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A+= * -
A4----- - __F_ _ % __ % _ %

A-z *

Geometricky vyznam limityM&-li
posloupnost limitua [0 R, pak ke
kazdému (libovolty malémuk >0
existuje takoveé firozenécislo n, O R,
ze pro vSechna = n, lezi vSechny
body grafu posloupnosti v pasu, jehoz
hranini pfimky jsou rovnobzky
prochazejici body [(a + ¢], [0; a - €]
kolmo ke svislé ose grafu.

Obr. 9. 3 Geometrické znazor#ni limity posloupnosti

Vé&ty o limitdch posloupnosti:

V¢éta 1. Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

V¢ta 2. Kazda konvergentni posloupnost je omezern@¢ehi této sty neplati).
Véta 3. Kazda monotdnni omezenda posloupnost je kgewéni.

00

Véta 4. Nechi posloupnostia, )

jsou konvergentni i posloupnds{ri +b, )°°

a)
b)
c)
d)

e)

(bn )::1 jsou konvergentni alibovolné reéin&islo, pak
(an - bn )::1’ (an |:ﬂ)n )°° (C @‘n );o:l'

n=11

n=1’

n=1’

n- oo

Je-limb, # 0, je konvergentni téz posloupn{sglj a plati:
n=1

n

lim(a, +b,)=lima, +limb,
n- o

peo M i
lim(a, -b,) = lima, - limb,
lim(a, Ob,) = lima, dim b,
Lirrlcmn = c@irgoan

lima,

n — Noo

. ,Qi[rlbn::o)

n-=p  limb,

n-oo

Véta 5. a) Nech (an )::l je aritmeticka posloupnost s diferenct 0, resp. geometricka
posloupnost s kvocientens 1 a jeji prvnilen jea; = a. Pak tato posloupnost

s konstantnindlenya ma limitu lima, = a.

n-oo

b) Zadné aritmeticka posloupnost srdifieid # 0 nema vlastni limitu.
c) Kazda geometricka posloupnost s Ieniem| q| <1 malimitulima, =0.

n- oo

d) Zadna geometricka posloupnost s kvociengem1 nebo| | > 1 nema vlastni

limitu.

Véta 6. a) Posloupnos&&j (—lj ,((—1)n [—&j
NJn= NJn n

00

maji limity (pron—c) rovny nule.

n=1

k

b) Msledek: Dk O N posloupnost(ikj [—ikj ,((—1)” E—llj maji limity
n n=1 n=1 n=1

(pran—o0) rovny nule.

a7

n



9.3 Nekonéna irada
Je-li (a, )7, posloupnost, palke, +a, +...+a, +...= Y a, se nazyva nekoneaiada.
n=1

Cislaa,,a,,a, ,...se nazyvajéleny nekongnéiady.

Souet nekoné&né irady je definovan jen pro koay paet gitanai.

Lze vSak jej téZ definovat takto: Pro danou nekooafadu vytvdime posloupnosi’sn ):’:1,
jejimiz ¢leny jsous, =a,,s, =a, +a,,S;, =a, +a, +a,,....5, =a +a, +..+a,,...

Tato posloupnost se nazyva poslouprésteénych sodta nekonénérady Zan :

n=1

n
Jejin-ty ¢len s, se nazyvan-ty cast€ny soket nekonénéiadys, = Z a,.
k=1

Existuje-li pro posloupnos(isn ):’:1 limita: lims, = sOR, pak tuto limitu nazyvame sétem

Nn- oo
nekongnéiadyaiikame, Ze nekoeaiada je konvergentniestlize posloupno:élsn )‘::1
nema limitu tikdme, Ze nekorearada je divergentni

Nutn& podminka konvergencearady: jestliiefadaz a, konverguje, pakima, = 0.
[N

n=1

Druhy nekoneénych fad:

1. aritmetickd nekonmarada-— tj. nekonénarada tvaru:,

0

> (8, +(n-1)d)=a, +(a, +d)+...+ (& +(n-1)d)+...

n=1
a, je prvniclen, d diference aritmetickéady.
Kazda aritmeticka nekotrégdiada je divergentni.

2. geometrickad nekodearada— tj. nekonénarada tvaru:

Y aq™t=a, +ag+..Fagq ...,
n=1

a, je prvniclen, g kvocient geometrickéady.

Geometricka nekoteaiada je a) konvergentni, jelig| < 1 a pro jeji sotet plati:
s=_
1-q
b) divergentni, je-l| q| > 1.

3. harmonick& nekorimarada-— tj. nekonénarada tvaru:

©1 .1 1
DRl B S
=n 2 n

Harmonick& nekorimarada je divergentni.
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PRIKLADY:

Poznamka 9. 1 Nula:

Ackoliv nulu znaji vSichni, tak mnohym lidetini potiZze si ugdomit jeji spravny vyznam.
Spousta lidi nap slavila gichod nového tisicileti jiz na Silvestra 1998kaliv méli slavit az
o rok pozdiji, tedy 31. 12. 2000, protoze rok nula nikdy neéxval, a tudiz nove tisicileti
nam zgalo az teprve 1. lednem 2001.

Zajimavosti je, Ze Riman se nula nepouzivala, aviak vzhledem k jejich riioka ¢iselné
sousta¥ by to stej@ nefungovalo. Dnesni nulu vymysleli ikt matematici a fivodre ji
oznaovali mezeroui teckou. Nam znamy krouzekigel nafadu tehdy, kdyZ zali pctitat
pomoci oblazi kladenych do pisku, vmZ po odstragni jednotlivych kamink zbyl
obtisknuty krouZek.

Nula nemusi vZzdy znamenat nic, jak by se na prehigd mohlo zdat, zaleZi totiz na tom,
jestli je umistna osamocen anebo s &akymi ¢isly. Nula nam slouzi i k tomu, abychom byli
schopni rozliSit nap¢isla 11 a 101. Pokudtkomu nezkuSenému zadamikiad
1x2x3x4x5x6x7x8x9x0, miZe se mu to zdat jako obtizny ukol s pré&ean na delSi
dobu.Clovék matematiky znaly samegjme vi, Ze nasobeni nulou je snadné, protoze
vysledek je vzdy nula, ovSengldni nulou uz tak primitivni neni. Kdyz to napudeme
zkouSet na kalkutace, objevi se nam podivna odgdv,error nebo-li chyba. Tato odp&w

je vSak spravna, protoze nulou skukedélit nelze, jelikoz to nedava smysl. Siai

uveédomit, Ze ptét se ,kolikrat se nic nachazihagisle 8" je nesmysl, a proto j&léni

nulou nemozné.

U rovnic mize vést dleni nulou taktéz k nesmysinym vysl| ek,

nap.: 1x0 = 0, kdyZ se vydi ob¢ strany nulou, dostaneme 1 =0 : 0;

a kdyz zé&neme rovnici 20 = 0 a udlame stejny krok, obdrzime 2=0:0
Z toho by vyplyvalo, Z€islo 1 se rovnéislu 2, a to je pravten nesmysl.

Poznamka 9. 2 Nekon&no:

Pokud si poloZzime otazku, jaké je nggi mozn&islo, neni mozné odpeéuét, Zze takove a
takové, protoZze vzdy si k jakémukolivi¢dgnémwislu budeme mocijpocitat teba jedniku.
Z toho vyplyva, Ze neexistuje hranice, jak velkébm malé) mzecislo byt, a pro tuto
neomezenost pouzivaji matematikové slovo nekomeV piipac nekonénéhocasu jej
nazyvame ¥¢nosti. Pro ndzornost sittheme pedstavit nadobu s nekairgym paitem
bonborii; a z rgj vyndame jakykoliv pdet, feba i polovinu, jejich mnozstviigtane stale
stejné. Proto plati, Ze nekam® minus jedna se rovna znovu nekome Steji je tomu

i u pricteni, ale i ndsobeni, neboekonéno cEleno d¥ma je zase nekotieo. Dokonce

i nekon€no krat nekonéno je znovu nekori@o. Matematikové ozriaji nekon€no pomoci
leZzaté osniky, piicemz je teba dodat, Ze dokonce existujzmé druhy nekorima, a to
pocitatelné (cel&isla) a nepditatelné (iracionalnéisla). Dle odbornik je dokonce mozné

i porovnavat nekorima, nebd pry to nepgditatelné je mnohem tpsreji nekone&nekrat) wWtsi
nez to Bzné.

Matematik David Hilbert se pokusil objasnit pojeekon&no na fiktivnim hotelu. fedstavte

si hotel s nekorimym paitem pokoi, které jsou vSechny pInétifdle host a Zadéa poko;j.
Majitel se zamysli a pak pozada hosty, abyissthovali o jeden pokoj dal. Takze osoba
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v pokoji ¢. 1se sthuji do pokojes. 2, osoba ve dvojce zase do trojky atd. Tim séniamkoj
pro noveho hosta. Druhy defijpde dlouhy autobus s nekdamgm paitem dalSich hoét
Majitel se nyni musiikladné zamyslet, ale i tento problémiggi. Pozada hosty, abislo
sveho pokoje zdvojnasobili &gsthovali se do novéhdisla. Hosté tudiz skénv pokojich
se sudymgisly, ¢imZ se uvolni nekoray paset pokofi s lichymicisly.

Poznamka 9. 3 Prvodéislo:

Pro matematiky jde sice o santiegnou \&c, ale fgesto je dobré pro ty, ktiesi to
neuwdomuji, sdlit nasledujici zajimavost, a to, Zeslo 2 je nejen nejmensim sudym
prvacislem, ale je to zarovigediné sudé pruaslo, které existuje, protoZze ostatni sdtka
jsou tzv.cisla sloZzend, protoze jsotlitelna dwma.

Priklad 9. 1 Sachy:

Dle legendy vladl yed 1600 léty indicky vliade&Scheram a vSeskhl Spat. Mudrc Sisa
vymyslel zpisob, jak jej varovat aiptom mél pied sebou obtiZzny Ukol. Neuvalit na sebe jeho
negicetny hrév. | predvedl mu hru v Sachy, ve které sice kral byl ngmi@i, ale sam
neznamenal nic bez opory ostatnich. Kraltifapjako Zivotni pona&eni a chil moudrého
Brahmana obdarovat. | &id mudrc krali druhou lekci — ve skromnosti.

Souhlasil s darem a a@hjediné zrnko pSenice na prvni pole Sachovnicejra@é d¥, na teti
Ctyii — a tak dale, stéle dvojndsobek. Kral se mu vyskeachce tak mélo, nakonec byl réd, Ze
jese tak lacino ,nakoupil” tak vzacnou hru. Kdyz ze sigaali privazet obili, zdsili se.
Sypka byla razem vyprazéma a chyblo jeS€ naplnit obrovskodtadu Sachovnicovych poli.

Na Sedesattyii poli by se muselo umistit 18 446 744 073 709 653 zrn, to je celkem 18
trilionu + 446 biliard + 744 biliét + 73 miliard + 709 miliéh + 551 tisic + 615 zrn. Je az
neuwtitelné, Ze tohle mohldkdo pred tolika staletimi &dét! | kdyby byla oseta plocha celé
zemekoule wetrg maii a ocean, tak by aroda nestda! Pred 50 lety J. |. Perelman vygital

ve své knize ,Ziva matematika®“, Ze pro tolik otiilf musela byt postavena sypka desetimetr
Siroka,ctyii metry vysoka a jeji délka by byla dvakrat del8z e vzdalenost Zef+ Slunce.

Piiklad 9. 2
Kterécislo nasleduje v tétéiselnérack? 1, 2, 6, ?

Priklad 9. 3

Pratelé si vypra#li o svych rodinach. Kratkému se vysmivali, Ze Bev@ jako jedinéek, ale
on jim na to odposdel: ,Mylite se, ja jsem nejstarsi z patnacitid A kolik je jim let? Jsem
praw osmkrat starSi nezipnejmladsi bratr. Kazdy dalSi bratr se narodllgruhého roku po
svém pedchidci.” Pratelé néli o zabavu postarandigpocitani let jednotlivych sourozeagc
Pomozte jim zjistit ¥k vSech sourozefic

Priklad 9. 4

Zelezné roury jsou uloZeny na gob3esti vrstvach. Ve spodni vrstie 8 rour a v kazdé dalsi
vzdy o jednu rouru meén Kolik je vSech rour?
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Piiklad 9. 5

Predstavte si, Ze ddiverceABCD o délce strany 1m sestrojime nekéimepaiet ¢tverai
vepsanych jeden do druhého tak, Ze vrcholy merndileoce jsou $edy stran pedchazejiciho
vétSihoctverce. Jaky je saet obsah vSech takto sestrojenyc¢tverar?

Priklad 9. 6 Dovedli byste si pedstavit téleso s nekoné&nym povrchem, ale kon€nym
objemem?

Takoveé Eleso, i kdyz je to nea¥titelné, jen v matematickém slova smyslu existugesldzeno
z kvadi vysokych 1 metr a jejich podstava je tvatverce. Podstavna hrana nejspgéino

kvadru méa délku 1metr, podstavna hranadm postaveného kvadrg metru, podstavna

hrana dalSiho kvédr% metru, dalél'hoéli metru atd. az do nekotrea. Pokuste se vypiat

objem a obsah vSech kvadr
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10. Kombinatorika

10.1Zakladni kombinatoricka pravidla

Kombinatorické pravidlo satiu: Jestlize mnozind, obsahujem prvka, mnozZinaA,
man, prvki, ..., mnozinad, mang prvki a jestlize kazdé dvz mnozinAy, A, ..., A
jsou disjunktni (tj.A n A, =0 proi # ), pak pget vSech prvi sjednoceni mnoZzin

k k
AOAO..O0A =JA jerovensodtu n +n,+..+n => n.

i=1 i=1
Kombinatorické pravidlo saiinu: Jestlize mnozin&, obsahujen; prvki, mnozinaA,
man;, prvki, ..., mnozinad, many prvki, pak pé&et vSech moznych usfidanych
k-tic [a1, &, ..., &), jejichZ prvni sloZkou je libovolny prvek mnoZidy, druhou
sloZkou libovolny prvek 2, ..., ktou sloZkou je libovolny prvek &, je roven
sowinu m.ny...Nk.

10.2Variace a permutace bez opakovani

k-tlenna variace m prvkii (k,n0 N,k < n) je uspdadandk-tice sestavena ehto
n prvka tak, Ze vSechny prvky v ni jsotizné (neopakuji se).

Paset vech takovych variac¥(k,n) = n(n-1)(n - 2)..(n -k +1) neboli
V(kn)="

(n—k)

Permutace (pg@adi)n prvki je kazda usp@danén-tice (h-¢lenna variace) sestavena
z danychn prvki. Prvky se neopakuiji.

Paset vech takovych permutad®{n) =V(n,n) = n(n-1)(n- 2..320Q=n.

n-faktorial definujeme: n! = 123C..0{n—1)Th
or=1

10.3Variace a permutace s opakovanim

k-glennéa variace s opakovanimmprvki (k,n0N) je uspdadanék-tice
sestavena &ahton prvka, pricemz vSechny prvky v ni nemusi byizné (mohou se
opakovat).

Pget vSech takovych variac¥'(k,n) = n*.

Permutace (padi) k prvki s opakovanim m prvki (k,n0 N,k > n) je kazda
usptaddanék-tice sestavena 2ahton prvka tak, Ze se v nidkteré ze zvolenych prik
mohou opakovat (1. prvek se opakkijérat, 2. prvekk, krat, atd.).

k!

Paet viech takovych permutad?(k,,k,,....k, ) = m
KL K
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10.4Kombinace

Kombinace bez opakovani:
k-¢clenn& kombinace @ prvki (k, NON,, k< n) je kazda mnozin& prvka vybranych

zndanych prvk. V mnozir¢ se Zadné prvky neopakuiji.

n(n-12..(n-k+1) “eboll
1[20.0h

K(k.n)= (Eg ). kl(nn! k) m

Pozn.: Poet viech @ennych kombinaci m prvki je K(0,n) =1 (KaZzd4 mnozina ma
pra¥ 1 prazdnou mnozinu.).

Patet vSech takovych kombinadk (k,n) =

Kombinace s opakovanim:

k-clenna kombinace s opakovanim prvka (k, nCl N)je kazda neuspgadané-tice
sestavena zZthton prvkad, piicemz vsechny prvky v ni nemusi byizné (mohou se
opakovat).

+k-1
Poset viech takovych kombinadk'(k,n) = [n j

k

10.5Kombinacéni ¢isla, Pascaiv trojuhelnik, Binomicka v éta

Kombinani ¢isla:
Cisla vyjadujici paset viectK(k, n) k-tlennych kombinact nprvkii (k,n0N,,k < n).

n
Ozn&ujeme symbolenEkj actemen nadk.

sttt «olo ) 4o) o)
Wy WAL
AERACEEE
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Pascalv trojuhelnik:

n)(n n
Trojuhelnikové schéma kombitrdchcisel (O](l](nj pron=0,1,2,...

Zakladni vlastnosti Pascalova trojuhelniku:
1) Kazdyiadek z&ina a kosi ¢islem 1.
2) V kazdém jehdadkucisla stej@ vzdalena od zatku i konce jsou si rovna.
3) Libovolnécislo uvnit Pascalova trojuhelniku ziskametemim dvowisel
lezicich bezprogedreé nad nim.
4) Souet kombingnichéisel vn-témradku Pascalova trojuhelniku je

(-

(3)

(o) (1)
& G @)
G) Q)
1) G 6

(3)
(4)

0)

Obr. 10. 1 Pascaiv trojuhelnik s kombinaénimi Obr. 10. 2 Pascdlv trojuhelnik s pFirozenymi &isly

Binomickd ta:

+b)" = a"+| @ b+| [@"b +...+| @b +..+ ab"™ +| |b"
a n n n 1, n 2112 n K k n 1 n
0 1 2 k n-1 n

(a+b)" = Zn:(:]a”b".

k=0
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PRIKLADY:

Piiklad 10. 1 Cesta:

Pod textem je hlavolam, kteryiete vyeSit pomoci Pascalova trojuhelnikdeéstavte si
sami sebe jaktidice taxiku, ktery se chysta jet z bodlwlo boduB. Kolika cestami mzete
jet? Napokda: p&itejte cesty k nejblizSimikovatkam a doyilte cisla.

A 1 7 ” 2 |2
I ? P ? 2 |2
P ? 7 o )
? ? ? ? 2 B

Piiklad 10. 2 Auta:

Kolik aut bychom logicky nap®tali, kdybychom nli tii druhy velikosti (mala, se¢dni a
velkd), pouze jednu zttku (nagf. Skoda), d¥ barvy a dva typy (napFelicia a Fabia).
Nacrtnéte si obrazek a vyzkousSejte si namvSechny moznosti. Samem je mozné to
spaitat i bez obrazku.

Piiklad 10. 3 Paradnice

Dévee melo 4 mizné suks, 4 mizné bhizky a 5 fiznych svetii. Na kolik dni ji tato zasoba sat
vyst&ila, aby se Zadna kombinace neopakovala?

Priklad 10. 4 Hra v kostky

Tti chlapci si hréli s déma kostkami, které maji naéstich postuphl az 6 bod. Na kostce
jsou body umigny tak, Ze sotet bodi na protilehlych snhach je vzdy 7 (6+1, 5+2, 4+3).
Prvni hodil kostkami a prohlasil, Ze setijeho bod je pra takovy jako sodet bodi na
opanych stnach, které lezi na stole. Druhginpo hodu sotet o 4 ¥tSi nez sotet bodi na
opanych stranach. feti dosahl tolika bad kolik je praw tretina vSech moznych kombinaci,
které mizeme d¥¢ma kostkami dosahnout. Kolikdnktery bodi?

Priklad 10. 5 MS v lednim hokeji

Na mistrovstvi séta v lednim hokeji bylo vyslano 22 g z toho 12 aténika, 8 obrané a 2
brank&i. NeprihlizZime k tomu, Ze nd&pobrance rize hrat na pravé nebo levé strafrany.
Kolik raznych sestav d¥e trenér z&chto hr&u vytvorit?
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11. Geometrie - Planimetrie

11.174kladni pojmy

Bod- z&kladni geometricky Utvar be#k§i, délky i hloubky. Zn&ime ho zpravidla
velkymi pismeny latinské abecedy
Rimka— nekonénd mnoZzina bailmajici délku, pro kterou platita:
Dé¥ma riznymi bodyA, Bprochazi pra¥ jedna pimkap (zapisujeme
p =« AB). Zn&ime je malymi pismeny latinské abecedy.
Rovina— nekonéna mnozina badmajici stku i délku. Zngime malymi pismeny
fecké abecedy.
Vztah incidence bod je incidentni sifmkou (rovinou) = bod lezi naimnce (v rovir)
- dalSi moZnosti: iffmka prochézi bodewi lezi v rovirg
rovina prochazimkou (bodem)
v téchto i v op&nych gipadech se uziva zapis
Al p,Alg,p0¢, Al p, Alg, p O ¢.
RiznokéZky — rizné gimky leZici v téZe roviha majici prav jeden spolény bod.
Rovnobkzky — rizné gimky lezici v téZze roviha nemajici Zzadny spdiey bodci
majici vSechny bagbple&né (totozné fimky).
Polopimka— ¢ast gimky, kterou rozéluje jeden zvoleny bod na tétdimce. Tento
bod se nazyv&ge:ni bod. Polofimka se zn& — AB.
Opaé pologimky — jsou takové, které maji stejnygadesni bod, ale
op&ny sIer.
Useka — ¢ast grimky, ktera je ohradiena déma body. Tyto body se nazyvaiji krajni.
Polorovina- ¢ast roviny, ktera je ohratena gimkou (hranéni pfimkou).
Zraser pX (kdep je hranéni pfimka aX je vnitini bod polorovinyXi
- PQX (kdep = PQaX vnittni bod poloroviny).
Rovinny pas ¢ést roviny, ktera je ohraténa d¥ma fiznymi rovnokkzkami (pinik
dvou polorovin).
Shodné utvary pokud Ize dva libovolné Gtvary v dané ravpfemistit tak, Zze splynou,
fikame, Ze utvary jsou shodné admse:U, LU,

11.2Uhly

Nazvy uhti podle velikosti:
Konvexni = priinik polorovinVABaVBA. (0° <as 180°)

Nulovy= (a' = 0°)
Pravy= (a' = 90°)
rimy = (o =180')
Kosy: a) ostry (0° <a< 90°)
b) tupy(90 < o <180')
Nekonvexni= sjednoceni polorovin opaych k polorovinamVABa VBA.
(180 <a<360)
PIny = (o =360)
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komvexni Uhel nekonyexn uhel
(konkavni uhel)

Obr. 11. 1 Konvexni a nekonvexni Uhel

o

T

o

nuloyy thel ostry Ghel pravy hel tupy hel primy uhel - piny uhel

Obr. 11. 2 Klasifikace Uhii dle velikosti

Nazvy uhti podle polohy:
Styéné = konvexni UhlyAVB, BVC které lezi v rovia tak, Ze jejich pinikem je
praw jen ramenod/B.
VedlejSi = stynym uhiim AVB, BVC jejichz grafickym sottem je gimy thelAVC.
Dophkové = libovolné dva ostré uhly, jejichz s@i velikosti je90
Vyplhikové = libovolny ostry Uhel a tupy uhel, jejichz set velikosti je180
Vrcholové= dvojice shodnych konvexnich idhkteré jsou seeny dv¥ma
raznokEzkami. Maji spolény vrchol.
Rilehlé = dva uhly, které leZi v téZe polorowia hranéni primkouVU, kde rameno
jednoho je polofimkaVU a rameno druhého je polidmka op&na kUV.
Souhlasné dva uhly lezici v téZe polorowirs hranini piimkouUV, kde rameno
jednoho je polofimkaVU a rameno druhého je poldmka op&na
K poldipnceUV.
Stidavé = dva uhly, které lezi v téZe polorovia hranéni piimkouVU, kde rameno
jednoho je polofimkaVVU a rameno druhého je polidmkaUV.

i P P it
ey 7 4 S
e ,f . — e
2 e o_ & -

st — AR L Ao -
= = —— A e
i 2 i v . i FREE G

vrcholove thly ca p vedejsi uhly ca p /" souhlasné ohly o.a stiidave Ul‘lpl'sf ocap
o=
wzp o+ f=180° wzp

Obr. 11. 3 Klasifikace uhfi dle polohy

DalSi pojmy:

Stired Use€ky AB = jeji vnitini bodS ktery je stejd vzdaleny od krajnich badA, B.

Osa Uséky AB = piimkao, ktera prochazi stdemSuseky ABa je k ni kolma.

Osa UhluAVB = pologimkao, ktera prochazi vrcholeM thlu a rozdluje ho na d¥
shodné&asti.
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PRIKLADY:

Priklad 11. 1 Garaz pro kropici auto

M¢ésto zakoupilo kropici auto.fr@dseda rsta pozadal inZenyra Koudelku, aby na
piedloZzeném planu &sta vyznail nejvhodrgjSi misto pro gardzovani auta. PoZzadavek byl,
aby auto z mista gardzovani projelo vSemi ulicegfknatSi cestou az zasegzplo garaze.
Koudelka umistil gardZ u svého domu, viz obrdzefloBeSeni spravné?

Priklad 11. 2 S¢€ silnic

Zaludny giklad vypadajici nevinh Jak propojit Bkolik mést siti silnic tak, aby jejich délka
byla co nejkratSi? Zvolime si jen &staA, B, C, D ktera navict&astnou nahodou lezi ve
vrcholech¢tverce o strafl. Jedinym poZzadavkem je, aby se obyvatelé kt&mdhze 4 nést
mohli dostat do libovolného jinéhodsta.

Priklad 11. 3 Kovboj(1089 a dalsi paradniisla)

Kovboj se vraci po dlouhém dni ddma rar, ale chce jestzajet s kodm kiece, aby setk
mohl napit. Jak to ma #dit, aby celko¥ urazil co nejkratSi vzdalenost (ke kterému mistu n
biehureky ma zaniit)?

Piiklad 11. 4 Cihelna

V cihelrg jsou ti vyrobni stediska atyti sklady. Od kazdéhoigtdiska méa vést uzkokolejna
dréha ke kazdému skladisti. Na obrazku jsou skiadigazorgnactveretky a vyrobni
strediska krouzky. Navrhite plan Zelezini si€, aby bylo co nejménktizovatek.

O
O
O
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Priklad 11. 5 Nazvy ¢islic podle pd&tu thla

0 00 0
0

Piiklad 11. 6 Letadlo:

letadlo potebuje pekonat vzdalenost 140 km z bo#lulo boduB. Foukéa vSak
severovychodni vitr o rychlosti 50 km/h. Aby pilogrovnal &inky vétru, nasmdruje letadlo
do boduC vzdaleného 100 km. KdyZz thido boduC rychlosti 200km/h, kdy doleti do bodu
B?

vitr B
M
trasa
snyr letu—»
A C
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11.3Trojuhelnik

Mame-li dany i rizné bodyA, B, C které neleZi v jedné&jmce, pak pinikem
polorovinrABC, BCA, CABvznikne trojuhelnikABC Znaiime jej: AABC.

Druhy trojuhelnik dle velikosti vnitnich Uhti:
Ostrouhlé = vSechny uhly ostré

Pravouhlé= jeden uhel pravy (plati wpsing = a cosa = E,tga :% ,cotga = E)
C Cc a

Tupouhlé= jeden thel tupy
ostroihly pravoihby tupoihly
trojiihelnik trojihenilc trojihelnik

,AE Eh Ek
i 2 c A S, o
Obr. 11. 4 Klasifikace trojuhelnika dle velikosti vniténich Ghli

Druhy trojuhelnik dle vzdjemnych po#mi délek stran:
Obecné= nemaji specifické vlastnosti
Rovnoramenné= dw strany maiji stejnou velikost
Rovnostranné= vSechny strany maji stejnou délku

ruznosiranny rovnoramenny rovnesivanny
trojihelnik trojihelnik trojihelnik

I
A E A E A E
Obr. 11. 5 Klasifikace trojuhelniki dle vzadjemnych ponéri délek stran
V kazdém trojuhelniku plati:

Sotet velikosti vnitnich uhti je 180°. Proti delSi stranlezi wtSi uhel a naopak.
Trojuhelnikova nerovno$a - b| <c<a+h. Souwet velikosti vijSich uhti je 360.

Velikost vijSiho Uhlu je rovna sa@tu velikosti vnitnich Ghti u zbyvajicich vrchdi
trojuhelnika (n&p a' =+ y =180 —-a).

Obvod trojuhelnik®® =a+b + c

Obsah_trojtihelniku: S = a;va _btv, _clve .o Jds-a)is-b)(s-c);

2 2
S:a—bC;S:Eabsinyzlbcsina :lacsinﬂ
4r 2 2 2
O _at+b+c
(=5 ="
2 2
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e ., a b C
Véta sinova:— =— =—=2r
sina sing siny

\&ta kosinova:a® = b? + c? — 2bccosa

a-p a-p
ca-p U tg
\&ta tangentova? — 2 _ 2
a+b a+p y
t cotg -
g 2 ¢ 2

VySka v trojuhelnikiP¥imka prochazejici vrcholem trojuhelniku kolmo na
opitehlou stranu. Spotay prise&iik vysek trojuhelnika je
tarentrumV. Plati:v, 1 v, 1 v, :E:E:E
abc

vV, =b8iny=cl3$ing
BZnice trojuhelnikuSpojnice vrcholu seigdem pratjsSi strany. Risetik téZnic je
CZIBE T.
Osy strarpraseik os stran je s&demO kruznice opsané s pol@memr.
Osy vninich uhh: protinaji se vzdy uvnittrojuhelniku, v bod S, ktery je stedem
kru¢aeivepsané s polamemp.
bc abc 25°

Polorr kruZznice opsané. = ? = = = )
2sina 2v 4S v, Ly, LV,

a

Polorr kruznice vepsané:

s, \/ (s-a)ls-bjs—c)

p=—;p=
S

.a_. ..y a
: 0=4r sin—[Sin—[8in—; p=(s—a)fg—
p 5 Nz sinZ; 0 ( )Eﬂ92

Eulerova pimka: ptimka, ktera je wena bodys, V, T, pokud tyto body nesplyvaji.
Feuerbachova kruznide:-li ABC obecny trojuhelnikP, Q, Rpaty jeho vySekK, L,
M, stredy jeho stranV praseiik vysek X, Y, Zpostupr
sttedy Useéek AV, BV, CVPak bodyP, Q, R, K, L, M, X, Y, Z
lezi na jediné kruZnici.
Pythagorova éta: TrojihelnikABC se stranama, b, c(c > a, ¢ >b) je pravouhly,
platief = a® +b?. Zvlastni gipad kosinové &ty.
Euklidova éta o vyScev’ =c, [,
Euklidova \ta o odesns: a® =clt,,b* =cl¢,

Véty o ukenosti trojuhelniku:
usu— je dana délka strany a velikost dvou kifilieplych uhti.
sus- jsou dany délky dvou stran a velikost Uhlu jgaireného.

sss- jsou dany délkytt stran, pro & platija-b/<c<a+b.
Ssu jsou dany délky dvou stran a velikost Uhlu peblého k delSi stran

11.4Mnohouhelniky

Uhlopri¢ka n-uhelniku:useka, jejiz krajni body jsou libovolné dva nesousedni

vréno

n-uhelnik man vrcholi, n stran a@ Uhlopricek.

Konkavni mnohouhelnikaa jeden vnini ahel konkavni (tSi nez 180°)
Konvexni mnohouhelnikna vSechny vnihi ahly konvexni (mensi nez 180°)
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Tetivovy mnohouhelnikkonvexni mnohouhelnik, kkmuz Ize sestrojit opsanou
uknici.

Te&novy mnohouhelnikkonvexni mnohouhelnik, kmuz Ize sestrojit vepsanou
uknici.

Pravidelny mnohouhelnikonvexni mnohouhelnik, jehoz vSechny strany ahlu$gc

viv s

n-uhelnik je &tivovy i tecnovy, opsand i vepsana kruznice

msyiole&ny sted. Velikost vnitniho Uhlu jer = ?

Setvsech vninich Ghti: (n- Z)@

n
deouhlogricek:u :@. O=nla,S= ntEb.

Ptolemaiovadta: V libovolnémcétyruhelniku plati, Ze sa@in velikosti jeho Uhloficek
je mensSi, agbven sodtu sowinu velikosti protilehlych stran:

|AC|BD|<[AB/{[CD| +[AD (B}

Druhy konvexnich étyFuhelniki:
RaznokEZnik: ¢tyiahelnik, jehoz kazdé dvprojsi strany jsoutrznokEzné.
Deltoid — tovy ¢ctyiuhelnik oso¥ soungrny podle jedné z uhldfEek (e, 1).

AC[OBD,a=d,c=b,0=2(a+b), S=%,a+ﬁ+y+5=360".

Rovnobznik: ctyiuhelnik, jehoz kazdé dwprotjSi strany jsou rovnatiné. Stedni
iftka rovnokEzniku - Uséka, jejiz krajni body jsou &dy jeho dvou
prgsich stran. Vyska rovneéiniku — vzdalenost prggich stran.

Pla#kB|CD [ AD|BC 0| AB = |CD| 0| AD| =|BC|, S = a[¥,0 = 2(a +b).

Obdélnik — rovnébnik, ktery ma vSechny viiiti Uhly pravé a vzjentn
protilehlé stramgji stejnou délkuO =2 (a + b), S=alb.
Uhleigky obdélniku jsou shodné.

Ctverec - rovnobznik, ktery ma vdechny viiiti Ghly pravé a viechny strany
shodné. Je to prakigistyithelnik.O = 4a, S = &. Uhlopricky &tverce
jsou shodné, navré@l®Imé a gli jeho vnitni Ghly.

Kosodélnikétyruhelnik, jehoz Zadny vifiti Uhel neni pravy a vzajemin
protilehléasty maji stejnou délku. Neni anébt®vy ani Etivovy

ctyiahelnik.
Kosétverec -étyruhelnik, jehoZ zadny vifiti Ghel neni pravy a jehoz vSechny
strany jsdwdné. Uhlopicky kosastverce jsou navzajem kolmé a

uld jeho vnitni ahly.

POZN.ttverec a obdélnik se téZ nazyvaji pravouhelnik.u3¥edovy

¢tyfuhelnik méa sotasreé kruznici vepsanou i opsanou (rfagtverec).

LichokEZnik: ¢tyiuhelnik, jehoz d¥ protjSi strany jsou rovnatZné a zbyvajici dv
jsodznokEZné. Rovnobzné strany se nazyvaji zakladnytamokézneé
ramenaiéini gicka lichokEzniku - Useéka, jejiz krajni body jsou
igtdy ramen. VySka lichazniku — vzdalenost zakladen. Lickdhik je

¢tivovy prédw kdyz je rovnoramenny. Lichébnik je t&novy, prav
kdyZ strt délek jeho zékladen je roven stwdélek jeho ramen.
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o:a+b+c+c5:aT”w,a+,3+y+5:360°.

Rovnoramenny lich&mik — jeho ramena jsou shodnédkse Je sourérny dle
oSy spojujici idy obou zakladen. Viiiti ahly
pilehlé k téZe zakladnjsou shodné.

Pravouhly lichébnik — pré¢ jedno jeho rameno je kolmé k@ba jeho

zakladnam.

llekﬂmfem Konvexni riznohéinik lichohéznik roviohéznik

Obr. 11. 6 Klasifikaceétyruhelnikia
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PRIKLADY:

Priklad 11. 7 Majitel domu

Majitel domu setvercovym fidorysem chce zdvojnasobit velikost svého bytuzatghovat
jehoctvercovy tvar. Blizko roth domu stojictyti stromy a majitel je nefize gremistit.
Nechce vSak budovat dalSi patro ani suterén. Jakta?

strom

Priklad 11. 8 Sachovnicovy Satek

Jedno dvce nmelo dvactvercoveé kusy latky se Sachovnicovym vzorkem. Jédsnobsahoval
64 ¢tverezki a druhy 36 stejnyctiveraiki. Dévée z nich chilo udlat jeden kus tak, aby se
zachovalo pravidelnéigtiani bilych aernychétverai. Bylo to o to slozZigjsi, Ze d¢ celé
strany a polovinaretiho okraje na&tSim kusu latky byly jiz obsité. &c¢e rozdlilo oba kusy
latky tak, Ze na Séatku, ktery vytiito, bylo vSech st@tverai a giitom obSité okraje istaly
tak, jak byly. Jak to &/¢e uctlalo?

Priklad 11. 9 La’ky na méieni

Latka na néteni je 6 dm dlouha. | kdyz ma jendrysky, mizeme s ni @it vSechny délky
od 1 dm do 6 dm odstiipvané po 1 dm. Napdélku 2 dm odr¥ime mezi ryskou 4 a
koncem laky apod. Vymyslete takovoutllau délky 9 dm, aby se s ni dal@ifit po 1 dm,

a aby né¢la co nejmé# rysek.
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Pozndmka 11. 1 Znaji gely geometrii?

Jestlize jste &kdy videli veeli plast uélte vas upoutalajeho prawdelnost s jakou je
vybudovan. V kolméniiezu tvdi s€ny buiky pravidelny Sestidhelnik a Bky jsou seskupeny
k sol® tak, Ze pokryvaji celou rovinu plastu. Psi vlasti véely vybraly pravidelny
Sestiuhelnik a négdba jiny mnohouhelnik, péipact i nepravidelny? Ze vSediyiruhelnika
ma @i daném obvodu nefSi obsah pravideln§tyiuhelnik nebo-Iétverec. Tento poznatek
plati obecs - ze vSech mnohouhelrikna @i daném obsahu nejisi obsah vzdyislusny
pravidelny mnohouhelnik. Prot@éela stavi bitkky z pravidelnych mnohouhelnikSpotebuje
meére vosku, nez kdyby stéla plast z nepravidelnych mnohouheinild prat praw
Sestithelnik? Na to odpovi otazka: ,Které shodr&idelné mnohouhelniky pokryji bez
piekryvani a bez mezer celou rovinu a zatoweji nej\tsi obsah?* Ma-li byt okoli bod#
pokryto pravidelnymn-uhelniky bez pekryvani a mezer, musi byt s velikosti vnitnich
Uhla téchto pravidelnycm-uhelniki roven 360°. JelikoZ to jsou shodné pravidelné
n-uhelniky, jsou jeho vSechny vinii Ghly steji velké a velikost kazdého z nich je

)a= % kdek je patet pravidelnycim-Uhelniki se spolénym vrcholemA. Sowet

vnitinich ahti pravidelnéham-thelnika je (II.Xn - Z)Q.Vztahy (1) a (11.) vyjaduji oba
n
velikost vnitnich uhti pravidelnych-thelnilka pokryvajicich okoli bodé, proto pak plati

rovnost ? =(n- 2)@ a po Upravach dostaneme (lIk)= 2+ 4
n n-

2,kdekanjsou

piirozen&Cisla, n> 3, protoZe neexistuje mengithelnik s mensim gtem vrchol nez
n = 3. Kdyz do vztahu (lll.) dosazujeme postéipr= 3, 4, 5, 6, ..., zjistime, Zeje prirozené

Cislojenpron=3,4a6. Pra=5jek = %) a [¥i n> 6 je jmenovateh — 2 vzdy ¥tSi nez

Citatel 4 ak pak neniZe byt girozenécislo. Tedy mohou to byt jen pravidelné trojuhelniky
Sestiuhelnikyi ¢tverce. A nyni k obsaim. Obsah rovnostranného trojuhelnika je

aL3
a5 _a?df3 . e . e a
S= > " S, T . Obsahitverce jeS=a“ .A obsah pravidelného Sestithelnika
. . nalp 62l E;E’ alB/3
(tvoreného ze Sesti rovnostrannych trojuhelpijke S= = 5 = ,

2203/3  , amB@/3
2

A nyni porovname vysledky a zjistime, ze— <a< . Z toho vidime, Ze

nejvétsSi obsah ma pravidelny éestil]helrﬁ’ko nazornost si uvedemslpad. Kdyz si zvolime
nagiklad obvod = 24 cm, pak obsah rovnostrannéhohijika o stratha =8 je
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Sestithelnika o stréam =4 je S= n[z;[p = 6[4[23’464: 4157. Ze by se vely fidily

geometrickymi vypoty? To samoizjme ne, ale vypstovaly si zkuSenosti statisigeneraci
jejich predki. Nezasluhujeifroda pravem obdiv?
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11.5Kruznice, kruh

Kruznice: mnoZzina vSech bddroviny, které maji od daného bo&stredu
kruznice) této rovinyna vzdalenost. Zna&i sek(S,).
O =2ar = zd (Ludolfovocislor = 3,141592654)
Polondr: useka, jejimz jednim krajnim bodem je&edtl kruznice a druhym, libovolny
bod kruznice.
TRtiva: useka, jejimiz krajnimi body jsou dvazné body kruZnice.
Pameér: tétiva prochazejici sedem kruznice.
Tena: piimka t, kterd mé s kruznici préjeden spolény bod.
Seéna:piimka s, ktera ma s kruznici pgagiva spoléné body.

Obvodovy uhelibovolna sénap rozdli kruznici k prasetiky A, Bna dv ¢asti zvané
oblouky krugais krajnimi body, B.Pak uhelAVB jehoz
vrcholem jedivolny bod kruznicé, ktery nenalezi danému oblouku
ABe nazyva obvodovy. VSechny obvodové ukilglpSné k témuz
oblouku jscwdné, jejich velikost je rovna polovinelikosti

istlového Uhlu téhoz oblouku. ThaletowsawsSechny obvodové
Uhly nadiperem kruznice jsou praveé.
Stedovy uhelihel ASB jehoz vrcholem je &d Skruznicek, rameny jsou polajfmky
SA, 8B remz lezi cely obloulAB.
Usekovy thelihel, ktery sviréstiva AB's t&nout, jenz prochéazi jednim z krajnich
bodstivy. Usekovy thel je shodny s obvodovym thlem #bblouku
(polovinaetiového ahlu).

Vzajemna poloha dvou kruznic:

a)S =S, Ur, =r, - totozné kruznice

b)S =S, Or, >r, - soustedné kruznice

c)S #S, 0r, +r,<[S;S,|,k, n k, =0 - 4 spol. tény

d) S, #S,0r, +r, =|S;S,| - vngjsi dotyk, 3 spol. iy

)% S Or, -1, <SS <r, +1, - 2 spol. body, 2 spol. tay

f) S #S, Or, —r, =|S;S,| - vnitini dotyk, 1 spol. t&na
)% S, Or, -1, >SS, .k, nk, =0 - neni spol. &na
(Vysvétleni: spol. znamend spole)

Obr. 11. 7 Obvodovy, stedovy a Usekovy Uhel
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Mocnost bodu ke kruznici

IMT|* = |MA IMB| =|MA|IMB'| = d? - r 2pro vrj&i bodM kruznicek(S, .

|MT|2 =|MA [MB| = |MA|[MB'| =r? ~d?pro vnittni bodM kruznicek(S, ).
Pomoci mocnosti bodu ke kruznici Ize atgkEny vedené z bodi ke kruznicik.

Obr. 11. 9 Mocnost bodu ke kruznici pomoci dvoueten

Kruh: mnozina vSech bdadroviny, které maji od daného bo&{stredu kruhu) této

roviny vzdalenost mensi nebonou danému kladnémtislu r (polomeér kruhu).
2

Obsah kruhS::nr2=% .
Kruhova vyse pranik kruhuK(S, n a daného stdoveho UhllASB.

2

Obsah kruhoysete: S, = T

360 [&r (o — stedovy Uhel ve stupnich),

2
S, =7 [k (x —stedovy Ghel v radianech)

Kruhova use prinik kruhuK(S, n a poloroviny s hrakini pfimkouAB, kdeA, Bjsou
2
dvazné body hranice kruhu. Obsah kruhovésése = %(x ~sinx)
(x — stedovy uhel v radidnech).

Délka kruhového oblouku= % [&r (a —stredovy Uhel ve stupnich),

| =r-x (x—stedovy Uhel v radianech).
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MezikruZzise stedemSa polongry ry, r2 (r1 < ry) je mnozina vsech bddoviny, které
maji od bo@itéto roviny vzdalenostivymezené nerovnostmj <r <r,.

Jsou to body kruki(S, k), které nejsou vnihimi body kruhuKy(S, n).
n
S= 77'(I’12 - rzz): n(r1 + rz)[qu - I’2) :Z(dlz _dzz)-
Vysé& mezikruzZi:pranik mezikruzi a sedového ahlu jeho hrafiiich kruznic.

Szfn(f’(rlz —r;)m :%(rf —rzz)Dc

Sitka
mezikruzi

~ vnitini
polomér
mezikruzi

vNEjSi polomér
mezikruzi

_Usec

mezikruzi

Obr. 11. 10 Kruhova Usé Obr. 11. 11 Kruhové vyse Obr. 11. 12 Mezikruzi
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PRIKLADY:

Piiklad 11. 10 Ovce

Kdyz piivazeme ovci k jednomu koliku provazem, tak vyzetevy kruh (kolik je sed
kruhu). Pokud protahneme krouzkem u krku provadmiekonce fivazeme ke déma

kolikam, vyzere nam elipsu (koliky nam zmahniska elipsy).

Budeme-li chtit oval, tak napneme provaz mezi ddél, na r¥j navleteme krouzek a na ten
ptivaZzeme provaz, na jehoz druhém konci je ovce.

Priklad 11. 11 Letadlo s Kidly tvaru elipsa

Priklad 11. 12 Johannes Kepler

Patatkem sedmnactého stoletinil mimoradny objev. Dokazal givou analyzou svych
pozorovani, Ze planety se pohybuji kolem sluncdrpbéach tvaru elipsy a Slunce se nachazi
piesrE v jejich spoléném ohnisku. Dale zjistil, Ze kazda planeta zryehévaj pohyb po
obéZné draze, kdyZ se blizi ke Slunci, a naopak zpamaidyZ se od Slunce vzdaluje.
Odhalil navic jednoduché pravidlo, jimZ se ono hlgeani a zpomalovaiiidi. Fredstavime-

li si pomyslInoutaru spojujici Slunce a planetu, pak maji dle Keplgis€e vymezené
pohybem tét@ary za stejnou jednotktasu stejnou plochu. Rr@e planety takto pohybuji
kolem slunce vysitlil az Isaac Newton, kdyZ objevil ,gravitai“ pritaZzlivou silu.

Piiklad 11. 13 Pohyb Zens kolem slunce

Zeme obiha kolem Sluncefiplizné po kruhové draze simérem 300 miliori km a
potrebuje na jeden &h zhruba 366 dni. Jakou Yiteovou rychlosti se pohybuje Zéma
zjednoduSujicihoiedpokladu, Ze atina draha je kruznice?
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Priklad 11. 14 Jakou tajnost skryva pétaiska kiizovka, kterou je treba vyplnit svisle
spravnyndislicemi:

A. Ctverec $astnéhaisla.B. Nejvétsi dvojciferné prvéislo; jediné sudé pragslo. C. Paset
zubi zdravého dosféhocloveka; paettemesel (a desata je bida)gebprazdninovych dni
v ¢ervenci a srpnu 2¢Seny o jednuD. Nejmensi firozenédislo; sud&islo clitelné 317;
roman V. Huga (obracéh F. Paiet hradi v Bratislag; tisicinasobekisla 0,333; nejhorsi
znamka na sednich SkolachG. Sowetcisel 1 az 10; sawet druhého aretiho prvdisla;
atomoveésislo rtuti.H. Patet dni v tydnu krat pet mesial v roce; pdet vrchoh
rovnostranného trojuahelnikd. Nejmensi dokonalé&islo.

Vodorovné potom ¢téte: 1. Prvnicast tajenky2. Druhacast tajenky3. Treti ¢cast tajenky4.

Ctvrta ¢ast tajenky5. Patéast tajenky. Jakmiletkzovku vylustite, dostanetdslo, které
v geometrii pouzivame do&asto (za prvnéislici je teba napsat desetinnsarku).

ABCDEVFGHJ

1
2
3
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12. Kouzla, vtipy, ostatni

Piiklad 12. 1 UZzasna kalkuléka

Podejte komukoliv kalkukku a pozadejte ho, aby do nitokal dw stejna libovolna
trojcifernacisla, tedy jedno Sesticifergéslo. Oznamte dotynému, Ze Sance, Ze nahodiso
bude dlitelné beze zbytku 7, je 1:7. Vybighe ho, & to zkusi. Njaky zbytek? Ne? Tak to
bylo $&sti. Reknste mu, & vydgli &islo na displeji 11. Sance jsou 1:1%jaky zbytek? Ne?
No to je UZasné! T zkustecislo vyctlit 13. Zbylo reco? Nic? Neustitelné!! Nakonec se
dotycného zeptejte, jaky je vysledek.édram pivodni trojciferné&tislo!!! Jak je to mozné?

Priklad 12. 2 Datum narozeni ,zazrakem* objevené n&alkulaéce

Podejte komukoliv kalkukku a pozadejte ho, abythekal ¢islo mesice, v 8mz se narodil a
pak vynasobil 4, ficetl 13, vynasobil 25, odetl 200, gicetl den, kdy se narodil, vynasobil 2,
odetetl 40, vynasobil 50, intetl posledni d¥ ¢islice roku, v 8mz se narodil a odetl 10500.
Poté ho pozadejtet aam ukaze vysledek na kalktte a pectéte mu jeho datum narozeni.
Prvni jedna nebo @«islice udavaji issic narozeni, dalSi d¢islice den a posledni v
¢islice rok narozeni.

Priklad 12. 3 Tajné Sestky

Tuto hru je mozné si zahrat s kymkoliv a pokazdészite. Pozadejte dotpého, aby vam

ekl ¢islo od 1 do 5. Pak si tako¥éslo vyberte i vy a absetéte. Timto zfisobem

pokraiujte, dokud jeden z vas nedosahne 50 a nevyhrajeidRchcete vzdy vyhrat, snazte se
co nejdive dosahnout nasledujicich stiu 2, 8, 14, 20, 26, 32, 38, 44. Pokud tedy nas
protivnik z&ne nap. scislem 3, pictéte 5, abyste dostal 8.tAIZ si pak zvoli jakékoliv dalSi
¢islo, vzdy jej dopite do 6, aby novy s@et vySel 14, potom 20, dale 26 atd. To vam &aru
Ze vzdy doséahnetssla 50 jako prvni v padi, a tedy jako Wt.

Priklad 12. 4 Dosah#te ¢isla 100 jako prvni

Hraji dva lidé. Prvni hiérekne libovolné firozenécislo ne ¥tSi nez 10. Druhy htdpricte
k tomutocislu dalSi pirozenécislo od 1 do 10 a oznami s@t. Prvni hré opet pricte
libovolné @irozenécislo ne ¥tSi nez 10 a oznami vysledek a tak poljia dokud posledni
souwet nedosahné&sla 100. Vyhraje ten, kdo prvni tohatisla dosahne. Jak je mozné
Zvitézit?

Priklad 12. 5 Magické domino

PoZzadejte kohokoliv, aby si z dominové sady vybbalvolnou kostku, ale neukazoval vam
Cisla. Pak muekrete, aby jedno 2isel vynasobil 5, ficetl k mu 7, vynasobil j&€islem 2 a
nakonec ficetl druhécislo na kostce. Nyni se ho zeptejte se na vysletiel]. totiz dokazete
uhodnout ob ¢isla na kostce. Stajen odegist 14 a vysledné dvojciferrigslo tvai praw
¢isla na kostce.
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Priklad 12. 6 Trik s rukama — nasobky deviti

Ruce se hodi nejen k gitani, ale i k nasobeni. Nasledujici trik vam @derychle spaitat
nasobky deviti. Obrde ruce dladimi k sol a zleva si pomystoznate prstycisly od 1 do
10. Nyni jednoduSe okste ten prst, ktery oziaje ¢islo, jehoz nasobek chcete gfiat. Kdyz
napiklad potebujete ¥dét, kolik je 7x9, ohite sedmy prst. Nalevo odjmmate tel’ 6 prst
a napravo 3, takZe vysledek je 63.

Priklad 12. 7 Nasobeni na prstech

Jis€ umite gitat pomoci prstlevé a pravé ruky, ale dovedete na prstech n&sbldisobky
deviti jsme se naili v predchozim pikladé. Nasobenéisel wtSich nez gt a mensich nez
deset je o trochu sloZjEi. Vyswtlime si to na fikladé: 6 - 8 = 48. KdyZ na prstech
vyjadiujemecislo 6, stai nam vztyit jeden prst (protoze oginitelt odetitame vzdy 5) a uz
vime, Ze se jedna o Sestku. KdyZ na prstech iyjachecislo 8, stai nam vztyit tii prsty

a uz vime, Ze se jedna o oshu. Na levé ruce proto vatyime 1 prst pro vyjaenicisla Sest,
zbylé ¢tyti prsty nechame ohnuté. Na pravé ruce §ine ti prsty, pro vyjadenicisla osm,
a zbylé dva prsty nechame ohnuté. ¥etye prsty sgeme, znamenaji pro nasdget desitek.
V naSem pipact: 1 + 3 = 4, tedy mame 40. & ohnutych prstna levé ruce vynasobime
poctem ohnutych prétna praveé ruce, to je pro napbjednotek. Tedy: 4 - 2 = 8. Nyni naSe
vysledky séteme: 40 + 8 = 48. VyzkousSejte si tidgad sowin 7 - 8, zda-li vam vyjde 56.

Priklad 12. 8 Magicky ¢tverec

V magickémctverci davajicisla v kazdéadt a v kazdém sloupci stejnou sumu — tzv.
magicky sodet. Podivejte se ndverec a zkuste tento magicky getizjistit. Je stejny pro
kazdouradu a kazdy sloupec? A nynicgde: a)c¢isla v obou uhlofickach; b) po £islech
v kazdém rohu; c) disla v jednotlivych rozich; d) disla uprosted. Celkem Ize na tomto
obrazci najit 86tznychdtvetic, jejichz sodetcini 34. Byl to prvni magickgtverec, ktery
se v Evrop objevil a je moZné jej najit na obraze A. Direraku 1514. Malii se dokonce
poddilo tento letopdet doctverce vkomponovat.

16| 3 | 2| 13
5110|11]| 8
96| 7] 12
4 (1514 | 1

Priklad 12. 9 Jak chytfe chybovat

Matematikoveé jsodasto velmi obeztni lidé, jak nam dokazuje i tato historka: asbron
fyzik a matematik se vydali vlakem do Skotska al@&patili oknem venku na pokernou
ovci. ,Zajimavé“, povida astronom, ,skotské ovaeugerné!* Fyzik, pokud udiven,

op&i: ,,Chtél jste snadici, Ze rekteréskotské ovce jsoterné?“ Ale matematikovi se i tento
vyrok zda powkud ukvapeny: ,Myslim, Ze vy oba jste &httici, Ze existuje nejmérjedna
skotska ovce, kterd je alespp jedné stranyernd.”
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Piiklad 12. 10 Sazka

Chcete svého kamaradieznameého fekvapit nevsednimi schopnostmi? Uiete s nim

sazku, ze kdyz napise libovolné trojmistigo, tak vy ped toto¢islo nebo za toteislo
pripiSete jiné trojmistnéislo, gicemz vyhraje on vifpack, Ze takto vzniklé Sestimistréslo
nebude beze zbytkiElitelné cislem 37, anebo naopak vyhrajete vy, pokud totorsesné
¢islo ctlitelné 37 bude. MozZna se vam na prvni pohled zd&, jistotou prohrajete, ale pravy
opak je pravdou. Jak tedy na vyhru? Poté, co vaytay scli své trofisli, tak vzdy pipiste

to sveé tak, aby s@et vaseho a jeho tr@gli byl rovencistim 111, 222, 333, 444, 555, 666,
777, 888 nebo 999. Mate tedy na ¥ylKdyz nap. dotyny napiseislo 425, vy nizete

zvolit ¢islo 241, protoze 425 + 241 = 666 nebizete fipsat i 352, protoze 425 + 352 = 777
apod. Na ostatni moznosti a1z sami pijdete.

Priklad 12. 11 Egyptsk&isla

Egyptsk&isla se hodila ke¢gtani a odeitani, ale nasobit se s nimi nedalo.

Z toho divodu Egypané vymysleli geniélni Zgob nasobeni. Jakmile se tento trik ditay
muzete jej také pouzivat: chceme hagdét, kolik je 13x23. K tomu jefeba si vytvéit dva
sloupcetisel. Do levého napiste 1, 2, 4 atd. (vZdy dvojbékgiredchozihaisla), ale
negresahite nami v pikladu poZzadovany nasobek 13. Pravy sloupénéta druhymeislem
(v tomto gipadt 23) a postuphijej ndsobte ddma, dokud v obou sloupcich nebude stejny
pocetcisel. Vlevo dostanete séet 13 pouze jednim #pobem (8 + 4 + 1); ostatdiisla

vvvvv

Ukazka 13 x 23

1 23

2 46 (prav tato d ¢isla jsou Skrtnuta)
4 92
8 184

vysledek 13 299

Piiklad 12. 12 Rimska¢&isla

Rimskécisla byla pouZivana Evropany po celych 2000 étemz i dnes je mozné je wid
nag. na cifernich hodinach, ve jménech panovrikna titulcich jako roky vzniku film
zejména do obdobi 80. let 20. stoleti a &élderych domech (rok stavby).

Maly tahak pro fipad, Ze neznatémskeécislice: 1=1,11=2,11=3,IV =4,V =5, VI 6,
VII=7,VIIl=8,IX=9, X=10, L =50,C =100) =500, M = 1000.

Velkym problémentimskychcisel vSak bylo jejich nasobeni. Zde je ukazka tgddopylo
slozité vynasobit nap123x165:
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CXXII

CLXV
D LL VWV
M cc XXX
MMMMM DD LLL
MMMMMMMMMMMM ccc

MMMMMMMMMMMMMMMMMM DDD CCCCC LLLLL XXX VWV

ccecec L XXXX v

DDDD
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMCCLXXXXV (vysledek je tedy 20 295)

Priklad 12. 13 Zapalky 1

Ze zpalek si sestavte tyto nespravneé rovnodemistnim jedné zapalky vytite spravny
vyraz (C sestavte zé zapalek 2 vodorovna jednu svisle):

a)X+V=IV
byL+L=L

) X1+ IX = Ii

d) X = VIl =1l

e) VI — VI = X

f) XXII = IV = XXV
g) IX=IX=V

h) XV + XV = |

i) XIV = V = XX
D) VIIL+ IV = XVII

Priklad 12. 14 Zapalky 2

a) SloZte ze 7 zapalek dle obrazku rovnost, ktepdati. Remistnim jedné zapalky z ni
uctlejte rovnost.
VIl =1

b) Ze sedmi z4palek vytvie zlomek%. Premistnim jedné zapalky vytite zIomeké.

Vi

c) Premistnim pouhych 3 zapalek vznikne rovnice naprostowsgraCisla si slozte ze
zapalek stefhjak se zobrazuji na kalkuiee.)
332 972

274 824

d) Vytvoite se zapalekislo dle obrazku aipmisténim dvou zapalek ho zhite na 2000.
1414
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Piiklad 12. 15 Park

Muz bydli nedaleko kruhového parku. Obejit ho ve&rsnnodinovych rdicek mu trva
1 hodinu a 20 minut, ale ofgaym snérem pouhych 80 minut. P¥@

Piiklad 12. 16 Ruce

Obra’te pravou ruku dlani vZinu a sevete ji v @st tak, abyste neth ani jeden prst

vzty¢eny. Tato pozice ruky bude znamediato nula. Nyni vztyte palec, ktery bude
znamenatislo 1. Palec zastie a vztgte misto & ukazovak. Hodnota tohoto prstu nebude
pro tentokrat jedna, ale 2, protoze je druhy kapé Pokud schovate ukazde# zpgt

a vytricite prostedniek, tak to nebude znamenat na prvni pohled logitimku, protoze

¢islo 3 nam je schopen vytkiovytréeny palec s ukazovkem dohromady (1 + 2 = 3).

Novy prst tedy pouzijeme pouze tehdy, kdyZ to boelgbytré nutné. Pokud tedy budeme
chtit znazornit prstyislo 4, v tomto fipact uz nam palec s ukazovakemcgtaebude,

a proto teprve nyni pibujeme dalSi prst. Pidslo 4 musime tedy vyiit palec

a prostedntek (1 + 3 = 4). Prdje tento neobvykly zisob pa@itanicisel na prstech lepsi, nez
nam znamy, tedy Ze jeden prst se rovna sféle 1? Protozeiptomto neobvyklém, avSak
logickém zfiisobu je mozné sgdat pomoci vSech deseti prsta obou rukach mnohem vyssi
hodnotucisel, nez fi bézné Uvaze, Ze jeden prst se rovisdo jedna.

Nyni mate za ukol ukdzat pomoci grstsla 11, 12, 13, 14, 15, a 16.

Priklad 12. 17

Je mozno za 5 vitim vynasobittislo 105 263 157 894 736 842&iva? A je moznéislo
1 034 482 758 620 689 655 172 413 793 vynastdntif? Jak je to mozné zvladnout?

Piiklad 12. 18

Postavte si na Sachovnici jezdce (Koatrekrete, respektive spdtejte, kolik tiznych tali
muze udlat. Poté udejte totéz s damou.

Piiklad 12. 19

Josef se snazi@mistit Sachoveho kére levého dolniho rohu Sachovnice al do pravého
horniho rohu h8 tak, abyik pii premig’ovani proSel kazdym polem Sachovnice prav
jednou. Zatim se mu to na@laRozeberte Ulohu teoreticky a vytete mu, jak to je.

Priklad 12. 20

a) Existuje celkem 4 86@znych moznosti, jak na Sachovnici rozestavit Sdu@h tak, aby
ovladaly vSechna pole. Najg aspé 2 moznosti.

b) Pokuste se rozestavit na Sachovnici osm kraltaleraby se navzdjem neohrozovaly (tak,
aby kazda stala na jiném sloupci, jinédku a jiné uhloficce).

Priklad 12. 21

Nasobime-Igislo 15 873 nasobksisla 7 mensimi nez 70, (7, 14, 21, 28, 35, 4256963)
dostaneme s@iny slozené vzdy ze stejnyeislic. Nag. 15 873 - 35 = 555 555. Vydlete
pro¢ tomu tak je.
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Priklad 12. 22 Objem broki

Po probrani tiva o kouli ginesl witel do #idy v pallitrovém kalibrovaném poharu lovecke
broky. Dal tlohu vypgitat objem destky, kterou je mozno z¢thto broki ulit. PilngjSi Z&ci
si prali ihned se pustit do praceijgemz chili odmerit pramér kazdé kukky, aby mohli
vypotitat objem. Nerdi vSak k tomu vhodné #iiici zaizeni. Nekteti navrhovali kuléky
zvazit a jejich vahudit mérnou hmotnosti olova, neb&ulicky byly praw z olova. Nenili
vSak ani vahu, ani neznaligntmou hmotnost olova. NaSel se vSak mezi nimi Zédyknavrhl,
jak je mozné bez vah a bezimni pameéru kulicek rychle a fesre urcit objem vSech kudiek.
Co tento zak navrhoval?

Piiklad 12. 23 Kuli tky

Do krabtky dejte 8 Zlutych, 6 modrych acgrvenych kultek, které promichejte a vytakte
2 z nich. Jakou barvu budou mit? Stoproc&tdnedét nemizeme, ale co je
nejpravépodobrEjsi? Ze by Zluta? Nebo snad modfigdokonceservena? Napiste si &jtip,
ktera kultka se objevi nejpra¥godobrji, kterd bude na druhém, a ktera budeigtim
misg ve stupnici pravépodobnosti. Poté prodiee 100 pokus s promichavanim

a vytahovanim dvou kuiek a zapisujte si pbézné vysledky. Samadegjmeé nezapomite vzdy
oh¢ vytazené kuliky vratit zpst, protoze vypoet prav@dpodobnosti musi vychazet vzdy ze
stejného pé&tu kulicek. Misto kuléek je mozné zvolit si jiny, pro vas eventuatostupgjsi
prednt - predstavivosti se meze nekladou. Nakonec si s kaldfite, jak se vas tip

o prav@podobnosti té které vytazené barvy shodoval stoeali

Piiklad 12. 24 Ruleta

Je mozné, abyipdvou pokusech rozteni rulety bylo stejasudych i lichych vysledi® A je
jisté, Ze pi dvou rozt@enich bude stefnsudych i lichych vysledk? A treti otazka zni, zda-li
je jisté, nebo nemozné, aby bylo stelichych i sudych vysledk kdyz roztd@ite ruletu 3x,
4x a 5x. Pokud mate moznost, vyzkouSejte siitm@, v op&ném gipact prodiskutujte
moznosti se svymi kamaradyznamymi.

Priklad 12. 25 Penize

Dejte dohromady 10 minci, nagednokorunovych a vyhtie je do vzduchu tak, aby spadly
blizko u vas. Poté se podivejte, kolik z korunlpedaenycktislici nahoru a kolik z nich
naopak znakem nahoru. Spadlg¢aa jednu stranu a osm na druhou? Nebcllg#ina jedné
a Sest na druhé stiehCi dopadly zcela jinak? Zapiste si vas vysledek sk odhadnout,
zda-li je @i vétSim patu hodi vysSi pravdpodobnost to, Ze spadne 6x znak &ikce

(¢i naopak, na tom nyni nezalezi), anebo zda-li g&gipodobrEjSi, Ze spadne 5x znak

a 5x¢islice. Po vaSem tipu si vyzkouSejte hodit minceayy. 20x a poté si porovnejte realny
vysledek niZze nastat, nez ipad, Ze vytrvate a hodite mincemi aleg®0x. Vysledek je
mozny pokrailejSimi studenty i spitat, a to pomodieorie pravdpodobnostil v tomto
piipack plati, Zecim mensi bude get hodi, tim vice se bude liit vygteny vysledek od
realného, &im bude hod naopak vice, tim podobjsi bude tento vysledek s nasim
vypoctem.

Po provedeném ukolu s pim, u kterého zjistite, Zetfipad 5 + 5 je vice pra¥godobny, nez

piipad 6 + 4 neboifpad 4 + 6 (ovSem brano kazdy zvlaSavsak pipad, Ze od jednoho
druhu, & uz znaku nebgislice padne 6 a od druhého 4, uz je péaedobrjsi nez pipad
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5 + 5. A nyni — co myslite, bude tomu tak i tehgyhodite-li mince postugnjednu po druhé
a ne jako pedtim vSechny najednou. Vysledek si zjfistsami provedenim tohoto nového
akolu.

Priklad 12. 26 Narozeny

zeptejte se kohokoliv, kolikatym narozenymetéim v rodirg byl. Co myslite, je
pravdEpodobrjsi, Ze vysledek jeho 8kkni bude sudy, nebo lichy? Ano spréyvmalezi na
poctu jeho sourozerig pokud bude v rodihnag. jedno, fi nebo @t déti, bude ¢tsi
praveEpodobnost lichého vysledku, avSakipact dvoudi ¢tyr déti v rodiné bude
pravdpodobnost sudého a lichého vysledku stejna.

Priklad 12. 27 V prvni ¥idé

Na zakladni Skole..iijde takhle witelka do prvnittidy a pta se: "Tak, &, uz jste gjakou tu
hodinu matematiky &y, tak mi po¥zte, kolikpak je 2 + 1" ... ticho, nikdo se nehlasiile
déti, nectlejte mi ostudu” ... jedna hoitka se tedy phlasi a povida: "No, ja teda nevim,
kolik to je, ale wité vim, Ze je to to sameé jako 1 + 2, protoZidni je komutativni operace
na €lese realnycktisel..."

Priklad 12. 28 Derivace

Jednou takhle vtrhne nastvan&iza derivace do hospody, kam chodivaj funkce..yRainy
rychle vypadnou, ostatni funkce taky dostanou bteaklickj se ji z cesty, jeg” tam Zistane
sedt...Derivace se radli, a zave: ,A co ty, ty se mt nebojis?“ No, & v klidu prohlasi: ,J&
jsem frecee’, samorejme ze sed nebojim.“ A ta derivace prohlasi: "No jo, jenonj@gsem
dneska nasrana, a derivuju pogi&!

Priklad 12. 29 Zamilovani matfyzaci

Dva zamilovani matfyzaci lezi na koleji v postykcekoro usinaji. Divka ¢ae svého
drahého hladit po t¥&ce a ®zr¢ zaSepta: "Miléku, mysli$ na to, na co myslim j4?"
"Ano, zlaticko." nakloni se ji k uchu chlapec.

"A kolik ti to vyslo?"

Priklad 12. 30 Pivodce verpaného matfyzaka hlaskami ednasejicich

Co si mysli, kdyZikaji:

"Je to jasné" - nechce se mi psat tu hroznou spaonstikroki

"Je to trivialni" - kdybych vam #h ukazovat, jak jsem k tomu doSel, tak byste tooobppili
"Je to Zejmé" - dikaz ma alespotti stranky

"Doma si jist snadno dopitate..." - jak se to viastrdéla?

"Tohle si oite sami..." - tahlgast dikazu je tak dlouha a nudnd, Ze je na to mitso
Skoda

"Mam pro vas malou napésu” - je rékolik zpasohi, jak to dokazat. Tohle je gatek toho
nejslozigjsiho

"je to podobné, jako v minuléntipact” - alespa jedentadek dikazu je stejny jako

v minulém dikazu

"aZz na par matkosti je vas tlkaz v pgadku" - na vaSemuittazu neniZzu najit nic Spatného,
vyjma toho, Ze by to nefungovalo, kdyby x byl jedemésiai Jupitera (popularni hla¥n
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v aplikované matematice)
"probereme to jen stén¢" - je to slozité, ale uz jsemdasovém skluzu, takze jim to ukazu
vSechno, ale budu présmnluvit a psét rychleji.

Piiklad 12. 31

Prijde nekoneény patet matematik do baru.

Prvni matematik: ,Dam si pivo."

Druhy matematik: ,Dam sii piva“

Treti matematik: ,Dam sitvrt piva.”

Barman to nevydrzi: ,Vy jste ale banda hlbfcA natcci jim dvé piva.

Priklad 12. 32

Prijde matfyzak do fotolabu a zadava zakézku.
Prodavé se ho zepta:.dewt krat tfinact?*
Matfyzak odpovi: 117, pr@® se ptate?

Priklad 12. 33 Matematik, pravnik a doktor se bavizda je lepSi mit manzelku nebo

milenku.
Pravnik
iika, Ze lepsi je milenka, protoZe rozvod d& praci.

Doktor

fika, Ze lepsSi je manZzelka, protoZze pomaha sniRivexd.
Matematik

iika, Ze lepsi je mit manZelku i milenku,

protoZze manzelka si bude myslet, Ze je u milenky,

milenka si bude myslet, ze je u manzelky, ...
a on si bude moci v klidustht néjakou matematiku :-)

Priklad 12. 34 Odpo¥di na otazku, kolik je 2-2 ?

(student 1. réniku): 4, bez pemysleni

(student 2. réniku): 4, gesrE, po chvilce pemysleni

(student 3. réniku): vezme kalkukku, zm&kne par tlaitek a odpovi 4

(student 4. réniku): napiSe program se stdky, odladi jej, spusti a odpovi 00
(student 5. réniku): navrhne novy programovaci jazyk, ktery jegjatvaeny na takové
ulohy, implementuje jej, napiSe program, spustajefpovi : 4 , ale pochybuju, Ze jsetera
v noci odladil vSechny chyby ...

(student ped statnicemi): pk&e : "Pra si myslite, Ze musim znat vSechny ty zavSivené

konstanty zpawti!"
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13. ReSeni rkterych p¥ikladi

Pr. 1.1Jednoduché vyrokyA bude hrat”, B bude hrat”, ... ozndme pismenw, B, ... A
slovni text pevedeme do jazyka vyrokove logiky. Dégpne k za¥ru, ZefeSenim je nalezeni
vSech usptadanych ptic pravdivostnich hodnot jednotlivych vynbld, B, C, D, E,pro které

jsou pravdivé vyrokové formulbA = B),[E = (AOB)],(BOC) ,(C - D),(DOE). Nyni

sestrojime tabulku, v jejiZ lewésti napiSeme vech 32 2ispdadanych ptic vyroki A, B,
C, D, E Do zahlavi sloupcnapiSeme vyrokové formule a pak tabulku vyplnime.

AlB|[C|D|E|(ADB) | (BOC)| (A=B) | [E= (AOB] (B0C) (c - D) | (DOE)
111 1] 1 1 1 1 1 0 Dale nevyplujeme
0o[1/0/ 0] 0 o0 0 1 1 1 1 0
0/0] 1] 1] 1 0 0 1 0 Dale nevyplujeme
ofol1] 1[0 0 o [ 1 [ 1 [ 1 [ 1 [ 1 |
0/ojo[ ol o o 0 1 1 1 1 0

Vyrokové formule jsou vSechny sgéasré pravdivé jen fi uspdaadané ptici pravdivostnich
hodnot (0, 0, 1, 1, 0) vyrak(A, B, C, D, B, vyplyva z toho, Ze vyrokf, D, E jsou

nepravdivé a vyrokZ, D jsou pravdive, neboli na led byehtrenér vyslat hrée C aD.
PF. 1.20 tom, ktera z uchazek byla fijata, nelze rozhodnout. Text inzeratu neni

jednoznény. Fipousti dvoji vyklad vyjateny vyrokovymi formulemi(AD B) 0C a
A D(B DC), kde vyrokA = ,mé stedoSkolské vz#lani“, vyrok B = ,ma 5 let praxi®, vyrok
C = ,ovlada tsnopis”, tedy podle tabulky splji podminky inzeratu vSechni tichazegky.

AlB|C| (aOB)OC | AO(BOC)
0l1]1 1 11/01 1
1[1]0 1 00[11 0
1/o0]o0 1 0011 o0

Pr. 1.30zn&eni vyroki: A = ,A nehodu zavinil“B = ,B nehodu zavinil“*C = ,,C nehodu

zavinil* a vyrokové formule: aj

BOC),b)(C=A),c)(A=B),d) (B=C).

AlB|C|C|(BOC)|(c=>A)| (A=>B) | (B=C)
1[1[1] o] 1 1 1 0
1[1]of[1] 1 1 1 1
1]o[1] o] 1 1 0 1
1/o]lo[ 1] o 1 0 1
o/1[1] o] 1 0 1 0
oj1]o[1] 1 1 1 1
ojo[1] 0] 1 0 1 1
ofo[o] 1] o 1 1 1

Reseni naleznemerédcich, kde maji vdechny vyrokové formule a) —rdyvdivostni hodnotu
1. PlatitedyA=1,B=1,C=0adalA =0,B =1,C =0. Tak tedy nehodu zaviridi¢ B
bud’ sdm nebo #dicemA.
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PF. 1.4 a)Kdyby A vidél na hlavactB, Cbilé klobouky, okamzéby mohl prohlasit, Ze ma
cerny klobouk, protoze bilé klobouky byly jen dvde/Arotoze, jak je uvedeno v textu, chvili
uvazoval A dva bilé klobouky B, Cnevicl. b) UvaZzujme mozZnost, Z& vidél u B cerny
klobouk a u C bily klobouk. V tomtafpact uvazovalA takto:*“Kdyby nel bily klobouk, pak
by b vicl dva klobouky bilé a mohl by okam&iprohlasit, Zze méerny klobouk. ProtozB
mi¢i, bily klobouk nemam, a proto marerny.c) Uvazujme moznost, Z&vidéluBi C

cerné klobouky. V tomtoifipact uvazovalA takto: ,Kdybych nél bily klobouk, pak byB
neboC mohl usuzovat stefnjako ja v gedchozi Uvaze, ale protoze obainbily klobouk
nemam a manserny klobouk.* Uvaha mudrcg, Ze mé&serny klobouk byla spravna.

Pr. 2.110 korun nikam nezmizelo, protozZe jelia postupovat nasledavr800 K& (pavodni
cena) — 30 K (vraceny peplatek) = 270 K (dohromady zaplatili) a jelikoz &h platit jen 250
K¢ a ne 270 K, proto €ch 20 K (spropitné) odéteme a ziskame tu cenu, kterodlim
dooporavdy platit, tedy 250K Zadani je tedy Spatné proto, Ze je‘ploa okch 20 K&

odeiist a ne ficist, jak je tomu nespragrv zadani.

PF. 2.2Chyba je v tom, Zetpdélenicislem jsme nezemili znak nerovnosti, &oli je
zaporng&islo. Vime, Ze nasobime-li nebdlidne-li nerovnost zapornyrislem, musi se znak
nerovnosti zminit na opény, tedy 2 < 3.

Pr. 2.3Dle predpokladu je vyrazx(— 2) roven nule, proto jim nelzgld.

PF. 3.1Sestavte si tabulku dle zadanych informaci — Fepésmena, zleva ésta —

a ozn&ujte si nejen zadané, ale i z nich vyplyvajici écaj protdA je z Trertina,

K z BratislavyR z Levice,O je z KomarnaP je z Hlohovce & je z Nitry; z toho vyplyva, Ze
A aF jsou lékd, P aK jsou witelé,RaO jsou inzeny.

Pr. 3.2Z 90 lidi, kte&i umeli némecky, francouzsky, neb@mecky i francouzsky, usho 75
lidi némecky; proto 15 neovladalo tento jazyk a 7 osoly rezlinglo francouzsky;

15 +7 =22, 90 — 22 = 68. Dva jazyky ovladalo i6i. |

Pr. 3.34, picemz kazdy zastupce ziskal jednoho studenta; jedederst se naghlasi nikam.
PF.3.40d nejvyssi tvrdostiA, B, C, D

Pi.3.54 (15-3=12; 10+6=16; 16-12=4)

Pr.4.1viz obr. srdce,
ﬁ\/\ P¥.4.2 Hledana rovnice jg = x (x — 1) =x* —x.
Jedna se o kvadratickou funkgi= 3 006 — 3000,
y =9 000 000 — 3 00¢,= 8 997 000 slovnik
Pr.4.3y = 20 X =20
X X
lomenou funkci (nefima zavislost). Z daného
vztahu vyplyva, z¢im vice telefonnich hovér

uskut&nime, tim méa za jednotlivé hovory
zaplatime.

+1 K¢. Jedna se o linearni

Pr. 4.4

Rychlost je maximalni zhruba v polo¥iadvihu proo=9¢°
Maximalni uhlova rychlost

a=27nn

w= 2.71.13000/60
w=136Ykad/s
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Maximalni rychlost pistu
v=r.a(sing + 24 sin2a)

v=002441361sin7+ 1 022sin2.”
2 2 2

v=332m/s
40
30 //\\
20
E 10
2 \
‘g 0 T T T T T T T T T T
g 30 60 90 120 150 1%210 240 270 300 330 0
< -10
S \ /
x
-20 \ /
-30
~~—_—
-40
Uhel Kliky [ °]
Pr.4.5
1)

y = 429x% + 7931x - 738
y = 429525 + 7931525- 738
y =52724N

2) Maximalni chyba sninda dle vyrobce je1%.1000N =10N . Odchylka zobrazené hodnoty
od etalonové zéfe je 8,5N, coz je mémez maximalni udavana chyba. Snémaghovuje
specifikaci.

PF. 5.1DK: 1. krok: Rekréme, Ze ¥t3i z obowisel ma desitkovy zapss b, ¢ Pak je toto
¢islo rovno vyrazu 1080+ 10b + c a po evraceni a odg¢eni obdrzime 100+ 10b + ¢ —
(10Cc + 10b + a), coz je1l00a + 10b + ¢ —100c -10b—a =99 -99% =99 @ - 9. Protozea
acjsou cel&isla, vyplyvéa odtud, Ze po prvnim kroku dostanerdywejaky nasobekisla
909.

2. krok: Trojciferné nasobksisla 99 jsou 198, 297, 396, 495, 594, 693, 7981a Ra prvni
pohled vidime, Ze sétem prvniho aretiho desetinnéhgisla je vzdy 9. Takze kdyz

k vyslednémuislu pictemecislo prevracené, dostaneme destovek z prvniclislic, dewt
jednotek zeittich¢islic a dvakrat devadesat

z prostednicheislic, coz dohromady dava 900 + 9 + 180 = 1089

PF. 5.2100.

Pi. 5.3 a)2,b) 12.

PF. 5.4Myslenécislo =x; podily, které vzniknoudenimgislax ¢isly 3, 4, 5 oznéme
pismenya, b, ¢ a zbytky jakary, r, r3; plati, Zzex =3a + ry, x=4b + r,, X=5C + r3; Z tohor;
=X-3a;r,=Xx-4b; r3 = x - 5c. DosadimeS=40r; + 45,+36r3= 40 - 3a) + 45 - 4b) +
36(x -5¢) = 121x - 1208 - 18M - 18Cc. Cinitele 40, 45, 36 jsme vybrali tak, aby vsichni
stitanci algebraického soétw byli beze zbytku ditelni 60, krong 121x. Pokud tentd@len
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délime 60, dostaneme zbytek, ktery se rovna myslergshux. Nag:.: kdyZ je myslenéislo
14; prvni zbytek je 2, druhé téz 2iatt 4. (1= 2,r,=2,r3=4).S=40-2 + 45-2 + 36-4 = 314,
314 : 60 =5 a zbytek je 14.

PF. 5.5 Prvnicislo jex, druhéy; tedyy + 99 -x; protoZex neni ¥tSi nez 50  lezi mezi 51 a
99 nenicisloy + 99 —x mensi nez 100, ale neni agtsi nez 199. Je to tudiz vzdy trojmistné
¢islo a jeho prvnéislice je 1. PeSkrtnutim jedriky se tak&islo zmenSi o 100; proto druhy
vykon vede Kislu y + 99 — 100 + 1 3 - x; z tohoy - (y - X = x dava vysledek.

Pr. 5.6 Bylo pouzito 9 jednocifernyctisel (9¢islic), 90 dvojcifernych (tj. 186islic) a 399
trojcifernych (tj. 119%islic); celkem se pouzilo 9 + 180 + 1197 = 138&8ic; ¢islice nula pi
zapisu jednocifernycbisel se nevyskytuje, ale bylaba u 9 dvojcifernychisel, u
trojcifernych vezmeme nejive ¢isla mensi nez 110 = 11 nul, dat&si nez 109 a mensi nez
200 = dalSich 9 nul. K napsani vSech trojcifern§isel mensich nez 500 jieeba

4-(11 + 9) = 80 nul. Celkovy pet hledanych nul je tedy 9 + 80 = 89.

Pr. 5.7Karel dal Ferdovi 4 housky a Jozka 1 housku =>¢&5K = 3Kg; 4 x 3 = 12K;;

1x3 =3 K.

Pr. 5.8V¢ely musi na 1 kg medu nasbirat 2,77 kg nektaru.

Pr. 5.9Jestlize za podstatn@dst posledniie pokladame posrt mezi matinym podilemm
a synovym podilers a dale mezi mainym podilem a dagnym podilemd, vyplyva z toho,
Ze dcera ma dostat dvakrat menSi podil nez matkazase dvakrat®Si nez matka. Edictvi
je treba rozdlit na 7 dili, z nichz 2 dily ipadnou matce, 4 dily synovi a 1 dil éicdiné
stanovisko: manzel ckitnechat Ze# alespd 1/3 majetku, zatimco podlégaichoziho
vykladu dostala jen 2/7. Syn a dcera si maji &bizd/3 z celého majetku v pasru 4 : 1.

Syn tedy dostane (2/15)-4 = 8/15 a dcera (2/15pM5 celého majetku. Z&¥ nebyla
formulovana dostate¢ jasre diky €mto dwma variantam.

Pr. 5.104,5 tuny, coz je vaha asi 9 hyko pil tung.

Pr. 5.1140 000 | tekutin, coZ je asi 3 508der 0 12 I.

Pr. 5.1228/5 x 28/5 x 28/5 se rovha asi 175, proto jedtoopi vejce se rovna téidvéma
stim slepé&ich; jednim takovym 8-9 kilovym vejcem by se ndsytémei 100 lidi.

Pr. 5.13Cena obuvi se sklada z vyrobni ceny a zisku; sihizeny znamena snizeni zisku;
kdyz 15 % ceny fedstavuje 3/5 zisku, bylipodni zisk 25 % ceny.

PF. 5.140,86 h = 51,6 min = 3096s; 3096s — 366kani = 2736 s; imérnou rychlost tedy
spaiitame vyalenim drahytasem 45600m : 2376s = 16 a 2/3 m/s.

Pr. 5.15Neucita rovnice: k + 5)x = 4y — 1, prava strana je pro kazgléislo liché, leva strana
je v3ak pro kazd ¢islo sudé. Uloha tady ndrbe mitieSeni.

Pr. 5.1630 ostpu a 8 disk.

Pr. 5.175% dni nebylo chladno, 15% dni neprselo, 25% dhylloezamrégeno a 35% dni
bylo vétrno; tedy 5+15+25+35 = 80 %, a proto vidime, é@stava jen 20% dni, kdy bylo
souwasre chladno, zamkgeno, bezutii a prselo.

Pr. 5.1855.

PF. 5.1975 sekund.

PF. 5.20465.

Pi. 5.2120.

Pr. 5.22dw¢ tretiny.

Pi. 5.2355.

PF. 5.2463.

PF. 5.257 chlapd.

Pr. 6.1a) Ozn&me paet divekn, nON . Pak pdet chlapé je 1. Dale ozname paet
bodi ziskanych divkami v partiich s chlapgikde x = 0. Patet bodi ziskanych chlapci

v partiich s divkami je tedy 0. n—x = 10n? —x. Paset v&ech usp@danych dvojic
vytvorenych zn divek je vyjaden sodinemn(n — 1). ProtoZe v partiich nezalezi naamti
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divek, je pget vSech partii sehranych mewilivkami .Toto¢islo je zarove pocet

n(n-1)
2

bodi ziskanych ve vzajemnych partiich divek mezi sePamalob® pocet bodi, které ziskali
chlapci ve vzajemnych partiich mezi sebou, se rgaitu partii mezi chlapci,

| 10n(10n-1) 10n(10n-1) n(n-1)

t] . Dle zadani pIaUT +10n° —x=45 EET + x}. Rovnici

vynasobime déma a dostaneme 180-10n -2x = 4,50 — 4,51 + %; 115,5° — 5,51 = 11x;
10,57° - 0,5 = x; %(Zln2 - n) = X. Sowasre plati, Ze poet bodi ziskanych chlapci v partiich
s divkami je nezapornéslo 1 —x > 0, odtudx < 10n>. Dosazenim zaz predchoziho

vypostu ziskame nerovnic%(Zln2 - n)lenz, odtud%n2 s%n - n*<n, ti. nO(0D).

Vzhledem k tomu, Ze[O N, vyhovuje podmincen D<01> jenn=1a z% (2]112 - n) =X pro

n =1 dostaneme = 10. ZkouSka: Pokud bylo na turnaji jen&vék, vSech deset baanohlo
ziskat jen v partiich s chlapci. Chld@poylo desetkrét vice, tj. 10. Tzn., Z&vde porazilo
vSechny chlapce a Ze chlapci ziskali body jen Zgevanych partiich mezi sebou, kterych
bylo &2[9 = 45. Chlapci ziskali doopravdy 4,5krat vice liatez @dvcata. Odpowd’: Turnaje
se z@astnilo 1 dv¢e a ziskalo 10 badb) Vime, Ze dvée porazilo vSechny chlapce,
tj. vSechny zbyvajici dastniky turnaje. Je tedy ¥em turnaje.

PF. 6.2Je vysSi nez 600K

Pr. 6.3Alespai 4

PF. 6.4x > 50

PF. 6.5nejvyse 10 rssial

PF. 6.6vzdalenosk uvazovaného mista od migayhovuje podmince

0<x< M (km)

20C

P¥. 7.1Rychlost turistw = x km - K ; doba, za kterou posel dohonil turistay h. Do
okamziku setkani urazil turista, ktery vysaitert hodiny dive nez posel, dréh%rx+ XY.

Jestlize posel dohonil turistu, musel za ddbty h urazit stejnou drahufiRychlosti 5km -
h™* urazil drahu §. Porovnanim uvedenydiiselnych hodnot drah dostaneme rovnici

%x+ Xy = 5y. P¥i zpateni cest musel posel urazit stejnou drahu, tj. drahu délky km. Ri

stejné rychlosti 5km -“hk tomu poteboval zase dobu=y h. Turista za tuto dobu ugel
zbytek drahy k zamku. Ret km této drahy jey. Sowet obou drah jeizjmé 9 km. Pro
¢iselné hodnoty tak ziskame druhou rovnigi:+5xy = 9. MameteSit soustavu rovnic

%x+ xy=5y (l.)

By + xy=9 (Il.) s neznamymi, yOR™ Ze (lI.) vyjadimey, (lll.) y =—5_? » @
X
9x 45

S5+Xx S5+X
s kaenyx; = 4,x%, = -45. Jelikoz -45]1 R", korenx, nevyhovuje zadani Glohy. Pxc= 4

. Po Upra¥ ziskame rovnici® + 41x — 180 = 0

dosadime ji do (I.)%x+
vychazi z (lll.)y = 1. ZkousSka: za% h urazi turistaip rychlosti 4km - H drahu 5 km. To
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odpovida draze , kterou posel urazil za 1 hodifuyphlosti 5km - H. Posel se vratil i do
hotelu ( urazil zase 5 km za 1 hodinu). Za tutéiudarazil turista drahu 4 km, dostal se tedy
k zamku. Odposd’: Turista el rychlosti 4km “fa posel ho dohonil za 1 hodinu.

P¥. 7.20zname pivodni pa@et litra vina v prvnim sudwu a v druhém sudy, x, yOR™.
Tabulka:

Stav vina v litrech v lids Vv 2. sudu
Patateni X y

Po 1. peliti X—y y2

Po 2. peliti 2EY) y2 (X—1Y)
Po 3. peliti 2=y -[2y—x—-Y] 2[2— x —y]
Po 3. peliti je v sudech po 160 | vina, plati tedy:

2X—-yY—-[y—x—y] =160 (l.) - X-5=160

2[2y— (x—y] =160 (I1.), po Uprav —» -2x+ 6y = 160

Prvni rovnici ndsobime 2, druhou 3 &ts@im rovnic dostanemey & 800, odtud/ = 100.
Dosadime y = 100 do rovnice 3 5y = 160 a vypoéteme, zex = 220. O¥time, zda vyp&tené
Udaje vyhovuji podminkam ulohy (dosadime do tabukyyhovuji. Odpov¥d’: Na paatku
bylo v prvnim sudu 220 litra v druhém sudu 100 litvina.

Pr. 7.31) rovnice: X + 2y = 105 2) rovnice 2+ 5y = 52,5;feSime soustavu rovnic:

1) vyndsobime minus dma, 2) vynasobimesf =>1) -1k - 4y = -210 a

2) 1x + 25/ = 262,5;

21y =52,5 =>y = 2,5;x = (105 -3))/5 = (105 — 5)/5 = 20. Tedy barva z velké plechostai
na 20 n plochy a barva z malé plechovky&taa 2,5 M.

Pr. 7.4Pepik ma v koSiku hub, d¢deiek ma v koSiky hub. D¢detek nalezne na pasece

X — 2 hub, Pepik nalezixe- 1 hub. =>(Ix + x—1 =y +x—2 => (I)x— 1 =y — 2; Dale vime,
Ze kdyby @detek nalezl (Il)x— 2 + 7 hub = 2( dvojnasobek hub co¢hPepik v kosiku) =>
x =5 =>vratime se k (Il) a dosadimexzgétku: 5 — 1 =y — 2 =>y = 6. Nyni vyp@teme,
kolik ma kazdy v koSiku, dosadime do (I): 5+5=8+5—-2 =>9 =9, Kazdy donesl|
domi 9 hub, tedy celkem jich dairdonesli 18.

Pr. 7.5() 5x + 4y = X + 2y — 60, (I)x =y — 3. Dosadime do (I): 5(y —3) +4y=9(y - 3) +
2y —-60=>9y—-15=11y-27-60=>2y =72 =36; (ll) x = 36 — 3 = 33.V malém
pokoji tedy protopim za den 33 kg uhli a va velk&rkg uhli. KdyZ budu topit v obou
pokojich 7 dni, protopim: 7 krat 33 kg + 7 kratik®puhli = 231 + 252 = 483 kg uhli.

Pr. 8.133

Pir. 9.224=1x2x3x%4.

Pr. 9.3Jde o aritmetickou posloupnost, jejiz prilein jea; = x a diferenced = 1,5. Potom
piedpis pron-ty ¢len jea, = x + (n - 1)1,5. Nas zajima patnactien, ktery jex+ 14 - 1,5 =

X + 21.Vime, Ze patnactjen je osmi nasobkem prvnihoiZeme tedy sestavit rovnici:
x+21=&; 21 =% x=3.Stdi sourozent tedy je: 3; 4,5; 6; 7,5; 9; 10,5; 12; 13,5; 15;
16,5; 18; 19,5; 21; 22,5; 24 let.

Pr. 9.4Jedna se o aritmetickou posloupnost s pruiiémema; = 8 a diferenct = -1. Pak

v posledniad n = 6 jsou celkenag = a; + 5d = 8 + 5(-1) = 3 roury a gt vSech rour je

Ss=ay+tap+.. +a= g(a1+a6)=g(8+3)=33.
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. I - U . vl .1
P¥. 9.5Musime si usdomit, Ze obsah nejtsihoctverce je ir?, mensihaitverce jGE m?,

o 1 . ] ; . .
dalahoétvercez m’atd., a Ze tytdiselné hodnoty tvid nekonénou geometrickoiadu

1+1+1+...+i+..., 0 niZz vime, Ze m& kotiey souwet s:i SIS 2.

2 4 2 l-g ;.1 1

2 2
Pi. 9.6 Objem kvadru j&/ = abc,pak objem nejspodsiho kvadru jev, =1[1[1=1, objem
kvadru nad nim j&/, :EB% Elzl, daleV, -1 EL=1 atd. a celkovy objentlesa je tedy
2 2 4 33 9
roven sottu 1 +% + % +...+ iz + ..., C0Z je nekonmarada, jejiz soket je
n

s=% = 164. z toho plyne, Zeiteso ma konény objem = 1,64. Povrch kvédru je

P =2(ab + ac + bg. Vypocet by vSak byl zdlouhavy, ale kKikazu, Ze je povrh nekotey
stati, kdyZ se budeme zabyvat jen plochami jed&gyst kazdého kvadru. Vyjde nam

sowset (101) + (% ELJ + (% Elj +ot [1 ELJ +..., coZ je nekonma harmonickada

n
1+%+%+ ...+E +..., 0 niZ vime, Ze jeji s@et je nekonény. Dokazali jsme tedy, Ze takto
n

popsanédleso ma nekorimy povrch, i kdyZz ma korsay objem.
Pi. 10.1

A 1 1 1 1 1

2 3 % 5 6
1 3 6 0 15 21
1 4 1 0 35 B =56

Pr. 10.2Pokud vam vyjde tucet, piali jste sprava.

PF. 10.380 = 4-4.-5.

PF. 10.4Prvni hodil 6 a 1 (nebo 5 a 2, nebo 4 a 3, dolé,12aa 5, nebo 3 a 4), druhy 6 a 3
(dole 1 a 4),ieti 6 a 1 (nebo 5 a 2, nebo 4 a 3), jelikoZgpaSech moznych kombinaci je 21.
Tak prvni docilil 7 bod, druhy 9 aifteti 7 bod.

Pr. 10.5Jelikoz obranna dvojice 1 — 2 je stejna jako obéaivojice 2 — 1, jde o kombinace
nl

n
bez opakovéni. Dle vzordé(k,n) = V(E' ) - k) = (k] tedy mohl trenér sestavit

12 | 8
-_ 12 2200toenych trojic, = 28&brannych dvojic a do brany postavit
3) 3@12-3)! 2

prvniho¢i druného branki@. Kazdou uténoutadu mohl navic kombinovat s kazdou
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obrannouadou a kdmto moznostemijradit jednoho z branké. Tak celkovy poet p vSech
12) (8) (2
riznych sestav vypteme nasobenimp = ( 3} EEZJ EEJ =22028[2=12320

PF. 11.1Ano, protoZe nezalezelo na tom, kde Koudelka byldlika nejkratSi obji#ky je
0 16,7% delSi nez délka vSech ulic.

L=l

PF. 11.2MozZné varianty: NaSe tS6e miZze skladat napze 3
A B

useek. Ale tato i sestavajici ze 3 délkovych jednotek rozhodeni nejkratél'.| |
D C

Kdyz zkouSime daleffjJdeme totiz na kratSi variantu: éwuhlogricky, protinajici se ve &du
ctverce, tvai kratSi sf. Jelikoz

A B

podle Pythagorovyaty kazdé z Ghloicek msii +/2 délkovych jednotek, takze X
celkova délka sitje 24/2 = 283, coz je méanez 3 D c

Pochopitel® se ihned nabizi otazka, zda existuje jin&jestico kratSi g1, kdyby bylo vice
praseiiki. Zkusime tedy podvéta vyuzijeme mydlovych bublin. Vezmemeédiesky

z prithledného plexiskla propojeréyimi koliky umistnymi do vrcholi ¢tverce. Poniime-li
toto zd&izeni do misy s mydlovou vodou a zase je vytdhnelmgtaneme tenkou mydlovou
blanu s povrchem mensim, nez byl pakykoli jiny tvar (zabira totiz nejmensi mozny
povrch). Toto je opravdu hledaigSeni, i kdyZ tkaz nepai k nejsnazSim. & useek se
dvéma pise&iiky, tti z nich pod uhleni20. Celkova délka této sitini 1+ J3=273
jednotek, a Zadna kratSt sieexistuje.

A © © g

O O

D C
Pr. 11.3Musi jet na takové misto nadhuieky, aby cesta kému i od r¢j sviraly stejny uhel
stekou. Dhkaz: Redstavime si, Ze réfR se nachézi stejrdaleko od kehu, ale na prefSi
strare reky, tedy v bo8 R'. Protoze pak,tase kovboK zastavi na jakémkoli misteky P,
budou vzdalenosPRaPR stejné. Takz&P + PRje ekvivalentni «KP + PR . Vybereme
tedyP tak, aby bodKPR lezely v gfimce. V takovem fipact budou uhlyOPR aQPK
stejné. UhlyOPR aOPRbudou stejné vzdy, bez ohledu na pol&hu
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PF. 11.40ptimalniteSeni jsou dvkiizovatky.

PF. 11.6Let potrva steji dlouho, jako kdyby stroj Iét do bodu C za bezii. Tedy 30
minut.

PF. 11.7Dum prestavi na kostverec, jehoz rohy budou nasravany mezi stromy.
Pr. 11.8viz obr.

VAV

PF. 11.9Nap:. latka 9 dm dlouha gé¢mi ryskami a) v 1dm, ve 2dmav 6 dm. b) v 1 dm, v
4dmav7dm.c)ve2dm,v5dmav8dm.d)de3v7dmav8dm.

P¥. 11.13Rok ma po zaokrouhleni 32 000 000firiea ptimér zemské drahy je asi 300
miliona kilometni. Proto je drdha zefrasi 940 000 000 kmfigemZ Zend se po ni pohybuje
rychlosti téndt 30 km/s; je-li Slunce blize, rychleji a naopak.

PF. 11.14Tajenka ndm skryva Ludolfoudslo na 32 desetinnych mist, tedy
3,14159265358979323846264338327950

P¥. 13.42Zvitézi ten, kdarekne prvniislo 89, a proto musita'gd spoluhréem jako prvni
vyslovit ¢islo o 11 mensi, tedy 78fipokratovani tohoto systému nam vyjde posloupnost 1,
12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89, 100, diky kterétaaeme vézi.
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Pr.13.13a) X-VI=IV¢ IX-V=IV;b)C—-L=L¢il+L=LI¢GL+I=LIc)XlI-IX

=l d) X=VII =1 e)VI+V=XI&V+VI=X;f) XX+ IV =XXV; g) IX=IV=V:h)
XV = XIV = I ) XV +V = XX; ) VIIL+ IX = XVI & X+ IV = XVII.

[ 822 972
Pr. 13.14 a)y/I =1;b) —=:;¢c) ————=—-—-—;d) MM

v 274 324

PF. 13.15Protozecasy se rovnaiji.

Pr. 13.17St&i si dvojku z konceisla gresunout na prvni misto a obdeéhrojku z konce
druhécisla taktéz na prvni misto.

PF. 13.18Do kazdého pole Sachovnice napi&so, které udava, kolik tdle ntho mize

dana figura uélat; hledany p&et tahi je soktem vSechdchtocisel, tedy:
4x2+8x3+20x4+16x6+16x8=336 pro jezdce a logicky ted)56 pro damu.

P¥. 13.19Sachovy ki se pohybuje tak, Zegjde zéerného pole na bilé, potom z bilého na
¢erné atd. Sachovnice ma 64 poli. Ma-li & Kostat na pole h8 tak, Zéjre jednou

vSechna pole Sachovnice, musélati63 taffi. V patateinim postaveni stojitti nacerném

poli a podle podminek se musi dostattapcerné pole. To vSak neni mozné, protoze 63. tah
je lichy a kin, ktery stal na zstku naterném poli, se kazdym lichym tahem dostane na bilé
pole.

P¥. 13.20a) stejny tvar a barva zdl variantu b) stejny tvar a barvad&davariantu

PF. 13.21Vyswétleni je prosté. Protoze 15 873 - 7 = 111 111, mpqitati nap.
15873-21=15873-7-3=111111-3 =333 33

Pr. 13.22Zallit kulicky v poharu vodou tak, aby byly vSechny zcela fgieng; objem nalité
vody a ponéenych kultek bylo mozno zjistit na stupnici kalibrované nagidkdyz nangieny
objem nalité vody od#eme od celkového objemu, dostaneme objem vSectitpch
kulicek.
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