JIHOCESKA UNIVERZITA V CESKYCH BUDEJOVICICH
PEDAGOGICKA FAKULT A, KATEDRA MATEMATIKY

OBSAHY ROVINNYCH UTVARU VE
SKOLSKE MATEMATICE

DIPLOMOVA PRACE
Veronika Koubova

Vedouci prace: RNDr. Pavel Leischner, Ph.D. Ceské Budgjovice 2011



Prohlasuji, ze jsem na diplomové praci pracovala samostatné a pouzila jen pramentl,

které uvadim v seznamu literatury.

Prohlasuji, Ze v souladu s § 47b zdkona €. 111/1998 Sb. v platném znéni souhlasim
se zvefejnénim své diplomové prace, a to v nezkracené podobé, pedagogickou fakultou
elektronickou cestou ve vefejné piistupné casti databaze STAG provozované

Jiho&eskou univerzitou v Ceskych Budg&jovicich na jejich internetovych strankéach.

V Ceskych Budgjovicich, duben 2011



Anotace

Nazev:

Vypracovala:

Vedouci prace:

Kli¢ova slova:

Obsahy rovinnych utvarti ve sttedoSkolské matematice

Veronika Koubova

RNDr. Pavel Leischner, Ph. D.

Didaktika matematiky, metodika vyuky, obsahy rovinnych ttvart,

slovni tlohy

Tato diplomova prace je zaméfena na prizkum, do jaké miry Zaci ZS a SS rozumé;ji

pojmu obsahy rovinnych utvart a jaké strategie vyuzivaji pii feSeni téchto uloh.

Dale je v praci obsazena metodicka cast, kterd muze slouzit jako podklad pro vyuku

tématu a sbirka tloh k procvi€eni a prohloubeni znalosti.



Annotation

Title:

Author:

Supervisor:

Key words:

Areas of the plane figures at basic and secondary school

Veronika Koubova

RNDr. Pavel Leischner, Ph. D.

Mathematics education, methodology of education, areas of the

plane figures, word exercises

This diploma thesis focuses on Elementary and High School students” understanding

of areas of plane figures as well as on what strategies they use to solve these tasks.

The thesis is devided in two parts. The methodical part which can be used for teaching

purposes. Task compilation for further practice and knowledge improvement.



Podékovani

Rada bych timto pode€kovala vedoucimu své diplomové prace za trpélivost, cenné

rady a naméty a za metodické vedeni pii psani této diplomové prace.



OBSAH

L UVOD ..ottt sttt s s s s s s
2 METODIKA VYUKY ..ottt sttt
N A 411 (o] T USSR
2.2 ObSah CtVerCe, KOSOCIVETCE ..uuruiiiiiiiiiiiiiiiiie e e e ciitrree et e et e s s s e bbb e e e e e s s seababreeeeeee s 13
2.3 Obsah obdélnika , KOSOAEINIKA ..........ccvvviiiiiiiiiiiiiiiii e 17
2.4 Obsah troJUhEINIKa .......ceeiiiiiiie e e 19
2.5 Obsah lIChODEZNIKA .........eciivii ittt et et e e srbe e s be e e stee e sbaeesaree e 21
2.6 ODSAN KIUNU ....ocviiiic e ettt e st e e ae e be e sreesaeesneeenes 23
3 PRUZKUM ZNALOSTI STUDENTU .....ooiviieiireieeeieeses e 26
3.1 UL0NA Laoieiieicce ettt 31
32 UL0NA 2.ttt ettt 34
3.3 UI0NA 3 ettt 40
34 TULONA Aottt 44
3.5 ULONA 5.eovvoeeeeve ettt ettt 48
3.0 UL0NA ..ot 52
KT 0 14) YOO OO 55
38 UILONA ..ot 60
R0 0 16) YK OO 64
310 UL0NA 10....uieieiecieiciciciee ettt es et 68
70 61 T 1 OO 70
32 UL0NA 121ttt 74
T Y 111 1 TP 78
4 SBIRKA ULOH.......ooouieeeeieieeeieeieseeee s ses s ses s sass s seas s ssas st ssanean 80
4.1 Obsah CtVErce, KOSOCLVETCE .. ...cvuieiiieiiiie e st e ciee e stte e st e st ste et ae e st e e sare e srbe e s stae e snteeennees 80
4.2 Obsah obdéInika, KOSOAEINIKA ..........ccccuviiiiiiiiie et 85
4.3 Obsah trojhelINTKa .......cccveiiiiiiie e 89
4.4 ODSAN HChODEZNTKA ......covii ittt ettt et e et e e tte e s etae e st e e eaee s 94
4.5 0DSAN KIUNU ......ooiiiiicc ettt st e be et e e st eesabeereebeeas 99
4.7 PHKIAAY NA ZAVET......cceeiiiiciice e 103
SZAVER ..ottt 110
6 SEZNAM POUZITE LITERATURY .....oovvererieinieisieeesieeesieseessesassesssesessesss s snsenns 111



1 UVOD

Cilem mé diplomové prace je pruzkum znalosti a dovednosti zakt zékladnich a

studentil stiednich Skol pfi feSeni tloh na téma obsahy rovinnych utvarti, prohloubeni
z4jmu o ucivo a poskytnuti takového metodického materidlu, ktery by zaky provedl
vyukou a zanechal v nich co nejtrvalejsi védomosti.
Téma obsahy se ve vyuce bézn¢ objevuje a mohu-li si dovolit soudit, nepatfi mezi
opomijené ¢asti matematiky. Obsahiim se béhem hodin zaci vénuji pomérné dikladné,
pfedevsim asi proto, Ze patii zcela neodmyslitelné¢ do bézného Zivota kazdého cloveka.
Avsak 1 pfes to se po kratkém case setkdvame u déti s astecnym nebo uplnym
zapomenutim vzorcl a neschopnosti odvodit i ty nejsnazsi z nich.

Proto tato prace obsahuje kromé prizkumu Zzékovskych znalosti i metodickou c¢ast,
kterd by méla celou vyuku vystavét tak, aby si i po delsi dobé kazdy umél vybavit a
pouzit ziskané znalosti. Pro tyto ¢asti prace se staly podkladem publikace [4], [7], [13].
Zavérecnou Casti je sbirka uloh. Ta je rozdélena do nékolika ¢asti, podle jednotlivych
geometrickych utvart.

SlouZi k procvi€eni vypocti obsahli jednotlivych ttvarti nejprve kazdého zvlast’ a na
zavér viech dohromady. Pfi tvorbé sbirky jsem vyuzila u¢ebnice pro ZS a SS [1], [2],
[3], [5], [6], [8]. [9], [10], [11], [12] a [14]. N¢které Glohy jsem sestavila sama.



2 METODIKA VYUKY

V této kapitole se budeme zabyvat zavedenim pojmu obsah do vyuky a metodikou

vykladu této latky.

2.1 Z historie

Geometrie jako jedna z nejstarSich disciplin matematiky saha svymi pocatky daleko
do minulosti spole¢né s historii lidstva. Jiz prvni lidé si dobfe uvédomovali rozdilnost
tvarii jednotlivych objektli - siluety Clovéka a zvifat, stromd, rostlin, ménici se tvar
mesice, tvar slunce.

Rozvoj geometrickych ptedstav, jakozto i matematickych a vibec spolecenskych,
probihal pifedevsim v souladu s aktualnimi potifebami tehdejsi kultury.

Zhruba od 8. tisicileti pf. n. 1. se objevuji prvni sidlisté lidi obdélavajicich plidu a s tim
souvisi prvni ucelend pfedstava o obsahu - bez znalosti jakychkoliv vzorci C¢i
matematickych vycisleni si kazdy uvédomoval, kdo ma vétsi a kdo mensi policko pro
péstovani zemédelskych plodin.

V souvislosti se zem&délstvim a se snahou pfedpovidat opakujici se zmény pocasi se
Vv obdobi 5. az 4. tisicileti pf. n. 1. objevovali prvni zavlaZovaci dila, pfi jejichz stavbé se
zacali pouzivat zeméméfic¢ské pomucky. Zdokonalilo se i vyméfovani pravidelné
zaplavovanych ploch a zékladni poznatky geometrie a geometrické terminologie.

Jedny z prvnich dochovanych d¢l, které nam odhaluji matematickou historii, jsou
papyry z 19. stl. pt. n. 1. - Moskevsky, a zhruba o 200 let mladSi Londynsky ( Rhindav).
Hlavné Londynsky obsahuje i tlohy tykajici se obsahu poli. Pfiklady jsou feSeny pro
konkrétni hodnoty a jesté se zde nesetkame se zobecnénim - vzorcem nebo metodou

k vypoctu. Zato obsah kruhu se v Londynském papyru udava jako (d - g )2, coz vede

k pomérné presnému vycisleni konstant 7 = 3,1605. Najdeme zde i nékolik vzorcl pro

vypocty objemil.



Vypocty obsahli ploch provadéli Egyptané pomoci rozlozeni na trojihelniky, jejichz
a‘va
2

obsahy uméli zcela presné vy¢islit podle dnes znamého a pouzivaného vzorce S =

Spole¢né s egyptskou matematikou se vyvijela matematika i v Mezopotamii, jejimz
dokladem jsou nalezené hlinéné desticky s matematickymi texty. V obou zemich se
matematiky vyvijela jako ryze prakticka disciplina, pro usnadnéni vypocti kalendate,
organizaci méstskych staveb a vybirani dani.

Od 6. stl. pt. n. 1. se matematici nezabyvali jen otazkami ,,jak spocitat?*, ale také
,,pro¢ zrovna takhle?* a matematika kromé navodu k feSeni dostala do svého obsahu i
zdivodnéni spravnosti.

Nejstarsim zachovanym dilem, obsahujicim vSechny matematické poznatky tehdejsi
doby, jsou z Recka Eukleidovy Zaklady. Z dalgich velkych feckych matematikil je pro
nas zajimavy Eudoxos, ktery aproximoval obsah kruhu K obsahem pravidelného
mnohouhelniku P, vepsaného do kruhu. Tj. je-li dan kruh o obsahu K a ¢islo € > 0, pak
existuje pravidelny mnohouhelnik 0 obsahu P vepsany do kruhu tak, ze K-P < ¢ ..
Starofeckou matematikou bylo vesmés dokonfeno budovani zakladi matematiky a
dalSiho rozvoje se matematika dockala az o mnoho stoleti pozdé;i.

V 11. a 12. stl n. 1. opét zavladla doba vseobecného rozvoje, obnoveni obchodu
s Vychodem a navazovani védeckych stykli s Arabii. V 16. stoleti pak evropska
matematika pekonava prah znalosti z Recka a doba se ubira od poéitani s konkrétnimi
veli¢inami k praci s proménnymi a symboly.

Zajimavymi jmény té doby se staly Luca Valerio s kvadraturou paraboly, Kepler,
Cavallieri a Torricelli s metodami vypoctu objemu téles, dnes znamé jako Cavalieriho
princip.

Dalsim meznikem pro vypoéty obsahu téles se stal v 19. stoleti prulom v pocitani
urcitého integralu a pocatek teorie miry. Jména spojena s touto dobou patii nam vSem
znamym matematikim - Bolzanovi, Cauchymu, Abelovi, Dirichletovi, pozdé&ji i
Dedekindovi a Weierstrassovi.

Cauchy se snazil zachytit obsah kiivky funkce f: [a,b]—>R, vymezené shora grafem

funkce, zleva pfimkou x = a, zprava x = b a zdola osou x. Pfes integralni soucty se

dostal k limit¢, ktera se prohlasi integralem f: f(x)dx.



Camille Jordan (1832 - 1922) uziva k vypoctu obsahti tohoto schématu:
Utvoifme v roving ¢tvercovou sit’, kde jsou pfimky sit€¢ rovnobézné s osami soufadnic a
kde je obsah jednoho ¢tverce roven jedné Ctvereéni jednotce ( = utvofeni sité nazveme
tzv. délenim).
Urceme pak S; jako soucet obsahl vSech ctverecku site, které jsou ve vnittku mnoziny
M a S; jako soucet téch obsahti ctvereckl, které obsahuji alesponi 1 bod hranice
mnoziny M.
Pozn.: Sy, S; jsou soucty ctverct prislusnych de€leni, ¢islo n nam udava pocet dild, na které

délime usek o délce 1 jednotka.

/_\

\\__/

N4 Z

Obr. 2.1.1: Vnitini ( S1) a vnéjsi ( S, ) Jordanova - Peanova mira, obsah ¢tverecku

Ss = 1 jednotka ¢tvere¢ni, n = 1.

Podle obrazku je tedy S; = 6 ¢tverecnich jednotek,

S, = 18 ctverecnich jednotek.
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Obsahem S rozumime kladné Ccislo, které vyjadifuje uméru mezi obsahem
jednotkového ¢tverce a hledanym obsahem.
Pro toto ¢islo dale plati:
1) Obsah ctverce o délce strany 1 ( mm, cm, dm, ... ) se rovna 1 (mmz, cm?, dm?, ... ).
2) Sklada-li se obrazec z nékolika obrazct, jez se navzajem nepiekryvaji, pak se jeho
obsah rovna souctu jejich obsahtl.

3) Shodné obrazce maji shodny obsah.

Budeme - i dale zmenSovat ¢tverecky sité (= tzv. zjemnovat déleni), budou se nam
hodnoty S; a S, stale ptiblizovat k hodnotam, jez pro S; nazyvame vnitini a pro S, vnéjsi
Jordanovo - Peanovou mirou.

Pozn.: ZmenSovani ctverecku sité je pfimo umérné s riistem cisla n, pro ¢tverec s délkou strany

0,5 je n=2, pro ¢tverec o strané 0,25 j je n = 4 atd. Délka strany a = ﬁ

-\-\-\'\-. e,
f“f ™ - -

g s

Obr. 2.1.2: Vnitini ( S1) a vnéjsi ( Sz ) Jordanova - Peanova mira, obsah ¢tverecku
Ser = % jednotky ¢tverecni = % Se,n=2.

S1=32 - == § ¢tverecnich jednotek,

Sy =58 - = = 14,5 ¢tverecnich jednotek.

N N
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Zanesme si do grafu hodnot vnéj$i a vnitini J. - P. miry pro déleni a zjemnéni d¢leni:

v Graf hodnot vnéji a vnitini J.-P. miry pii zjemiovani déleni
18 fommmmm oo
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; |
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LEGENDA:

082 X Hodnota z =n mamend poiet fsti, na kberé je ph
délen rozdélen dsek o délee 1 jednotka
n=1: do vseku 1 jednotka se vejde jedna Cast,
tedy Etverce o stran® 1 jednotka
n=2: douszeku 1 jednotka se vejdou Fasti,
tedy Etverce o strang 1/2 jednotky
Osay: Hodnoty obsahfl wnej# a vnitfrd miry pHi litn 31 = lirn 32: spoletna limita vnEjftho a
Jednotlych délenich vitfndho soufty

Obr. 2.1.3: Graf hodnot vnéjsi a vnitini J. - P. miry pro déleni a jeho zjemnéni.

Pokud maji tyto dvé miry stejnou limitu X, je mnozina M méfitelna v Jordanove-

Peanové smyslu a hodnota miry X se nazyva Jordanova - Peanova mira.
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2.2 Obsah &tverce, kosocétverce

Vyuka pojmu ,,obsah Ctverce* navazuje na zédkovu znalost pojmu c¢tverec a jeho

zakladnich vlastnosti:

D a c
- 8 AB,C,D............... vrcholy ¢tverce
a . a,AB,BC,CD,D...... strany Ctverce
Uhly u vrchold &tverce jsou pravé.
. B a .

Pfi vyuce pojmu ,,0bsah ctverce* nejprve naucime zaky urcovat obsahy ctvercl
s celo¢iselnymi délkami stran. Vychdzime z porovnani s jednotkovymi ctverci, tedy
¢tverci S celo¢iselnou délkou strany 1 jednotka a o obsahu 1 jednotka ¢tverecni.
Na nésledujicim obrazku vidime ctverec s délkou strany v celych jednotkach, umistény

do ctvercové sité tvorenou prave jednotkovymi Etvereci.

Ctverec ma délku strany 4 jednotky, a je Gtvercovou siti

rozdélen na 16 ctvercli o délce strany 1 jednotka, ma tedy

obsah 16 jednotek ¢tverecnich.

UzZitim vzorce Obsah Ctverce spoclitime tak, Ze mezi sebou vynasobime délky

sousednich stran (u ¢tverce jsou tyto délky shodné!) :

S=a-a
S=4-4
a=4cm S=16 cm?
A a=4cm B

13



Pokud délka strany nebude celociselna, nebude ani vysledny obsah vyjadfenim poctu
celych jednotkovych ¢tverct, napt.:

A il e

Tento Ctverec ma délku strany 3,5 jednotky a v prvni
vodorovné fadé ma tedy 3,5 jednotkovych ctverci, v 2.
a 3. fadé opét 3,5 j.¢. a ve 4. fadé méa 3 poloviny
jednotkového ctverce plus jednu Ctvrtinu. Dohromady
ma tedy tento Ctverec 12 a %jednotkovych Ctvercd, tedy

obsah 12,25 j2.

Pouzijeme li tedy stejna vzorec jako u celo¢iselné délky strany, S = a - a , dostaneme

$=3,5"3,5=1225j

Dal$im moznym zpusobem zjisténi obsahu Ctverce je vzorec vychazejici z délky

uhlopfiicky ¢tverce:

ul2

ul2

ul2

ul2

ul2 + u/2

ul2 uf2

Pravouhlé trojuhelniky, na které nam Ctverec rozd¢lily tthlopticky, slozime tak, aby nam

. u
vznikly dva ¢tverce s délkou strany >

Obsah je pak: S=2 '(% 'g) =

u?

5
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Zopakujeme s zaky zakladni pojmy kosoctverce:

ABCD.........ooiii vrcholy

a, AB,BC,CD,DA............ strany

Uty U2 e uhlopticky
Ve e e et vyska

Uhly u vrcholu nejsou pravé, dva sousedni
davaji vzdy soucet 180°.

Uhlopii¢ky sviraji pravy thel a navzijem se

puli.

Abychom ur¢ili obsah kosoc¢tverce, udélejme malou upravu:

1 2.
D a 5 c C
va
a
a - a
A a B
Y D X 14 O . r w r W r
Z obrazkl je patrné, ze obsah S se rovna soucinu délky
a strany kosoctverce a ptislusné vysky:
va
S=a v,
A a B

15



Obsah kosoctverce pomoci délek thlopficek:

—
u2 /2 + w22
A o v

Podobné¢ jako ve ¢tverci miizeme obsah kosoctverce vyjadrtit jako polovinu soucinu

délek uhlopti¢ek. Pozor ale musime dat na to, ze v kosoctverci jsou tyto dilky rizné,

Lo U
tedy: S——2 .

16



2.3 Obsah obdélnika , kosodélnika

Ctverci nejblizsi je obdélnik, ktery uZz nema obé strany stejné dlouhé. I zde je dobré

na uvod zopakovat zakladni pojmy, které budeme pfi pocitani pouzivat:

D a
-/ \]
b
B a
A a B

b

ABCD.............. vrcholy obdélnika
a,b, AB, BC, CD, D...strany obdé¢lnika

Obsah vyjadiime umisténim obdélniku do Ctvercové sité. Délky stran jsou nejprve

celociselné:

Délky stran jsou 8 a 4 jednotky, ¢tvercova sit’
ho déli na 32 jednotkovych ¢tvercti, obsah je

tedy 32 jednotek ctverecnich.

Jeho obsah spocitame obdobné, jako obsah ¢tverce, jen S tim rozdilem, Ze musime

vést v patrnosti, Ze dveé sousedni strany maji riizné rozméry :

D a=8cm C
S=a-b
S=8-4
b=4cm b=4cm 8
S=32cm?
A a=8cm B

Obdobn¢ jako u ¢tverce plati vzorec 1 pro délky stran, jez nejsou celociselné.

17



Obdobné¢ jako u kosoctverce zopakujeme nejprve zakladni pojmy kosodélniku:

C ABCD.... vrcholy
a, b, AB, BC, CD, DA...... strany
b UL, U2 uhlopticky
Vg e et vyska

Uhlopiicky se navzajem puli.

Nasleduje stejna uprava jako u kosoctverce:

va b va

Obsah S spocitame opét jako soucin délky strany a ptislusné vysky: S =a - v,.

18



2.4 Obsah trojuhelnika

b \Q

Va Ve

ABC. ..o vrcholy trojuhelnika
a, b, c, AB, BC, CA...strany trojuhelnika

Va, Vs Ve venmeeeeeennnnnn., vysky trojahelnika

(Pozn. vyska trojuhelnika je vzdalenost mezi
stranou a pfislusnym vrcholem, tj. mezi
stranou a a vrcholem A, mezi stranou b a
vrcholem B, nebo mezi stranou ¢ a

vrcholem C)

Pfi vyuce tématu ,,obsah trojuhelnika® budeme vychazet z jiz probraného tématu,

,»obsahy ¢tverce, obdélnika a rovnob&zniki*.

Ukazme si na obrazku, jak je mozné velmi snadno, bez znalosti vzorce, obsah spocitat,

mame-li vhodné navolenou ulohu.

D a=8cm

b=4cm

A a==8cm

V obdélniku, jehoz obsah mame

C spocitany v predchozi kapitole je

vyznacen trojuhelnik ABD.
b=4cm  Vime-li, ze obsah obdélnika je 32 cm?,
pak snadno ur¢ime obsah trojiihelnika

ABD jako polovinu obsahu obdélnika,

tj. 16 cm?.
UkazZme si jiny obrazek :
D a=8cm c I tento trojithelnik ABC mé obsah
roven poloviné obsahu ndm znamého
b=4cm b=4 L,
o obdélnika, 16 cm?.
A a==8cm B

19



Budeme li tento problém fesit pro obecny trojuhelnik, opét si vezmeme na pomoc

rovnobéznik, tentokrat uz ale i ten bude v obecné poloze:

Podle bodu S jsme oto¢ili trojuhelnik ABC za vzniku rovnobézniku 4BA 'C, jehoz
obsah umime spocitat: S =z - v.

Obsah trojuhelniku je roven poloving obsahu rovnobézniku: S = va

Muzeme tedy tvrdit, Ze pokud trojihelnik, jehoz obsah chceme urcit, doplnime na

rovnobéznik, pak je jeho obsah roven poloviné obsahu tohoto rovnobéznika.

a-va

Obsah trojihelnika se da vyjadfit vzorcem: S = , kde a a v, jsou délka strany a

vySka doplnéného rovnobéZnika a zarovenl také délka strany a vySka zadaného

trojahelnika.

Na zakladni Skole se také uvadi vzorec, ktery nam miize poslouzit pii ur¢ovani obsahu
trojuihelnika, zname - 1i délky vSech jeho tii stran, ale nezname - li velikosti jeho

vnitfnich thla.

Jedna se o HeronGv vzorec: S = J S (S-a) (S-b) (S-c)

kde a, b, ¢ jsou délky stran a kde

s = atb+tc
)

20



2.5 Obsah lichobéznika

Pti vyuce obsahu lichobéznika budeme vychézet z nasledujiciho oznaceni:

ABCD . .o, vrcholy
g . a, b, c d AB, BC, CD, DA...... strany
v Ve vyska
B ABICD.........ccoooeviinn. zakladny
A a B

Upravme si obrazek:

Bod S je stiedem tsecky BC a zaroven sttedem soumérnosti, ve které zobrazime bod D

na bod D’. Tim nam vznikne trojihelnik BD 'S shodny s trojiihelnikem SCD.

va

Pokud pak budu chtit spocitat obsah utvaru AD’D, ktery ma stejny obsah jako zadany

. v 1 v ., i a-va
lichobé&znik, pouZiju vzorec pro obsah trojuihelnika S; = >

(a+c)va

tedy S, = 5
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Jinym moznym odvozenim je nasledujici zptsob:

va S

Oto¢ime zadany lichobéznik ABCD vV otoceni se stfedem S o uhel 180°. Vznikne
nam rovnobéznik AD'A’D, jehoz obsah umime spocitat podle vzorce pro obsah
kosodélnika: S=(a +c) " va
Obsah lichobéZnika je pak roven poloviné€ obsahu rovnobé&znika, tedy:

__(a+c) " va
B 2

S
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2.6 Obsah kruhu

Kruh a jeho vlastnosti:

k Kruh je dén svym stfedem S a polomérem r.

Chceme li vyjadfit jeho obsah, uZijme nasledujiciho znazornéni:

1. Rozdélme kruh na 10 shodnych vyseéi, (n = 10), a ty poskladejme podle naznaceni

2. Vytvofime tak tvar pfiblizného rovnobéZznika o rozmérech mr ar :

Jeho obsah je ptiblizn¢ S =r * nr .
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Budeme - li pfi déleni na vyseCe zvySovat jejich pocet, bude se nam vysledny
rovnobéznik stale vice ptiblizovat obdélniku, az pro n = o vyseci dostaneme piesny
obdélnik s délkami strantr ar, S = mr?.

n=22:
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Zavedeni konstanty 7

Pii hledani délky kruhu se na ZS maze uzit nasledujiciho pokusu:

Polozme si na papir, jako na obrazku, valecek znamého poloméru podstavy

(r =12 cm) a vmisté, kde se podstava dotyka podlozky si udélejme znacku, jak na
papir, tak na valec¢ek. Pak valeCkem oto¢me tak, aby se znacka opét dotykala papiru a
udélejme znovu na papiie znacku. Nyni zméfme vzdalenost mezi znackami na papife.

V naSem pripad¢, pro primér 2,4 cm, vysla vzdalenost 7,52 cm.

r=120cm

0=7,54cm

Zkusme pokus znovu, pro jiny prumér, napi. 4 cm. Vysledna vzdalenost znacek bude
12,57 cm.
Pramér d a obvod o kruznice jsou tedy vzdy v poméru 1 : 3,14, kde ¢islo 3,14 vyjadiuje

prave konstantu 7.

Se star§imi zaky vychazime pti odvozovani konstanty 7 z podobnosti:

Kazdé dva kruhy jsou si podobné s koeficientem podobnosti k, pro ktery plati
da =k * diz, 01 = k * oxe.

Pak ziejmé pro kazdé dvé kruznice také plati:

;’k—]; - Z% kde d je priimér kruznice.

Pro naSe dv¢ kruznice plati:

ol 02 754 12,57
—=— = —=—— = 3,1425 = konstanta 7.
dl d2 24 4
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3 PRUZKUM ZNALOSTI STUDENTU

Pti zjistovani irovné znalosti zakl byl sestaven test, ktery obsahoval 12 tloh k dané
tématice. Priklady, které obsahoval, se daji rozdé¢lit do nékolika charakteristickych
skupin:

Zakladni uziti vzorce - ¢. 1,2, 4
Provéfeni miry formality znalosti vzorcti - €. 5, 6

Odhaleni riznych strategii feseni - €. 3,7, §, 9

Test byl zadan ve dvou paralelnich tiidach - 8. tfidé na ZS Dobra Voda

u C. Budgjovic a ve 3.E (tercii) gymnazia J.V. Jirsika v Ceskych Budg&jovicich
V prub¢hu tnora 2011.

8. tfida méla latku ,,Obsahy rovinnych Utvari kompletné probranou jiz ze sedmé ttidy,

studenti tercie neméli z tohoto tématu jesté probranou kapitolu ,,Lichob&znik®.
Charakteristika tid:

Do 8. t¥idy ZS Dobra Voda chodi 17 zaki, 9 chlapcti a 8 divek. Pfi psani testu viak
bylo ptitomno jen 14 Zak.
Ttida patii v matematice k podprimérnym tiidam, jelikoz vétSina nadany zakd odesla
po dokonceni 5. tfidy na gymnazia. Jak jsem se dozvédéla od pani ucitelky Kardové,
vyucujici v této tfidé matematiku, 3 Zaci (chlapci) svymi znalostmi a dovednostmi
vyrazné pievySuji zbytek tfidy. BohuZel jsme toto tvrzeni nemohli potvrdit €1 vyvratit u
vSech tii hocht, protoze v dobé psani testu 2 z nich chybéli. Treti pak opravdu napsal
nejlepsi praci z celé tiidy. Ani tak vSak nebyla kvalita odvedené prace nijak vysoka,
protoze zde chybi motivace. Hoch neciti potfebu Iépe se na hodiny matematiky
pfipravovat, kdyZ 1 bez toho byva mezi nejlepSimi.
Opakem je divka, jejiz prace obsahovala pouze podpis a ani nejsnazs$i ulohy se

nepokusila vyfesit. V matematice patii k nejhorSim zakiim a o ucivo nejevi zajem.

Celkové tfida neprojevila vétsi snahu o dosaZeni dobrého vysledku a spoluprace s Zaky

byla spiSe podprimérna.
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Bodové vysledky tfidy jsou zaneseny v grafu na obr. 3.1 ve srovnani s Gaussovou
kiivkou.

Do tercie gymnazia J.V. Jirsika chodi 31 studentl, z nichz jich bylo béhem psani
testu ptitomno 28, 17 divek a 11 chlapct.
Ttida je svymi vysledky v matematice, ve srovnani s ostatnimi tfidami gymnazia,
nadprimérna.
Podle slov pani ucitelky Kolarové, ktera uci tuto tfidu celé tii roky na gymnaziu, neni ve
tfid¢ nikdo, kdo by nad ostatnimi zaky vyrazné ptecnival, zdroven vsak také nikdo, kdo
by se dal oznadit za nejhor$iho studenta. Zaci si udrzuji sviij standard a nejsou zde
vyjimecné ,,extrémy*.
Oproti zaktim ZS pracovali studenti se zajmem, vétsinu uloh se alespoi pokusili vyfesit,
1 kdyz se nékdy k vysledku nedopracovali. M¢li snahu vymyslet i jiné nez klasické

zpusoby fesSeni a nebyli lini zdivodnovat své odpovédi.

Jejich vykon viceméné odpovidal Gaussové kiivce, podle grafu na obr. 3.2 .
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Graf ¢etmosti jednotlivého bodového ohodnoceni, 8. tiida
3.0 . . ——
20— .
/ "-\11
1.0 ¥
] ./"' AN
// \ .
| - ~
5 10 15 20 25 30
LEGENDA
Dsa x Potet zskanych bodi
Dsa v Potet ZAld, jenf konkrétniho bodowého chodnocend dosahh
* Sonfadnice spojnic pottu bodi a poftu Ealkdl, ktef jej zdskali
— Graf Gaussowy kfivky

Obr. 3.1: Graf ¢etnosti dosazenych bodu v 8. tiide¢.
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Graf ¢etnosti jednotlivého bodového ohodnoceni, 3.E

1/. — H\

¢+ X
3 10 15 20 23 ia

LEGENDA

Dsa x Potet dskanfch bodi

Dsa v Poet Zakh, jenf konkrétntho bodowéhe chodnoceni dosahli

* Soufadnice spojnic poftn bodil a pofty Falcl, kteH jei zislcali

— Graf’ Ganssowy kvl

Obr. 3.2: Graf ¢etnosti dosazenych bodu v tercii.

Vyhodnoceni testu - vS§eobecné:

Test byl psan bez predchoziho upozornéni, takze se Zaci neméli moznost doptfedu
pfipravovat a pracovali jen s t€émi poznatky, které si zapamatovali z doby, kdy latku
probirali. To se projevilo jako problematické zvlaste v 8. tfid€, kde bylo patrné, Ze si
Zaci vzorce nepamatuji, neumi je odvodit, a tudiz nezvladaji ptiklady vypocitat.

Ve vysledném hodnoceni byl na prvni pohled rozdil mezi obéma tifidami. Oba

vysledky vSak byly ocekavany.
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Uspé&snost ve t¥idé 3.E (tercie) Uspé&snost v 8. tfidé ZS

Uloha |podet spravnych |Gspénost Uloha |pocet spravnych | uspésnost
¢. odpoveédi v % C. odpovédi v %
1. 20 71,5 1. 0 0

2. 11 39,3 2. 0,5 3,6
3. 21 75 3. 1 7,1
4. 17 60,7 4. 1 7,1
5. 3 10,7 5. 0 0

6. 9 32,1 6. 0,5 3,6
7. 14 50 7. 4 28,6
8. 15 53,6 8. 2,5 17,9
9. 20 71,5 9. 6 42,9
10. 26 92,9 10. 6 42,9
11. 15 53,6 11. 4 28,6
12. 3 10,7 12. 1 7,1

Obr. 1: Tabulka Gspé$nosti - pocty

spravnych odpovédi ve 3.E.

Obr. 2: Tabulka GispéSnosti - pocty

spravnych odpovédi v 8. tiidé.

Tabulky tspésnosti udavaji, kolik % zakt mélo spravné vSechny odpovédi, kolik jich

vyfesilo jen 11, 10, 9, .... tloh spravné nebo kolik % zakl nevyiesilo ani jednu ulohu.

100

90

80

70 -
60 -
50 -
40 -
30 -
20 -
10 -

m Uspésnost ve 3.E

Uspésnost v 8. tidé

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12

Obr. 3: Graf tspésnosti feseni jednotllivych piiklada (v % ).

Uspé&snost zaki pii fedeni jednotlivych tiloh je zachycena v grafu na obr. 3. Rika nam,

kolik % zaku vyftesilo jednotlivé ulohy.
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3.1 Uloha 1

Urcete obsah trojuhelnika ABC, je-li a =60 cm, v, =40 mm.

Komentar:

V této uloze by Zaci méli projevit znalost zdkladniho vzorce pro vypocet obsahu
trojiihelnika a zaroveri by neméli opomenout prevody jednotek. Uloha je velmi snadna,
zaci se v ni nesetkaji s zddnou zaludnosti, a proto je volena na zacatek testu, jako

»Zahiivaci priklad.

Reseni této tlohy se sklada ze dvou kroka:
1) spravny ptevod jednotek
a=60cm

V=40 mm =4 cm a

2) dosazeni do vzorce Va \

Y, 60-4 _ 240
gy=2te = T2 - 120 cm?
2 2 2

Rozbor nejcastejsich chyb Zakui:

NejcastéjSim problémem, ktery se v feSeni této tlohy vyskytoval, byla neznalost
vzorce pro vypocet obsahu trojuhelnika. Neznalo jej 6 z 27 zaka tiidy 3.E a celych 10 ze
14 zaku 8. tridy.

Dale se vyskytoval chybny nebo tplné chybéjici prevod jednotek. Tuto chybu udélali
2 studenti tercie.

V osmé tfidé se navic setkavame s tim, Ze si tfi zaci vzorec pro vypocet zb&zné
pamatuji, védi, Ze se nasobi délka strany s vySkou a vysledek se déli dvéma, ale z jimi
zapsanych vzorct je zfejmé, Ze nerozliSuji, zda je vyska ke strané piislusna, ¢i nikoliv.

Pies to, ze méli zadanou jen jednu stranu a jednu vySku, ulohu zaci nedofesili.(obr. 5).
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Posledni z chyb, s kterou se mizeme setkat je patrna z obr. 6, kde zak vahal, mezi

nasobenim a délenim soucinu délky strany a vysky.

Zbytek netspésnych tesitelil se vétSinou dopustil numerické chyby.

Absolutni Relativni Absolutni Relativni
Cetnost ve 3.E Cetnost | Cetnost v 8. tiidé ¢etnost v
ve 3.E 8. tride
Spravné feseni 20/ 28 715 0/14 0
Neznalost vzorce 6 21,4 10 71,4
Chybny ptevod 2 7,1 0 0
Numericka chyba 2 (spolu s 71 0 21,4
dalsi chybou)
Formalni znalost - - 4 28,6
vzorce

Tab. 1.1: Tabulka Gspé&$nosti.

Ukazky z praci studentii:

C’\/:éé)d%/
U = &0 mm, =4

oBshiy= 208 = G0- 4 2460 _ pop, =/
S o L e e I =7LV Cy

Obr. 1: Spravng vyfeSena uloha.

S= Q400 Q = 1290 tmed = 1At

S: o“% Sf:c_bli——o
A

P

A A

Obr. 2: Chyba v pfevodu: nasobeni hodnot s riznymi jednotkami.
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Obr. 3: Chybny pievod jednotek a numericka chyba dohromady.

Se=60K

Obr. 4: Neznalost vzorce.

75

>

!\
AR

Obr. 5: Neptesna znalost vzorce, v§echny vysky trojihelnika jsou oznaceny stejné,
navic ve vypoc¢tu numericka chyba.

o= (60 -4)@1 S 100 PO g
D BN BYLo

Obr. 6: Zak si pamatoval, Ze soucin strany a vysky se ,,néco’ musi,
nejprve spravné delil, pak se ale chybné€ opravil na nésobeni.
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3.2 Uloha 2

Urcete obsah S, trojuhelnika na obr. 2.1 a obsah S, lichobéznika na obr. 2.2.

\{\’\0 q

Obr. 2.1 Obr. 2.2
Komentar:

Uloha testuje, do jaké miry Zaci neformalné rozumi vztahu pro vypocet obsahu
trojuhelnika a zda si ze zadani s vétSim poctem udajii dokdzou vybrat pro né potiebné
hodnoty a spocitat tak obsah trojuhelnika ( obr. 2.1). V druhé ¢asti je pak cilem odhalit

znalost vzorce pro vypocet obsahu lichobé&znika ( obr. 2.2)

Prvni ¢ast ulohy, urc¢it obsah trojuhelnika, nuti Zaka spravné si vybrat sobé
odpovidajici tdaje do vzorce, tedy vybrat stranu a ji pfisluSnou vysku. Délky stran
mame zadany dvé, pfi¢emz délce strany 7,0 cm neodpovidad ani jedna ze zadanych
vysek, délce strany 8,0 cm odpovidé vyska na tuto stranu o délce 6,5 cm. K vysce
6,0 cm naopak nemame zadanu ptislusnou délku strany.

Proto jediny mozny vypocet obsahu vypada takto:

a=8,0cm

V,=6,5cm
Ve, 86,5

Si= o =222 = =26 ¢m?
2 2
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Druhé cast tlohy, obsah lichobé&znika, provéiuje znalost vzorce:

z1=6¢cm
Zp=2cm
v=3cm
z;+z 6+2
82:172 '327'3:12cm2

Nekteti Zaci obesli vzorec pro obsah lichobéznika a rozlozili ho na jiné ttvary:

1) trojuhelnik + kosodélnik

Timto zpusobem se Ulohu pokusili vyfesit dva studenti, bohuZzel se ale vinou numerické
chyby nedopracovali ke spravnému vysledku.

- trojuhelnik:

a=4cm

Va,=3cm
4.3 2cm
Sy=——=6cm’
2
- kosodélnik:

a=2cm

3cm

v=3cm 4 cm s 2cm
S¢=2-3=6cm?

Obr. 2.3
Obsah lichobéZnika:

S, =S, +S=6+6=12cm?

2) 2 trojtthelniky + obdélnik 2 cm

Tento postup si zvolili 4 studenti.
- obdélnik: 3cm

a=2cm

b=3cm 3cm 2cm 1cm

S,=a-b=2-3=6cm? Obr. 2.4
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V tomto piipadé Zaci nepostupovali matematicky zcela spravné, nebot vétSinou
odhadovali délky zakladen jednotlivych trojihelnikti. Mozna pfi tom vyuzili metodu
pomért, kdy si zméfili pravitkem délku zakladny lichobéznika a podle namétenych

udajt pak urcili délky zékladen trojthelnikt:

- trojuhelnik 1: - trojuhelnik 2:
a=3cm a=1cm
Va=3Cm b=3cm
A,_£:2:4,50m2 SM:Q:l,Scm2
2 2 2

S, =S, + Sy, +S,=6+45+15=12cm?

Rozbor nejcastejsich chyb Zakui:

V prvni ¢asti zaci nejvice chybovali pfi vybéru spravnych tdaji z obrazku. Chybu
udélalo 11 zakd tercie. Z 8. tfidy méla tuto chybu jedna zZakyné, ostatni Zaci bud’ neznali
vzorec, nebo se o vyieSeni nepokusili viibec.

V tercii se dale vyskytovaly chyby ve vzorci nebo numerické chyby. Spravné tuto tlohu

vytesilo 7 zakd.

V druhé ¢asti, pii vypoétu obsahu lichobéZznika, udélalo chybu 15 zaka z tercie -
nejcastéji kvili neznalosti vzorce, 11 Zakl, a 3 Zaci udélali chybu pfi postupu
rozkladanim na obdé€lnik a 2 trojuhelniky a 1 zak chyboval pifi vypoctu pies vzorec
V ndsobeni.

V 8. tfidé vyftesila tento kol jen jedna divka, 2 Zaci se pokusili vyfesit tlohu, ale uzili

Spatny vzorec a zbytek tiidy se o vyfeSeni ani nepokusil.
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Obsah Absolutni Relativni Absolutni Relativni
trojuhelnika Cetnost ve 3.E | cetnost ve | Cetnostv 8. tfid¢ | Cetnost v
3.E 8. tiide
Spravné feseni 7128 25 0 0
Neznalost vzorce 6+1" 25 13° 93
Chybny vybér 11 39,3 1 7
Numericka chyba 3 10,7 0 0
Tab. 2.1: Tabulka Gsp&s$nosti.
Obsah Absolutni Relativni Absolutni Relativni
lichobéznika Cetnost ve 3.E | Cetnost ve | Cetnostv 8. tfidé | Cetnostv
3.E 8. tiide
Spravné feseni 13/ 28 46,4 1/14 7,1
Neznalost vzorce 11 39,3 13 92,9
Numericka chyba 4 14,3 0 0

Tab. 2.2: Tabulka Gspés$nosti.

1 vypoet” je natolik zahadny, Ze ho §lo jen st&Zi zafadit, viz. Ukdzky z praci studentii, Obr. 4

zéci, ktefi neznali vzorec nebo se o vypocet ani nepokusili

37




Ukazky z praci studentui:

"R

w0 €
"7 1qO BU BYIUZRQOYOI

U
i
S
U\

o

4@@*46

A i

Obr. 1: Reseni - 2 trojuhelniky + obdélnik, p&kna aplikace &tvercové sité.

w9

Obr. 2: Spatné vybrané udaje - prvni &ast, znalost vzorce, ,,zapadajici“ udaje - druha

¢ast.
b = g WV) 'S=a1‘b'C/
w= ¥ om §& fo g
=3 wn gl’:ﬂ%

Obr. 3: Chybny vzorec.
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F-3=1 C~2=4 P
=325 ‘J ¢~3=3 Il
3, 2841> b 1% ! §~3=1 :
C-428~95 3 (;)32;3“/3_ Dt 84¢ —?i_é“{m_i

Sy Y1=¢

Obr. 4: Nevysvétlitelny postup.

wd 09 =2

e=f L
| T S = %__é
Nebow) obr.1

S-%
3o .

q ut S = f3enly

A

Obr. 5: Nespravné vybrana strana a vyska. Obr. 6: Spravné spocitano.

Obr. 7: Redeni - 2 trojuhelniky + obdéInik: u obdélnika zapomnél zak odeéist od délky
strany 6 cm zékladny trojuhelniki.
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3.3 Uloha 3

Utvar ABCDEF na obr. 3.1 je ohrani¢en dvéma pulkruznicemi o poloméru 1 cm a
usec¢kami BC, CD, AF, FE, z nichz kazda ma délku 2 cm. (Useéky BC a EF jsou
rovnobézné, thly AFE a BCD jsou pravé.) Urcete obsah utvaru ABCDEF.

F E D
4 B C
Obr. 3.1

Komentar:

Tato uloha ma provétit logické mysleni zakl. Zajimalo nas, zda si Zaci uleh¢i praci a
spocitaji obsah Utvaru jako obsah obdélnika, zda budou jednou pficitat a jednou odecitat
obsah pulkruhu, nebo jestli obdélnik rozdéli na dva c¢tverce, znichz jeden bude

zmenseny o obsah ptilkruhu a jeden o obsah pilkruhu zvétseny.

Nejsnazsim zplisobem dohledani vysledku je ze zadanych udaji dopocitat délky
stran AC a CD a na zakladé¢ uvahy, ze vykrojeny pulkruh sprimérem AB vyplni
vyklenuty pulkruh s primérem ED. Pak spocitime obsah utvaru jako obsah obdélnika
se stranami AC a CD.
|AC| =4 cm
[CD|=2cm
S=|AC|-|CD|=4-2=8cm?

o 24

nasledné pticteni obsahu pulkruhu.

S, = 8 cm?
- palkruh:

_7r~r2_n-12_n; 2
Sp—T— 5 —5—1,57080m

S=S,-S,+S,=8-1,5708 + 1,5708 = 8 cm’

40



Rozbor nejcastejsich chyb Zakui:

Pti feSeni této ulohy pouzila vétSina zaka 3.E metodu vypoctu obsahu obdélnika.
Tito zaci, ktefi si uvédomili skuteCnost, Zze se oba pulkruhy navzijem vynuluji, méli
vSichni ulohu spravné spocitanou.

Jedna divka od obsahu obdélnika nejprve odecetla obsah piilkruhu a nésledné ho opét
pricetla, vysledek byl spravny.

Zéci, ktefi chybovali (3) , méli chybu ve vzorci pro obsah kruhu ( viz. obr. 3) nebo si
neuvédomili, co pficitaji a co odecitaji ( obr. 3, obr. 4). Zbytek piiklad nespocital vibec
(4 Zaci).

Z 74kt 8. tfidy vyteSil tuto Ulohu jen jeden, ktery obsah spocital jako obsah
obdélnika. 2 Zaci se pokusili o vypocet, ktery byl vSak jen pokusem cokoli zkombinovat

ve snaze najit vysledek (obr. 5).

Absolutni Relativni Absolutni Relativni
Cetnost ve 3.E | Cetnost ve | Cetnost v 8. tfide ¢etnost v
3.E 8. tride
Spravné feseni 21 /28 75 1/14 7,1
Chyba ve vzorci, 3 10,7 2 14,3
Spatna uvaha
Z4dné feseni 4 14,3 11 78,6

Tab. 3.1: Tabulka Gspésnosti.
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Ukazky z praci studentui:

3. Utvar ABCDEF na obr. 3 i Jje ohrani¢en dvéma
pilkruznicemi o poloméru 1 cm a tseckami BCED;
AF, FE, z nichZ kazda ma délku 2 cm. (Usecky BCa
EF jsou rovnob&zné, tihly AFE a BCD i jsou pravé.)
Urcete obsah titvaru 4ABCDEF.

“ & Obr. 3

e}w/

Obr. 1: Pfesunuti pulkruhu, ktery vy¢niva, do pilkruhu, ktery obdélniku chybi.

S
St
>

Q: OU*Q'/ Obr. 3
5 .

M&W'%Mﬂﬁuf MW%’%?WN

LK BLZIVIC | poaé _gEcbe  2pe
P U ppEeel. 2

Obr. 2: Spravny postup, ale nepiesna terminologie - polokruznice je ¢ara, zak mél na
mysli palkruh.

S0 fr/ 90 Qi
SO §544 GMW

S==fom + 6 2= MmN

Obr. 3: Spatny vzorec pro S kruhu, pfiéten cely kruh, misto poloviny a zadné odedteni.
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Obr. 4: Studentka spravné piicetla obsah ohranicujiciho ptlkruhu ED, obsah pilkruhu
AB uz vsak neodecetla.

Sxa- 4.
L= C4 ,14 :’44 Obr. 3
S= QY\ L QJ"C-{"C_un( +o,{,4<,6%2
”7// : S2-2.9.
S= 6\1"/6/ S= //5
S< 244 ;__"D\
Sz A
2K

Obr. 5: Zcela nepochopitelny postup, zak nema absolutni ponéti o tom, co pocita.
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3.4 Uloha 4
Uréete obsah $estiuhelnika ABCDEF na Obr. 4.1. (Uhly BCD a CDE jsou pravé.)

F 4cm

5cm

AN

Obr. 4.1

Komentar:

Tato tloha mé ukazat, jak jsou zaci schopni urcit obsah utvaru, pro ktery neexistuje
zadny pevny vzorec. Musi si zadany utvar vhodné rozdélit tak, aby uméli spocitat obsah

jednotlivych ¢asti a z nich nasledné urcit obsah celého Sestitthelnika.

Nejsnazsim feSenim je rozdélit zadany Sestitihelnik pfimkou, vedenou body B a E, na
lichobéznik ABEF a ¢tverec BCDE. Obsah Sestithelnika pak dostaneme, secteme-li

obsahy obou utvart.

Z1+ZZ 8+4
S|= Yy =T——y =
2 2

=30 cm?

S;=a-a=6-6=36cm?

S=5 +S, =30+ 36 =66 cm?

A 8cm B\
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Dal§im moznym feSenim je rozdéleni na jiné utvary, napt. Ctverec, trojuhelnik a

rovnobéznik.

S;=a-a=6-6=36cm?

. 4.5
Sy= L= 22=10cm?
2 2

S;=a-v=4-5=20cm?
8255 +SA+Sr:
=36 + 10 + 20 = 66 cm?

Rozbor nejcastejsich chyb Zakui:

VétSina zaki, kteti se pokusili o feSeni, dokazala v Sestithelniku spravné urcit ¢ast
tvaru Ctverce a vypocitat jeho obsah. Tam ovSem vétSina z neuspéSnych fesitelt
skoncila. Pfi dopocitavani obsahu lichobé&znika hrala podstatnou roli neznalost vzorce a
také se nekolikrat objevilo dosazeni $patného udaje - délky strany ¢tverce misto délky
zakladny (viz. obr. 3).

V 8. tfid¢ vytesil ulohu jeden zak, ostatni se o feSeni nepokusili viibec.

Absolutni Relativni Absolutni Relativni
Cetnost ve 3.E | Cetnost ve | Cetnostv 8. tfidé Cetnost v
3.E 8. trideé
Spravné feseni 171728 60,7 1/14 7,1
Chyba ve vzorci, 6 21,4 0 0
Spatnd ivaha
Z4dné feseni 5 17,9 13 92,9

Tab. 4.1: Tabulka Gspés$nosti.
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Ukazky z praci studentii:

4. Urcete obsah Sestiuhelnika
ABCDEF na obr. 4.

Uhly BCD 1 8,

(Uhly BCD a CDE jsou pravé.) e

g: (6N +(&§8 o

S @@ ?+Ll)b

= 66+~~3Q+50/@%Z e

Obr. 1: Spravné rozlozeni na ¢tverec a lichobéznik - pékné, elegantni a rychlé feseni,
pekny zapis.

5cm
(b

2=

8 cm

4. Urdete obsah Sestithelnika
ABCDEF na obr. 4.
(Uhly BCD a CDE jsou pravé.)

F 4cm

Scm

RN

Obr. 3: Nejprve chtél student pocitat obsah jako soucet obsaht ¢tverce a dvou
trojuhelnik®, nakonec vSak zvolil postup ptes obsah lichobéznika, kde Spatn¢ urcil délku

druhé¢ zékladny.
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Obr. 4 Studentka délila utvar na ¢tverec, obdélnik a trojahelnik vznikly ze dvou

mensich trojahelniki. Bohuzel si nevzpomnéla na vzorec pro obsah trojuhelnika

Scm

Obr. 5: Zde dokonce student urcoval obsahy 2 trojuhelnikt, obdélniku a ¢tverce, dle

obrazku.

D
4, Urdete obsah $estithelnika s
AECDEF na obr. 4. o
(Uhly BCD a CDE jsou pravé.) et B %
S & NE
O kese /_H\g
I3 § (6]
GEaa "
&= 60 G-t
&= 36 C«n\ﬂy 5=04 — 5
g A4
= 9o
s G Obr. 4 5= 514518,
o a Vv
IBa el
3 2
= ey
2
= 19 em* N

Obr. 6: Studentka patrné neznala vzorec pro obsah lichobéznika a tak se snazila o

vhodnéjsi rozdéleni, coz se ji bohuzel nepodaftilo.
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3.5 Uloha 5
Na obr. 5.1 je pfimka p rovnobézna s useckou AB. Rovnobéznik ABCD ma obsah
20 cm?. Jak velky obsah ma trojuhelnik ABE? Odpovéd zdavodnéte!

E D C )

Obr. 5.1

Komentar:

Uloha ma provéfit, jak dobie rozumi Zaci vzorci pro obsah trojiihelnika. Zda je jejich
znalost pouze formalni, nebo zda porozuméli zavislosti vysledku na vySce a délce

zakladny.

V této uloze by Zaci méli vychazet z obsahu trojuhelnika ABD, ktery tvoii polovinu
obsahu rovnobéznika ABCD. Pokud si zaci uvédomi podstatu vzorce pro obsah
trojuhelnika, z néhoz je patrné, Ze nezménim-li ani délku zékladny, ani pfislusnou vysku
na tuto zékladnu, vysledny obsah se nezméni. Proto, vime-li, Ze trojuhelniky ABD a

ADE maji stejné zakladny a vysky, uréime obsah trojuhelniku ADE na 10 cm*
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Rozbor nejcastejsich chyb Zakui:

Pti feseni této ulohy uspéli jen 3 studenti tercie. Bohuzel vSak byly jejich odpovédi bud’

jednotadkové, bez vysvétleni jejich tvahy. Jen jedna divka se pokusila vysvétlit sviij

postup, i kdyz trochu zmate¢né. To podstatné je vSak v zapise zachyceno, (obr. 2).
Nejcastéjsi chybou bylo, ze si zaci viilbec neuvédomili shodnost hledaného obsahu

s obsahem trojuhelniku ABD, podle vzorce.

Z4ci se pokouseli podle zndmého obsahu nejprve uréit délky stran rovnob&zniku. I zde

vSak chybovali, protoze obsah rovnobézniku ur¢ovali podle vzorce S =a - b (obr. 3).

Jeden zak 8. tiidy vymyslel, ze obsah trojihelnika ABS (S je mnou oznaceny
. 1
prusecik stran AD a BE) je roven 3 obsahu rovnobéznika, tedy 20 : 3 = 6,7 a tento

trojuhelnika se do trojihelnika ASE vejde 1,5x, tedy vysledek:
6,7+1,56,7=16,75 cm? (obr. 4).

U feseni z obr. 5 byla chybou neznalost vzorce pro obsah rovnobéznika. Namisto
toho pouzil zak vzorec pro obvod.

S dalsim ze Spatnych feSeni jsem se setkala s odhadovanim délek stran do vzorce pro
obsah lichobéZniku, odkud se Zak nasledné pokusil vyjadiit délku strany AB a vysku

rovnobéznika - shodnou s vyskou trojihelnika, jehoz obsah mél zék urcit, (obr. 6).

Absolutni Relativni Absolutni Relativni
Cetnost ve 3.E | Cetnost ve 3.E Cetnost v 8. ¢etnost v
tride 8. tride
Spravné feseni 3/28 10,7 0/14 0
Neznalost 5 17,9 0 0
vzorcl
Spatny odhad 3 10,7 1 7,1
Z4dna 17 60,7 13 92,9
odpoveéd

Tab. 5.1: Tabulka GspéSnosti.
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Ukazky z praci studentui:

S =S 'lzwxz

Tﬁ%&kxw% P NRENHT k|

Obr. 1: Spravna odpoveéd’, bez postupu.

5. Na obr. 5 je pfimka p rovnobézna v
s useckou AB. Rovnob&znik ABCD mé
obsah 20 &tvereénich jednotek. Jak
velky obsah ma trojuhelnik ABE?
Odpovéd' zdiivodnéte!

AV :
H chysenes 5\'5(@550\,\’%

Peloh 88l oot LB e

N AECD 1 % M\y\,\k ‘Cb\,\ QM JL\,:QJL
P AU s n“ \J\}N‘\L
oy e | . Ao
y b

6. Na obr. 6 je pfimka p rovnobézné s tseckou 4B.

Ly ihlaalull, ADCY

Obr. 2: Zachyceni uvahy o feSeni tlohy.

5. Na obr. 5 je pfimka p rovnobézna »
s use¢kou 4B. Rovnobéznik ABCD méd
obsah 20 &tvereénich jednotek. Jak
velky obsah ma trojuhelnik ABE?

Odpoved’ zdivodnéte!

0= ko)
k=5t

Obr. 3: Spatné zvoleny vzorec pro obsah rovnobéznika - studentka uréila obsah jako

soucin délek stran, ten je v§ak podle vzorce roven soucinu délky strany a ptislusné

vysky.
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5. Na obr. 5 je pfimka p rovnob&zna

s tiseckou 4B. Rovnob&Zznik ABCD mé
obsah 20 &tvereénich jednotek. Jak
velky obsah ma trojuhelnik ABE?
Odpovéd’ zditvodnéte!

e A ' B
ot W\«j/ /b?é 7[ 1,95 M‘Vl
< Obr. 5
st oot gD e 2 gy iddhid] dr ey
! A w0 G fayidtho debh o > & Bow o é'ﬁ*g;—ﬁ/" ;
4 GE e :’{ 1 5
)(,Fx + 67 e St A6, 25 o >(

Obr. 4: Chybna uvaha: ,, Obsah trojuhelnika ABS je 1/3 obsahu rovnobéznika ABCD.*

5. Na obr. 5 je primka p rovnob&zna p
s usetkou AB. Rovnobéznik ABCD ma
obsah 20 &tvereénich jednotek. Jak
velky obsah ma trojuhelnik ABE?
Odpoved zdiivodnéte!
A
i 2 (Q" /g\
g‘rff((f(é) ’(?br.S
=20 B ?
St
S 2= 26 3
g 1< ’ZZ (%N X
Obr. 5: Chybny vzorec pro obsah rovnobéznika.
5. Na obr. 5 je pfimka p rovnobézna E D @ p

s useckou AB. Rovnobéznik ABCD ma
obsah 20 &tvereénich jednotek. Jak
velky obsah mé trojuhelnik ABE?
Odpovéd’ zdiivodnéte!

g = la~(—cl-1r__ 25

$=20«, Obr. 5

Obr. 6: Odhadovani délek stran podle vzorce pro obsah lichobéznika.
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3.6 Uloha 6
Na obr. 6.1 je pfimka p rovnobézna s useckou AB. Trojuhelnik ABE ma obsah 3 cm? a
trojuhelnik ABC ma obsah 8 cm?.

Urcete obsahy trojuhelnikit BCE, ABD a AED. p

Komentar:

Tato uloha ma prokazat schopnost nalézt vztahy mezi obsahy ¢asti prekryvajicich se
trojuhelnikti. Dale ma ukazat, zda si Zaci uvédomuji podstatu vzorce pro obsah

trojuhelnika: zachovame-li délku zakladny i vySku, obsah se nezméni.

Obsah trojuhelniku BCE spoc¢teme jako rozdil obsahi trojuhelnika ABC a
trojuhelnika ABE, jejichZ oba obsahy zname, tedy:

Sgce = Sasc - Sage =8 -3 =5 cm?

Pokud vime, ze Gisecka AB a pfimka p jsou rovnobézné, pak i snadno ur¢ime vysky
trojuhelniktt ABC a ABD - ty totiz budou shodné, ozn. v. Strana AB je samoziejmé u
obou trojuhelniku stejné dlouha, proto i obsahy jsou si rovny:

Saec = Sasp = 8 cm”
Odtud pak snadno, stejné jako pfi urcovani obsahu trojiihelnika BCE uréime obsah

trojuhelnika AED:

Saep = Sasp - Sage = 8- 3 =5 cm?
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Rozbor nejcastejsich chyb Zakui:

V 8. tfid¢ tento priklad nevyiesil nikdo a kromé jednoho Zaka se o to nikdo ani
nepokusil.
Hoch, ktery se nad touto ulohou zamyslel, spocital spravné obsah trojuhelnika BCE,
obsah trojuhelnika ABD a AED vSak urcil vizudlnim odhadem - Spatné.

V tercii vyfesili celou tlohu (obsah vSech tii trojihelniki) 4 studenti, (obr. 1, 2).
15 studentt urcilo spravné obsah jednoho trojuhelnika BCE a ti z nich, ktefi se pokusili
urcit i obsahy zbylych dvou trojuhelnikii, vétSinou odhadovali v porovnani s ostatnimi

trojuhelniky ( obr. 3 ). Zbytek tfidy se o feseni nepokusil - 9 zakd.

Absolutni Relativni Absolutni Relativni
Cetnost ve 3.E | Cetnost ve 3.E Cetnost v 8. cetnost v
trideé 8. trideé
Spravné feseni 428 14,3 0/14 0
celé ulohy
Spravny obsah 15 53,6 1 7,1
trojuh. BCE®
Spatny odhad 6 21,4 1 7.1
Z4dna 9 32,1 13 92,9
odpoveéd

Tab. 6.1: Tabulka Gspé$nosti.

¥ Tento pocet zahrnuje i zaky, kteti dalsi obsahy odhadovali (viz. Spatny odhad).
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Ukazky z praci studentui:

6. Na obr. 6 je piimka p rovnobéznd s isetkou 4B.
Trojuhelnik 4BE ma obsah 3 a trojtihelnik ABC ma
obsah 8 (&tvere¢nich jednotek). Urcete obsahy
trojihelniki BCE, ABD a AED.

el = S0 (a:\/
ABD = 8um?

AED = Swwt ‘/

Obr. 6

Obr. 1: Jedno z kompletnich feseni.

AnD) =0 gna/
e = /
[AED) =7 8- Temd /

Obr. 2: Kompletni feseni 2.

6. Na obr. 6 je piimka p rovnobéZna s useckou 4B.
Trojuhelnik ABE ma obsah 3 a trojuhelnik 4BC ma
obsah 8 (étverednich jednotek). Urcete obsahy
trojihelnikt BCE, ABD a AED.

P

=
w 5@/9 %W\ L ARD

37 bun¥ =neD

Obr. 3: Odhadovani obsaht.
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3.7 Uloha 7
Piimky na obr. 7.1 vytvareji sit’ jednotkovych ¢tverct (kazdy ¢tverecek sité ma

obsah 1 cm?). Urcete obsah S; ¢tverce ABCD a obsah S, trojuhelnika KLM.

M

(_'T

D B /

Obr. 7.1

Komentar:
Tato uloha ma za kol provéfit orientaci zakil ve ¢tvercové siti a jejich predstavivost.

Pomoci sité ctvercii maji Zaci urcit obsah obrazct, tedy urcit, kolik ¢tvercii o obsahu

1 cm? se do obrazct vejde.

Ctverec ABCD na obr. 7.1 ma stranu a = v/2 , protoze délka tthlop¥icky &tverce se

stranou 1 cm se ur¢i pomoci Pythagorovy véty:

u2=a2+a2
W2 =12+ 12
=2
u=+2

Obsah ¢tverce se pak spocita :

S=a’=+v22=2cm’
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Geometricky se da obsah ¢tverce ABCD urcit tak, ze kazdy z trojuhelniki ABS, BCS,
CDS, DAS, kde Sje stred c¢tverce ABCD, ma obsah roven poloviné obsahu
jednotkového &tverce, tedy 0,5 cm® Obsah S, je pak roven souctu obsahi tdchto
trojuhelnikd, tedy:

SABCD =4- 0,5 =2 sz

Trojuhelnik KLM ma délku zakladny rovnu dvojnasobku délky uhlopticky

jednotkového &tverce, tedy 2v/2 a vysku k zakladné délky 4,5v/2.
Obsah trojuhelnika je tedy:

: 22452
SKLM = ZZ—V = 3 =9 sz

I tento ptiklad lze fesit graficky, podle nasledujiciho obrazku:

S=9cm? ' Aicm*

det| V

),
Aok
J/!cw%

Aew
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Rozbor nejcastejsich chyb Zakii:

Cely ptiklad, tedy obsah ¢tverce 1 trojuhelnika, se podarilo urcit jen Sesti studentiim
tercie. VSech 6 feseni bylo grafickych, (obr. 1).

Prvni ¢ast této ulohy, obsah ctverce, vytesilo v 8. tfid€ 8 zaka, v tercii 23 zak.

Jeden student dokonce uvedl dvé rtizna feseni, a to : 1) Vychazel z toho, ze hledany
obsah tvofi polovinu obsahu ¢tverce o stran¢ 2 cm, 2) Urc¢il délku strany ctverce ABCD
pomoci Pythagorovy véty (obr. 2).

Chyby, které se vyskytovaly u neuspésnych fesitelti, vznikly ze Spatného urceni
délky strany Ctverce - dva zaci uréili délku strany ¢tverce a = 1 c¢cm, jeden a = 0,5 cm.
Jeden zak pocital obsah ¢tverce podle vzorce S =a - b, kdeur¢ila=1cm,b=2cma
S=1"-2=3cm? TH Zaci pocitali obsah &tverce jako obvod: S =4 -a.

U jedné studentky jsem se setkala s chybou vzniklou p¥i zaokrouhlovani : V2 = 1,4

1,42 =1,9. Piiklad byl jinak v8ak vyfeSen spravné. U Ctyf Zaki nebylo feSeni Zadné.

Druha ¢ast tlohy, obsah trojihelnika nebyla zdaleka tak tspé$na. Spravné urcilo
obsah jen 7 studentt tercie, v 8. tfid¢ se k vysledku nedopracoval nikdo.
VSechna spravna feSeni vznikla po grafickém feSeni, kdy si Zaci ur€ovali ¢asti, které
spolu tvofi cely jednotkovy ¢tverec, (obr. 3).
Piijjemnym piekvapenim bylo feSeni jedné divky z 8. tiidy, ktera jedina pouzila pro
vypocet obsahu vzorec, ale chybovala pii urCovani délek strany a vySky. Misto rozmért
2v2 a 4,5V2 uréila délky 2 a 4,5. Uréila totiz délku uhlopticky rovnu jedné. Jeji
vysledek pak byl 4,5 cm?, (obr. 4).
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Absolutni Relativni Absolutni Relativni
cetnost ve cetnost ve Cetnost v 8. cetnost v
3.E 3.E tride 8. tride
Spravné feseni obou 6/28 21,4 0/14 0
casti
Spravné feseni 23 82,1 8 57,1
obsahu ¢tverce
Spatné uréena délka 4 14,3 0 0
strany
Spatny vzorec 0 0 3 21,4
Spravné feseni 7 25 0 0
obsahu trojuhelnika
Z4dna odpovéd’ - 1 3,6 3 21,4
Ctverec
Spatny odhad
Z4dna odpovéd’ - 6 21,4 4 28,6
trojuhelnik

Tab. 7.1: Tabulka Gspé&$nosti.

Ukazky z praci studentii:

Q)
-3 §
———

Obr. 1: Grafické feseni tlohy.
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Obr. 2: 2 zptsoby feseni.
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0, (} 2 o,
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Obr. 3: Spojovani ¢asti, tvoticich Obr. 4: Vypocet obsahu vzorcem, $patné
spole¢né cely Etverecek. urcena délka uhlopticky jednotkového ctverce.
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3.8 Uloha 8

Piimky na obr. 8.1 vytvareji sit’ jednotkovych ¢tverct (kazdy ¢tvereéek sité ma obsah

1 cm?). Vyznaceny trojuhelnik ma obsah 2 cm? a vrcholy v miizovych bodech (tzn. ve
spole¢nych vrcholech ¢tverct site).

Nakreslete do sité co nejvice dalsich trojihelnikti s obsahem 2 a s vrcholy ve miizovych

bodech tak, aby zadné dva trojihelniky nebyly shodné!

Obr. 8.1

Komentar:

Tato uloha spolu s tlohou ¢. 9 mé prokazat, jak dalece zaci pochopili probiranou
latku a vzorec pro vypocet obsahu trojuhelnika, jak dokazou pracovat s informacemi,
které nejsou v zadani ulohy striktn€ vypsany, jaké strategie vyuziji pii feSeni takovychto

typt uloh a jakou maji pfedstavivost.
Pti vypracovavani tohoto piikladu se Zaci mohou spolehnout bud’ na geometrickou

predstavu, ktera by méla byt podlozena pochopenim vzorce, a nebo na pocetni feseni,

které danému obsahu trojihelnika uré¢i mozné délky stran s ptisluSnych vysek.
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Geometrické feSeni:

Pokud m4 zadany trojithelnik obsah 2 cm? musime vyjit z toho, Ze polovina souéinu
délek zakladny a vysky daného trojuhelnika je rovna dvéma. Pokud tedy zachovam
délky, nezméni se ani obsah.

Vezmeme-li zakladnu s délkou 2 cm a vysku 2 cm ( dle obrazku ), pak kazdy dalsi

trojuhelnik se stejnymi rozméry ma také obsah 2 cm?.

cmM2cm|2 cm

2cm

Obr. 8.2: Trojuhelniky s délkou zakladny 2 cm a vyskou 2 cm.

Tedy, pokud vezmeme stale stejnou zakladnu, pak trojihelniky, s vrcholy v miizovych
bodech na rovnobézce, vzdalené od zdkladny o pfislovkou vySku, maji stale stejny

obsah.

Pocetni feSeni:

S = 2 cm? Ize dostat, pokud jsou délka strany a piislusna vyska:
l.a=1lcm,va=4cmd. a=+2cm,v,=2v2cm
2.a=2cm,va=2cm5.a=2v2cm, v, =2 cm

2
3,a:4cm,va:10m6.a:4\/zcm,va=§

atd.

Pak sestrojime vSechny mozné trojihelniky odpovidajicich rozméri.
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Obr. 8.3 Ukazka moznych feseni

Rozbor nejcastejsich chyb zakui:

Alesponi 3 riizné trojuhelniky nakreslilo z tercie 7 studentii, 2 feSeni vypracovalo 9
studenttl, jeden trojuhelnik nakreslilo 5 studentii a 7 jich nenakreslilo nic.
V 8. tfidé méli 2 Zaci 3 trojuhelniky a 3 Z4ci po jednom trojihelniku, zbytek tfidy

nemél nic.

Studenti tercie vétSinou nechybovali, jen méli v tloze malo feSeni, nebo piiklad
nefesili.

Osmaci cCasto kreslili trojuhelniky shodné, jen rizné€ otocené a s vrcholy mimo

miizové body.

Absolutni Relativni Absolutni Relativni
Cetnost ve 3.E | cetnost ve 3.E Cetnost v 8. Cetnost v
tride 8. tride
3 riizné 7 25 2 14,3
trojihelniky
2 spravné 9 32,1 0 0
trojihelniky
1 spravny 5 17,9 3 214
trojuhelnik
Zadné feseni 7 25 9 64,3

Tab. 8.1: Tabulka Gspésnosti.
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Ukazky z praci studentui:

Obr. 1: Nahofte: Spravna feseni. Vpravo: Jediné takovéto feseni, ale jeden
z vrcholt nelezi v miizovém bodé!

Nl-"{

<

~d

Obr. 2: Pét shodnych trojihelniku v rizném otoceni, nazvané jako rtizné, jejich vrcholy
navic nelezi v mfizovych bodech.
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3.9 Uloha 9

Na obr. 9.1 je v siti jednotkovych ¢tverci umistén v levém dolnim rohu trojuhelnik
s obsahem 2 cm?. Vyznacené tiseCky maji byt strany dalSich trojuhelniki s obsahem

2 cm? a svrcholy v miizovych bodech sité. Dokreslete k tseckam tyto trojuhelniky.

.....

dolnim obrazku.

Obr.9.1
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Komentar:

Pti feSeni této tlohy zaci mohou postupovat bud’ pocetné€, nebo tvahou.
Pocetni feseni by mélo obsahovat vycisleni obsahu daného trojahelnika (ze zadani):
S=2cm?

Nasledné pak zéci u kazdé zadané strany vyjadii jeji délku:

ai=4cm

a;=+v2cm
a3 =2+v2 cm
as=4/2cm

Z dan¢ho obsahu a urcenych délek stran pak ur¢ime vysky trojuhelniku, pfislusné

danym strandm:

vi=1lcm
Vo =242 cm
vz =+/2cm
v4:gcm

AN

Obr. 9.2: Vzorové feseni ulohy.
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Rozbor nejcastejsich chyb Zakui:

Za splnéni ulohy jsme povazovali takovy obrazek, kde ke kazdé zadané stran¢ Zaci
dokazali dokreslit trojuhelnik daného obsahu, nebo kde zaci misto jednoho
z pozadovanych trojuhelnikii nakreslili trojuhelnik jiny, s pozadovanym obsahem.

Tercie: Celou ulohu splnili 4 studenti ( obr. 1), 3 trojuhelniky nakreslilo 6 studentu,
2 spravna feseni zvladlo 7 studentd, 1 feSeni 7 studentd, a s zddnym uspéchem skoncili
4 studenti.

8. tiida: 3 nejlepsi fesitelé nakreslili spravné 2 trojihelniky, 3 Zaci nakreslili alespon

jeden z trojuhelniki a zbytek tiidy v feSeni ulohy neuspél vibec.

Casto jsem se setkala s obrazky s nékolika shodnymi feSenimi, ktera zaci povazovali
za rizna ( obr. 2 ), nebo stakovymi feSenimi, ktera uz od pohledu nemohla mit se
zadanym trojuhelnikem shodny obsah, ( obr. 3).

Pii teSeni Ulohy si Zaci také s oblibou upravovali zadané¢ délky stran tak, aby byli

schopni nakreslit trojuhelnik podle zadani, ( obr. 2, 3).

Absolutni Relativni Absolutni Relativni
Cetnost ve 3.E | Cetnost ve 3.E Cetnost v 8. Cetnost v
tride 8. tridé
Spravné feseni 4/28 14,3 0/14 0
celé ulohy
3 spravné 6 21,4 0 0
trojihelniky
2 spravné 7 25 2 14,3
trojuhelniky
1 spravny 7 25 3 31,4
trojuhelnik
Z4dné feseni 4 14,3 9 64,3

Tab. 9.1 Tabulka Gspésnosti.
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Ukazky z praci studentui:

o/ s y
|

Obr. 1: Spravné feseni, jen trojuhelnik se zadanou stranou 2v?2 je shodny s ptivodnim.

Obr. 2: Déleni zadanych strany a nasledné nakresleni 4 shodnych trojuhelnikd.
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Obr. 3: Trojuhelniky se zakladnami dlouhymi 4 cm a 4v/2 ¢cm uZ od pohledu nemaji
obsah 2 cm?. Strana dlouha V2 je prodlouzena na 2v/2.
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3.10 Uloha 10

Obdélnik na obr. 10.1 je rozde€len uhloptickou na dva trojihelniky. Jeden ma obsah

8 cm? , druhy obsah X cm?. Urcete X.

o0

Obr. 10.1

Komentar:

Tento piiklad je jakymsi pfedstupném pro nasledujici dvé wlohy. Zaci by si méli
uvédomit, ze rozdélenim obdélniku uhlopiickou vznikly dva shodné trojuhelniky,
shodujici se v délce zakladny, vySce a tim 1 v obsahu. Diky tomu by pak m¢li bez

problémi vyftesit 1 dalsi ulohy.

Trojuhelnik s obsahem x tvofi polovinu obsahu obdélnika, vyobrazen¢ho na
Obr. 10.1 a zaroveii je shodny s trojihelnikem o obsahu 8 cm? Shoduje se v délce

zakladny 1 v délce vysky, proto je jeho obsah x = 8 cm?.
Rozbor nejcastejsich chyb Zakii:

Tato tloha méla u zakl nejveétsi uspéSnost. Celych 26 z 28 zaki tercie a 6 ze 14 zakl
8. tfidy urcili obsah trojihelnika spravné.

Chyba jedné ze studentek tercie vznikla ze Spatného pieCteni zadani, kdy divka
uvedla jako vysledek obsah celého obdélnika ( spravné ), druhd studentka neuvedla
feSeni viibec.

V 8. tfid¢ Spatné precetli zadani dva zéaci a jejich odpovéd’ byla obsah celého

obdélniku ( oba vysledky spravné€) a 6 zakia nenapsalo zadnou odpoved..
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Absolutni Relativni Absolutni Relativni
Cetnost ve 3.E Cetnost ve 3.E cetnost v cetnost v
8. tfideé 8. tiide
Spravné feseni 26 /28 92,2 6/14 42,9
Spatné pieéteni 1 3,6 2 14,3
zadani
Z4dna 1 3,6 6 42,9
odpoveéd
Tab. 10.1: Tabulka uspésnosti.
Ukazky z praci studentii:
X=Q
Obr

bhale, . ks obolitante,

V

Obr. 1: Zakyné tvrdi, Ze trojithelniky vzniklé tthlopiickou v obdélniku jsou shodné.
Ma sice pravdu, ale hodilo by se zdivodnit proc.

)w&\% el el hofed & prote  URlopricka

nelslila. Bl me. 8 Aky\x\ ch{y‘)s"«ﬂl'\i%- /

Obr. 2: Stejny piipad, jako na Obr. 1, tyto trojihelniky jsou shodné podle véty sss.

10. Obdélnik na obr. 10 je rozdélen thlopiickou na dva
trojuhelniky. Jeden ma obsah 8, druhy obsah x. Urcete

x=fog”

(=]

b o AR b

Obr. 3: 1 zde by bylo dobré uvést, pro¢ je druha ¢ast shodna.
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3.11 Uloha 11

Obdélnik na obr. 11.1 je rozdélen na tii trojuhelniky. Jeden ma obsah S; = 3 cm? a

druhy S; = 8 cm?, jak je vyznaceno na obrazku.

Urcete obsah X tfetiho trojihelnika.

o0

Obr. 111

Komentar:

Pti feSeni toho ukolu si maji Zaci uvédomit, co vznika rozfezdnim obdélniku dle
obrazku a jaké délky stran a vySek maji vysledné trojihelniky.

Na zaklad¢ toho pak snadno dojdou ke konkrétnim hodnotdm

V navaznosti na ptedchozi Glohu by si zaci méli uvédomit, ze trojihelnik s obsahem
S, tvoti polovinu obsahu obdélnika, stejné jako u ptikladu €. 10.
Pro¢? Protoze délka zékladny 1 vyska tohoto trojuhelnika jsou shodné s trojuhelnikem

V minulém ukolu.

Algebraicky ptistup:

Pokud je polovina obdélnika 8 cm? pak druhd polovina musi byt také 8 cm? a
zarovenn se tato druhd polovina musi skladat z trojihelniku o obsahu 3 cm?® a
z trojuhelniku nezndmého obsahu x.

Vychazi pak:
S2=2S,, 81+ 8 =5,
Sy =51 +S3

8=3+S3

S3=x=5cm?
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Geometricky piistup:

Pokud zobrazime trojithelnik 1 s obsahem 3 cm? osovou soumérnosti ( s 0sou, kterou
tvori spole¢né strana trojihelnikd 1 a 2) do trojihelniku 2 s obsahem 8 cm? pak jeho
druha ¢ast, kterou urci rozdil ptivodniho trojuhelniku a obrazu trojuhelniku 1 (jez je
obrazem trojihelniku 3 v osové soumérnosti So.s. tvofenou spolecnou stranou

trojuhelniki 2 a 3) mé obsah 5 cm?, stejné jako trojihelnik 3.

S1+5:=5,
S3 S1
3+S5;=8
S3 s1 Ss=x=8-3=5cm’

Rozbor nejcastejsich chyb Zaku:

Tato Uloha ve srovnani s ostatnimi patfila k t€m s lepSimi vysledky. Vice nez
polovina zaki tercie urcila vysledek spravné, snad v navaznosti na tlohu ¢. 10.
V 8. tfid¢ je skoncili se spravnym vysledkem jen Ctyfi Zaci, presto se piiklad zatadil
Nejcastéji dosli Zaci ke spravnému vysledku tak, Ze si spravné urcili,
7e soulet X + 3 = 8, tedy neznamy obsah trojihelnika x = 5 cm?, (obr. 1),
Péknym fesenim bylo uziti osové soumérnosti ( S jednou osou soumérnosti, kterou tvoii
spolecna strana trojuhelnikti 1 a 2, a s druhou osou soumérnosti, spoleCnou stranou
trojihelnikli 2 a 3) a tim zobrazenim dvou menSich trojuhelniki 1,3 do vétsiho
trojthelniku 3 ( obr. 2, 3, 4).

Chyby ve vysledcich vznikaly proto, Ze zéaci vysledek tipovali po vizudlnim
porovnani znamych obsaht, dale diky tomu, Ze se Zaci snazili urcit délky stran

(tznm. délku zékladny a vysku) trojihelnika s neznamym obsahem (obr. 5).
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Absolutni Relativni Absolutni Relativni
Cetnost ve 3.E | cCetnost ve Cetnost v Cetnost v
3.E 8. tride 8. tride
Spravné feseni 15/28 53,6 4/14 28,6
Chybné tipovani 4 14,3 0 0
vysledku
Uréeni délek 2 71 0 0
zékladny a vysky
Bez odpovédi 7 25 10 71,4

Tab. 11.1: Tabulka uspé$nosti.

Ukazky z praci studentu:

g;5 $+3+x = 16

X= {6-4- 3~

x_;’s‘\/

Mystom 3¢ fo souvied » pX.40.

Obr. 1: Od obsahu obdélnika odecteny obsahy dvou trojihelnika.

Jeden ma obsah 3 a druhy 8, jak je vyznaceno na ob-
razku.. Urdete obsah x tfetiho trojuhelnika

/4

Sx:b’\/

- By A brojlROR & oohem 3 R men
oot Weavn ,vzw&m am  Hm don Jormoy Solak 5 obrofam
: | :
- pofom oo by posae Soiak 4 polortnonn | Blxel Mo ofnch

/.XLQ_S‘\L: (‘?055»'} (ude W'((QL ’t&i ct“sd(\ 5

Obr. 11
e T Y

w03k 0@?{‘ q'x\vd

!

Obr. 2: Reseni pies osovou soumérnost.
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§/>‘ Obr. 11 P

Obr. 3: Geometricka interpretace.

Obr. 4: Tento zak snad tusil feSeni, mél vSak problém s oznacenim jednotlivych obsahti
a spravnym matematickym zapisem a nakonec spoustu myslenek poskrtal.

11. Obdélnik na obr. 12 je rozd&len na tfi trojithelniky.
Jeden ma obsah 3 a druhy 8, jak je vyznaceno na ob-
razku.. Uréete obsah x tietiho trojuhelnika

Y:Q&‘"‘l

S=
= ,,’ Obr. 11
S

Q= Qe x

Obr. 5: Tipovani délky zékladny a vysky trojuhelnika X.
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3.12 Uloha 12

Obdélnik na obr. 12.1 je rozdélen na ¢tyii trojuhelniky. TFi z nich maji obsahy S; = 3,

Sz =4 a S3 = 8 cm? tak, jak je vyznaceno na obrazku.

Urcete obsah X ¢tvrtého trojuhelnika.

sl

3

Obr. 12.1
Komentar:

Uloha k provéfeni znalosti a dovednosti pracovat s tématem obsahy trojuhelnik?L.
Jako v predchozich piekladech zde hraje roli pochopeni vzorce pro obsah trojuhelnika a

schopnost pracovat v souvislostech.

Uloha navazuje na predchozi dvé zadani. V predchozi tiloze Zaci odtusili, Ze soudet
obsahti dvou mensich trojuhelniki by se m¢l rovnat obsahu nejvétsiho z nich. V této
uloze pak méli vyvodit, Ze soucet obsahli S; + Sz = S; + S4, protoze trojihelniky 1 a 3
maji stejné zakladny a soulty jejich vySek se rovnaji délce kratsi strany obdélnika.
Z toho pak mizeme odvodit, ze soucet jejich obsahll je roven jedné polovin€ obsahu
obdélnika. Soucet obsaht trojuhelnikli 2 a 4 pak tvofi druhou polovinu obsahu
obdélnika.

Algebraicky piistup:

1 1 1 1 1 1 1
81+Sg=5a 'v+5a'(b-v)=5a "v--a 'v+5a 'b=5a 'b(=50bsahuobdéln1’ka)

S;+Si=<b u+b-@-uy=<b-u-Sb-u+ib-a=la-p
2 2 2 2 2 2

S1+S3=5+S, a
3+8=4+x 8 b-v
b
x=11-4=7cm? ) 4
3 \"
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Algebraicko - geometrické feseni:

X=T7-y+y
8-(1+y)=
X=7

-y 1+y

[ 1+y [=4-(3-Y)

y y 3-y~32Y

Rozbor nejcastejsich chyb zakui:

Pfi feSeni tohoto ptikladu mnoho zakl odhadlo, Ze soucty dvou obsahli malych
trojihelnikll daji soucet obsahti zbylych dvou. Nekolik zaka tlohu spocitalo spravné
(obr. 1, 2) - 3 studenti tercie, jeden zak 8. tiidy. Velmi pékné feSeni se objevilo u
studenta tercie, ktery vytesil ulohu pomoci roziezani celého obdélniku na trojuhelniky,
z nichz kazdy mé¢l sviij shodny obraz se znamym obsahem (obr. 2).

Malokdo vsak veédél, z ¢eho vychazi podstata s¢itani a porovnavani obsahu a to vedlo
k chybnym vypoctim.

Ve tiech ptipadech zéaci od nejvétsiho Cisla odecetli zbyld dvé, tedy : 8 -4 -3 =1,
(viz obr. 3). Jindy pak Zaci ur¢ili soudet S; + Sz = 12 cm? a od tohoto &isla odecetli Sy,
12-S; =12 -3 =9 cm? (obr. 4)

Pomérné casto se pak objevoval vysledek S; = 6 cm?, Z peclivého prozkoumani
riznych postupti jsem dosla k zavéru, ze tito studenti opticky posoudili velikosti
jednotlivych trojihelnikti a obsah tipovali. Jedno feSeni (obr. 5) vychazelo z tivahy, ze
soucin dvou protilehlych trojuhelnikl se musi rovnat sou¢inu druhych dvou protilehlych
trojuhelnikd.

Nakonec jsem se u dvou zdk 8. tfidy setkala s méfenim zadaného obrazku
pravitkem, vyc¢islovanim délek stran obdélnika i jednotlivych trojuhelnikli a néasledné

,»Vypocitavani* obsahu S, (obr. 6).
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Absolutni Relativni Absolutni Relativni
Cetnost ve 3.E | Cetnost ve | Cetnost v 8. tfidé | Cetnost v
3.E 8. tridé
Spravné fesent 3/28 10,7 1/14 7,1
Chybna tivaha 2 7,1 1 7,1
(vedouci na
vysledek 1)
Chybna uvaha 2 71 0 0
(vedouci na
vysledek 9)
Vysledek 6 cm® 6 21,4 1 7.1
Metoda méfeni 0 0 2 14,3

Tab. 12.1 Tabulka Gsp&Snosti.

Ukazky z praci studentii:

o &

Tl s 5
(/«-/{/V'}irf) ke

- 443 =~

=/

Obr. 1: Spravné feseni, ale bez zdivodnéni.

%

Obr. 2: Ryze geometricky pfistup, zak vSak hodnoty tipoval tak, aby vysly jednotlivé

dily.
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$+4+3+x = {L
X=146-8-4-%
- 4
s
Hystom,5e $0 ouvtsd 3 po. 10 a 4.

Obr. 3: Od nejvétsiho obsahu odecteny dalsi dva.

e
& e ‘C‘)%j d. A nact bl Mmeo
Py, @ dlo ot dole Gy 9, o
vl %zéb To J,l Ao St @ S¢ 4

<

40 B0 Kumt

Obr. 4: S¢itani $patnych obsahd.

X%=9%.19
XzQLliL’

=h

Obr. 5: Jedno z feeni vedouci k vysledku 6 cm?.

g R 597

o U3 x=¥ K

Yy R ay

Obr. 6: Reseni pomoci méfeni délek stran.
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3.13 Shrnuti

V tercii gymnazia J. V. Jirsika dopadl test velmi dobie. Studenti, aniz by dopfedu o
pisemné praci védéli, nebo by v té dob¢ latku Obsahy probirali, zvladli jednotlivé
vytesit vétsinu uloh. Celkové jako tfida pak vytesili ulohy vSechny - tedy nestalo se, ze
k n€¢kterému piikladu by nikdo nebyl schopen nalézt spravnou odpovéd. Studenti si
vybavovali vzorce, uméli s nimi pracovat a mnoho z nich dokézalo vyuzit i svych
osobnich strategii feSeni tloh tak, aby se dopracovali ke spravnému vysledku. Projevila
se snaha o vysvétleni postupti a zdiivodnéni vybranych strategii, néktefi Zaci dokonce
uvadéli i vice nez jedno feSeni dané¢ho problému. Celkové shledavam tuto tfidu jako
velmi nadanou a soudim, Ze pii vyuce tohoto tématu byly vyuzity vSechny prostredky

na to, aby ziskané znalosti a dovednosti mély pro zZaky trvaly charakter.

Pokud bych chtéla posilit tuto tfidu a dopomoci ji k jesté lepsim vysledkiim, zatradila
bych do vykladu a opakovani vic uloh, kde by si zaci uvédomili, Ze pokud se nezméni
hodnoty proménnych, nezméni se ani vysledek. ( Napt. u tloh 5, 6, 8, 9 by se tak mohla

zvednout celkova uspésnost.)

V 8. tfid¢ ZS Dobra Voda prace zdaleka nedopadla tak dobie, jako u studenti
osmiletého gymnazia. Zaci nepracovali se zaujetim & s touhou dosédhnout dobrého
vysledku, néktefi Zaci si dokonce pfisli ukfivdeni, Ze o pisemné praci nevédéli a tak se ji
snazili sabotovat. AZ na jednu Zakyni, ktera svou snahu dovedla k dokonalosti a kromé
podpisu nenapsala ani ¢arku, se vSak nakonec kazdy pokusil vyfesit alespon leh¢i tilohy.
VSe je urcité dano tim, Ze vétSina schopnych zaki odesla po dokonceni 5. tfidy pravé na
osmiletd gymnazia a ve tfidé zbyla hrstka 74k, ktefi nejsou na matematiku zrovna
zameteni. Tém zaktm, ktefi pfesto jevi o matematiku zajem pak chybi ve tfidé zdrava
konkurence a tim padem i1 motivace dosahovat lepsich vysledkt. Pani ucitelka hodnoti
svou vyuku tak, Ze je rada, kdyZ v Zacich udrZi n¢jaké znalosti alespoii po tu dobu, co se

latka probira, aby zaci vybojovali alespon né¢jaké sluSné znamky.
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Nejsem si jista, zda by v této tfide¢, kde je détem jedno, zda ucivu porozumi a jakého
vysledku ¢i znamky dosdhnou, néjak zdsadné¢ pomohl napt. odlisny vyklad nebo
odvozovani vzorci tak, aby je pochopili a uméli si je odvodit, i kdyz je zapomenou.

Urcité by to ale bylo zajimavym dlouhodob¢jsim pokusem.
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4 SBIRKA ULOH

Sbirka uloh byla sestavenad podle metodické casti, vzdy k procvic¢eni jednotlivé
kapitoly. Piiklady byly sefazeny tak, aby na zacatku Zaci pracovali s leh¢imi Glohami a
opevnili tak své znalosti vzorce a jeho uziti, na konci kazdé podkapitoly jsou pak
priklady tézsi, kde musi Zaci pfemyslet a vybrat nejvhodnéjsi strategie feSeni.

Za textem ulohy vzdy uvadim publikaci, z niz byla pfevzata a Cislo strany na které ji
Ize v dané publikaci najit. Ulohy oznaené symbolem « jsem sestavila sama a tlohy

Na konci kazdé podkapitoly jsou vysledky tloh, kde krom¢ samotnych odpovédi
nalezneme u slozitéjSich piikladi ndvod na feSeni nebo u zajimavych uloh rizné

strategie.

4.1 Obsah ¢tverce, kosoctverce

4.1.1 Spocitejte obsah ctverce, ktery ma délku strany 6 cm.

4.1.2 Urcete délku strany ¢tverce, vime-li, Ze jeho obsah je 169 cm?,

4.1.3 Zakreslete do &tvercové sité &tverce o obsahu 4 cm?, 9 cm?, 16 cm?.

1 cn?
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4.1.5

4.1.6

4.1.7

4.1.8

4.1.9

4.1.10

4111

Zvetsi-li se strana Ctverce o 5 centimetrtl, zveEtsi se jeho obsah o 135 cm?.
Vypocitejte délku strany ptivodniho Ctverce.

[5, str. 33]

Spocitejte obsah Ctverce, vite-li, ze délka jeho thlopficky je 10 cm.

[1, str. 118]

Fotografie ¢tvercového formatu je nalepena na tvrdé podlozce, ktera je také
¢tvercového formatu s délkou strany 12 cm. Fotografie zaujima 56,23% plochy
podlozky. Vypocitejte rozméry fotografie.

[upraveno dle 1, str. 122]

Délky stran dvou ¢tvercil jsou v poméru 3 : 5. Vypocitejte jejich obsahy, jestlize
vétsi Ctverec ma délku strany 20 cm.

[1, str. 121]
Vypocitejte obsah kosoctverce, ktery ma délku strany 6 cm a vysku 4 cm.

Parcela ma tvar kosoctverce. Jeho strana je dlouhd 25 m a vzdélenost stran AB
a CD je 22 m. Vypocitejte jeji vyméru.
[1, str. 117]

Vodacky oddil musi pfi letnim putovani pouzit 4 vojenské stany. Kazdy stan se
skladé ze dvou dila tvaru kosoctverce o délce strany 1,5 m a vysce 1,3 m. Pred
vypravou je tieba stany naimpregnovat. Kolik spreji musi vedouci oddilu
zakoupit, kdyz jeden sprej vystaci na 4 m? latky?

[9, str. 53]

Vypocitejte délky uhlopticek kosoctverce, je-li obsah kosoctverce 156 cm’ a
délka strany 13 cm.
[1, str. 119]
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4.1.12 Kosoctverec ma délky uhlopticek 4,2 cm a 3,4 cm. Vypocitejte délku strany

*e kosoctverce, vysku a jeho obsah.

4.1.13 Je mozné stiihat z pasu plechu Sirokého 2,2 cm desticky tvaru kosoctverce se
stranou 2,4 cm a thloptickou 3 cm?

[1, str. 126]
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Vysledky uloh kapitoly 4.1

411  36cm?
4.1.2 13 cm
4.1.3 Bud’ si zaci vyjadii ze vzorce délky stran, nebo budou postupné

vybarvovat &tverecky o obsahu 1 cm? do tvaru &tverce.

4 cm?
A

16 cm?

414  (@a+5)%=a’+135a=1lcm

415 wv=a’+a%a=5/2

4.1.6 a je délka strany fotografie, obsah podlozky S, = 122 = 144 cm?,
56,23% ze 144 cm”*=a®,a=9cm

4.1.7 5x =20 cm, 3x = 12 cm, obsah mensiho ¢tverce S; = 144 sz,

obsah vétsiho S, = 400 cm?
4.1.8 24 cm?

4.1.9 550 cm?
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4.1.10

4111

4.1.12

4.1.13

4 stany se dohromady skladaji z 8 dild, jejichz vyméra celkem

je 8- (1,5 1,3)=15,6 m% na 15,6 m? spoticbujeme 4 spreje

vyska kosoctverce je 156 : 13 = 12 cm, zdélek stran vybarveného
trojuhelniku na obrazku dopocitame Pyth. vétou délku tiseku X a nasledné

13 - X, z trojuhelniku o délkach stran 12 a 13 - X dopocitime Pyth. vétou

ul ~u2
2

délku uhlopiicky uy, podle vzorce Sy =

up= 6v13,u; =413

pak dopocitame délku ug;

12 13

z pravouhlého trojuhelniku o délce odvésen rovné poloviné délek thlopticek

dopocitame Pyth. vétou délku strany a, a = 2,7 cm, obsah kosoctverce
ul - u2

vzorcem S = .S = 7,14 cm?, ze vzorce pro obsah kosoctverce

S = a * vy dopocitame vysku v = 2,64 cm

ul=42
u2=34

O

LN

a

Pyth. vétou dopocitame délku druhé thlopiicky, u; = 3,75 cm, obsah
ul -u2

kosoctverce podle S = = 5,632 cm?, dopocitame vysku podle

S=a vy, Vsa=2,35cm, neni to mozné, Vo =2,35cm > 2,2 cm

u2=3cm
2,2 cm X=ul/2

24
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4.2 Obsah obdélnika, kosodélnika

4.2.1 Vypocitejte obsah obdélnika, ktery ma délky strana=6cmab =5 cm.

4.2.2 Jaky obsah ma obdélnik, jehoz strany jsou dlouhé 24 mm a 6,5 cm?

4.2.3 Jak dlouhé strany ma obdélnik, vite-li, ze strana a je téikrat del$i nez strana b a

. obsah obdélInika je 48 cm?.

4.2.4 Jak dlouhé strany mé obdélnik, vite-li, Ze jeho obsah je 48 cm?. Uréete viechna

. mozna celociselna feSeni.

4.2.5 Zakreslete do ¢tvercové sité obdélniky o obsahu: 6 cmz, 8 sz, 12 cm?,

. Kolik feSeni 1ze nalézt? Zduvodnéte!

1 cn?

4.2.6 Zvétsi-li se kazdy rozmér obdélniku o 3 cm, zvétsi se délka jeho uhlopiicky

«*  04cmajeho obsah 0 60 cm? . Urdete rozméry obdélniku.
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4.2.7 Dno bazénu tvaru obdélniku o rozmérech 30 m a 10 m je vydlazdéno
¢tvercovymi dlazdicemi s délkou strany 10 cm. Kolik stalo vydlazdéni, jestlize
cena jedné dlazdice je 15 K¢.

[5, str. 33]

4.2.8 Urcete rozméry obdélniku, jehoZ obvod je 44 jednotek a plati-1i : zvétsime-li
jeden rozmér o 10 jednotek a druhy o 6 jednotek, zvétsi se jeho obsah pravé tak,

jako kdybychom K trojnasobku ptuvodniho obsahu pfidali jesté 10 jednotek.
4.2.9 Spocitejte obsah kosodélnika, jez ma stanu a = 6 cm a vysku v, = 3 cm.

4.2.10 Urcete délku strany a vySky kosodélnika ABCD, jehoZ obsah je 72 cm?a

. vime-li, Ze délka strany je dvojnasobkem vysky.
4.2.11 Obvod kosodélniku je 60 cm, délka jedné jeho strany je dvakrat vétsi nez délka

. jeho druhé strany a vySka piisluSna delsi ze stran je 7 cm. Spocitejte obsah

tohoto kosodélnika.
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Vysledky uloh kapitoly 4.2

421

4.2.2

4.2.3

4.2.4

4.2.5

30 cm?

15,6 cm” = 1560 mm®

S=48=q-h,a=3b,48=3b-b=3b% a=12cm,b=4cm

soucin Cisel a a b se musi rovnat 48, najdeme vSechny celoc¢iselné kombinace
a=2cm, b=24cm;2)a=3cm,b=16cm;
3)a=4cm,b=12cm;4)a=6cm,b=8cm

6 cm? se dé4 zapsat jako soucin délek 1 cm a 6 cm, nebo 2 cm a 3 cm

8 cm?jako1cma8cm,2cmadcm

12 cm? jakojcma 12 cm, 2cma6cm, 3cma4 cm

6 e 8 cn

»
o]
for)

R

@)

12 cm?

=

o

o)
3

12 lcm?
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4.2.6 a-b=35 a’ +b? =2

(a+3) - (b+3)=S+60 (a+3)*+ (b +3)%=(u+4)>
a-b+3a+3b+9=5+60 a+b’+6-(a+h)+18=u*+8u+16
S+3a+3b+9=5+60 u?+6-(17)+ 18 =u® + 8u + 16
3a+3b+9=60 8u = 104

a+b+3=20 u=13

a+b=17 (17 - b)?* + b? = 132

a=17-b b>-17b+60=0

a=12cm,b=5cm, u=13cm

4.2.7 30 m = 3000 cm, 10 m = 1000 cm, na delsi stranu potiebujeme 300 dlazdic,
na kratsi 100 dlazdic, 300 - 100 = 30 000 ks, 30 000 - 15 =450 000 K¢

4.2.8 2(a+b) =44 (@+10)-(b+6)=3ab+10
a=22-b ab-2b=91
Na=9cm,b=13cm;2)a=15cm,b=7cm

429  18cm’

4.2.10 a=12cm,v=6c¢cm

4211 140 cm?
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4.3 Obsah trojuahelnika

4.3.1 Vypocitejte obsah trojuhelniku, jestlize :
ayc=5cm,v.=4cm
b)a=4cm,b=7cm,v,=5cm
c)a=0,6dm,va=4cm
[3, str. 125]

4.3.2 Vyberte vhodné tdaje z obrazku a vypocitejte obsah trojahelniku KLM :

a) b)
M
6m
4m
[~
K 6m L K
[9, str. 56]

4.3.3 Obsah trojuhelniku MNO je 96 cm?, [MN| = 8 cm. Vypoéitejte vysku
ke stran¢ MN.
[9, str. 57]

4.3.4 Délky stran obdélniku ABCD jsou 13 m a 24 m. Bod E je stfed strany AB.
Urcete :
a) Obsah trojuhelniku AED 5 24m
b) Obsah trojihelniku EBD
c¢) Obsah trojuhelniku BCD 13m
[9, str. 57]
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435

4.3.6

4.3.7

4.3.8

439

4.3.10

4.3.11

Urcete obvod pravouhlého trojihelniku, jestlize délka jedné odvésny je 75%
délky druhé odvésny a jeho obsah je 24 cm®.
[1, str. 114]

Vypocitejte obsah trojihelniku ABD vite-li, ze obsah trojihelniku ABC je 12 cm?
a thly BAC a ABD jsou pravé.

D
9cm
C
3 cm
A B

Trojuhelniky ABC a EFG maji stejny obsah a plati : a = 4,8 cm, e = 14,4 cm.
Kolikrat je vyska v, delsi nez vyska ve?
[14, str. 25]

Vypoditejte obsah trojtihelniku ABC se stranami délek a = 10 cm, b = 8 cm,
c=14cm.

[upraveno dle 11, str. 50]
Vypocitejte obsah rovnoramenného trojuhelniku, jestlize uhel pti zdkladné ma
velikost 45° a zakladna m4 délku 10 cm.

[1, str. 114]

Délky stran trojuhelniku jsou v poméru 2:3:4 a jeho obvod je 45 cm. Urcete

délky stran a vypocitejte obsah trojuhelniku.

Vypocitejte obsah rovnostranného trojuhelniku, jestlize délka jeho strany

je 12 cm.
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4.3.12 Ur&ete délku strany rovnostranného trojuhelniku, je-li jeho obsah 50 cm?.
4.3.13 Obvod pozemku tvaru rovnoramenného trojuhelniku se rovna 474 m. Jeho

zékladna je o 48 m delSi nez rameno. Vypocitejte vymeéru tohoto pozemku.

[14, str. 24]
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Vysledky uloh kapitoly 4.3

431  a)10cm?,b)17,5cm?, c) 12 cm?

432  a)l2m?,b)9,2cm?

4.3.3 24 cm

434  a)78m?,b)78m?,c) 156 m?

0,75x " x
2

4.3.5

=24 sz, x=8cm, 0,75 X =6 cm, ptepona =10 cm, 0 = 24 cm

4.3.6 SABC=a ’val=a'3=12,a=4cm,SABD=a 'V32:4'9:360m2

4.3.7 a"va=e ve,48 Va=144" Ve, Va=3Ve

atb+tc
2 )

S= Js (S-Cl) (S-b)(s-c), s =16,

4.3.8 Heronuv vzorec: S =

S= \/16 (16-10)(16-8)( 16-14), S = 39,2 cm?

439  10°=a’+a? 2a%=100,a=5vZ, v = /(5\/5)2- 52 =5cm,

a - va 10-5
S= =——=25¢cm?
2 2

4.3.10 a=10cm,b=15cm,c=20cm,S=72,6 cm?

. 12 -6V3
4311 v=+v122— 62=6v3cm, S =~ ZV“ = 2f: 62,4 cm?

, a? a-/az—%z )
4.3.12 v= |a —:,S=T=50cm,a:7,6cm
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4313 0=474=2a+ (a+48),a= 142 m, zékladna =190 m,

190 -105,5
V= /1422- 952=1055m, S = T’ =10 022,5 m?
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4.4 Obsah lichobéznika

441

4472

443

44.4

4.4.5

4.4.6

Vypocitejte obsah lichobézniku ABCD, ve kterém je:
aa=7mc=4m,v=0,6m
b)a=2,3dm,c=22cm,v=0,8m
c)a=18cm,b=24cm,c=32cm, |« ABC|=90°
[9, str. 63]

Lichobéznik ABCD ma zakladny a, ¢, vysku v a obsah S. Vypocitejte vysku v,
je-li dano:

a) $=29,34dm? a=9,9dm, c=6,4dm

b)S=1584m% a=64m,c=35m

[14, str. 32]

V pravouhlém lichobézniku maji zékladny délky 9 cm a 5 cm. Délka kratSiho
ramene je 3 cm. Vypocitejte obsah a obvod lichobé&Znika.

[1, str. 117]

Pficny prifez naspu Zeleznicni trat¢ ma tvar rovnoramenného lichob&zniku
ABCD, kde AB || CD, |AB| =15 m, |CD| = 10,5 m, |BC| =5 m.
Vypocitejte obsah prifezu.

[1, str. 115]

Vyska a zakladny v lichobézniku jsou v poméru 2 : 3 : 5, jeho obsah je 512 cm?.
Vypocitejte jeho vysku a délky obou zakladen.

[12, str.72]

Délky zékladen rovnoramenného lichobézniku jsou v poméru 5 : 3, ramena maji
délku 5 cm a vyska v =4,8 cm. Vypocitejte obsah lichobézniku.
[1, str. 121]
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4.4.7

4.4.8

449

4.4.10

4411

Parcela mé tvar pravouhlého lichobézniku ABCD, kde AB || CD s pravym uhlem
u vrcholu B. Strana AB ma délku 36 m. Délky stran AB a BC jsou v poméru

12 : 7 a délky stran AB a CD jsou v poméru 3 : 2. Vypocitejte mnozstvi hnojiva,
které musi zahradnik nakoupit, chce-li pohnojit celou parcelu a vystaci-li mu

1 kg hnojiva na 16 m? plochy.

[upraveno podle 1, str. 126]

Lichobéznik, jehoz zakladny maji délky 100 cm a 80 cm a vyska je 50 cm byl
rozdélen pifimkou rovnobéznou se zékladnami na dva lichobézniky, jejichz
vysky jsou v poméru 2 : 3. Vypocitejte délku spolecné zakladny.

[1, str. 121]

Délky zékladen lichobézniku jsou v poméru 2 : 3. Vypocitejte jejich délky,
jestlize délka stfedni pticky je 5 m.

[1, str. 119]

Stitek ke kli¢i od hotelového pokoje ma tvar rovnoramenného lichob&zniku
s obsahem 36 cm?. Jedna zakladna je dvakrat vétsi nez druhd, vyska je 8 cm.
Jakou délku maji zékladny?

[14, str. 33]

Pozemek tvaru pravouhlého lichobé&zniku, jehoZ jedno rameno je kolmé

k zakladnam, byl oset pSenici. Zakladny lichobézniku jsou dlouhé 192 m a

176 m, kolmé rameno ma délku 137 m. Vyuzitim zévlahového zatizeni se zvysil
predpokladany vynos psenice 3,75tz 1 hana4tz 1 ha. Vypocitej vyméru
pozemku a o kolik vice pSenice se sklidilo oproti piedpokladu.

[14, str. 32]
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4.4.12 Sadem tvaru lichobézniku prochézi cesta kolma na rovnobé&zné strany. Je Siroka
80 cm. Délky zakladen jsou v poméru 5 : 3 a délka delsi zakladny k délce cesty
je v poméru 5 : 6. Kolik metra ¢tvereénich zabira cesta, je-li vyméra celého sadu
5400 m*?

[1, str. 118]

4.4.13 Boc¢ni stény nadoby maji tvar shodnych rovnoramennych lichobéznikt se
* zékladnami délek 65 cm a 44 cm a vyskou 78 cm. Dno ma tvar ¢tverce s délkou
strany shodnou s kratsi zakladnou lichobéZnika. Vypocitejte spotiebu plechu na
vyrobu dvou nadob, kdyz se spotieba plechu s ohledem na spoje, zahyby a
odpad zvysi o 8 %.

[14, str. 32]
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Vysledky uloh kapitoly 4.4

441

4.4.2

443

444

445

4.4.6

447

a) 3,3m?, b) 18 dm?, c) 600 cm?

a)3,6dm, b)3,2m

S=21cm?,0=22cm

vysku lichobézniku spocitdme jako vysku trojuhelniku a délkach stran Sm,
5m,45m,v=,/5%2— 2,252 =45m
S;=57,4m’

105m

/ 45m

15m

Sx+3x)2
v:2x,21:5x,22:3x,S:w:SHCm2

z1=40cm, z,=24cm,v=16 cm

spocitame délku tseku x, X = ’52- 4,8°, 7 toho délka zakladen a dosadime do

vzorce, S = 26,9 cm? 3x

5m 4.8cm

X 3x X

5x

spocitame si obsah lichobéznika,a =36 m,c=24 m,v=21m, S =630 m?,
630 : 13 = 39,375, musi koupit 40 kg hnojiva

D 2y=24m c
7xX=21m=v
A 36 m=12x=3y B
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100+)-30 80)-20
sag s < U0 o (8020
2 2
80cm
Sl+52:8:w 2% = 20 cm
y1 =88, y, =92 y 50 em
2 feseni: 88 cm, 92 cm 3x=30cm
100 cm
(5x+5):3  (5+30)3  (5x+3x)-
449 S +S,=S. 24 2 Ox39v Ly

2 2 2 '
Z1=4maz,=6m

(2x+x)-8
2

4410 S=36= , X =3, délky zékladen jsou 3 a 6 cm

_ (192+176)-137

4411  Spozemku = 5 = 25 208 m? = 2,5208 ha

vynos puvodné = 9,453 t, se zavlahou = 10,0832 t

sklidilo se 0 0,6302 t vice pSenice

Sx+3x)-6:
4412 S=5400= @ X =15, Seesty = 0,8 * (6 * 15) = 72 m?

_ (44+65)78

4413 Spocsiony = = 4251 cm?, Sgna = 44° = 1936 cm?,

Spidosy =4 - 4251 + 1936 = 18940 cm?
Sonddoby =2 * (4 - 4251 + 1936) =2 - 18940 = 40910,4 cm?
+ 8% odpad = 40 910,4 cm? = 4,1 m?
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4.5 Obsah kruhu

4.5.1 Vypocitej obsah kruhu, ktery ma polomer :
a)2cm
b) 50 mm
[10, str. 30]

4.5.2 Vypocitej obsah kruhu, ktery ma pramér :
a) 16 m
b) 25 dm
[10, str. 30]

4.5.3 Ur¢i polomér kruhu s obsahem :
a) 144 cm?
b) 10 m?
[10, str. 30]

45.4 Ke koliku na pastvé je provazem o délce 3,5 m pfivazana krava. Jak velka
plocha pro pastvu ji byla vymezena?
[10, str. 30]

455 Obsahy dvou kruht jsou vpoméru 4 : 9. Vétsi kruh ma primér 12 cm.
Vypocitejte polomér mensiho kruhu.

[1, str. 126]

4.5.6 Obvod kruhu je18,84 cm. Vypocitejte jeho obsah.
[1, str. 126]

45.7 Kruhovy park méa rozlohu 1600 m? Napii¢ parkem pies jeho stied vede chodnik.
Jakou ma délku?

[2, str. 23]
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4.5.8 Jsou dany dv¢ soustiedné kruznice o polomérech 6 m a 9 m. Vypocitejte obsah
mezikruZzi vytvoieného témito kruznicemi.

[upraveno dle 10, str. 32]

4.5.9 Kruhovy zédhon o priméru 8 m se ma rozdélit soustfednou kruznici na kruh a
mezikruzi se stejnym obsahem. Urcete polomér soustfedné kruznice.

[1, str. 123]

4.5.10 Pii jaké Ciselné hodnoté poloméru r plati, ze pocet jednotek obsahu a obvodu
téhoz kruhu jsou stejné?

[upraveno dle 1, str. 121]

4.5.11 Kulomet ma dostfel 4,8 km. Pii stielbé se muze otacet v rozmezi uhlu 40°.
Vypoctéte plosny obsah izemi, které ohrozuje.

[5, str. 34]

45.12 Do pilkruhu je vepsan kruh ( dle obrazku ). Ktery zutvard, kruh nebo

vySrafovana ¢ast, ma vEétsi obsah?

[5, str. 34]
4.5.13 Ctverci o délce strany 10 cm je opsana a vepsana kruznice. Tyto kruznice jsou

hrani¢ni kruznice mezikruzi. Vypocitejte obsah mezikruZi.

[1, str. 126]
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Vysledky uloh kapitoly 4.5
451  a)12,6 cm? b) 7854 mm?
452 @) 201m? b)1963,5dm?
45.3 a)6,8cm, b)1,8m

454  385m’

455 S1=4X,S,=9x=x r’=m-6%x=1227
S$1=4-1227=50,3 =1 1%, 1, = 4cm

456  r=3cm,S=2826cm’
457 délka cesty je 2r, tedy 45,14 m
45.8 spocitejte jako rozdil obsahi téchto kruznic, 141,4 m?

45,9 Slzsz,n'xzzm42-7t'x2

X = 2,83 m? v

45.10 0=S,27r'r=7r'r2,r=2
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45.11

45.12

45.13

40° =L 7 360,
9

Skruhu =7 - ’”2 =7 4,82 =724 km2

1 1
Svy’sec“e = 5 Skruhu :6 ’ 72,4 =8 km2 !

4,8 km
772 ¥ T-12
Spitkruhu = ET Skruhu =T * 7 Sp-Sk=
Obsah vysrafované ¢asti je shodny s obsahem kruhu.
=(r (5N - (- ()2
5= (499t (99
u=+v10% + 10% = 10v2,
al2
u a _
;=5V2, $=5 (12
S =78,5cm’

102



4.7 Ptiklady na zavér

4.7.1 V elektrarn¢ potiebuji zjistit, kolik vody protece za urcitou dobu fekou. Aby to
mohli zjistit, potfebuji spocitat obsah profilu feky. Maji k dispozici nésledujici
obrazek. Spocitejte obsah profilu feky. ( Cisla vyjadfuji hloubky v danych

mistech, vzdalenost téchto mist od biehu a od sebe navzajem, vSe v metrech.)

1,5 A 9 B 34

[5, str. 33]

4.7.2 Sestavte vzorec pro vypocet obsahu obrazcti na obrazku.

a) b)
a3
a/3 a/3
a3 a3 a3
[5, str. 33]
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4.7.3

Urcete bez pocitani obsahil, ktery z obrazcli ma vétsi obsah.

( Navod: Porovnejte vzorce pro vypocet objemu a zadané hodnoty.)

VAVAVARN

4.7.4

4.7.5

4.7.6

12 cm 16 cm

Ovce mé na obojku provaz délky 3,1 m zakonceny krouzkem, ktery se klouzavé
pohybuje po drat¢ mezi dvéma koliky na louce, jejichz vzdalenost je 5 m.
Nakreslete obrazek a vypocitejte obsah louky, kterou miize ovce vypast.

[5, str. 34]

Urcete obsah poharu:

Kral Artu§ ulozil svému dvornimu malifi, aby mu vyzdobil novy §tit tvaru
¢tvrtkruhu OAB (O je stied ohranicujici kruznice, AB je jeji oblouk). Malif na
Stitu nejprve sestrojil palkruznici nad iseckou OA jako primérem a potom osu
uhlu AOB, ktera protnula oblouk AB v bod¢ C. Ob¢ ¢ary se protnuly v bod¢ D.
Vznikly Gtvar OBCD vybarvil ¢ervené, ttvar OAD zelené a zbytek Stitu zlute.
Krali pak pfinesl stit se slovy: Mily kréli, ¢ervena barva znaci tvoji state¢nost,
zelena moudrost a Zluta laskavost.

Co byste krali odpovedéli na jeho otazku: ,.JJsem tedy vice statecny nezZ moudry,
nebo u mne prevlada moudrost nad state¢nosti?*

[6, str. 35 - 36]
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477 Ze cCtverce o délce strany 35 cm je vystfizen kruh s nejvétSim moznym
pramérem. Kolik % obsahu ¢tverce tvoii odpad?

[1, str. 119]

4.7.8 Urcete obsah vySrafované Casti, je-li délka strany celého ¢tverce 10 cm.

Z

)

479 Do kruznice o poloméru r = 19 mm je vepsan pravidelny Sestithelnik.
Vypocitejte obsah kruhové tsece ohrani¢ené stranou Sestitthelniku a kruznici.

[ 12, str. 73]

4.7.10 Vypocitejte obsah obrazku plachetnice vite-li, Ze je zakreslen jako lichobéznik
ABCD a dva pravouhl¢ trojuhelniky EFH a FGH a plati-li, ze vyska v =1 m.
[14, str. 31]

4v

E v F 3v G

5v

A 3v B

4.7.11 Polomér kruhového zahonu je 2 m. Okolo néj je plocha vysypana piskem, jejiz
hranici tvofi strany ¢tverce o délce 5 m a obvod zdhonu. Vypocitejte obsah
plochy vysypané piskem.

[1, str. 123]
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4.7.12

*

4.7.13

4.7.14

4.7.15

4.7.16

4.7.17

Pole osazené zeleninou ma tvar pravouhlého rovnoramenného trojuhelniku o
délce odvésny 24 m. Ve vrcholech trojuhelniku jsou umistény otaceci
postiikovace s dosahem 12 m. Jak velkou ¢ast pole postiikovace nezavlazuji?

[1, str. 119]

Kruhovy stil o priméru 80 cm je pokryt ¢tvercovym ubrusem s délkou strany
1,2 m. O co vySe nad zemi je stied ubrusu nez jeho rohy?

[1, str. 119]

Nad stranami ¢tverce vepsaného do kruznice o poloméru 3 cm jsou opsany
polokruznice, které prochézeji sttedem ctverce. Vypocitejte obsah obrazce tvaru

ctytlistku na obrazku.

[1, str. 119]

V tenké Ctvercové desce se stranou délky 25 cm byly vyfiznuty tfi kruhové
otvory s pruméry d; = 2 cm, d; =4 cm a d3; = 20 cm. Vypoditejte obsah desky
po vyfiznuti otvort.

[1, str. 123]

Je dan trojuhelnik ABC a body D, E, které jsou po fad¢ stiedy stran AB, BC.
Usecka DE rozdéli trojithelnik ABC na trojihelnik DBE a lichob&znik ADEC.
Urcete pomér jejich obsahil.

[1, str. 126]

Stavebni pozemek tvaru obdélniku s rozméry 40 m a 60 m se ma z Casti zastavét
domem se zakladnou tvaru ¢tverce, jehoZ strana mé délku 18 m. Zbytek
pozemku se ma rozd¢lit tak, aby jedna tietina pfipadla na dvir a zbytek

na zahradku. Vypocitejte vyméru dvoru a zahradky.

[upraveno dle 1, str. 126]
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Vysledky uloh kapitoly 4.7

4.7.1

4.7.2

4.7.3

4.7.4

4.7.5

4.7.6

rozdélit na obdélnik a 3 trojuhelniky, S = 71,32 m?

&)L (12+v3) ,b) L(9V3-m)

o, . (8+16)v
Oba maji stejny obsah, protoze S; = 12v, S; = =12v
obdélnik + dva ptlkruhy:
$=61,2 m? o :::::>
5m
piesuneme-li ¢asti tvotici nozku poharu,
dostaneme celou polovinu obsahu ¢tverce,
= a A A
Sapo ? Sosco
1 2 1
SAD0=E‘7r'xT-Sy=§ ‘n‘xz-Sy
A B
1
Soscp = s 7 +x*- Sy = Sppo
X

Plocha Cervené a zelené barvy je stejna.
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4.7.7

4.7.8

4.7.9

4.7.10

4.7.11

4.7.12

4.7.13

kruh mé polomér g =17,5¢cm, S = 21,46 cm?

¢asti tvaru listku pfesuneme do nevysrafovanych ¢asti ctverecktl s délkou

2 102
strany =, S = — = — = 50 cm?
2 2 2
hledany obsah zjistime jako rozdil ° Tomm 3
obsahu kruh. vysece ABC a obsahu 1
mm
trojahelniku ABC: W
g2 19 [19%-95 A
s="—. = 32,7 mm?
6 2
12 m?

rozdil obsahu ¢tverce o délce strany 5 m a obsahu kruhového zahonu

o poloméru 2 m, S = 12,44 m?

vymeéra trojuhelnikového pole = 288 m?
plocha ktera je zavlaZovana odpovida

obsahu ptlkruhu o poloméru 12 m

122 24m

Spilk. = —— = 226,2 m?

12m

QlZm

288 - 226,2 = 61,8 m?

24 m

rozdil polovin délek uhlopficky ubrusu a priméru stolu ur¢i, o kolik je roh

ubrusu niz nez stied, U = /1,22+ 1,2 =1,7m, 85 - 40 = 45 cm
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4.7.14  délka strany vepsaného Ctverce

jev3%+ 3% =418 cm,

kazdy ,listek je uhloptickou rozdélen na

dvée Casti, pokud je vyberu tak, jako je

naznaceno na obrazku, jejich obsah spocitdm

jako rozdil obsahu pulkruznice s polomérem ? a trojuhelnika o obsahu

4,5 cm?, 1 listek méa obsah 2,57 cm?, cely &tyilistek pak 4 - 2,57 = 10,3 cm?

4715 2953 cm?

1 N
4.7.16  |DE| = |AC|, protoZe stfedni pficka ma c

polovinu délky rovnobézné strany trojuhelnika, 2%

v r v 017 sx ; v/2 E
sttedni pticka pali vysku na ni kolmou, tznm.:

(2x+x)-§ x- v/2
1= > y Ot =
S| . St:3 01

N <

>
>
O

4717 Spozemku = 40 * 60 = 2400 m?, Sgomy = 18° = 324 m?, rozdil = 2076 m?,

1 2
na dviir ; = 692 m?, zbytek, 7 Jsou zahrada = 1384 m?
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5 ZAVER

Obsahem této prace se staly kapitoly, které dokumentuji vznik a vyvoj
matematickych predstav o tématu obsahy rovinnych utvard, jiné, které se mohou stat
podkladem pro vyuku tohoto tématu na zakladnich a stfednich Skolach a mohou slouzit
nejen uciteliim, ale i samotnym zakim k lepSimu pochopeni této latky. Dalsi ¢asti je pak
zadani a zpracovani prizkumného testu k danému tématu a vyvozeni urovné znalosti a
zhodnoceni jejich trvalosti. Poslednim oddilem se stala sbirka klasickych
procvicovacich a zajimavych dopliovacich piiklad, které slouzi k procviceni a
upevnéni ziskanych znalosti a dovednosti.

Hlavni ptinos této prace spatiuji v moznosti vyuzit ji jako ucebnici pro vyuku, véetné
cvicebnice, nebo v moznosti procist kapitolu praktického prozkoumani znalosti a poucit
se z nejCastéjSich chyb zakl, diky ¢emuz se béhem vyuky miizeme na nedostatky
zam¢éfit a odstranit je.

Myslim si, ze toto material je pfinosem nejen pro mne, jako budouci pani ucitelku,
ale 1 pro Siroké spektrum ucitelli, ktefi by jej mohli vyuZit ve své praxi pii bézné a
rozsifené vyuce nebo behem hodin zajmové matematiky, kde by bylo velmi zajimavé,

projit s Zaky 1 historii tématu a vyuZivat nadstandardni strategie feSeni.
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