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Anotace

NAVRATIL, PAVEL. Statistické vyhodnoceni experimentélnich dat. Ceské Budé&jovice:
Pedagogicka fakulta Jihoceské univerzity, 2012.

Préce obsahuije teorii pravdépodobnosti a statistickych souborti. Reené a netegené pti-
klady z pravdépodobnosti, ndhodné veli¢iny a rozdéleni ndhodné veli¢iny, nahodného

vektoru, statistického souboru, regresni a korela¢ni analyzy. NefeSené ttholy jsou s vy-
sledky.
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déleni, ndhodny vektor, statisticky soubor, regrese, korelace.



Abstract

NAVRATIL, PAVEL. Statistical interpretation of experimental data. Ceské Budé&jovice:
Pedagogical faculty, 2012.

This thesis contains theory of probability and statistical sets. Solved and unsolved pro-
blems of probability, random variable and distributions random variable, random vector,
statistical sets, regression and correlation analysis. Unsolved problems contains soluti-
ons.

Keywords: probability, random variable, discrete distributions, continuous distribu-
tions, random vector, statistical set, regression, correlation.
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Uvod

Cilem mé diplomové préce bylo vytvofit studijni text k pfedmétu Statistické vyhodno-
ceni experimentdlnich dat I. a II. Prace je urcena studentim ucitelstvi fyziky a métici
a vypocetni techniky, ktefi jsou sezndmeni se zaklady problematiky zpracovani experi-
mentalné urcenych dat a rozsifuji si tyto znalosti.

Prace je obsahové rozdélena na osm kapitol. Z pocatku se zabyvéa zopakovanim
kombinatorickych problémti a pravdépodobnosti. Poté tyto znalosti rozsifuje o zpraco-
vani ndhodné veli¢iny, ndhodného vektoru a statistickych soubort.

Préace je koncipovana tak, aby student ziskal zdkladni informace o teoretickém
vykladu. Na konci kaZdého teoretického vykladu jsou feSené pfiklady, které ¢tenafi po-
mohou v feSeni tloh, které jsou pro kontrolu opatfeny vysledky.

Teoretické ¢asti této prace vychazeji z [1], [2] a [3]. Pfi sestavovani nefeSenych tloh
jsem pouzil zdroje [2], [4], [5] a [6].

Prace je vysadzena systémem LaTgX, konkrétné v online verzi TeXonWeb. Obréazky
a grafy jsou vytovieny v programech GeoGebra 4 a Gimp.



Kapitola 1

Kombinatorika

Nejprve zopakujeme latku ze stiedni Skoly. Jedna se pouze o opakovéni, proto si uve-
deme pouze definice a postup fesSeni si pfipomeneme na nékolika feSenych tilohach a k
procviceni dané latky poslouZzi nékolik nefeSenych tloh s vysledky.

Nejprve budeme zkoumat skupiny prvki v niz se jednotlivé prvky nemohou opa-
kovat. Tyto skupiny prvki nazveme skupiny bez opakovéani. Pokracovat budeme skupi-
nami v nichZ se prvky mohou opakovat, tyto skupiny nazyvame skupiny s opakovanim.

1.1 Zakladni kombinatoricka pravidla

1.2 Faktorial

Tento symbol zavadime k uleh¢eni vypocta.

z Mz

Definice 1.1 (Faktorial) Pro kazdé pfirozené ¢islo n definujeme:

nl=1-2-3-...-(n—1)-n

Vlastnosti 1.1
1. 0'=1
2. Rozklad faktoridglu n! =n - (n — 1)!

3. Rozklad faktoridlu (n + 1)! = (n+1) - n!
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B Piiklad 1.1 Zjednoduste vyraz:

(n+2)! !
n! n—=1)! (n—2)!

ReSeni

Nejprve prozkoumame jednotlivé zlomky. Je potieba se rozhodnout, ktery ze ¢lenti
(Citatel, jmenovatel) je vétsi. VEtsi z clentt vZdy rozloZime tak, aby obsahoval stejny
faktoriél jako mensi ¢len. Poté uZjen zkratime stejné cleny a provedeme zbylé algebraické

upravy.
(n+2)! (n+1)! n! - (n+2)-(n+1)-n! (n+1)-n-(n—1)!
e Ty ! o)
n~(n—1)‘(n—2)!:
(n—2)!

= n+2)-n+1)—=2-n+1)-n+n-(n—1)=
= n*+3n+2-2n*—-2n+n*—n=2

Ulohy:

1. Zjednoduste a urcete podminky:

1 no

n! (n+1)
2. Zjednoduste a urcete podminky:

n 1

(n—=3)! (n—4)

3. Zjednoduste a urcete podminky:

n?—16 n?*+5 3

Dl a3t

4. Zjednoduste a urcete podminky:

2 2n 2n +4

nl (n+1! (n+2)!
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5. Zjednoduste a urcete podminky:
— 1! !
(-,
3n! 4-(n+1)!

6. Zjednoduste a urcete podminky:
(n—|—5)!_2'(n+4)! !
(n+ 3)! (n+2)!  (n+1)!

7. Zjednoduste a urcete podminky:

(n+1)!
n!

9n!
(n—1)!

(n+1)

!
-1

+4-

—~

8. Rozhodnéte, které z ¢isel A a B je vétsi:
A = 70!+ 73!
B = 711+ 72!

9. DokaZte, Ze plati nerovnost:

1000! + 1003!

_—>1
1001! 4 1002!

10. Dokazte, Ze plati rovnost:
nl-(n+1)+n-(n—1=(n-1(n*+n)=n
11. Reste rovnici s neznamou n:
5-(n+ 1) =(n+2)!
12. Reste rovnici s neznamou n:
(n+ 1) =16 (n —1)! =n!

13. Reste rovnici s nezndmou n:
10— 17n 4 0

CES NI

14. ResSte nerovnici s nezndmou n:

2n! < (n+2)!

15. ResSte nerovnici s neznamou n:
I

(n—2)!

+24 > 10n
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Resent:
ﬁ, podminka: n > 0
2. ﬁ, podminka: n > 4
(n+1)!, podminka: n > —2
4. 0, podminka: n > 0
5. uggﬁ, podminka: n > 1
6. 2, podminka: n > —1
7. (2n —1)?, podminka: n > 1
8. A>B
11. n=3
12. n=14
13. n=2
14. n>7

15. ne {2;3} An>38
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1.3 Kombinaéni ¢isla

Z Mz

Definice 1.2 (Kombina¢ni ¢islo) Pro vSechna nezdporna cela ¢isla n a k, kterd spliuji
ny n!
k) (n—k)! k!

1. Pro vsechna nezdpornd n, k jestlize k < n plati:

podminku k£ < n plati:

2 w7

Vlastnosti 1.2 (Kombinacéni ¢isla)

Diikaz:

n n! n! n!
(n—k> T ==k -(n—k)! (n—ntk)-(n—k)! K-(n—k)!

-~ o ()

2. Pro vsechna ptirozend n plati:
n n
= =1 1.1
(6)=C) o

Diikaz:

Diitkaz:

n\ n! n-(n-1)!  n
(1) T -1 (n-Dl-1l 1.1 "
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4. Jestlize n = k = 0 plati:

() 0

0 0! 0! 1
= = = :1
0 (0—=0)-0' o0 1-1

5. Pro vSechna nezdpornd celd n, k jestlize k < n plati:

(Z) ! (kL) B (ZE) (1.4)

Diikaz:

Diikaz:

(Z>+(kil) - m—:;-m*‘m—wk+ﬁ;mk+1ﬂ:

n! n!

T k) kDR —Er)GrD M
n! n!

T R kIR k) ()R

n! 1 1
- (n—[k+1])1-k!'(n—k+k+1) =
n! k+1+n—k
(n—[k+1D- k' (n—Fk) (k+1)
B n! n+1 B
n—[k+1)-k (n—k)-(k+1)
n!-(n+1)
m—k—=1!k-(n—Fk) (k+1)
(n+1) n! B
n—k)-n—k—1!-(E+1) -kl
(n+1)! B (n+1)! _
(n—k-(k+1)! (n+1—-[k+1) (k+1)!

_ (n+1
- \k+1
B Reseny piiklad 1.1 Vyjadiete jednim kombina¢nim &islem soudty:

a (1) + (6
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Poznamka:

Vyjadieni vysledku pouze pomoci kombinaé¢niho ¢isla vyuZzivame
predevsim v pripadé, Ze n > k > 69. Takova kombinacni ¢isla béZné kalkulacka
nespocitd. Pokud bychom i pfesto chtéli ziskat celo¢iselny vysledek vyuZijeme k
vypoctu pocitacovy software napt. tabulkovy editor MS Office Excell, OpenOffice

CALC, MatLab, Maple, Mathematica, Derive, ...

a. Nejprve pouZijeme vlastnost 1.2-1. a poté 1.2-5.

(o) (62) -

(o) + (

o) = (1) () = Gl

b. Nejprve pouZijeme vlastnost 1.2-2. a poté 1.2-5.

) E)C

)+

27
24

)
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Ulohy:
1. Reste rovnici s neznamou z:

10 12
Tr =
4 6
2. DokaZte, Ze plati rovnost:

) [0-C)-()

N 1 /(6 10
3 \5 3
3. DokaZte, ze plati rovnost:

(5)-()-0)- () )

4. Rozhodnéte, které z ¢isel C'a D je vétsi:
120
C =
(w)
12
D = 0
61
5. DokaZzte, ze plati rovnost:

=0 (5) e () 6)

6. Dokazte, Ze plati rovnost:
3 (3n—1\ (3n
2 n \n

7z Yz

7. Zjednoduste a vysledek zapiste jako kombinacni ¢islo:

() () +(5)-

8. Zjednoduste a vysledek zapiste jako kombina¢ni ¢islo:

() ()~ () -
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Zjednoduste a vysledek zapiste jako kombinacni &islo:

(6 (5) )+ ()~

Zjednoduste a vysledek zapiste jako kombinacni &islo:

n! n!
- Kkt k-1

Reste rovnici s neznamou z:

Reste rovnici s neznamou z:

WG 6) 6 () 6

Reste rovnici s neznamou z:

(]2 6)

Reste rovnici s neznamou z:

1
( 0) 45
T
Reste rovnici s nezndmou z:
x r—3
— 9 —
(1) + (o) =2

Reste rovnici s neznamou z:
xr—1 5 xr— 2 0
r—3 Tz —4
Reste nerovnici s nezndmou z:

1
(x+ )+2x<50
i
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12

Reseni:

10.
11. =14

12. 2y =3, 29 = —3
13. x =6

14. 21 =5,20=3
15. 21 =2,2, =38
16. z > 4

17. x =5

18. x < ¥
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1.4 Skupiny bez opakovani

Skupiny bez opakovani jesté mtizeme rozdélit na dvé malé podskupiny a to podle toho,
jestli ndm zélezi na poradi prvkil nebo ne.

Definice 1.3 (Variace) K-Clenna variace z n prvki je uspofadand k-tice sestavena z
téchto prvki tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

Definice 1.4 (Pocet variaci) Pocet vSech variaci k-té tfidy z n rtiznych prvka je dén

vztahem.
n!

Vic(n) = (n—k)!

=n-(n—1))-(n—2)-...-(n—k+1) (1.5)
Nejlépe si definici objasnime na piikladu.

B ReSeny piiklad 1.2 Nahoupacku mame umistit tf¥i rizna zavaZzi. Na vybér médme pét
kusti zdvaZi o riznych hmotnostech oznacime je my, mg, ms, mq a ms. Urcete:

a. pocet vSech moznosti jak miizeme na houpacku tato zavazi rozlozit,
b. pocet viech moZnosti jestlize chceme aby na houpacce bylo zavazi m,,

c. v kolika pfipadech se nevyskytuje zdvazi m;.
Reseni
a. Miizeme zvolit dvé rizné strategie feSeni, ukaZeme si obé dvé.

1. Mame umistit tfi zavazi na houpacku. Na pomyslné prvni misto vybirdme
z péti zavazi, na druhém misté se jiz nemtlize opakovat zavaZzi zvolené na
prvni misto, protoZe jsme méli pouze jedno. To znamend vybér je jiZ pouze ze
Ctyf zavazi. Na tfetim misté rozhodné nebude zavazi z prvniho ani druhého
mista, proto vybirdme pouze ze tfi zavazi. Pocet vSech moZnych uspofadéani
je:

5-4-3=060

Poznamka: Tento zptisob feSeni je nevyhovujici pfi ur¢ovani poctu vsech
skupin, kde se vyskytuje vice prvka.
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2. Druhy zptisob. Mdme umistit tfi zdvaZzi z nichZ se ani jedno neopakuje a
zéleZi na jejich pofadi. Na vybér médme pét zavazi. To znamend, Ze tvofime

3-¢lennou variaci bez opakovéani z 5-ti prvki.

51 5! 5-4-3.20

W5>:(5—3)!_§_ 2l

60
b. Chceme aby zavazi m; bylo na houpacce. Toto zavazi muZeme umistit na tfi
rizné pozice, protoZe na poradi zavazi zalezi je nutné nejprve vybrat pocet vSech
moznosti jak umistit zdvaZzi m,. Na toto zdvaZzi mame tfi volnd mista, jejich pocet
je dan:
3! 3!
Vi@B)= g— =5 =3
) B3-1! 2!
Na zbyla dvé mista mZeme vybirat ze ¢tyf zavaZi na jejichz potadi zalezi a pocet
téchto moZnosti ziskame takto
4l 4!

e 0]
(4—2)1 2

V2 (4) =
Oba vybéry na sobé zavisi, proto celkovy pocet moznych vybért ziskdme takto:
Vi(3)-V2(4) =3-12 = 36.
Celkem mame 36 moZnosti jak rozmistit zdvaZzi.
c. Stejné jako v pripadé a. mdme dvé moZznosti jak k danému pfipadu pfistupovat.

1. Ur¢ime pocet moZnosti rozmisténi zavaZzi mezi nimiZ neni to co jsme oznacili
my. Vybirame ze ¢tyf zavazi, na jejichz poradi zalezi, které mtiZeme umistit
na tfi mista. Pocet téchto moZnosti je dan takto:

4] 4]

= ==
(4—3)1 1

Vs (4) =
2. Druhd moZnost je vyuZiti pfedchozich dvou vypocti. Chceme pocet vSech
vybért v nichZ se nevyskytuje zadvazi m;. Vime, Ze pocet vSech vybért bez
omezenije V3 (5), poCet viech moznosti se zdvazim m, je V; (3)-V; (4). Z celko-
vého poctu vSech vybérh odstranime ty co naSemu pfedpokladu nevyhovuji,
tedy:
V3 (5) — V4 (3) - Va (4) = 60 — 36 = 24.

Pocet moznosti jak vybrat zdvazi mezi nimiz neni m, je 24.
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B Reseny piiklad 1.3 Urcete pocet prvki tak, aby pocet péticlennych variaci z nich

vytvofenych byl 30-krat vétsi nez pocet tficlennych variaci.

Resent:
Vs (n) 30- Vs (n)
n! n!
30—
(n —5)! (n —3)!
n-m—1)-n—=2)-(n—3)-(n—4) - (n—15)! 30 n-(n—1)-(n—2)-(n—3)!
(n—5)! (n—3)
n-n—1)-(n—2)-(n—3)-(n—4) 30-n-(n—1)-(n—2)
(n—3)-(n—4) 30
n® —7Tn+12—30 0
n® —Tn —18 0
7+ \/(—7)2 —4-1-(—18)
ni2
2
7T+ v121
nio e
2
7T+11
ny2 9
1 9
N9 —2 ¢ N
Vysledkemje pouzen; = 9, protoze n, = —2neni pfirozené ¢islo. Nelze vytvofit skupinu

o minus dvou prvcich!

Ulohy:

1. T#i studenti VS jdou na obéd do menzy. V menze je nasledujici vybér: napoje - ne-

slazeny caj, slazeny caj, sirup, nealkoholické pivo, pomerancovy dzus a mineralni

vodu. Polévky: ¢esnekové, bramborova, slepici a hrachova. Hlavni jidlo: sekana

pecené, svickova omacka, rajska omacka, veprovy fizek, kufeci fizek a pecené

kute. Pfiloha: vafené brambory, vafena ryze, bramborové hranolky, bramborové

krokety a zeleninova obloha. Dezert: bortivkovy, broskvovy, jable¢ny a jahodovy

kola¢.Ani jeden student nechce mit k obédu stejné jidlo jako ostatni.

a. Rozhodnéte kolik nejvySe moZnosti maji na vybér.
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b. Rozhodnéte kolik moZnosti studenti maji jestliZe prvni z nich neji bramboro-
vou polévku, veprovy fizek a jable¢ny kolac.

2. Pedagogicky sbor tvofi 7 Zen a 4 muZi. Urcete kolika zptisoby lze vybrat zastupce
pfedmétové komise:

a. predsedu, mistopfedsedu, zapisovatele, jednatele a pokladnika,
b. danych pét zastupcti tak, aby pfedseda byla Zena a jednatel byl muz,
c. zastupce tak, aby nejvyse dva byli muzi,

d. zastupce tak, aby alespori jeden byla Zena.

W

. Ur&ete pocet vech moznosti jak se student VS mtiZe obléknout na zkousku, jestlize
ma na vybér tii pary spolec¢enské obuvi, dva obleky, Sest koSil a osm kravat.

4. Kolik raznych pfirozenych ¢tyfcifernych ¢isel s riznymi ciframi Ize sestavit z cifer
1,2, 3,4, 5? Kolik z nich je délitelnych 5? Kolik z nich je lichych?

a1

. Urcete pocet vSech pfirozenych ¢isel vétsich nez 2000, v jejichz zapisech se vyskytuji
cifry 1,2, 4, 6, 8, a to kazda nevjvyse jednou.

(o)

. Z kolika prvki lze vytvoftit 992 variaci druhé tfidy bez opakovani?

7. Zvétsi-li se pocet prvki o 5, zvétsi se pocet variaci druhé t¥idy bez opakovani
vytvorenych z téchto prvki o 1170. Urcete ptivodni pocet prvki.

8. Zmensi-li se pocet prvkil o 27, zmensi se pocet variaci druhé tfidy bez opakovani
vytvorenych z téchto prvki desetkrat. Uréete ptivodni pocet prvki.
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1

2

3.

Reseni:

. a. 2880, b. 1350

. a. 55440, b. 14112, c. 8400, d. 5614
288

72

216

32

. n=115

. 40
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Definice 1.5 (Permutace - variace) Permutace z n prvki je kaZzda n-¢lenna variace z
téchto prvka.

Definice 1.6 (Permutace - pocet) Pocet vSech permutaci z n prvki je dan takto:
P (n) =n! (1.6)

Definice 1.7 (Permutace) Permutace z n prvki je uspofddand n-tice sestavena z téchto
prvkd tak, Ze se v ni kazdy prvek vyskytuje prave jednou.

B Reseny piiklad 1.4 Urcete kolika zpfisoby se mohou studenti VS (Andrea, Eliska,
Jifi, Karel a Marek) posadit na zadni sedadlo autobusu (5 mist) jestliZe:

a. kazdy student si mtiZze sednou na misto jaké chce,
b. Eliska a Jifi chtéji sedét vedle sebe,

c. Andrea a Marek chtéji sedét vedle sebe a Karel chce sedét u okna.
Resent:

a. Obsazujeme pét sedadel, tedy tvorime péticlennou skupinu a obsazujeme ji péti
studenty, tedy péti prvky. Studenty rozliSujeme podle jména, tedy jedna se o uspo-
fadanou pétici. Na zakladé téchto znalosti rozhodneme, Ze se jednd o permutace
(bez opakovani). Pocet vSech moznosti tedy vypada takto:

P()=5'=5-4-3.2.1=120
Existuje 120 zptisobii jak se mohou studenti posadit.

b. Dva studenti chtéji sedét vedle sebe a ostatnim nezéleZi na tom vedle koho budou
sedét. Nejprve vybereme kolika zptisoby se mohou dani dva studenti vedle sebe
posadit. Vybirame dvojici sedadel, tedy tvofime dvouclennou skupinu a obsazu-
jeme ji dvéma studenty, tedy dvéma prvky. Studenty rozliSujeme podle jména, to
znamena, Ze se jedna o uspofddanou dvojici. Na zédkladé téchto znalosti rozhod-
neme, Ze se jednd o permutace (bez opakovani). Pocet moZnosti vypada takto:

P(2)=21=2-1=2
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Poznamka: MoZnost usazeni Elisky a Jiftho mtZeme urcit také logickou zkuse-
nosti, kdy muzeme usadit bud’ dvojici Eligka a Jifi nebo Jifi a Eligka. Je tedy jasné,
Ze mame dvé moZznosti jak tyto dva studenty usadit.

Zatim jsme rozhodli pouze o zplisobu rozsazeni danych dvou studentti, ale ne-
rozhodli jsme o jejich pozici na péticlenném sedadle. Dvé nyni obsazena mista
miizeme myslenkoveé spojit a tim i studenty na nich sedici. Celkovy pocet sedadel
se snizil z péti na Ctyfi a pocet studentti se také snizil z péti na ¢tyfi. Pocet téchto
moznosti je:

P4)=41=4.3.2.1=24

Teprve po vybéru usazeni dvojice Eliska, Jifi vybereme jejich umisténi na seda-
dlech, proto kombinatorické pravidlo souc¢inu (druhy vybér nezavisi na prvnim
vybéru):

P(2)-P(4)=2-24=48
Existuje 48 zptisobti jak se mohou studenti posadit tak, aby Eliska a Jifi sedéli vedle
sebe.

c. Chceme aby jeden student sed€l na kraji sedacky. V zadani ovSem neni feceno
na kterém. MtZeme ho tedy posadit na dva okraje V' (1;2). MaZeme ¥ici, Ze jsme
tohoto studenta jiz pevné usadili. Dédle mdme usadit dvojici student stejnym
zpusobem jako v pifipadé b.. Postup proto uvedeme ve zkracené verzi. Existuje
pravé P (2) moznosti jak usadit tyto dva studenty mezi sebou. Celkovy pocet
mist i studentti se jiZ snizil z ptivodnich péti na ¢tyfi (usazenim studenta na okraj
sedacky). Dale tento pocet snizime mysSlenkovym spojenim dvou mist a dvojici
studentti. Pocet mist i studentt se tedy snizil na tfi, proto je pocet moznosti P (3).
Jednotlivé vybéry na sobé zavisi, proto znovu kombinatorické pravidlo soucinu.
Celkovy pocet moznosti:

2!
V(2)-P(2)-PB)=———-21-31=2.2.3=12
Existuje 12 zptisobti jak se mohou studenti posadit tak, aby Andrea a Marek sedéli
vedle sebe a Karel sedél u okna.
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Ulohy:
1. Kolika zptisoby lze postavit 20 vyrobkt do fady?
2. Kolika zptisoby lze postavit do fady vedle sebe do skfiné 15 rtiznych rezistori?

3. Kolika zptisoby lze postavit do fady na polici 10 rliznych zarovek a 5 LED diod
tak, Ze nejprve budou Zarovky a vedle nich diody.

4. Kolik rtiznych deviticifernych ¢isel s rznymi ciframi Ize sestavit z cifer 1 az 9?
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Regent:
1. 2,432 -10%
2. 15!

3. 435456000

4. 362880
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Definice 1.8 (Kombinace) K-¢lennd kombinace z n prvki je neuspofadana k-tice sesta-
vena z téchto prvk tak, Ze se v ni kazdy prvek vyskytuje nejvyse jednou.

Definice 1.9 (Kombinace - poéet) Pocet Cj (n) vSech k-Clennych kombinaci z n prvki

je:
n n!
Cieln) = (k) D 17)

Nejlépe si definici objasnime na pfikladu.

B Reseny piiklad 1.5 Do paralelniho elektrického obvodu chceme zafadit &ty¥i Za-
rovky. Na vibér médme 7 rliznych zérovek, dvé z nich nesviti. Urcete:

a. pocet vSech moZnosti jak ¢tyfi Zarovky zapojit,

b. pocet moZnosti jak Zarovky zapojit, jestlize chceme aby praveé jedna Zarovka ne-
svitila,

c. pocet moznosti jak Zarovky zapojit, jestlize chceme aby nejvyse jedna Z&rovka
nesvitila,

d. pocet moZnosti jak Zarovky zapojit, jestlize chceme aby alespor jedna Zarovka
nesvitila.

ReSeni:
Mame obsadit ¢tyfimista, to znamena, vybirdme ¢tvetice. Na vybér mame sedm Zarovek,
to znamena, mame sedm prvki. Jednéa se o skupinu bez opakovéni v niZ nezaleZi na

poradi. Ur¢ujeme kombinace bez opakovéni.

a. Chceme zjistit pocet vSech moZnych zapojeni. Hledame c¢tvefice ze sedmi prvkii,
jejich pocet je:

7 7! 7!
Cy(7) = (4> T (T—4-4 314l =3

Pocet vSech moznych zapojeni Zarovek je 35.

b. Chceme zjistit pocet vSech zapojeni v nichZ jedna zarovka nesviti. Nejprve vybe-
reme zarovku co nesviti. Dvé jsou rozbité a vybirame pravé jednu:
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222 2

Vybereme zbyvéjici tfi Zarovky pouze z nepoSkozenych.

Celkem je tedy pocet moZnosti:

C1(2)-Cs(5)=2-10=20

c. Chceme zjistit pocet vSech zapojeni v nichZ sviti vSechny zarovky nebo pravé jedna
nesviti. Uré¢ime pocet zapojeni v nichZ sviti vSechny Zarovky a vyuZijeme predchozi
¢ast pfi uréovani poctu moznosti zapojeni v nichZz pravé jedna Zarovka nesviti.
Pokud maji svitit vSechny Zarovky, znamena to, Ze vybirdme z péti neposkozenych
zarovek ctvefici. ‘|

Cy(5) = o - m =5
Celkem je pak moZnosti:

Cy(5)+C1(2)-C5(5) =5+20 =25

d. Chceme zjistit pocet vSech zapojeni v nichZ nesviti pravé jedna nebo dvé Zarovky.
Pocet zapojeni v nichZ nesviti jedna Zarovka jsme uz v pfedchozim urcili. Musime
uZz jen urcit pocet zapojeni v nichz nesviti dvé Zarovky.

2l 5l
C2(2) Co(5) = 5757 " g7 = 1 10=10

Celkem je pak moZnosti:

C1(2) - Cs(5) + Ca (2) - Cy (5) =20+ 10 = 30
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Ulohy:

1. Ve ttidé je 30 studentti. Kolika zptisoby lze vybrat ¢tvefici na zkouSeni?

2. NabéZecké trati zavodi 8 sportovcti. Do dalsiho kola postupuji prvni tfi zdvodnici.
Kolika zptisoby mtizeme vybrat postupujici trojici?

3. Kolika zptisoby lze 4 kondenzétory a 8 rezistorti zapojit do dvou sloZenych obvodi
stfidavého proudu tak, aby v kaZdém obvodu byly dva kondenzétory a 4 rezistory?

4. Ve skupiné je 20 studentti, kaZzdy student ma jiné jméno. Je mezi nimi je Jan a Jana.
Kolika zptisoby lze vybrat 8 studentti tak, aby mezi vybranymi

a. byl Jan,

b. nebyl Jan,

c. byl Jan a Jana,

d. byl alespori jeden z dvojice Jan a Jana,
e. byl nejvyse jeden z dvojice Jan a Jana,
f. nebyl Jan ani Jana.

5. V krabici je 10 multimetrd, z nichZ jsou pravé tfi vadné. Kolika zptisoby lze vybrat
5 multimetr tak, aby

[o5)

. Za&dny nebyl vadny,
b. pravé jeden byl vadny,
c. nejvyse jeden byl vadny,
d. pravé dva byly vadné,
e. nejvyse dva byly vadné,
f. alespori dva byly vadné.
6. Z kolika prvkii l1ze vytvofit 990 kombinaci durhé tftidy bez opakovani?

7. Zvétsi-li se pocet prvkii o 4, zvétsi se pocet kombinaci druhé tfidy bez opakovani
vytvorenych z téchto prvki o 30. Urcete ptivodni pocet prvki.




KAPITOLA 1. KOMBINATORIKA

25

Regent:
1. 27405
2. 56
3. 420

4. a. 50388, b. 75582, c. 18564, d. 82212, e. 107406, f. 43758

5. a.21,b. 105, c. 126, d. 105, e. 231, f. 126
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1.5 Skupiny s opakovanim

Definice 1.10 (Variace s opakovdnim) K-Clennd variace z n prvkd, je usporadana k-tice
sestavena z téchto prvki tak, Ze se v ni kazdy prvek vyskytuje nejvyse k-krat. Na potfadi
prvka zélezi.

Definice 1.11 (Pocet variaci s opakovanim) Pocet vSech variaci k-té tfidy s opakovanim
z n riznych prvki je dan vztahem.

Vi (n) = n” (1.8)

Poznamka: VSimnéte si, Ze jiZ neni ddna podminka n > k, praveé proto, Ze se jednotlivé
prvky se mohou opakovat.

Definice 1.12 (Permutace s opakovanim) Permutaces opakovanimje kazda takova uspo-
fadana n-tice z n prvki, v niz se kazdy prvek vyskytuje alesporijednou. Na pofadi prvki

zalezi.

Definice 1.13 (Pocet permutaci s opakovanim) Pocet vSech permutaci s opakovanim z
n prvki je dan takto:

e k ny! -ngl - ny! ni!l-mol - . my!
Kde ¢isla nq, ng, . . ., nj, 0znacuji pocet opakovani jednotlivych prvki.

Definice 1.14 (Kombinace s opakovanim) je neuspofddand k-tice z n prvkd, kde se
kazdy prvek vykytuje nejvyse k-krat a nezalezi na potadi prvki.

Definice 1.15 (Poc¢et kombinaci s opakovanim) Pro vSechna pfirozena n a k je pocet
kombinaci s opakovanim dén takto:

n+k=1)_(n+k—1)! (1.10)

C’j(")_< k (n—1) k!

[ | Reéen)’r piiklad 1.6 Kolik péticifernych cisel 1ze sestavit z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
jestlize se cifry mohou opakovat?
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=3«
[=N

eSen

Pocet vSech péticifernych ¢isel, které mtiZeme sestavit je dan takto:
Vi (8) = 8% = 32768

Takto vytvorena ¢isla obsahuji i ¢isla, kterd zacinaji jednou i vice nulami. Takova ¢isla
ale nepovazujeme za péticifernd. Musime je proto z poctu vSech ¢isel odstranit. Nebo
zvolime méné naro¢ny postup pii urceni poctu vSech péticifernych cisel.
Na prvni pozici nechceme nulu, proto zvolime prvni pozici tak, aby nulu nemohla nabyt.
U ostatnich pozic na ciffe a jejim opakovéani nezaleZi.
7!

Vi(7)-Vi(8) = ok 8% = 28672
B Reseny piiklad 1.7 Kolik osmicifernych &isel 1ze sestavit tak, aby se cifra 2 v zapisu
opakovala ttikrat, cifra 4 dvakrét a cifra 7 tfikrat?
Resent:
Maéme urcit osmiciferfné ¢islo, které mé byt sestaveno z konkrétniho poc¢tu opakujicich se
cifer jejichZ pocet je stejny jako stuperti skupiny, kterou mame urcit. Jedna se o permutace

s opakovanim.

. _(2+3+3)! 40320
Pya3(8) = 21.31.3| _2-6-6_560

B Reseny piiklad 1.8 Kolika zptsoby lze vybrat Sest zdvaZi, jestlize mame k dispozici
pouze zavazi o ttech hmotnostech v dostate¢ném mnozstvi?

Resent:

Na potadni vybiranych zdvaZzi nezaleZi a mohou se opakovat, proto se jedna o kombinaci
s opakovanim, kde vybirdme Sestici ze tii druht.

3—1—6—1) 8!
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Ulohy:

1.

10.

Kolik zna¢ek Morseovy abecedy lze sestavit z tecek a ¢érek, vytvarime-li skupiny
o jednom az ¢tyfech prvcich?

. Ze sedmi prvki jsme vytvorili 2401 variaci s opakovanim stejné tfidy. Kolik prvka

obsahuje jedna variace?

Kolik rtiznych hod@i miizeme provést dvéma nebo tfemi riiznobarevnymi kost-
kami?

Kolik péticifernych ¢isel 1ze sestavit z cifer 1, 2, 5, 7, 8, 9, jeslize se cifry mohou
opakovat?

. Kolika zptisoby 1ze usporadat deset knih v knihovné, kde 4 z nich jsou romény, 3

jsou poezie, 2 encyklopedie a jedna je ucebnice.

Kolik rznych permutaci 1ze vytvorit pouZzitim vSech pismen slov: STATISTIKA,
MATEMATIKA, FYZIKA.

Pfistupovy kéd do trezoru je tvofen posloupnosti tii pismen a ¢tyt ¢islic. Kolik
riznych k6dl je mozZné sestavit, jestlize k dispozici je 28 pismen a 10 &islic.

. Kolik pfirozenych ¢isel 1ze sestavit z islic:

a. 2;4;6;8;9, sestavené ¢islo bude trojciferné,

b. 9;7; 5, sestavené ¢islo bude péticiferné.

. Kolika zptisoby lze koupit v prodejné 5 seSitt1, maji-li 3 druhy seSiti.

V laboratofi fyziky je 12 druhti diod. Kolika zptisoby si mtiZeme vybrat Sest diod,
nebo ¢tyfi rizné diody?
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10.

Reseni:
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36; 216

7776

12600

75600; 151200; 720
219520000

125; 243
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12376; 495



Kapitola 2
Pravdépodobnost

Jesté nez zavedeme samotnou definici pravdépodobnosti je potfeba zavést zakladni
pojmy.

2.1 Jevova algebra

Nejjednodussim pojmem, ktery zavedeme je Nahodny pokus déle jen pokus. Timto
pojmem popisujeme déj nebo ¢innost, kterou provedeme v pfedem piipravenych pod-
minkach at’uz tim myslime prostor laboratofe nebo libovolny prostor mimo laboratof.
Pro relevantnost jakéhokoli pokusu je nutné, aby byl pokus znovu opakovatelny. Tedy
vyZadujeme takové podminky pribéhu, které je mozné znovu nastavit. Pokusy mtiZeme
rozlisit podle aktivit pozorovatele takto:

e Ovliviiuje-li pozorovatel pokus tim, Ze sdm pfipravi podminky pokusu. Tim mys-
lime napf. zapojeni elektrického obvodu, pfipravu mechanické, termodynamické,
optické soustavy k méfeni daného fyzikalniho (biologického, chemického) zakona
nebo déje. Potom takovy pokus nazyvame experiment = je fizeny pozorovatelem.

e Snazi-li se pozorovatel co nejméné podminky pokusu ovlivnit a pouze registrovat
dany déj a zaznamenavat data, napi. volny pad téles - listy stromti, kapky deste,
atd. Potom takovy pokus nazyvame pozorovani = co nejvétsi eliminace zasahti
pozorovatele.

Definice 2.1 (Jev) Jako jev oznacujeme dany vysledek pokusu. Timto pojmem ovsem
oznacujeme pouze vysledky u nichZ méa smysl uvazovat o tom zda nastal nebo nenastal
a zaroven i jeho dtisledky.

30
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Dale budeme pracovat s pojmem hromadny jev, kterym rozumime takové vysledky
pokust, které miizeme teoreticky nekonecné-krat opakovat nebo pozorovat. Popfipadé
se jednd o vysledky méfeni, které ziskdme z pfedmétti stejného druhu.

Definice 2.2 (Jisty jev) Mé&me pokus jehoZ podminky nastavime tak, Ze sledovany jev
vzdy nastane. Potom takovy jev nazveme jev jisty. Jisty jev znacime I.

Definice 2.3 (NemoZny jev) Mé&me pokusjehoZ podminky nastavime tak, Ze sledovany

jev nikdy nenastane. Potom takovy jev nazveme nemozny jev. Nemozny jev znacime .

Definice 2.4 (Ndhodny jev) Mé&me pokus a jeho podminky nastavime tak, Ze jev mtze,
ale nemusi nastat. Potom takovy jev nazveme ndhodny jev. Nahodny jev znacime vel-

kymi pismeny A, B, C.

Vzhledem k tomu, ze vétSinou ziskame vice nahodnych jevii, mluvime potom o

mnoziné jevh (2. Na takové mnoziné poté mtizeme zavést nékteré relace a operace.

Definice 2.5 (Diléi jev) M&jme dvajevy A a B. Rikdme, Ze jev A je dil¢i jev jevu B, nebo
jev B obsahuje jev A. Znac¢ime A C B. Tedy jev B nastane vZdy, kdyZ nastane jev A.

Pozndmka: Jev B nazyvame nadjev ajev A nazyvame dil¢i jev.

Definice 2.6 (Ekvivalence jevil) Méjme dva jevy A a B. Jev A je ekvivalentni jevu B,
jestlize jev A nastane praveé tehdy a jen tehdy, kdyZ nastanejev Baplati A C Ba B C A.
Znacime A < B nebo A = B.

Definice 2.7 (Opaény jev) Mé&jme dva jevy A a A. Rekneme, Ze jev A je opacny k jevu
A, jestlize nastane jev A a zaroven nenastane jev A. Zna¢ime A = Q — A.

Definice 2.8 (Soucet jevil) Méjve dvajevy A a B. Souctem jevii A a B nazveme takovy
jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz nastane alespoii jeden z jevli A nebo B. Znacime
AU Bnebo A+ B.

Definice 2.9 (Rozdil jevil) Mé&me dvajevy Aa B.Rozdilem jevli A a B nazveme takovy
jev, ktery nastane praveé tehdy, kdyz nastane jev A a souc¢asné nenastane jev B. Zna¢ime
A—-B.
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Definice 2.10 (Soucin jevll)) Méme dva jevy A a B. Soucinem jevi A a B nazveme
takovy jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz nastanou jevy A a B soucasné. Zna¢ime
A - Bnebo AN B.

Definice 2.11 (Disjunktni (neslucitelené) jevy) Mé&jme jevy A a B. Jevy A, B nazveme
disjunktni, jestlize oba jevy nemohou nastat souasné. Znaéime A - B = 0. Rikdme,
Ze jevy A a B se vzajemné vylucuji. Obecné pak fekneme, Ze jevy A;, Ay, ..., A, jsou
disjunktni (vzdjemné neslucitelné), jesltize pro kazdé dva jevy A;, A; plati A, - A; =0,
kdei#jai,j=1,2,...,n.

Definice 2.12 (Rozpad jevu) M&me mnozinu jevii A;, A, ..., A, ajev B. Rekneme, Ze
jev B se rozpada na diléijevy jevy Ay, A, ..., A, jestlize pro kazdé dva jevy A;, A; plati
AlA] =0,kde27£jaz,]: 1,2,,71

Definice 2.13 (Elementdrni jev) Elementarnim jevem nazveme takovy jev, ktery se ne-
rozpada na dil¢i jevy a znacime jej E.

Definice 2.14 (Uplna soustava disjunktnich jevi)) Uplna soustava disjunktnich jevi je
takova mnoZzina jevi, pro kterou plati, Ze aspoii jeden jev nastane. Plati

Pro nyni definované relace a operace s jevy uvedeme jeste zakladni vlastnosti:

Vlastnosti 2.1
Meéjme libovolné jevy A, B, C.
1. Relace ¢&ist je reflexivni, antisymetrickd a tranzitioni:
a. ACA,
b ACB= BDA,

cc A=BANB=C=ACC.
2. Relace ekvivalence je reflexivni, symetrickd a tranzitivni:

a. A=A,

b. A=B= B=2A,
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c. A=BANB=C=A=C.
3. Operace soucet je komutationi a asociationi:
a. A+ B =B+ A,
b. A+ B)+C=A+(B+C).
4. Operace ndsobent je komutationi a asociativni:
a. A-B=B-A,
b. (A-B)-C=A-(B-C).
5. Distributioni zdkony:
a. (A+B)-C=A-C+B-C,
b. A-B+C=(A+C)-(B+0C).
6. Idempotence
a. A+A=A,
b. A-A=A

7. Dvoji negace A=A
8. De Morganovy zikony:

9. Absorpce:

a. A+A-B=A,

b. A-(A+B) =A

10. Vlastnosti opacného, nemozZného a jistého jevu:
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a. A+A=1,
b. A-A=0,
c. A+0=2A,
d A-0=0,
e. A+1=1,
foA-I=A

Definice 2.15 (Borelovské jevové pole) Borelovské jevové pole 3 je mnoZina jevii
Ay, Ay, .o Ay, ., které spliiuji:

a) operace soucet na mnoziné 3 je uzaviena,
b) operace soucin na mnoziné 3 je uzavfen4,
c) operace opacny jev na mnoziné 3 je uzaviena,

d) navic spliuji pfedchozich pét prvnich vlastnosti.
Dale si uvedeme zékladni vlastnosti borelovského jevového pole:

Vlastnosti 2.2

1. Jev jisty patii do jevového pole I € (3.

2. Méjme jev A, ktery je prokem jevového pole 3. Plati, Ze jev A opacny k jevu A je také prokem
jevového pole 3:

Acp=Acp.
Specidlné pro jisty jev:
IepB=0ep.
3. Méjme mnoZinu jevového pole Ay, As, ..., Ay, ... € 3. Potom musi platit, Ze:

A+ A+ ...+ A, +... €
A Ay A, € (.
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Pro lepsi pochopenti téchto vlastnosti si pfipomeneme co znamené pojem uzaviena

operace vzhledem k mnoZziné

e pro scitani tento pojem mtiZeme zjednodusené vysvétlit takto: soucet libovolnych
prvkt mnoZiny musi byt prvkem dané mnoziny.

e pro nasobeni je vysvétleni analogické: soucin libovolnych prvk mnoziny musi
byt prvkem dané mnoziny.

2.2 Pravdépodobnost

Historicky vyvoj pravdépodobnosti mtizeme vysledovat téméf u kazdé rozvijejici se
spole¢nosti, u které se mtizeme setkat s hrami, v mnoha pfipadech predevsim s ha-
zardni hrou. Mezi prvnimi vyznamnymi zastupci miZzeme jmenovat predevsim dvé
jména Pierre de Fermat a Blaise Pascal, ktefi se pravdépodobnosti jako matematickym
problémem zabyvali ve své korespondenci tykajici se pravé hazardnich her a jinych
kombinatorickych problémt. O dal$i rozvoj a matematicky popis pravdépodobnosti
se mimo jinych vyznamné zaslouZili Christian Huygens, Abraham de Moivre a Jacob
Bernoulli. Za jednoho z nejvyznamnéjsich zastupcti je dnes povazovan Pierre-Simon
Laplace, ktery ve svém dile shrnul dosavadni poznatky jeho predchtidcti a déle je roz-
pracoval. Diisledkem vyvoje této discipliny je dnes moZné vystavbu pravdépodobnosti
provést nékolika zptisoby. Postupny vyvoj si ilustrujeme na raznych definicich pravdé-
podobnosti.

Jesté neZ piistoupime k samotné klasické definici pravdépodobnosti shiime si do-
savadni poznatky. Zatim jsme zavedli elementarni jev, o kterém vime, Ze je dale neroz-
loZitelny. MnoZinu vSech elementarnich jevli nazyvame tplnd mnoZina elementarnich
jevil. Libovolny jev A je ¢asti iplné mnoZiny elementarnich jevil a je rozloZitelny na
Ey, Es, ..., E, elementranich jevi. Déle jsme zavedli nemozny a jisty jev, o kterych
vime, Ze jsou soucasti iplné mnoziny jevii. Na zakladé téchto poznatkti mtzeme zavést

klasickou definici pravdépodobnosti.

Definice 2.16 (Klasicka (Laplace) definice pravdépodobnosti) Mé&me mnozinu N ele-
mentérnich jeva Ey, Es, ..., E,. Tuto mnoZinu oznacujeme jako tplnou mnozinu ele-
metarnich jevt ), v niZ jsou vSechny jevy stejné mozné. Mé&me jev A, ktery je mozné
rozloZit na m elementarnich jevt Ey, Es, .. ., E,,, kde m < n aje ¢asti mnoZiny (). Potom
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pravdépodobnost, Ze nastane pravé jev A je redlné ¢islo:

V pocetni praxi vétSinou pocet n vSech elementarnich jev{i iplné mnoziny (2 ozna-
¢ujeme jako pocet vSech moZnych vysledkit daného pokusu. Tim myslime jak vysledky,
které vyhovujijevu A4, tak i ty, které nevyhovuji jevu A. Pocet m vSech moZnych elemen-
tarnich jevi, na které se rozklada jev A potom oznacujeme jako pocet vSech pfiznivych

vysledkti daného pokusu. Tim ziskame znaméjsi klasickou definici pravdépodobnosti

ve tvaru: L o 3 .
_ pocet vSech ptiznivych vysledkt pokusu

pocet vech moznych vysledkt pokusu

P (A) (2.1)

Z této definice pfimo vyplyvaji vlastnosti pravdépodobnosti ndhodného jevu A:

Vlastnosti 2.3

1. Pravdépodobnost jevu A je vZdy kladné cislo P (A) > 0.
2. Pravdépodobnost jistého jevu je P (I) = 1.

3. Jsou-li jevy A, B disjunktni (vzdjemné neslucitelné), potom pro pravdépodobnost souctu dvou
jevit plati:
P(A+B)=P(A)+ P(B). (2.2)

Nejsou-li jevy A, B disjunktni (vzdjemné neslucitelné), potom pro pravdépodobnost souctu dvou
jevil plati:
P(A+B)=P(A)+P(B)—-P(A-B). (2.3)

4. Pro pravdépodobnost jevu opacného k jevu A plati:
P(A)=1-P(A). (2.4)
5. Pravdépodobnost nemozZného jevu () je:
P(0) =0. (2.5)
6. Pro hodnotu pravdépodobnosti libovolného jevu plati:

0< P(A)<1. (2.6)
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Poznamka:

a. Prvni a Sestou vlastnost ¢asto vyuzivame k ovéfeni spravnosti vysledku daného
vypoctu pravdépodobnosti.

b. U jevi, které nejsou disjunktni obsahuje pravdépodobnost jevu A i pfipady, kdy
nastane jev B, stejné tak pro pravdépodobnost jevu B. Proto je dtileZité z celkové
pravdépodobnosti souctu téchto jevii odstranit pravdépodobnost, kdy oba jevy
nastavaji soucasné, protoZe se nyni ve vypoctu vyskytuje dvakrat

c. Proklasickou definici pravdépodobnostije velice dtleZity predpoklad, Ze vSechny
elementédrni jevy jsou stejné pravdépodobné. Neplati-li tento predpoklad, nelze
klasickou definici pravdépodobnosti pouZit. Nastinény problém si ukdZeme na
klasickém ptikladu.

B Reseny piiklad 2.1 Méme t¥i klasické kostky. Hru hdzeni kostkami vyhrajeme, jestlize
padne soucet vyssi nez deset. Urcete pravdépodobnost, Ze:

a) padne soucet jedenact,
b) padne soucet dvanact.
Reseni: Ur¢ime pi¥iznivé vysledky daného poctu:
a) chceme, aby soucet hodnot kostek byl jedenact, vyhovuiji tedy trojice:
6:4,1)  (6:32) (551 (5542)  (533) (443).
b) chceme, aby soucet hodnot kostek byl dvanact, vyhovuji tedy trojice:
(6;5:1)  (6:4;2)  (6;3;3)  (5:52)  (542) (444).

Zda se, zZe pocet priznivych vysledki je u obou soucti stejny a tedy pravdépodobnost
obou jevti je:
P(11) = P(12).

Problém nastane, uvédomime-li si, Ze pocet pfiznivych vysledk pro vSechny trojice
nemusi byt stejny. Prozkoumejme tedy dtislednéji pocet vSech pifiznivych vysledkt pro
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kazdou vyhovujici trojici hodnot. V tomto pfipadé si tedy uvédomujeme, Ze na poradi

hodnot jednotlivych kostek zaleZi. Proto pravdépodobnosti obou hodti vypadaji takto:

P(11)

P(12)

P(3)+P(3)+ Psy (3) + P(3) + Py (3) + P3y (3)

vy (6) N

130 o 4 a1 G2 4 G

63 B
6+6+3+6+3+3 27

216 T 216
P(3)+P(3)+ Py (3) + P53y (3) + P(3) + P5 (3)

Vi (6)
314314 L2 @t gy 8

201!
63
6+6+3+3+6+1 25

216 " 216

Dodrzime-li vSechna pravidla pro pocet pravdépodobnosti ukaZze se, Ze pravdépo-

dobnost souctu jedenéct je vétsi nez pravdépodobnost souctu 12. Timto pfikladem jsme

se presvédcili jak je diilezité dikladné kontrolovat pfedpoklad, Ze vSechny vysledky

jevu jsou stejné mozné.

B Reseny piiklad 2.2 Méame bali¢ek 64 karet, kde jsou 4 Zoliky. Urcete s jakou pravdé-

podobnosti bude mezi osmi taZzenymi kartami nejvyse jeden nebo alesporn 3 Zoliky.

ReSeni:

Nejprve uréime jaké je pravdépodobnost na nejvyse jeden zolik. Tento jev musime

rozdélit na dva nezavislé jevy. Jev A nevytahneme ani jeden Zolik, jev B vytdhneme

pravé jeden zolik. Také urc¢ime celkovy pocet moznych tahti karet.

A = Cy(60) = (680)

B = Cy(4) Cr(60) = (;L) ' (670)
N = C5(64) = (684)

Pravdépodobnost, Ze mezi taZzenymi kartami bude nejvyse jeden Zolik pak je:

P (K)

~ C5(60) + C1 (4) - C7 (60)
a Cs (64)

=0,9271
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Jakaje pravdépodobnost, Ze mezi tazenymi kartami budou alesponi tfi Zoliky. Znovu
jev rozdélime na dva, kdy jsou taZeny pravé tii Zoliky a kdy jsou tazeny praveé ¢tyti Zoliky.

A = C3(4)-C5(60) = (i) ' (650)
B = Cy(4)-Cy(60) = (i) | (640)

Pravdépodobnost, Ze mezi tazenymi kartami budou alespon tfi Zoliky pak je:

Cs (4) - G5 (60) + C4 (4) - C4 (60)
Cs (64)

P(L)= =0,0050

Klasicka definice pravdépodobnosti za¢ne byt pfili§ komplikovana pfi velkém po-
¢tu vysledkii pokusti a tplné selhava v pfipadé€, ze mnozina vSech moZznych vysledkt
je nespocetnd. To byl dtvod pro dalsi zkouméni, které dospélo k dalsim definicim
pravdépodobnosti. Zavedeme tedy dalsi definici, kterou nazyvame geometricka. Ta je
zaloZena na principu porovndvani miry geometrickych atvarti. Mirou geometrického
utvaru myslime objem, povrch nebo délka geometrického objektu.

Definice 2.17 (Geometricka definice pravdépodobnosti) Méjme libovolny jev A, ktery
je ¢asti jevového pole 7. Jev A vymodelujeme néjakym geometrickym ttvarem « jehoz
mira je |a|. Jisty jev v daném jevovém poli vymodelujeme ttvarem 7 jehoZ mira je |7/|.
Dale pfedpokladame, ze o C 7 a, Ze kazdy vysledek je v modelu jistého jevu stejné
mozny. Potom plati, Ze pravdépodobnost jevu A je:

_ ol

P(A) 2.7)

G

Dalsi matematicky vyvoj pravdépodobnosti dospél ke statistické definici pravdeé-
podobnosti, ktera se velice dobte hodi k popisu pravdépodobnosti jevu, ktery se ¢asto
opakuje. Pfipometime, Ze tento opakujici se jev nazyvame hromadny:.

Definice 2.18 (Statisticka definice pravdépodobnosti) Méme hromadny jev A s po-
¢tem realizaci n4 a pocet vSech realizaci pokusu oznac¢ime n. Pomér =4 nazyvame

relativni ¢etnost jevu A v n pokusech. Potom pro pravdépodobnost jevu A plati:

P(A) = lim 4. (2.8)

n—oo N
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Postupny dalsi vyvoj a popis pravdépodobnosti dospél do dnes pouzivané moderni
podoby, o kterou se vyznamné zaslouZil matematik A. N. Kolmogorov. Jeho definice
popisuje pravdépodobnost jako objektivni vlastnost ndhodného jevu, ktera nezavisi na
tom, zda ji umime nebo neumime zméfit.

Definice 2.19 (Axiomatickd definice pravdépodobnosti) Mémeborelovskéjevovépole
Bsjevy A, Ay, As, ..., An,....Pravdépodobnostjevu A je realné ¢islo P (A), které spliuje
axiomy:

. Pravdépodobnost pro vSechny jevy A € 3
P(A)>0 (2.9)

. Pravdépobodnost jistého jevu:
P(I)=1 (2.10)

. Pravdépodobnost souc¢tu skupiny navzajem neslucitelnych jevti:
PAl+ A+ As+... +A,+...)=P(A)+P(A)+P(A3)+...+ P(A,) +... (211)
Z axiomatcké definice pravdépodobnosti, pak pfimo vyplyvaji jeji vlastnosti:

Vlastnosti 2.4

1. Pravdépodobnost vyjskytu nemozZného jevu
P(®) =0 (2.12)
2. Pravdépodobnost vijskytu opacného jevu
P(A)=1-P(4) (2.13)
3. Je-li jev A diisledkem jevu B, potom plati:

a.
0< P(A) < P(B) (2.14)

P(B—A)=P(B) - P(A) (2.15)
4. Pravdépodobnost souctu jevii, které nejsou vzdjemné disjunktni (vzdjmné se nevylucuji)
P(A+B)=P(A)+P(B)— P(A-B) (2.16)

5. Hodnota pravdépodobnosti kazdého jevu A je vidy P (A) € (0;1)
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2.2.1 Podminéna pravdépodobnost

Jak nadpis napovidé, jedna se o pfipady kdy do daného systému podminek, Ze nastane
jev A, jesté priddme dalsi podminku. Pfiddavame podminku, Ze pfed tim neZ nastane
jev A musi nastat jev B. Potom takto nové zavedenou pravdépodobnost nazyvame
podminénd pravdépodobnost jevu A.

Definice 2.20 (Podminéna pravdépodobnost) Mé&jme dvajevy A a B, jejichz pravdépo-
dobnost vyskytu je P (A) a P (B) # 0. Pravdépodobnost, Ze nastane jev A za podminky
vyskytu jevu B pak budeme znacit P (A/B) a definujeme ¢tvrtym axiomem:
P(A-B)

P(A/B) = —p 5

(2.17)
V piipadé, Ze jev B je nemozny, podminéna pravdépodobnost P (A/B) neni definovéna.

B Reseny piiklad 2.3 Héazime tiemi rtizné barevnymi kostkami: bila, ervena a modra.
Urcete jaka je pravdépodobnost, Ze na bilé kostce padne ¢islo 3, jestlize soucet hodu
vSech tii kostek je 10.

Resent:

Nejprve ozna¢me jednotlivé jevy:

a) Vysledek Ze na bilé kostce padne ¢islo 3 oznacime jako jev A.

b) Soucet hodu vsech tii kostek je 10 ozna¢ime jako jev B.
Pro podminénou pravdépodobnost, Ze nastane jev A za podminky B je potfeba urcit:

1. Kvypocétu podminéné pravdépodobnosti musime zjistit pravdépodobnost jevu B.
Kurceni poctu vysledkd, které oznacime jako jev B pouZijeme tabulku (2.3) s jejich
vypisem.

Potom pravdépodobnost vyskytu jevu B je déna takto:

27 27

P<B>:V3*(6):ﬁ

2. Pravdépodobnost P (A - B). Uréime tedy soucin jevli A - B. VyuZijeme vSechny
vysledky, které odpovidaji jevu B a z nich vybereme pouze ty, které zacinaji ¢islici
3 z tabulky (2.3). Potom pravdépodobnost soucinu jevu A a B je:

6 6

PAB =776 ~ 216
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1,36 | 2,2,6 | 3,16 | 4,1,5 | 5;1;,4 | 6;1,3
1,45 | 2,3,5 | 3,25 | 42,4 | 52,3 | 62,2
1,54 | 2,44 | 3,34 | 43,3 | 53,2 | 6;3;1
1,6;3 | 2,5;3 | 3;4,3 | 44,2 | 54,1
2;6;2 | 3,52 | 4,5;1
3;6;1

Tabulka 2.1: Vysledky jevu B

Nyni mizeme urcit podminénou pravdépodobnost jevu A:

P(A/B):%:E:%:

=]

2
9

=]

Pravdépodobnost, Ze na bilé kostce padne &islo tfi, kdyZ je soucet hodu 10 je pfiblizné
22,2%.

Dale pomoci podminéné pravdépodobnosti mlizeme ukazat, jak urcit pravdépo-
dobnost sou¢inu dvou jevi. Samoziejmé bude zéleZet na tom jestli se jedna o jevy
disjunktni nebo ne. Nejprve disjunkini jevy, pro které plati:

P(A-B)=P(A)-P(B). (2.18)

Pro jevy, které nejsou disjunktni je urceni pravdépodobnosti soucin jevli komplikova-

soucinu dvou zavislych jevi plati:
P(A-B)=P(A/B)-P(B)=P(BJ/A)-P(B). (2.19)

S podminénou pravdépodobnosti jesté navic tzce souvisi i nezavislot jevi. Pozor
neplést si nezavislost a neslucitelnost jevi, jednd se o dva rtizné pojmy. Plati-li pro
podminénou pravdépodobnost P (A/B) = P (A). Coz znamen4, Ze vyskyt jevu B neo-
vliviiuje pravdépodobnost jevu A. Potom fikdme, Ze jev A nezavisinajevu B. Zaroveni s
timto tvrzenim plati i obrdcené tvrzeni, Ze jev B je nezévisly na jevu A. Posledni tvrzeni

muZeme lehce ukazat pomoci pravdépodobnosti souc¢inu dvou jevi:

P(A-B) = P(A/B)-P(B)=P(A)-P(B)
Zaroven:

P(A-B)

P(B/A)- P(A) = P(B)-P(4)
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Proto nezévislot dvou jevli definujeme takto:

Definice 2.21 (Nezavislé jevy) Méme dvajevy A a B ajejich pravdépodobnost P (A) a
P (B). Tyto jevy jsou nezavislé, jestlize plati:

P(A/B)=P(A) a P(BJ/A)=P(B). (2.20)
Také jevy A a B z nichZ jeden ma pravdépodobnost nulovou jsou nezavislé.
Nezavsilost jevil 1ze samoziejmé rozsifit i na libovolny pocet n jevii:

Definice 2.22 (n nezdvislych jevil) Méjme mnoZinujevt A;, Ay, As, ..., A, ajejich prav-
dépodobnosti P (Ay), P (Ay), P (As),...,P(Ay). Jevy Ay, As, As, ..., A, jsou vzajemné
nezavislé, jestliZe plati:
P(A;-Ay-Az-...-A) =P(A)-P(Ay)-P(A3)-...- P(A,) (2.21)
Navic je mozné ziskat skupinu n jevi, pro které bude platit, Ze praveé jen kazdé
dva rGzné jevy ze skupiny A, Ay, As, ..., A, jsou nezavislé. V takovém piipadé tuto
skupinu nazveme: skupina po dvou nezavislych jevli. Z predchoziho také vypliva, Ze
je-li skupina jevil vzdjemné nezavisl4, jsou také vSechny jevy po dvou nezévislé. Opacné
tvrzeni neplati!
Vratime se jesté na chvili k pozndmce, Ze je dileZité nezaménovat jevy nezavislé
a neslucitelné. UkaZeme na dvou neslucitelnych jevech. Pro pravdépodbnost soucinu

dvou neslucitelnych jevd, jejichz pravdépodobnost je nenulova P (A) # 0a P (B) # 0
plati:

P(A-B)=0.
Pokud by jevy A a B byly zaroven nezavislé, muselo by platit i tvrzeni:
P(A-B)=P(A)-P(B)#0.
Tyto rovnosti ale o¢ividné najednou nastat nemohou:
0=P(A-B)=P(A)-P(B) #0.
Proto je dtleZité tyto dvé vlastnosti jevi nezamérovat.

B Reseny piiklad 2.4 Dva stielci stfileji stiidavé na tere. Kazdy ma tfi rany. Vitézi ten
stfelec, ktery prvni zasdhne cil. Urcete pravdépodobnost, Ze zvitézi:
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a. prvni stielec,

b. druhy stfelec.

Pravdépodobnost zasahu u obou stfelcti je stend p = 0, 7.
Resent:

Nejprve uréime pravdépodobnost, Ze zvitézi prvni stfelec, kterého oznacime A.
Druhy stfelec ma oznaceni B. Sttelec A vitézi pokud jako prvni zasdhne cil nebo pokud
na prvni rdnu ani jeden nezasahne a na druhou ranu stielec A zasdhne nebo pokud
prvni dvé rany ani jeden ze stfelcti nezasahne a na tfeti ranu sttelec A zasahne cil. To,
jestli stielec A uspéje nebo ne nijak neovlivni Gspésnost stfelce B. Jevy jsou nezavislé a
proto miZeme napsat:

C = A+A-B-A+A-B-A-B-A

= P(A)+P(A)-P(B)-P(A)+P(A)-P(B)-P(A)-P(B)-P(A) =

= 0,7+(1-0,7)-(1-0,7)-0,7+
+(1-0,7)-(1-0,7-(1-0,7)-(1-0,7)-0,7 =0, 7687

Pravdépodobnost, Ze zvitézi druhy stfelec pak ziskame analogicky:

P(C) = P(A)-PB)+P(A)-P(B)-P(A)-P(B)+
+P(A)-P(B)-P(A)-P(B)-P(A)-P(B) =
P(C) = 0,3-0,7+0,3%-0,7+0,3°-0,7=0,2306

2.2.2 Uplna pravdépodobnost a Bayestiv vzorec

Setkavame se také s piipady, kdy chceme urcit pravdépodobnost vyskytu jevu A. Ale
urcit pocet vSech priznivych ptipada je pfilis komplikované. Je-li mozné zjistit pravde-
podobnost tohoto jevu za rtiznych podminek a pravdépodobnost vyskytu téchto pod-

minek, pak pro nds bude mnohem jednodussi urcit pravdépodobnost jevu A pomoci
uplné pravdépodobnosti.

Véta 2.1 (Uplna pravdépodobnost) M&me tplnou skupinu vzijemné neslucitelnych
jevl By, By, Bs, ..., B, alibovolny jev A, jehoZ pravdépodobnost chceme urcit. Potom
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pro pravdépodobnost jevu A plati:

P(A)Y [P(A/Bi)-P(B)]. (2.22)
=1
Dikaz: ProtoZe skupina vzijemné neslucitelnych jevt By, By, Bs, . . ., B, je tiplna ma-
Zeme Tici, Ze plati:
Bi+Bs+Bs+...+B,=1.
A jev A mtizeme rozepsat takto:

A=A-1=A-(By+By+Bs+...+B,)=A-Bi+A-By+A-Bs+...+ A-B,.

Diky tomu, Ze jevy B, By, Bs, . . ., B,, jsou vzajemné neslucitelné, jsou vzajemné neslu-
Citelnéijevy A- By, A- By, A- DBs, ..., A- B,. Potom pro libovolnou dvojici jevt plati:

pro vSechna i # j.
Podle tfetiho axiomu je pak pravdépodobnost jevu A:

P(A) = P(A-Bi+A-By+A-Bs+...+A-B,) =
= P(A-B)+P(A-By)+P(A-Bs)+...+P(A-B,).
VyuZzijeme jesté ¢tvrty axiom, ktery ¥ikd, ze P (A - B;) = P (A/B;) - P (B;). Proto plati:
P(A) = P(A-Bi+A-By+A-Bs+...+A-B,) =
P(A-B)+P(A B)+P(A-By)+...+ P(A-B,) =
P(A/By)-P(B1)+ P(A/By)-P(By)+ P(A/B;)-P(B;3) +...+
+P(A/B,)-P(B,) =

- ZP (A/B;)- P (B)).

3

O

I z dtikazu je ziejmé, Ze pravdépodobnosti podminek je potieba znat jiz pted pro-
vedenim pokusu a proto je nazyvame apriorni. Podminéné pravdépodobnosti P (A/B;)
urcujf jak se zméni pravdépodobnosti P (B;), kdyZ nastane jev A. Nazyvame je apo-
steriorni pravdépodobnosti. Tyto pravdépodobnosti pak ur¢ujeme pomoci Bayesovy
vety.
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Véta 2.2 (Bayesova véta) Méjme danu tiplnou skupinuneslucitelnychjevt By, By, Bs, ..., B,
které nazyvame hypotézy. Pro libovolny jev A pak pravdépodobnost hypotézy B), pod-
minéné jevem A plati:

> [P(A/B;) - P(By)]

i=1

kde ¢islo k = 1;2:3;...;n.

Dukaz: Z véty o ndsobeni pravdépodobnosti nezavislych jevi vime, Ze plati:

P(By-A) = P(By/A)-P(A)
P(By,-A) = P(A/Byg)-P(Byx),

Z prvni rovnice vyjadiime pravdépodobnost soucinu a dosadime do ni druhou rovnici:

P(By-A) _P(A/Bi)-P(By) _
P4 P(A) a
P (A/By) - P (By)

> i [P(A/By) - P(By)]

P(Br/A) =

B Reseny piiklad 2.5 V laboratofi fyziky jsou tfi druhy multimetrt. Student si vybere
multimetr prvniho druhu s pravdépodobnosti 0,4, druhého druhu s pravdépodobnosti
0,5 a tfettho druhu s pravdépodobnosti 0,1. Spolehlivost jednohlivych multimetrii je pak
po fadé 0,95; 0,98 a 0,9. Urcete pravdépodobnost, Ze:

a. vybrany multimetr je spolehlivy,

b. vybrany multimetr je druhého, tfettho druhu.
Nejprve uréime pravdépodobnost, Ze je vybrany vyrobek kvalitni. PouZijeme vétu

o tplné pravdépodobnosti. VypiSeme si tidaje ze zadani:

P(A/B))=0,4 P(B)=0,95 P(A/By)=0,5 P (By)=0,098

P(A/Bs)=0,1  P(Bs)=0,9
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Tyto pravdépodobnosti dosadime do rovnice tipIlné pravdépodobnosti:

P(A) = ) 3P(A/B)-P(B)

P(4) = 0,4-0,954+0,5-0,98+0,1-0,9=0,96

KdyzZ jsme ur¢ili pravdépodobnost P (A) = 0,96, Ze vybereme kvalitni multimetr,
miiZeme pomoci Bayesovy véty urcit pravdépodobnost, Ze je druhého a tfetitho druhu.

P(A/B,)-P(B,) 0,5-0,98

P (By/A) = B () =~ oo5 — 00!
P(A/Bs)-P(Bs) 0,1-0,9
P (Bs/A) = B A = oo~ 004

2.2.3 Bernoulliho posloupnost nezavislych pokust

JiZ jsme se zminovali o ndhodnych pokusech, které se opakuji vicekrat. Pfi takovém po-
kusuje mozZné, aby se urcity sledovany jev A opakoval pravé n-krat. Jsou-li navic pokusy
vzajemné nezavislé (pfedchozi pokus neovlivni ten nésledujici, nap¥. do slosovaciho za-
fizeni vracime taZend ¢isla) mluvime pak o Bernoulliho posloupnosti nezéavislych jevii.
V takovém ptipadé opakujiciho se nahodného pokusu nés vétsinou nezajima, v kterych
pokusech nastal jev A, ale spiSe urc¢ujeme kolikrat se dany jev uskutecnil, tedy urc¢ujeme
pravdépodobnost, Ze se pravé jev A v daném poctu n ndhodnych pokusti uskuteéni
praveé k-krat.

Véta 2.3 (Bernoulliho schéma - binomické rodéleni) Mé&me pravé n nezévislych po-
kust, u kterych sledujeme pravdépodobnost vyskytu jevu A. Nebo také fikame, Ze po-
kus kon¢i zdarem s pravdépodobnosti p a nezdarem s pravdépodobnosti g, kde g = 1—p.
Potom pravdépodobnost, Zze n ndhodnych pokusii skonéi jevem A pravé k-krat je dana
takto:

P(A) = (Z) (1 —p)h (2.24)

Diikaz: JestliZe jev A nastane v jednom pokusu s pravdépodobnosti p a nenastane s
pravdépodobnosti g, potom v posloupnosti n nezéavislych pokusti jev A nastane pravé
k-kréat v téchto p¥ipadech (}) s pravdépodobnosti tspéchup-p-p- ... p = p* a zéroven
—_—
k
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nenastane s pravdépodbnosti (1 —p)- (1—p)-(1—p)-...- (1 —p) = (1 —p)"*, proto:

n—=k

O

Vsechny mozné vysledky opakujiciho se nahodného pokusu Ay, Ay, As, ..., A, tvoii
tplnou skupinu vzjemné se nevylucujicich jevii protoze:

P(A)+P(A)+P(A)+.. +P(A) = (g).po.(l_p>n+(fll>_pl.(l_p>n_1+

+(Z>-p2-(1—p)”‘2+...+

+(Z) P (1-p)' =

= (p+l-p)"=1"=1

Proto se také Bernoulliho schéma nazyva binomické rozdéleni.

Chceme-li misto pravdépodobnosti, Ze v posloupnosti n pokust nastane jev A
pravé k-krat urcit pravdépodobnost, Ze jev A nastane nejvysSe k-krét, zjisStujeme vlastné
vSechny pravdépodobnosti, Ze jev A nastane pravé 0, 1,2, ..., k-krat, tedy:

P(By) = P(A)+P(A)+P(A)+...+P(A) =
- 51 we-]

Chceme-li urcit pravdépodobnost, Ze jev A nastane nejméné m-krat, myslime tim,
Ze nastane pravé m a vice-kréat:

P(B,) = P(A,) +P(An)+P(Ani2)+...+P(A,) =

- $[() w0

=m

Chceme-li urcit pravdépodobnost, Ze jev A nastane v n pokusech aspor jednou je
vlastné specialni pfipad pfedchoziho ptikladu, kdy m = 1:

P(B)) = P(A)+P(As)+ P(Ag) +...+ P(A) =1 — P(A)
. 1—<§)~p°'<1—p>"—°=1—<1—p>"
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Poznamka: P (A) je pravdépodobnost, Ze v n nezavislych pokusech nenastane jev A
ani jednou.

Yev s

Uzite¢né je také urcit nejpravdépodobnéjsi pocet vyskytujevu A pravé v n pokusech.

z Mz

Tento pocet je celé ¢islo K, pro které plati:
np—(1-p) <K <np+p.

B Reseny piiklad 2.6 Stielec ma 67% tspésnost stfelby na cil. Stielec vysteli na cil
desetkrat. Urcete pravdépodobnost, Ze

a. zasdhne cil pravé devétkrat,
b. zasahne cil alespor devétkrat,

c. zasahne cil nejvyse dvakrat.

d. Jaky je nepravdépodobnéjsi pocet zasahti?

ReSeni:

a. Pravdépodobnost, Ze stfelec zasdhne cil pravé dévétkrat spocitame takto:

10 _ 10!
P(4) = (9> 10,67%+ (1-0,67)""7 = 7= 0,67° - 0,33! =

= 0,0898

b. Pravdépodobnost, Ze stielec zasdhne cil alespont devétkrat znamena, Ze stielec
zasdhne pravé devétkrat nebo desetkrat.

10 10
P(B) = (9) -0,67°-0,33' + (10) -0,67'%.0,33° = 10,1080

c. Pravdépodobnost, Ze stfelec zasdhne cil nejvyse dvakrat uréime podobné jako
pfedchozi.

10 10 10
P(C) = (0> -0,67%-0,33" + (1> -0,67"-0,33" + (2) -0,672-0,33% =

= 0,0032
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d. Nejpravdépodobnéjsi pocet zdsahti uré¢ime takto:

np—(1-p)< K <np+p
10-0,67—(1—0,67)< K <10-0,67+0,67
6,37< K <T7,37 = K =7
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Ulohy:

1. Jaka je pravdépodobnost vyhry 1. ceny ve sportce pii jednom vsazeni? K vyhte je
potieba uhodnout 6 ¢isel ze 46.

2. Kruhovy ter¢ ma 3 pasma. Pravdépodobnost zasahu 1. pasma je 0,2, druhého 0,23
a tfettho 0,15. Jaka je pravdépodobnost minuti cile?

3. Do kolony bylo nahodné sefazeno 7 automobilti. 2 Skody, 2 Peugeoty a 3 BMW.
Jaka je pravdépodobnost, Ze na prvnim a poslednim misté bude stat BMW?

4. V krabici je 6 bilych kulicek a 4 ¢erné kulicky. Nahodné vylosujeme 2 kuli¢ky. S
jakou pravdépodobnosti:

a. nebude vybréana ani jedna bila kulicka?
b. bude vybrana jedna bil4 a jedna ¢erna kulicka?

c. obé kulicky budou bilé?

5. Ze 32 hracich karet vybirame dvakrat za sebou jednu kartu. Urcete pravdépodob-
nost, ze:

a. obé karty jsou esa, jestlize jsme prvni kartu nevratili,

b. obé karty jsou stejné barvy, jestlize jsme prvni vytaZenou kartu opét vratili
zpét.

6. V telefonim seznamu ndhodné vybereme jedno Sestimistné ¢islo (mtZe zacinat
nulou) a pfedpokladdme, Ze v seznamu jsou pouZita vSechna Sestimistna ¢isla.
Jaka je pravdépodobnost, Ze telefoni ¢islo:

a. neobsahuje 0,

b. obsahuje jednu 3.

7. Vdodavce 100 kusti kiistdlovych vazje 5 vadnych. P¥i kontrole vybereme ndhodné
4 kusy. S jakou pravdépodobnosti:

a. jejedna vybrana véaza vadna,
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b. alespoii jedna z vybranych vaz vadna?

8. V urné je 5 bilych a 7 ¢ernych kulic¢ek. Vytdhneme za sebou dvé kulicky. Jaka je
pravdépodobnost vytaZeni dvou bilych kulicek, jestlize se po prvnim tahu kulicka:

a. nevrati,

b. vrati.

9. Z celkové produkce zavodu jsou 4% zmetkt a z dobrych je 75% standardnich.
Urcete pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek je standardni.

10. Tti z&vody vyrabi zarovky. Prvni 45% celkové produkce, druhy 40% a tieti 15%.
Z produkce prvniho zavodu je neposkozenych 70%, druhého 80% a tfetiho 81%.

2 vz

Urcete pravdépodobnost, Ze si zdkaznik koupi standardni Zarovku.

11. Soucastky, ze kterych se montuji stroje, dodévaji tii zdvody. Je zndmo, Ze prvni
ma 0,3% zmetkd, druhy 0,2% zmetk a tfeti 0,4%. Pfitom prvni zdvod dodal 1000,
druhy 2000 a treti 2500 soucéstek. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana
soucéastka bude zmetek?

12. Vyrobek je postupné obrabén na dvou strojich. Pravdépodobnost kvalitniho zpra-
covani vyrobkuna prvnim strojije 0,8 ana druhém stroji 0,9. Stroje pracuji nezéavisle
na sobé. Jaka je pravdépodobnost zhotoveni kvalitnitho vyrobku?

13. Jevy A, B a C jsou vzajemné nezdvislé a vSechny maji pravdépodobnost 0,8. S
jakou pravdépodobnosti pfi jednom pokusu:

a. nastanou vSechny tfi jevy soucasne,
b. nenastane ani jeden z jev1,
c. nastane pouze jev 4,

d. nastane praveé jeden z téchto jevii.

14. Tti sportovci hazi nezévisle jeden na druhém o$tépem. Prvni pfekona hranici 80
m prameérné v 80%, druhy v 70% a tieti v 50% hodi. Kazdy z nich jednou hodi. S
jakou pravdépodobnosti bude pfekonand hranice 80 m?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Strelec tfikrat nezavisle vysttelil na cil. Pravdépodobnost zasahti je prostupné 0,5;
0,6 a 0,8. S jakou pravdépodobnosti bude v cili:

a. pravé jeden zésah,

b. alesponi jeden zasah?

Pravdépodobnost, Ze dodavka bude mit vice nez 2% vadnych vyrobkd, je 0,08. S
jakou pravdépodobnosti bude ve tfech dodavkach z dvaceti vice nez 2% vadnych
vyrobkt?

Dva stfelci stfileji nezavisle na cil. Pravdépodobnost zdsahu prvniho je 0,7 a dru-
hého 0,8. S jakou pravdépodobnosti pfi soucasném vystielu zasahne cil alespor
jeden z nich?

Dva hraci hazeji postupné minci. Vyhrava ten, komu padne jako prvni lic. S jakou
pravdépodobnosti vyhraje prvni z hract?

Ve spole¢nosti je 45% muzli a 55% Zen. Vysokych nad 190 cm je 5% muzt a 1%

Vv s

Zen. Nahodné vybrana osoba je vy3si neZz 190 cm. Jaka je pravdépodobnost, Ze je
to Zena?

S jakou pravdépodobnosti pti 5 hodech kostkou padne alespori jednou Sestka?

2 vz

Je znamo, Ze urcity 1ék tspésné 1é¢i dané onemocnéni v 90% piipadt. S jakou
pravdépodobnosti alespon ¢tyfi z péti pacientti budou timto lékem vyléceni?

Urcete pravdépodobnost, Ze pfi péti hodech kostou padne:

a. Sestka pravé dvakrét,

b. Sestka pfi druhém a ¢tvrtém hodu.

Pravdépodobnost vyhry hrace je 0,6. Urcete, jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet
vyher hrace v deseti odehranych partiich.

Na skladé je 70% pristroji prvni jakosti a 30% druhé jakosti. Pravdépodobnost, Ze
pfistroj 1. jakosti pracuje bez poruchy je 0,95 a pfistroj 2. jakosti 0,7. Organizace
koupila jeden piistroj a ten pracoval bez poruchy. S jakou pravdépodobnosti byl
pristroj 1. jakosti?
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25.

26.

Pti vySetfovani pacienta je podezieni na tfi navzajem se vylucujici onemocnéni.
Pravdépodobnost vyskytu prvni choroby je 0,3, druhé 0,5 a tfeti 0,2. Laboratorni
zkouska je pozitivni u 15% nemocnych s prvni nemoci, 30% nemocnych s druhou
a 30% nemocnych s tfeti nemoci. Jaka je pravdépodobnost druhé nemoci, je-li po
laboratotnim vysetfeni vysledek pozitivni?

V dilné pracuje 10 délnikd, ktefi za sménu vyrobi stejny pocet vyrobkt. Pét z nich
vyrobi 96% dobrych vyrobkd, tfi 90% a dva 85%. Nahodné vybereme jeden vyrobek
a ten je dobry. S jakou pravdépodobnosti jej vyrobila prvni skupina délnik{?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Regeni:
1,06 - 1077
0,42
0,142

a.0,13,b.0,53,¢. 0,33

a.0,012,b. 0,25

a. 0,531, b. 0, 354

a. 0,176, b. 0, 188

a.0,15,b. 0,17

0,72

0, 7565

0,003

0,72

a. 0,512, b. 0,008, c. 0,032, d. 0, 096

0,97
a. 0,26,b. 0,96
0,14
0,94
0,67
0,196
0,598
0,918

a.0,16,b. 0,016
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23. 6
24. 0,76
25. 0,588

26. 0,52



Kapitola 3
Nahodna veli¢ina

3.1 Nahodna veli¢ina

Vysledky nahodnych pokusti oznacujeme jako jevy. Nékteré jevy maji kvantitativni
charakter. To znamené mtiZeme je oznacit ¢isly. Nejjednodussim piikladem je hod kost-
kou - padne ¢&islo 1, 2,..., 6; losovani cisel z osudi, atd. Ostatni jevy maji kvalitativni
povahu. Za kvalitativni jev povaZujeme takovy jev, ktery popisuje vlastnost nebo stav
vysledku, napf. fungujici - rozbitd soucastka, barva na kostce, atd. V takovych pfipadech
se snazime kazdému vysledku pfifadit néjaké ¢islo = hodnotu. Mé&me tfeba situaci, kdy
urcujeme, Ze se narodi syn nebo dcera. Vysledky téchto jevi mtZeme rozlisit pfifazenim
realného ¢isla: syn = 0, dcera = 1. Tato pfifazena redlné ¢isla potom povaZujeme za hod-
notu ndhodné velic¢iny. Na zakladé pfedchozich tvah pak ndhodnou veli¢inu mtizeme
definovat nasledujicim zptsobem.

Definice 3.1 (Ndhodna veli¢ina X) Nahodnou veli¢inou chapeme funkci, ktera kaz-
dému jevu z mnoZiny vSech elemetarnich jeva (Gplné mnoZziny jevii) pfifazuje redlné

éislo.

Definice 3.2 (Obor hodnot ndhodné veli¢iny X) MnoZinu vSechredlnych ¢isel, kterych
muiZe nahodna vel¢ina nabyt nazyvame obor hodnot H ndhodné velic¢iny X.

Poznamka:

e Nahodné veli¢iny obvykle zna¢ime velkymi pismeny napi. X, Y a hodnoty téchto
veli¢in zna¢ime malymi pismeny =, y.

57
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e Nahodnou veli¢inu nelze urcit bez provedeni nahodného pokusu.

B Reseny piiklad 3.1 Nahodnou veli¢inu X definujeme ptifazenim ptirozenych ¢isel
na rtiznobarevné kostce. Urcete vSechny hodnoty, které mtize ndhodna veli¢ina X ziskat.
Resent:

Kazda kostka tvaru krychle ma Sest stén. To znamena méme Sest barev. Pravdépodob-
nost, Ze na kostce padne pravé jedna strana je stale stejna ;. ProtoZe vSechny stény
maji stejnou pravdépodobnost vyskytu je obor hodnot ndhodné veli¢iny, kterd je dana

barvou stény kostky je H = {}}.

B Reseny piiklad 3.2 Nahodn4 veli¢ina X je definovana jako vzdalenost, kterou urazi
¢astice nez narazi do jiné ¢astice nebo prekazky. Urcete obor hodnot ndhodné veli¢iny
X.

Resent:

Vzdalenost, kterou sledované castice mtize urazit je teoreticky nekonecné dlouhd a
zaroven muze okamzité pti zac¢atku sledovani narazit do jiné ¢astice nebo na prekazku.

Proto mtizeme ¥ici, Ze obor hodnot H ndhodné veli¢iny X je interval H = (0; 00).

Z ptedchozich priklad®i si miizeme vSimnout, Ze obory hodnod se mohou rtiznit
dvéma zptisoby. Bud’ ziskdme spoetnou mnozinu, nebo nespocetnou mnouZinu real-

nych ¢isel. Podle toho také ndhodné veli¢iny rozdélujeme na:

Diskérni ndhodna veli¢ina mtZe nabyvat nejvyse spocetné mnoha redlnych ¢isel a je-
jim oborem hodnot je posloupnost realnych ¢isel.

Spojitd ndhodna veli¢ina nabyva nespocetné mnoha redlnych hodnot a jejim oborem
hodnot je bud  uzavieny nebo otevieny interval realnych Cisel.

3.2 Frekvencni a distribuéni funkce

3.2.1 Distribuéni funkce

Dale k popisu ndhodné veli¢iny kromé jejtho oboru hodnot pouzivame pravdépodob-
nost vyskytu jednotlivych hodnot ndhodné veli¢iny. Z rtznych pokusti napf. hdzenim
kostkou zjistime, zZe vyskyt hodnot ndhodné veli¢iny je nahodily i pfesto je mozné nalézt
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jisté zakonitosti v téchto vyskytech. Tyto zdkonistosti si ukaZeme na distribuc¢ni a frek-
venéni funkci ndhodné veliciny. Jako prvni si ukdZeme distribu¢ni funkci, ktera ukazuje
jakym zptisobem je rozdélena pravdépodobnost hodnoty ndhodné veli¢iny.

Definice 3.3 (Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X) Distribu¢nifunkcenebo také roz-
déleni pravdépodobnosti nahodné velic¢iny je funce, ktera je definovédna na vSech real-
nych ¢&islech a vyjadfuje pravdépodobnost, s kterou ndhodné veli¢ina nabude hodnoty
mensi nez a, plati:

F(z)=P(X <a) (3.1)

Pozndmka: Distribu¢ni funkce definujeme stejnym zptisobem jak pro diskrétni, tak i
pro spojitou nahodnou veli¢inu X.

Z definice pak pfimo vyplivaji nasledujici vlastnosti.

Vlastnosti 3.1

. Distribucni funkce je v oboru vsech redlnyjch cisel neklesajici a plati:

(Vo329 € R) (11 < 20 = F (21) < F (22)) (3.2)

V nevlastnich bodech —oco a oo plati:
F(—o00)= lim F(z)=0 (3.3)
F(oco) = lim F(z)=1 (3.4)

Z vlastnosti 2. ptimo vyplyvd, Ze pro vsechna x € R plati:

0<F(zx) <1 (3.5)
4. Pro pravdépodobnost vyskytu hodnot z intervalu (a;b), kde a; b € R, plati:
Pa<X <b)=F()— F(a) (3.6)
5. Pro pravdépodobnost hodnot z intervalu (a; o), kde a € R, plati:

P(X>a)=1—F(a) (3.7)
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Fixy
1 o
o—1
o—#
o
-
0 x

Obrézek 3.1: Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny

6. Pro pravdépodobnost, Ze ndhodnd velicina X md hodnotu priavé a € R, plati:

P(X =a)= lim £ (z) = F (a) (3.8)

Distribu¢ni funkce spojité a diskrétni nahodné veli¢iny X se li$i pouze ve spojitosti

a nespojitosti distributivni funkce. Distribu¢ni funkce je u diskrétni ndhodné velic¢iny

konstanti a jeji hodnoty se méni ,skokem” na dalsi hodnotu. Zaroven je v misté , skoku”

zprava spojita. Distribu¢ni funkci spojité ndhodné veli¢iny pak prifadime vlastnost
spojita funkce. Nejlépe je tento rozdil patrny na obrazcich (3.1) a (3.2):

3.2.2 Frekvenéni funkce

Frekvenc¢ni funkce obecné vyjadiuji rozloZeni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in.
Frekven¢ni funkci definujeme pro diskrétni a spojitou ndhodnou veli¢inu X vzlast. K
odliSeni také slouZi jiné nazvy téchto funkci. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu ji na-
zveme Pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny a pro spojitou nahodnou veli¢inu
ji nazveme Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny.

Pravdépodobnosti funkce diskrétni nahodné veli¢iny

Definice 3.4 (Pravdépodobnostni funkce) Redlnou funkci p (z) = P (X = z) nazveme
pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny X, kde vyraz P (X = z) pfifazuje
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Foxy

Obrazek 3.2: Distribu¢ni funkce spojité ndhodné veli¢iny

kazdému ¢islu x z oboru hodnot H ndhodné veli¢ny pravdépodobnost, Ze ndhodna
veli¢ina nabyva hodnoty .

Z definice pak pfimo vyplivaji nasledujici vlastnosti.

Vlastnosti 3.2

1. Pro vsechny hodnoty z oboru hodnot, plati:

p(x) >0 (3.9)
2. Pro vsechny nahodné veli¢iny X, plati:
Y pi(z)=1 (3.10)
3. Pro distribucni funkci diskrétni nihodné velic¢iny, plati:
F(z)=) p(x) (3.11)
;<X

Poznamka:

e Tieti vlastnost vyuzivdme predevsim k vypoctim distribu¢ni funkce diskrétni
nahodné velic¢iny X.
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e Pravdépodobnostni funkci mtzeme také chapatjako pocet vyskytu riznych prav-
dépodobnosti ndhodné velic¢iny X.

e Ke grafickému znézornéni pravdépodobnostni funkce nejcastéji vyuzivame bo-
dovy graf (Obrazek (3.3)), tseckovy graf (Obrazek (3.4)) nebo histogram (Obréazek
(3.5)). Dnesni vypocetni technika umoznuje vyuzit i jiné druhy graft.

P{xk}

Obrazek 3.4: Usetkovy graf pravdépodobnosti funkce

Hustota pravdépodobnosti spojité nahodné veli¢iny X

Hustotu pravdéopodobnosti spojité ndhodné veli¢iny obvykle zna¢ime f (x). Jak jiz
vime, obor hodnot spojité ndhodné veli¢iny je interval redlnych cisel. Zvolme nahod-
nou veli¢inu X tak, Ze jeji obor hodnot H je uzavieny interval (a;b). Otazkou je jaka
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Obréazek 3.5: Histogram pravdépodobnostni funkce

je pravdépodobnost, Ze nahodna vel¢ina X nabude hodnoty z, neboli P (X = z) =7.
Vzhledem k tomu, Ze oborem hodnot je uzavfeny interval, téchto hodnot je nekone¢né
mnoho, proto kdyZz chceme ur¢it pravdépodobnost P (X = z)jedna se o pfipad, kdy zjis-
tujeme pravdépodobnost vyskytu jednoho vysledku mezi nekone¢né mnoha vysledky.
Je takika nemoZné ho najit a proto:

P(X=1)=0

Z této ukazky je vidét, Ze hustotu pravdépodobnosti spojité nahodné veliciny X budeme
muset definovat jinak neZ u diskrétni ndhodné veli¢iny. Diky spojitosti ndhodné veli¢iny
X v jejim oboru hodnot ndm pomohou limity.

Definice 3.5 (Hustota pravdépodobnosti spojité nadhodné veli¢iny X) Méjmenezapor-
nou redlnou funkci jedné proménné definovanou na intervalu (a; b), pro kterou plati:

. P@<X<ax+h)
f (@) = Jim h '

(3.12)

Takovou funkci nazveme hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné velic¢iny pro vSechna
x;x+h € (a;b) (¢islo h povazujeme za prirustek hodnoty nahodné veli¢iny). Pro vSechna
ostatni = ¢ (a; b) plati:

f(z)=0 (3.13)

Z definice pak pfimo vyplivaji nasledujici vlastnosti.

Vlastnosti 3.3
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1. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny vzdy nabyvd hodnot f (x) > 0 pro vsechna x € R.

2. Nahodna velicina nemust byt definovina pouze na uzavieném intervalu {(a; b), ale i na mnoZiné
vsech redlnych cisel a proto plati:

/b fla)ds = 7 flz)dz =1 (3.14)

3. Pro distribucni funkci ndhodné veli¢iny plati:
F(x):P(X<x):/mf(m)dx:/I f(2)da (3.15)
4. Pro distribucni funkci ndhodné veliciny plati:
f(x) = F' () (3.16)
5. Pro pravdépodobnost, Ze hodnota ndhodné velciny je z intervalu (c; d) plati:

Plc<X <d)=F(d)—F(c) (3.17)

3.3 Charakteristiky rozloZeni pravdépodobnosti

Dostaneme-li ndhodnou veli¢inu u niZ je p¥ilis sloZité nebo pracné urcit vlastnosti frek-
vencni a distribu¢ni funkce, snaZime se jeji charakteristiky popsat jinym zptisobem. Za
vhodny zptisob povaZujeme ciselné charakteristiky, které nam pomohou si o rozloZeni
ndhodné veli¢iny udélat obrazek a vystizné charakterizovat jeji diilezité vlastnosti a
navic ndm takové hodnoty pomohou lépe porovnévat rtizné ndhodné veli¢iny.

Tyto &iselné charakteristiky rozloZeni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in samo-
ziejmé pro lepsi pfehlednost délime a ty nejdtilezitéjsi si ukazeme. Podle popisované
vlastnosti rozdélime charakteristiky takto:

Charakteristiky polohy Jsou to hodnoty, které mtizeme povaZovat za jisty druh stfedu,
kolem kterého vSechny ostatni hodnoty nahodné veli¢iny kolisaji. Mezi nejpouZi-
vangjsi charakteristiky polohy fadime stfedni hodnotu, modus, median a rtzné
kvantily.

Charakteristiky variability Urcuji miru odchyleni hodnotndhodné veli¢ny od jejistiedni
hodnoty. Mezi nejpouzivanéjsi charakteristiky variability fadime rozptyl, sméro-
datnou odchylku, stfedni odchylku, pravdépodobnou odchylku, kvartilovou od-

chylku, varia¢ni koeficient a varia¢ni rozpéti.
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Chrakteristiky Sikmosti a Spicatosti Jsou to charakteristiky, které popisuji tvar kifivky
frekvenc¢ni funkce ndhodné veli¢iny.

Podle toho jakym zptisobem pak charakteristiky tvofime je jeSté navic rozdélujeme

na:

Charakteristiky momentu Momentové charakteristiky jsou funkcemi vsech hodnot,
kterych ndhodna veli¢ina mtZe nabyvat. Patfi mezi né centrované (centralni) a

normované (standardizované) momenty.

Charakteristiky kvantilu Kvantilové charakteristiky jsou hodnoty z, ndhodné veli¢iny.

3.3.1 Charakteristiky polohy
Stfedni hodnota ndhodné velic¢iny

Jedna se o zdkladni charakteristiku polohy s jejiZ pomoci ur¢ujeme dalsi charakteristiky a
to nejen charakteristiky polohy. Také se miZeme setkat s ozna¢enim ocekdvana hodnota
z anglického ekvivalentu Expected value, z kterého pak vychazi jeji znaceni.

Definice 3.6 (Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X) Stfednihodnota £ (X) ndhodné ve-
liciny X je redlné cislo, pro které palti:

o Jeslize X je diskrétni ndhodné veli¢ina:

E(X) :in'P(X =x;) = Zx?zl - p(x;) (3.18)
i=1 i
e JestliZze X je spojita ndhodna veli¢ina:
E(X)= /:cf(x)dx (3.19)

Toto tvrzeni plati ze pfedpokladu, Ze uvedena fada, respektive integral absolutné kon-
verguji.

Z definice pak pfimo vyplivaji nasledujici vlastnosti.

Vlastnosti 3.4
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Méjme dvé libovolné ndhodné veliciny X, Y a redlnou konstantu k a l. Potom pro stfedni hodnotu
plati:

1. Stedni hodnota konstanty.
E(k)=k (3.20)

2. Stedni hodnota soucinu konstanty a ndhodné veliciny X.
E(k-X)=k-E(X) (3.21)
3. Stfedni hodnota soucinu a souctu konstanty s nihodnou veli¢inou X.
Ek-X+1)=k-E(X)+1 (3.22)
4. Sttedni hodnota souctu dvou nihodnyjch velicin X a Y.
E(X+Y)=E(X)+E(Y) (3.23)

Tuto vlastnost miiZeme zobecnit na n ndhodnych velicin Xy, Xo, X3, ..., X,.
EXi+Xo+Xs+..+X,) = E (ZX) =
= Y E(X)=E(X1)+E(X2) + E(X3)+...+ E(X,)

5. Stiedni hodnota soucinu dvou nihodnijch velicin X a Y.

E(X-Y)=E(X)-E(Y) (3.24)
Tuto vlastnost miiZzeme zobecnit na n ndhodnych velicin X1, Xo, X3, ..., X,.
E(Xl-Xg-Xg-...-Xn):E(HXZ):HE(XZ-) (3.25)
1=1 =1
Tato vlastnost ovsem plati pouze v pripadé, Ze jsou vSechny ndhodné veliciny X1, Xa, X3, ..., X,

vzdjemné nezdvislé.

Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny je vétSinou doprovéazena dalsi dtileZitou cha-
rakteristikou rozptylem ndhodné veliciny, ktery definujeme aZ v ¢asti Charakteristiky
variability.

Pokracujme ve vyctu charakteristik polohy, z kterych si ukdaZeme kvantily a to
pfedevsim specidlnimi p¥ipady - modus, median, dolni, horni kvartil a percentil.
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P-kvantily ndhodné velic¢iny X

Definice 3.7 (P-kvantily ndhodné veli¢iny X) Mé&me distribu¢ni funkci F'(z) spojité
nahodné veli¢iny X. Potom hodnota x,, ktera je feSenim rovnice F' (x,) = p, nazyvame

p-kvantilem rozloZeni spojité ndhodné veli¢iny X.

P-kvantily jsou tedy ¢isla, ktera déli plochu pod grafem hustoty pravdépodobnosti
spojité ndhodné veli¢iny X, pravé v poméru:

I—p

Sz

Obrazek 3.6: P-kvantil
Nyni slibené p-kvantily se specialnimi nazvy.

Median
Medién je p-kvantil, kde p = 1.

Definice 3.8 (Median) Median Me (X) = 7 je p-kvantil, kde feSenim rovnice F (Z) = 1.
Median Me (X) = z rozdéluje plochu pod kfivkou hustoty pravdépodobnosti ndhodné
veli¢iny na dvé poloviny.

Definice 3.9 (Dolni kvartil) Dolni kvartil je p-kvantil, kde p = i. Znacime x 1. Dolni
kvartil je tedy feSenim rovnice:

F <x4> - i. (3.26)

Dolni kvartil tak déli plochu pod grafem hustoty pravdépodobnosti v poméru 1 : 3.
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Definice 3.10 (Horni kvartil) Horni kvartil je p-kvantil, kde p = %. Znacime x 3. Horni

kvartil je tedy feSenim rovnice:

3

F <x2> -5 (3.27)

Horni kvartil tak déli plochu pod grafem hustoty pravdépodobnosti v poméru 3 : 1.

N

Nejspise nejznaméjsi p-kvantil, ktery je hojné pouZivany pii porovnavani tspésnosti
testovani je percentil.

Definice 3.11 (Percentil) Percentil je p-kvantil, kde p = & Zna¢ime & . Percentil je
tedy feSenim rovnice:

F <x%> - %. (3.28)

Percentil tak déli plochu pod grafem hustoty pravdépodobnosti na 100 stejnych ¢asti z
nichZ vybereme pravé k.

Modus

Modus ndhodné veli¢iny X, ktery znac¢ime Mod (X ), musime definovat zvalst' pro dis-
krétni a spojitou ndhodnou veli¢inu X.

Definice 3.12 (Modus diskrétni ndhodné veli¢iny X) Modus Mod (X ) diskrétninahodné
veli¢iny X je hodnota v niZ pravdépodobnostni funkce p (x) ndhodné veli¢iny X nabyva
maxima.

Mod(X)=xpm < P(X =2,) > P (X =u1,), (3.29)

kde:=1;2;3;...;n.

Definice 3.13 (Modus spojité ndhodné veli¢iny X) Modus Mod (X) spojité ndhodné
veli¢iny X je hodnota v niZ hustota pravdépodobnosti f () nabyva lokalni maximum.

Mod(X) =xm < f(xm) > f(x), (3.30)
kde x; € R.
Navic modus miiZeme jetsté rozdélit na:

Unimodalni rozloZeni pravdépodobnosti - ndhodna veli¢ina X mé pravé jeden mo-
dus.

Polymodalni rozloZeni pravdépodobnosti - ndhodna veli¢ina X ma vice nezjeden mo-
dus.
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3.3.2 Charakteristika momentt a variability

Zakladni charakteristikou variability je rozptyl, ktery vétSsinou doprovazi stfedni hod-
notu nadhodné veli¢iny. Definujeme jej komplikovanéji pomoci momentti ndhodné ve-
liciny, které zase vychazeji ze stfedni hodnoty E (X). Momenty nahodné veli¢iny pak
jesté délime na pocatecni, centrované a normované.

Definice 3.14 (Po¢ate¢ni moment r-tého stupné 1) Stfedni hodnota r-té mocniny na-
hodné velic¢iny X je r-ty poc¢ate¢ni moment ;,, ndhodné veli¢iny X.

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X plati:

n

e =E(X7) =Y a] - p(z). (3.31)

i=1

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X plati:

1y = B (X7) = / o f (2)da. (3.32)

R

Z definice r-tého pocate¢niho momentu dale definujeme stfedni hodnotu ndhodné
veli¢iny X, pravé jako pocate¢ni moment prvniho stupné:

m=FE(X") =E(X) (3.33)

Definice 3.15 (Centrdlni moment r-tého stupné v,) Mé&me stiedni hodnotu ndhodné
veli¢iny X, jejiz sttedni hodnota £ (X) = p4, je zéroven stfedni hodnota mocniny
(X — p11)" nazyvame centralni moment r-tého stupné v, nahodné veli¢iny, kdy:

Pro diskrétni nadhodnou veli¢inu X plati:

n

ve=E((X —m)") = Z (i — )" - p () (3.34)

=1

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X plati:

=E(X — )" /x—,ul - f(x)d. (3.35)
R

Nyni prozkoumame konkrétni centradlni momenty a nékteré z nich konkrétné po-
jmenujeme pro jejich uzite¢né vlastnosti. Ziskame je tak, ze budeme dosazovat za stuper

momentu.



KAPITOLA 3. NAHODNA VELICINA 70

Centrdlni moment prvniho stupné
Nasledujici plati pro diskrétni i spojitou ndhodnou veli¢inu X.
vi=E(X—m]') =E(X)—E(m)=m—m=0
Vzhledem k tomu, Ze ve vSech pfipadech nabyva hodnoty 0 se tento moment
prvniho stupné v podstaté nepouziva.
Centralni moment druhého stupné

Diskrétni ndhodna veli¢ina X

n

vy=E (X —m]’) = Z( = m)* - p () (3.36)
rovddbr, = E ([X — 1] / z— )’ f(z)de (3.37)
R

Centralni moment druhého stupné nazyvame rozptyl ndhodné veli¢iny X a znac¢ime
jej 0. Také je mozné setkat se s oznacenim D (X), tento nézev je odvozen z anglického
ekvivalentu dispersion. Centrdlni moment druhého stupné ma velice diilezité vlastnosti:

Spojita ndhodna veli¢ina X Vlastnosti 3.5
Méjme nihodnou velicinu X, jeji rozptyl o? a redlné konstanty a, b, c. Pak Fekneme, Ze:

1. Rozptyl konstanty je nula, protoZe vsechny hodnoty jsou rovny stiedni hodnoté. To znamend,
Ze Zddnd hodnota se neodchyluje a tim pddem o* = 0.

2. Rozptyl soucinu ndhodné veli¢iny X a konstanty.
D(a-X)=a* D(X) (3.38)
3. Rozptyl soucinu ndhodné veliciny X s konstantou a souctu konstanty.
D - X+b=aDX)+D()=d*-D(X)+0=0d"D(X) (3.39)
4. Rozptyl souctu dvou ndhodnych velicin X a Y.

D(X+Y)=D(X)+D(Y) (3.40)
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Tuto vlastnost zle také zobecnit pro soucet ndhodnych velicin X1; Xo; Xs;...; X,

D(X1+X2+X3+...+Xn):iD(Xi):D(X1)+D(X2)+D(X3)+...+D(Xn)

(3.41)
Ziroveri musi platit, Ze ndhodné veliciny Xq; Xo; Xs; . .. ; X,, musi byjt nezdvislé.

5. Viypocet rozptylu niahodné veli¢iny X pomoci stfedni hodnoty nebo pomoci pocitecniho mo-
mentu.
o =E(X?) - [E(X)]?=FE (X?) - E*(X) = jip — 13 (3.42)

Odmocnénim rozptylu ziskdme smérodatnou odchylku +o, kterou v praxi pou-
Zivadme cast€ji, protoZe na rozdil od rozptylu udava vzdalenost a ne plochu ¢tverce
jako rozptyl. ZjednoduSené mtizeme fici, Ze smérodatna odchylka nam da odchylku se
spravnou jednotkou - napf. smérodatnd odchylka délky je také délka, ale rozptyl nas
informuje v plosnych jednotkach.

Vypocet centralnich momentti vyssich stupniti je pomérné komplikovany. Proto si
jejich vypocet ukdZeme pomoci pocate¢nich momentti:

s = E ()

k=0
vs = pig— 3pz - pu1 + 20
ve = g —Apn - s+ 65 - o — 3y

Z charakteristik momentu jes$té prozkoumédme normovany moment r-tého stupne,
jehoz konkrétni piipady si ukaZeme az u dané charakteristiky, kterou vyjadiuje.

Definice 3.16 (Normovany moment r-tého stupné ;) Normovany moment r-tého stupné
7, nahodné veli¢iny X je definovan vztahem:

Uy

(3.43)

Vv‘zgu

kde v, je centralni moment 7-tého stupné a o” je 7-t& mocnina smérodatné odchylky
nahodné velic¢iny X.

Nyni tedy konkrétni normované momenty ndhodné veli¢iny, stejné jako u central-
nich momentti je ziskdme dosazenim za stuperi momentu.
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Normovany moment prvniho a druhého stupné nahodné veli¢iny X

__V1_0_0

Vool T o

_ Vo Vo

Ug=—=—=1
o2 1y

Jak vidime hodnoty normovaného momentu prvniho a druhého stupné nahodné
veli¢iny X budou mit vZdy hodnotu 0 a 1. Proto se pfi zpracovani naméfenych dat prilis
¢asto nepouzivaji. Dalsi stupné normovaného momentu si vice pfiblizime az v ¢asti

Charakteristiky Sikmosti a Spicatosti.

Pramérna odchylka sttedni hodnoty ndhodné velic¢iny X

Priimérna odchylka nés informuje o tom, jak se primérné odchyluji hodnoty ndhodné
veli¢iny X od jeji stfedni hodnoty.

Definice 3.17 (Priimérnd odchylka) Primérnounebo také stfedni odchylkou od stiedni
hodnoty ndhodné veli¢iny X nazveme nezaporné ¢islo, pro které plati:

v=E(X-EX))])=E(x—ml) (3.44)

Definice 3.18 (Pravdépodobnd odchylka) Pravdépodobna odchylka od stfedni hod-
noty ndhodné veli¢iny X nazveme nezdpornou veli¢inu ¢, pro kterou plati rovnice:

1
P(H1—6<X<,u1+e):§. (3.45)
Poznamka: Pravdépodbnou odchylku chapeme jako hodnotu, ktera se rovna medianu
absolutnich hodnot odchylek nahodné veli¢iny X.

Definice 3.19 (Kvartilova odchylka) Kvartilova odchylka od stfedni hodnoty ndhodné
veli¢iny X je rozdil horniho a dolniho kvartilu ndhodné veli¢iny X.

(3.46)

Poznamka: Analogicky mtizeme definovat i decilovou odchylku a percetilovou od-
chylku ndhodné veli¢iny. Kvartilova odchylka je pak uZite¢nou alternativou smérodatné
odchylky. Jeji vyhodou je, Ze neni tak velkym zplisobem ovlivnéna p¥ili§ malymi nebo
velkymi hodnotami nahodné veli¢iny X.
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Definice 3.20 (Varia¢ni koeficient) Varia¢ni koeficient ndhodné veli¢iny definujeme pro
nenulovou stfedni hodnotu jako podil smérodatné odchylky a stfedni hodnoty nahodné
veli¢iny X.
o D (X)
VS LT R (3.47)
Varia¢ni koeficient ur¢uje miru spolehlivosti stfedni hodnoty. Vétsinou je udavan
v procentech. Obvykle hodnotime stfedni hodnotu podle varia¢niho koeficientu tak, Ze
pokud ¥ < 0, 10 je stfedni hodnota spolehliva. V opa¢ném piipadé fekneme, Ze stiedni
hodnota neni p#ilis spolehliva (Necharakterizuje p¥ili§ dobfe hodnoty ndhodné veli¢iny
X).
Posledni zde zminénou charakteristikou variability je varia¢ni rozpéti, které nds in-
formuje o tom, jak moc se maximalni a minimalni hodnota nahodné velic¢iny vzdaluje od
jeji sttedni hodnoty. Také z né€j poznadme jak daleko jsou od sebe tyto hodnoty vzdalené.

Definice 3.21 (Varia¢ni rozpéti) Variacni rozpéti nahodné veli¢iny X definujeme jako

rozdil maximélni a minimalni hodnoty nahodné veli¢iny X.
R = rmax — Tmin (3.48)

Touto varia¢ni charakteristikou ukon¢ime vycet téchto charakteristik a projdeme si
posledni skupinu charakteristik nahodné veli¢iny X.

3.3.3 Charakteristiky Sikomosti a Spicatosti nahodné velic¢iny X

Jak jsme jiz uvedli tyto charakteristiky vyplivaji z normovanych momentt nahodné
veli¢ciny X. Zatim jsme prozkoumali pouze normované momenty prvniho a druhého
stupné. Ty se pro jejich konstantni hodnoty p#ili§ nepouZivaji. Naopak normované mo-
menty vyssich stupnitl pak vyuZijeme a pfifadime jim vlastni nazvy.

Koeficient sikmosti

Tento koeficient nas informuje o nesymetrii hodnot nahodné veli¢iny X.

Definice 3.22 (Koeficient Sikmosti ndhodné veli¢iny X) Normovany moment tfettho
stupné ndhodné veli¢iny X:
v E(X - EX)P)

o3 o3

V3 =

=N (3.49)
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nazveme koeficient Sikmosti 7; € R nebo také Az (X).
Z definice pak piimo vyplivaji nasledujici vlastnosti.

Vlastnosti 3.6

1. Pro koeficient Sikmosti plati vi = U5 = 0, jestliZe je frekvencni funkce nihodné veliciny X
symetricka.

2. Pro koeficient Sikmosti plati v1 = 75 < 0, jestliZe je frekvencni funkce niahodné veliciny X
zesikmend doprava.

3. Pro koeficient sikmosti plati v, = U3 > 0, jestliZe je frekvencni funkce nihodné veliciny X
zeSikmend doleva.

4. Méjme libovolnou ndhodnou velicinu X a redlnd ¢isla a, b, pak plati:

As(a- X +b) = Ay (X). (3.50)

Poznamka: Podle uvedenych vlastnosti je moZné pfedem odhadnout znaménko koefi-
cientu Sikmosti, jestlize si nac¢rtneme graf frekven¢ni funkce a rozhodneme, na kterou
stranu jsou zeSikmené odchylky stfedni hodnoty.

Koeficient Spicatosti

Tento koeficient nas informuje o tom, jak je rozdéleni ndhodné veli¢iny Spicaté (strmé)
nebo naopak ploché.

Definice 3.23 (Koeficient Spicatosti) Normovany moment ¢tvrtého stupné ndhodné ve-
liciny X:
E(x -EX)*

( I (1) —3 =" (3.51)

_ Vy
1/4—3_——4—3_—
g g

nazveme koeficient Sikmosti 7, € R nebo také A4 (X).
Z definice pak piimo vyplivaji nasledujici vlastnosti.

Vlastnosti 3.7
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1. Pro koeficient spicatosti plati v, = Uy — 3 = 0, jestlize md ndhodnd velicina X normdlni
rozdélent.

2. Pro koeficient spicatosti plati v1 = 75 — 3 < 0, jestliZe je maximum frekvencni funkce nihodné

24/

veliciny X ,tupé”.

3. Pro koeficient spicatosti plati v, = Vs — 3 > 0, jestliZe je maximum frekvencni funkce ndhodné

veliciny X ,Spicaté”.
4. Méjme libovolnou ndhodnou velicinu X a redlnd ¢isla a, b, pak plati:

Koeficient Sikmosti a Spicatosti vétSinou pocitdme kvili jednoduchosti z pocatec-
nich momentti:

o= Y (-1 (k) g gl (3.53)

k=0
-3 203
n o= 2 “;§2+ al (3.54)
—4 6 — 3u]
y = pa — 4piapis +4 faps = 51 o (3.55)
o

B Reseny piiklad 3.3 Nahodnd veli¢ina X je uréena tabulkou (3.1) pravdépodobnostni
funkce.

Tabulka 3.1: Pravdépodobnostni funkce k ptikladu (3.3)
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p(x;) | 0,050 | K | 0,125 | 0,080 | 0,095 | 0,105 | 0,055 | 0,135 | 0,195 | 0,085

Urcete hodnotu pravdépodobnostni funkce p (2) = K, distribu¢ni funkci, pravdépo-
dobnost jevu, Ze nahodna veli¢ina X nabude hodnoty P (z < 6), P (z > 4),P(3 <z < 7)
a charakteristiky rozdéleni pravdépodobnosti.

Resent:

Podle vlastnosti pravdépodobnostni funkce uréime hodnotu pravdépodobnostni
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funkce p (0) = K.

p(0) =

Nyni mtiZzeme urcit distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny X tabulka (3.2).

Tabulka 3.2: Distribu¢ni funkce k pfikladu (3.3)

T; r<1| 1 2 3 4 5

F (x;) 0 0 |0,050 0,125 | 0,250 | 0,330
- 6 7 8 9 10 |z > 10
- 0425 | 530 | 0,585 | 0,720 | 0,915 1

0.15

0.1 .

0.05+ ] -

Obrazek 3.7: Pravdépodobnostni funkce

Uréime pravdépodobnost P (z < 6), P(z >4)a P (3 <z <T7):

P(zx<6) = F6)=P(1)+P2)+P(3)+P(4)+ P (5)=0,425
Px>4) = F(x>10)—F((5B)=PB)+P(6)+P(7)+P(8)+P(9) +P(10) =
= 0,670
PB<z<T7) = F(T)-F@B3)=P@3)+P(4)+P(5)+ P(6)=0,405
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Obréazek 3.8: Distribu¢ni funkce

Nejprve uréime stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X podle definice (3.6) a
podle rovnice (3.36). K vypoctu se ndm bude hodit vyplnit si tabulku (3.3) s poc¢ate¢nimi
momenty.

Stfedni hodnota, rozptyl a smérodatna odchylka.

E(X) = inp(xi):6,07

D(X) = E(X?) —[E(X)]?=17,6951
o = V/D(X)=2,774

Koeficient Sikmosti a Spicatosti uréime podle definic (3.22) a (3.23). Jesté pfed sa-
motnym vypoctem si vypiSeme hodnoty pocate¢nich momentti.

i =6,07  pn=44,54  p3=358,84 = 3041,72

Koeficient Ssikmosti a Spicatosti pomoci poc¢ate¢nich momentti:
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N

V2

Tabulka 3.3: Tabulka s poc¢ate¢nimi momenty

x; 1 2 3 4 5

p(x;) 0,050 0,075 0,125 0,080 0,095

0,050 0,150 0,375 0,320 0,475

0,050 0,300 1,125 1,280 2,375

0,050 1,200 | 10,125 | 20,480 | 59,375

(:)
(:)
() 0,050 | 0600 | 3375 | 5120 |11,875
(:)
(

|z; — pa| - p(x;) | 0,254 0,305 0,384 0,166 0,102

- 6 7 8 9 10

- 0,105 0,055 0,135 0,195 0,085

- 0,630 0,385 1,080 1,755 0,850

- 2,780 2,695 8,640 15,795 | 8,500

- 22,680 | 18,865 | 69,120 | 142,155 85

- 136,080 | 132,055 | 552,960 | 1279,395 | 850

- 0,007 0,051 0,261 0,571 0,334

vs _ pi3 = 3papta + 23 _ 358,84 344,546,074 2-6,07° _

o3 o3 2,7743
0,231
vi ., pa—4paps 4 O6pdpue — 3u
8= 4 —3=
g g
3041,72 —4-6,07-358,84 +6-6,07% - 44,54 — 3-6,07*
) ) ) 2 ’;‘,_744 ) ) ) _3: —172626

Jesté uré¢ime primérnou odchylku, varia¢ni koeficient a varia¢ni rozpéti podle de-
finic (3.17), (3.20) a (3.21).

v = E(lz—ml) :Z|$i—#1| -p(x;) = 2,435

=1

2,774
9 — T 2T sy
6,07
R = xmax—xmin:10—1:9

Vyhodnotime ziskané charakteristiky. Stfedni hodnota E (X) = 6,07 se smérodat-

nou odchylkou o = 2, 774 nevystihuje ndahodnou veli¢inu pf#ili§ dobfe, protoZe varia¢ni
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koeficient ¥ = 0, 457 je velky. Pravdépodobnostni funkce je zeSikmena vpravo a je spiSe
tupa.

B Reseny piiklad 3.4 Spojitd ndhodna veli¢ina je dana distribuéni funkc:

F(z) = 0 :UE(—OO;§>

F(x) = ar*+0 xG(?,x@)
F(z) =1 x€<\/§;oo>

Urcete koeficienty a a b, hustotu pravdépodobnosti, pravdépodobnost P (z < 2), P (z > 1),
P (1 <z< g), stfedni hodnotu, rozptyl, smérodatnou odchylku, horni a dolni kvartil,
kvartilovou odchylku, median, modus, koeficient Sikmosti a $picatosti, varia¢ni koefici-
ent a varia¢ni rozptyl.
Resent:

Z vlastnosti distribu¢ni funkce uré¢ime hodnoty koeficientti a a b.

F(?) = O:@-(?)2+b
F(x/i) - 1=a~<\/§)2+b N —1-2a

2
a3+ a

~lw
—_

F(x) =1 x€<\/§;oo

~—

Pomoci vlastnosti hustoty pravdépodobnosti f (x) = F” (z) ji uréime:
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Obréazek 3.9: Distribu¢ni funkce

) = 0 x¢<“§;ﬁ>

Ur¢ime pravdépodobnost vyskytu veli¢iny X - P (z < 3), P (z > 1)aP (1 <z < 2).
MtZeme je spocitat dvéma zpthisoby.

2
5 5 3 (V5 1
P — = Fl-=—-.-[— - = 2
<x<6> (6) 4 (6) 2 0,0208

: 2 5 g
= /f(x)dx:/f(x)dx—i—/f(x)da::g /xdx:
—00 —00 V6 V6
—_—— 3 3
0
3 [22]¢ 3 (25 6
2 {2}? 1 <36 9) 0,0208
3 1
Pe>1) = F(\/§>—F(1):1—Z-1—§:0,75
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35

05

5 5
P(1 - = Fl|l-]|-FQ)=-——-—
(<x<4) (4) W=1"7%"2
K urceni stfedni hodnoty, rozptylu, koeficientu Sikmosti a Spicatosti potfebujeme

pocate¢ni momenty:
oo 2 V) 3
3 ) 3 [2® 1 3 |V6 B
= /x-f(x)dx—ﬁ-/xdx—§ {3]6——- \/__[?] =
— 00 NG 3
3
N A
) V2
V2
3 3 [at 3 4 4
= [Pr@a=g [eaw =3 =0 (1) =5
Ha /xf(x)xz SR VR BV 9) "3
— 0 NG 3
3
[e’e) V2 5
V2
3 3 [a° 3 5 (V6
= 3- d :—'/ 4d = — — = — 2— — :1588
13 /x f(x)dx 5 gide= o0 510 V2 3 )
@ 3
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Z pocéte¢nich momenti uré¢ime stfedni hodnotu, rozptyl, smérodatnou odchylku,
koeficient Sikmosti a Spicatosti.

E(X) = pp=1,142
4
D(X) = po—pd =~ —1,1422 = 0,029

3
c = /D(X)=0,17
-3 213 1,588 —3-1,142- % 4+2.1,1423
y = B U2 2 3 = —0,262
o3 0,173
o omy —dpaps + Gptps —py
Yo = o =
1,926 —4-1,142-1,588 4+ 61,1422 - 4 — 3.1,142*

= — 4:
T 3,349

Pomoci distribu¢ni funkce mtizeme urcit kvartily a modus.

1
F($0,25) = Z
Bages —2 1
4 4
3953,25 =3
To2s = 1
1
F(z05) = 3
4 2
2v3

.’13'075 = T\/_ = M€ (X)
3
F($0,75) = Z
35”(2),75 -2 3
4 4
395(2),75 =9
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Trs =

V15
3

K nalezeni modusu je potfeba nalézt maximum hustoty pravdépodobnosti. Vzhle-
dem k tomu, Ze hustota pravdépodobnosti je linedrni funkce, je maximum v bodé
r=+/2= Mod(X).

Posledni charakteristiky, které musime urcit kvartilovd odchylka, varia¢ni koeficient
a variacni rozpéti podle definic (3.19), (3.20) a (3.21).

V15
Ko = 1'0775—1’0725:?—1:0,29
1
g = 22017 49
1,142

R = \/5—\/?6:0,5977

Vyhodnotime ziskané charakteristiky. Sttedni hodnota £ (X) = 1, 142 se smérodat-
nou odchylkou o = 0,17 s jistou toleranci vystihuje ndhodnou veli¢iny celkem dobfte,
protoZze varia¢ni koeficient ¥ = 0, 149 je skoro v mezich tinosnosti. Pravdépodobnostni
funkce je zeSikmena vpravo a je Spicata.
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Ulohy:

1. Nahodna veli¢ina X je dana tabulkou (3.4) pravdépodobnostni funkci. Uréete hod-

Tabulka 3.4: Tabulka pravdépodobnostni funkce k tloze (1.)

Z;

1

2

3

4

p (951)

0,3

K

04

0,2

notu K, stfedni hodnotu, rozptyl, koeficient Sikmosti a Spicatosti ndhodné veli¢iny

X.

2. Nédhodna veli¢ina je ddna pravdépodobnostni funkci.

[ ()

X.

= 2z
=0

z € (0;1)
x ¢ (0;1)

Urcete stfedni hodnotu, rozptyl, koeficient Sikmosti a Spicatosti ndhodné veli¢iny

3. Nahodna veli¢ina X je déna distribu¢ni funkci:

F(z) =

Urcete hustotu pravdépodobnosti, a pravdépodobnost P (3 <z < 4).

4. N4hodn4 veli¢ina X je ddna hustotou pravdépodobnosti:

fx) =

fx) =0

0
T
3
1

T <

r >

€x — —

2
¢

Urcete distribu¢ni funkci ndhodné velic¢iny X.

3
x € (3;6)
6

z € (1;2)
1;2)

5. Ndhodna veli¢ina X je dana tabulkou (3.5) pravdépodobnostni funkce. Urcete ko-

Tabulka 3.5: Tabulka distribu¢ni funkce k tloze (5.)

Z;

1

2

3

p (951)

0,5

0,3

0,2

eficienty Sikmosti a Spicatosti ndhodné veli¢iny X.
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Tabulka 3.6: Tabulka distribué¢ni funkce k tloze (6.)

p(z:) ] 02]03]03]02

6. Ndhodn4 veli¢ina X je dana tabulkou (3.6) pravdépodobnostni funkce. Urcete ko-
eficienty Sikmosti a Spicatosti ndhodné velic¢iny X.
7. Nahodna veli¢ina X je dana hustotou pravdépodobnosti:

flx) = g-(Qx—xQ) x € (0;2)
0 x ¢ 0;2)

Urcete modus a median ndhodné velic¢iny X.
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N o @ e N e

f@)=3 w&(36), f(z)=0
F(r)=0 z € (—o0;1), Fz)=%—1
v1 = 0,579, v = —1,1357

1 =0,v%=—-1,129

Mod (X) =1, Me(X) =1



Kapitola 4

Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni
nahodné veli¢iny

Jak jsme se jiz dozvédéli pro kazdou ndhodnou veli¢inu X existuji pravidla, ktera kaz-
dému jevu pfifazuji urcitou pravdépodobnost vyskytu. Vyse jsme si ukazali jak kva-
litativné popsat a charakterizovat libovolnou ndhodnou veli¢inu. Vétsinu ndhodnych
veli¢in je moZzné rozlisit podle toho, jaké hodnoty pravdépodobnosti nabyva. Takovych
rozdéleni je velké mnoZstvi a proto si ukdZeme pfedevsim ta zédkladni. Zaroven je velice

duleZité rozlisit diskrétni a spojitou ndhodnou veli¢inu X.

4.1 Binomické rozdéleni

Mezi vSemi pokusy, které vykondme je mozné nalézt velké mnoZstvi takovych u nichZ
existuji pouze dva vysledky. Tim myslime tispéSny pokus nebo netispésny. Zaroven pro
né plati, Ze kazdy pozorovatel miize vysledky daného pokusu rozlisit jinym zptisobem,
ale stéle se jednd o dvé moZznosti vysledku. Vezméme si pfiklad. Pfi hodu minci je pro
pozorovatel A tspéchem, kdyZ padne lic, naopak pro pozorovatele B je tspéch, kdyZ
padne rub. Z piikladu je vidét, Ze at’padne jakakoli strana mince, vzdy bude pokus pro
jednoho z pozorovateld tspéchem a pro druhého netispéchem. Toto oznaceni, ale nijak
neovlivni samotné rozdéleni pravdépodobnosti. Proto mtZeme klidné ¥ici, Ze nezaleZzi
na oznaceni vysledku: Zdar x Nezdar.

Ve vétsiné pripadti se také setkdme s tim, Ze vysledku, ktery oznac¢ime jako tispéch
pfifadime hodnotu 1 a netspéchu 0. Mame tedy nahodnou veli¢inu jejiz obor hodnot
je dvouprvkova mnozina H = {0;1}. Zaroven jsme schopni urcit pravdépodobnost, Ze

87
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nastane tspéch a netispéch. Pro potteby urceni pravdépodobnosti ozna¢me tspéch jako
jev A a netispéch A. Potom plati:

(4.1)
(4.2)

MtiZeme-li navic pokus opakovat n-krat a kazdé provedeni takového pokusu ne-
ovlivni vysledek dalSich pokusti. Potom mtizeme celému souboru takovych pokust
pfifadit ¢islo z, které v celé sérii urcuje pravé pocet piiznivych vysledkd. Takto zis-
kanou ndhodnou veli¢inu nazyvame Binomicka nahodnd veli¢ina X a jeji rozdéleni

pravdépodobnosti nazveme binomické.

Definice 4.1 (Binomické rozdéleni nahodné veli¢iny X) Nahodna veli¢ina X s bino-
mickym rozdélenim Bi (n; p) ma pravdépodobnostni funkci:

p(z) = (Z) P (L=p)"", (4.3)

kde xz = 1;2;3;...;n udavajici pocet sledovanych pfiznivych vysledkd, n je pocet vSech
nezavislych pokusti a p je pravdépodobnost tispéchu v kazdém pokusu.

V pfedchozi kapitole jsme se naudili pfifazovat kazdé ndhodné velic¢iné jeji ¢iselné
charakteristiky. UkaZme si tedy nejcastdji uzivané charakteristiky pronahodnou veli¢inu
X s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti.

Vlastnosti 4.1

1. Stiedni hodnota

E(X)=n-p. (4.4)
2. Rozptyl
o =n-p-(1-p) (4.5)
3. Koeficient Sikmosti
M= Lo (4.6)
n-p-(1-p)
4. Koeficient spicatosti
1—-6p-(1—
pp =2 D) 47)
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5. Koeficient koncentrace
Ti=7%+3 (4.8)

6. Nejpravdépodobnéjsi pocet priznivijch pokusii je prirozené cislo x;, které je fesenim rovnice:

(n+1) p—1<a; < (n+1)-p (49)

Binomické rozdéleni ndhodné veli¢iny X nejcastéji nalezneme u nahodného vybéru
s vracenim. Tim myslime, Ze zkoumany (vybrany) prvek vratime zpét do souboru prvki.
Tetno prvek je mozné zkontrolovat. Tak jsme zajistili, Ze pravdépodobnost tspéchu,
respektive netispéchu, je stéle stejna.

Specialni pfiklad. Mé&me nahodnou veli¢inu s binomickym rozdélenim, u které
vykoname pouze jeden pokus. Takové rozdéleni pak zapiseme takto Bi (1;p). Vzhledem
k tomu, Ze se jedna o specidlni pfipad binomického rozdéleni pravdépodobnosti, tak ho
tak i pojmenujeme Alternativni rozdéleni A (p).

B Reseny piiklad 4.1 Na zakladé statistického méfeni v mlzné komote bylo zjisténo,
Ze Castice a se vyskytne s pravdépodobnosti p = 0,875 a ¢astice 3 s pravdépodobnosti
p = 0,125. Vyskyt kosmického a jiného zateni je tak maly, Ze jeho pravdépodobnost
je zanedbatelnd. Pro sto sledovanych ¢éstic urcete stitedni hodnotu, rozptyl, koeficient
Sikmosti, koeficient Spicatosti a nejpravdépodobnéjsi pocet o a 3 ¢astic. Urcete pravdé-
podobnost, Ze mezi stovkou pozorovanych ¢astic bude pravé 82 z nich o
Reseni

Dostali jsme pokus u néhoz jsou mozné dva vysledky: Pozorujeme ¢éstici a nebo f.
Binomické rozdéleni Bi (n = 100;p = 0,875). Pomoci vlastnosti binomického rozdéleni
urcime c¢iselné charakteristiky vyskytu obou ¢astic:

(@) = n-p=100-0,875=87,5

(3) = n-(1—p)=100-0,125=12,5

(a) p-(1—p)=100-0,875- (1 —0,875) = 10,9375

(3) = n-p-(1—p)=100-0,125- (1 —0,875) = 10,9375
v (@) = 0,4708

()

(a)

()

I
3

= 0,9244
= 0,94
= 0,94
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Nejpravdépodobnéjsi pocet vyskytu ¢astic a a 5 musi spliiovat:

m+1)-p—1< z <(n+1)-p

101-0,875—-1< z; <101-0,875
87,375 < x; < 88,375 = x; = 88 alfa Castic.
11,625 < x; < 12,625 = z; = 12 beta ¢astic.

Pravdépodobnost, Ze mezi stem c¢astic jich bude pravé 82 o urcime:

100 _
p(82) = (82) -0,875%2 . (1 —0,875)'%7** = 0,0299

4.2 Alternativni rozdéleni

Definice 4.2 (Alternativni rozdéleni nahodné veli¢iny X) Nahodna veli¢ina X s alter-
nativnim rozdélenim A (p) ma pravdépodobnostni funkci:

pL=0p (4.10)
po=1-p, (4.11)

kdeindex 0 a 1 oznacuje netispéch, respektive tispéch a ¢islo p pravdépodobnost tispéchu
v daném pokusu.

Grafické znazornéni distribu¢ni F'(X) obrazek (4.1) a pravdépodobnostni p (X)
obrazek (4.2) funkce binomické ndhodné velic¢iny X.

V pfedchozi kapitole jsme se naucili pfifazovat kazdé ndhodné velic¢iné jeji ¢iselné
charakteristiky. UkaZme si tedy nejcastéji uzivané charakteristiky pronahodnou veli¢inu
X s alternativnim rozdélenim pravdépodobnosti.

Vlastnosti 4.2

1. St¥edni hodnota
E(X)=p (4.12)

2. Rozptyl
o> =p-(1-p) (4.13)
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Obrézek 4.1: Distribuéni funkce binomického rozdéleni

Obrazek 4.2: Pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni
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3. Koeficient Sikmosti
1—-2p

M= ——— (4.14)
p-(L=p)
4. Koeficient spicatosti
1-6p-q
Vo= ——— (4.15)
T (1-p)
5. Koeficient koncentrace
2 + 3 (4.16)

4.3 Hypergeometrické rozdéleni

Nyni méjme n-krat opakujici se pokus se stejnymi pfedpoklady jako u binomického
rozdéleni s jedinym rozdilem a to, Ze pokusy se vzdjemné ovliviiuji. Tim myslime, Ze
vysledek néasledujiciho pokusu zavisi na provedeni pfedchéazejiciho pokusu. Ozna¢me
pocet vSech pokusti v fadé N, pocet vSech pokust, které davaji vysledek V oznacime
M, pocet vsech uskutecnénych pokusti ozna¢ime n a pocet vSech pokusti, které nedavaji
vysledek V oznac¢ime N — M. Potom mtizeme hypergeometrické rozdéleni definovat
takto:

Definice 4.3 (Hypergeometrické rozdéleni ndhodné veli¢iny X) Hypergeometrickéroz-
déleni H (N; M;n) ma pravdépodobnostni funkci:

() )

G

P(X)= (4.17)

kder =1;2;3,...;n.

Hypergeometrické rozdéleni ndhodné velic¢iny X je co se do vypoctt tyka pomérné
nérocné, proto si v nékterych pfipadech, kdy je jista tolerance k pfesnosti vysledku mi-
Zeme dovolit hypergeometrické rozdéleni aproximovat binomickym rozdélenim.

Podminka pro aproximaci hypergeometrického rozdéleni. Mame-li dostatec¢né velky
soubor pokustt N a uskute¢nime pouze malé mnoZstvi pokusti n mtzeme si dovolit
tvrdit, Ze tyto uskute¢néné pokusy pfili§ neovlifiuji jesté neprovedené pokusy a pak
fekneme, Ze jednotlivé pokusy jsou nezavislé. V tomto pfipadé provedeme aproximaci
hypergeometrického rozdéleni binomickym rozdélenim nahodné veli¢iny X:

H (N; M;n) ~ Bi (n; %) = % ~ (Z) : (%y (1 . %)H (4.18)

n
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Aproximace na binomické rozdéleni funguje dobfe, jestlize plati:

n < ﬁ
— 10
V pfedchozi kapitole jsme se naucili pfifazovat kazdé ndhodné velic¢iné jeji ¢iselné
charakteristiky. UkaZme si tedy nejcastéji uzivané charakteristiky pronahodnou veli¢inu
X s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti.

Vlastnosti 4.3
1. Stfedni hodnota u
E(X)=n- N (4.19)
2. Rozptyl y [
a2=n-ﬁ-(1—ﬁ)-N_1 (4.20)
3. Nejpravdépodobnéjsi pocet priznivych pokusii x; je feSenim rovnice:
a—1<ux <a, (4.21)

kde a = (D)
B Reseny piiklad 4.2 V dodévce 100 vyrobkt je 8 pogkozenych. Nahodné vybereme
5 z nich k dal8imu zpracovani. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi vyrobky
bude nejvyse jeden poskozeny? Urcete charakteristiky rozdéleni a nejpravdépodobnéjsi
pocet vybranych poskozenych vyrobk.
Resent:

Mame N = 100 vyrobkt, vybirame n = 5 vyrobkt a pravdépodobnost, ze vy-

tdhneme jeden vadny vyrobek je &
H (N =100; M = 8;n = 5).

Pravdépodobnost, Ze mezi taZenymi vyrobky bude nejvyse jeden poskozeny zis-

8 2 A v .
= 1,5 Jedna se o hypergeometrické rozdéleni

kame tak, Ze ur¢ime pravdépodobnost vytaZzeni jednoho vadného vyrobku a Zddného
vadného vyrobku.

8\ . (100-8
p(0) = 6 (50) 1(005—0) =0, 6532

8 (510)0—8
p(l) = (1) '(1(0051 ) ~0,3

)

p(x<1l) = p(0)+p(l)=0,9534
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Charakteristiky hypergeometrického rozdéleni:

M 8
E(X) = n-—=5-—=0,4
(X) = nF=515370
M M\ N-—n
2
— R, [ — 1
g "N (1 N) N 0398

Nejpravdépodobnéjsi pocet vytaZzenych vadnych vyrobk je feSenim rovnice:

(M+1)-(n+1)
N +2

(M+1)-(n+1)
N +2
—0,47< z; <0,53=a2,=0

Toto hypergeometrické rozdéleni mtizeme nahradit binomickym rozdélenim Bi (n; 4%),

protozZe plati podminka pro aproximaci n = 5 < #5190 Vypocet se pak znacné zjedno-
dust:
5 3 \" 8\ /s 3 \! g \7!
<1) = =) (1= =) (1= = —
ple<l) (o) (100) ( 100) " <1) (100) ( 100)

= 0,9456

4.4 Poissonovo rozdéleni

Binomické a hypergeometrické rozdéleni ndhodné veliciny X funguji velice dobie a
celkem snadno se s nimi pocita aZ do chvile, kdyz dostaneme k analyze skute¢né velky
pocet pokusti. V takovém piipadé je vypocet kombinaénich &isel (}) problematicky i
kapesnim kalkulatorem a musime bud’ pfistoupit k vypoctim na pc nebo pouZijeme
jiné rozdéleni ndhodné veli¢iny X. Bude-li soubor nahodné veli¢iny X skutecné velky a
nezavisly, tim myslime teoreticky nekonecny pocet pokusti coZ znamen4, Ze obor hod-
not ndhodné veli¢iny je H = {0;1;2;3;...;n}. V takovém ptipadé se binomického a
hypergeometrického rozdéleni ndhodné veli¢iny vzdame a pouZijeme nové Poissonovo
reozdéleni ndhodné velic¢iny X.

Shriime si pfedchozi tvahu. Poissonovské rozdéleni pravdépodobnosti ma néa-
hodna veli¢ina X, kterd vyjdfuje pocet vyskyth malo pravdépodobnych jevi v n&jaké
mife (Casova, délkova, plosnd, objemovd, ...). Timto jsme ziskali podminky pro Poisso-

novské rozdéleni:
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1. Musime znat stfedni pocet vyskytu daného jevu na tseku jednotkového jevu. Ozna-
¢ime jej .

2. Jednotkovy tsek musime umét rozdélit na n dilé¢ich ¢asti o velikosti At, pro které
bude dale platit:

e Pravdépodobnost, Ze na libovolné dil¢i ¢asti tseku At nastane sledovany jev
vice neZ jednou je zanedbatelna.

Yz Y2z

e Pravdépodobnost nastoupeni daného jevu na libovolné diléi casti dseku je
pfimo timérna délce tohoto tseku (¢im vétsi tsek, tim vétsi pravdépodobnost
nastoupenti jevu a naopak).

e Vyskyty jevl v rtiznych dil¢ich tsecich jsou na sobé nezavislé.

Definice 4.4 (Poissonovo rozdéleni nahodné veli¢iny X) Nahodna veli¢ina ma Pois-
sonovo rozdéleni pravdépodobnosti Po (1)), kde A je kladny redlny parametr ma prav-
dépodobnostni funkci:

P(X)="2 ¢, (4.22)
kdexr =1;2;3;...;n.

Miize se stat, Ze u nékterych nahodnych veli¢in nebudeme schopni ur¢it pravde-
podobnost vyskytu jevu v dil¢i ¢asti tseku dt, ale dokdzeme urcit pravdépodobnost v
tseku, jehoz miru oznacime ¢ (¢as, délka, povrch, objem, ...). V takovém piipadé bude
dan stfedni pocet vyskyti parametrem X - ¢ a pro pravdépodobnostni funkci ndhodné
veli¢iny plati:

P(X)= (-7 e M. (4.23)

V pfedchozi kapitole jsme se naucili pfifazovat kazdé ndhodné velic¢iné jeji ¢iselné
charakteristiky. UkaZme si tedy nejcastéji uzivané charakteristiky pronahodnou veli¢inu
X s poissonovskym rozdélenim pravdépodobnosti.

Vlastnosti 4.4

1. St¥edni hodnota
E(X)=\ (4.24)

2. Rozptyl
o> =\ (4.25)
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3. Koeficient Sikmosti

1
= 4.26
s N5 ( )
4. Koeficient spicatosti
1
T2 = (4.27)
5. Nepravdépodobnéjsi pocet vyskytu ptiznivych jevii x; je feSeni rovnice:
A=1<z; <A (4.28)

Poissonovo rozdéleni mtZeme uzit napiiklad u ndhodnych velicin, které popisuiji:

e Pocty poruch, nehod nebo pfirodnich katastrof (zemétteseni, erupce sopky, dopad
meteord, ...).

e Pocet mezinarodnich nebo mezikontinentalnich hovort, atd.

Nahrazuje-li poissonovské rozdéleni binomické, které mé velky pocet pokusti n s
malou pravdépodobnosti tispéchu p. Pak pro parametr A poissonovského rozdéleni plati
vztah:

A=n-p.

Takové nahrazeni dava téméf stejné vysledky uz aspon pro 30 pokusi, u nichz je prav-
dépodobnost tspéchu p <0, 1.
Nahradit hypergeometrické rozdéleni poissonovskym ma smysl, jestlize plati:

B Reseny piiklad 4.3 Z radioaktivniho materialu vyzafuje pramérné 30 &astic a za
jednu minutu. Uréete pravdépodobnost, Ze béhem jedné sekundy bude vyzéfena pravé
jedna castice, Zadna castice, nejvyse dvé ¢astice, vice nez dvé castice. Urcete pravdépo-
dobnost, Ze béhem 15 sekund bude vyzéfeno 6 ¢astic a. Navic urcete charakteristiky
vyzafovani ¢astice o a nejpravdépodobnéjsi pocet vyskytth castice o v Case 5 s.
Resent:

Zname stfedni pocet vyskytu sledovaného jevu, ktery je:

30

A= —
60

Pravdépodobnost, Ze ¢astice a bude za jednu sekundu vyzatena vice neZ jednou se

YN 2

zda pomérné mald. Ovéfime pfi feSeni tkold.
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Podminky pro oznaceni jevu za poissonovsky jsou splnény. Plati Po (A = 23).

Ur¢ime pravdépodobnost, Ze bude vyzarena prave jedna ¢astice x = 1:
(3)’
__ \2
Analogicky uréime i pravdépodobnost, Ze za dobu jedné sekundy nebude vyzatena
(3)°
_ \2

Pravdépodobnost, Ze budou vyzafeny nejvyse dvé castice ziskame jesltiZe secteme

ce72 =0,3033

Zadné Castice x = 0:

_1
e 2

pravdépodobnosti vyzareni Zadné, jedné a dvou ¢éstic a.

p(0) = 0,3033

p(1) = 0,6065
()
p(2) = % -e"2 =0,0758

P(zx<2) = 0,3033+0,6065+ 0,0758 = 0, 9856
Pravdépodobnost, Ze budou vyzareny vice nez dveé ¢éstice u¢ime pomoci opacného
jevu:
p(x>2) = pB)+p@)+...=1=(p0)+p1)+p(2) =
= 1-0,6065—0,3033 —0,0758 = 0,0144

Pro casovy usek délky ¢ = 15 s plati, Ze pravdépodobnostni funkce ma tvar:

(A"
1.15)°
p(6) = G - ) s = 0,1367

Charakteristicky veli¢iny « jsou:

1
1
2 p— —_ -
o A 5
1 1
= —:—:\/5
4! \/X \/g



KAPITOLA 4. ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI DISKRETNI NAHODNE
VELICINY 98

Pro nejpravdépodobnéjsi vyskyt vyzareni ¢astice o za dobu ¢t = 5 s upravime a
urcime takto:
At—=1< oz, <A -t

1 1
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Ulohy:
1.

10.

Héazime tfikrat minci. Nahodna veli¢ina X je ur¢ena poctem padnuti lice. Urcete
pravdépodobnostni funkci a charakteristiky veli¢iny X.

V zasilce je 100 vyrobkt. 80 vyrobki je prvni a 20 druhé jakosti. Vybereme tfi vy-
robky po jednom a po kazdém vybéru vyrobek vratime. Urcete pravdépodobnost,
Ze vSechny tfi vybrané vyrobky budou prvni jakosti.

Dlouhodobym pozorovanim stavu vody v fece byla uré¢ena pravdépodobnost jarni
povodné na ;5. Urgete stiedni hodnotu a rozptyl po¢tu povodni v nejblizsich 100
letech.

Pravdépodobnost, Ze bude vyroben vadny kondenzétor je 0,05. S jakou pravdépo-
dobnosti budou mezi 80 vyrobenymi kondenzétory 4 vadné?

. Bylo statisticky zjisténo, Ze na tisic metrt urcité latky pfipada primérné pét kazt.

Pro dodavku bylo pfipraveno 50 stometrovych baliktl. Jaky pocet balikti bez vady
miizeme v ocekavat v dodavce?

Pramérna poruchovost vyrobniho stroje za 10000 hodin provozu je 10. Urcete prav-
dépodobnost, Ze se stroj porouché za 100 hodin préce.

Ve vyrobé se provadi kontrola sta soucastek pfipravenych k expedici. Vybereme
nahodné 20 vyrobkt. Dlouhodobym sledovanim bylo zjisténo, Ze zmetkovitost jsou
3 %. Urcete stfedni hodnotu a rozptyl po¢tu zmetk.

Za jasné letni noci mtZeme v praméru kazdych 10 minut vidét padat hvézdu. Jaka
je pravdépodobnost, Ze béhem 25 minut uvidime 3 padajici hvézdy?

. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi 750 lidmi budou dva, ktefi se narodili ve stejny

den?

Korektura o rozsahu 500 stran obsahuje 500 tiskovych chyb. Jaka je pravdépodob-
nost, Ze na jedné strané bude nejvyse jedna chyba?
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ReSeni:
@) =) 3B BN =30 =t m=02m="3
p(3) = 0,512

. 0,095

. E(X)=0,6,0%=0,470
. p(3) = 0,2138

. p(2) = 0,2705

p(x <1)=0,7358

0 @ N o R W N e
w
o
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Kapitola 5

Rozdéleni pravdépodobnosti spojité
nahodné veli¢iny

Mame-li spojitou ndhodnou veli¢inu zajimame se, s jakou pravdépodobnosti se dané
veli¢ina realizuje v uréeném konetném nebo nekonecném intervalu (a;b). Jiz vime,
Ze ndhodna veli¢ina X ma spojité rozdéleni pokud existuje nezdporna funkce f (z),
kterou nazyvame hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X. V takovém ptipadé je
pravdépodobnost realizace nahodné veli¢iny v intevralu (a; b) dana vztahem:

b
P(X € (a;b)) = /f(x) dz. (5.1)

Hustota pravdépodobnosti musi stéle spliiovat podminku:
/ f(z)dz =1. (5.2)

Jiz vime, Ze spojité nahodné veli¢iny mohou mit stejné jako diskrétni nahodné veli-
¢iny rtizna rozdéleni pravdépodobnosti a pak je mtiZeme roztiidit. Jednotliva rozdéleni
se lisi pouze riznou volbou parametrti a jejich hodnot.

Jako prvni ptiklad rozlozeni spojité ndhodné veli¢iny uvedeme rovnomérné rozdé-

leni.

101
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5.1 Rovnomérné rozdéleni

Definice 5.1 (Rovnomérné rozdéleni R (a;b)) Nahodna veli¢ina X ma rovhomérné roz-
déleni R (a; b), pro jejiz hustotu pravdépodobnosti plati:

fx) = (5.3)
kde = € (a;b).
f(x) =0, (5.4)
kde = ¢ (a; b). Pro oba pfipady plati a; b € R.
Pro ndhodnou veli¢inu X s rovhomérnym rozdélenim plati nasledujici vlastnosti a
charakteristiky.
Vlastnosti 5.1
1. Pro distribucni funkci:
e F(x)=0provsechna x € (—o0;a).
o F(x) = =2 provdechna x € (a;b).
e F'(x)=1provsSechna x € (b;0).

2. StFedni hodnota

Ex)="2 ; b (5.5)
3. Rozptyl
R I;)z (5.6)
4. Koeficient sikmosti
711 =0 (5.7)
5. Koeficient Spicatosti
n=—3 68)

6. Pravdépodobnost viskytu sledovaného jevu v intervalu (c;d) C (a;b), kde a;b;c;d € R a

zaroveri a < ¢ < d < b.
d—c

b—a

Pec< X <d) = 5.9)
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Obrazek 5.1: Hustota pravdépodobnosti rovhomérného rozdéleni

Obréazek 5.2: Distribu¢ni funcke rovhomérného rozdéleni
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Graf hustoty pravdépodobnosti obrazek (5.1) a graf distribu¢ni funkce (5.2).

o

B Reseny piiklad 5.1 Vlaky metra odjid&ji ze zastavky v desetiminutovych interva-
lech. Cestujici mtiZe na zastavku pfijit v libovolném okamziku. Urcéete hustotu pravdé-
podobnosti, distribu¢ni funkci, ¢iselné charakteristiky a pravdépodobnost, Ze cestujici
bude na vlak cekat déle neZ 7 minut a pravdépodobnost, Ze pfijde v ¢asovém intervalu
dvé minuty aZ pét minut po odjezdu vlaku?

Resent:

Nahodna veli¢ina X ¢ekani na piijezd vlaku je spojitd v intervalu (0; 10). Zaroven
je pravdépodobnost pfichodu cestujictho na zastavku vSude stejna. Volime rovnomérné
rozdéleni R (0; 10).

Nejprve uré¢ime hustotu pravdépodobnosti podle definice (5.1) a distribu¢ni funkci
ur¢ime podle vlastnosti, které vyplivaji vlastnosti hustoty pravdépodobnosti rovnomér-
ného rozdéleni.

1 1 1
f(x) = 0 jinde.
T —a x—0 T
F — _ _ .
(@) = 7=~ 10-0 10 *EOIO
F(x) = 0 jinde.

Ciselné charakteristiky ur¢ime podle vlastnosti rovhomérného rozdéleni:

a+b_0+10_5

E(X) =
2 2
., (b—a)? (10-0)7 25
T T2 T T 12 T3
mn = 0
I
Yo = 5

Nyniuréime pravdépodobnost, Ze bude cestujici ¢ekat déle nez sedm minut P (z > 7).
Tu uré¢ime pomoci pravdépodobnosti opa¢ného jevu. Nejprve najdeme pravdépodob-
nost, Ze bude cestujici ¢ekat méné nez sedm minut a pomoci této hodnoty uré¢ime

hledanou pravdépodobnost:
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7 7

1 7
Pla<T) = F(x<7)—/fxdx—ﬁ/dx_l—o[x]o_m
0 0
Plz>7) = 1-Plz<T) =1 %

10"

Jesté uréime pravdépodobnost, Ze cestujici pfijde na zastdvku mezi druhou a patou
minutou po odjezdu vlaku.
d—c 5-2 3

P<2<x<5):b—a710—0:1_0

5.2 Normadlni - Gaussovo rozdéleni N (p; 0?)

Normélni rozdéleni je jedno z nejdtileZzitéjSich rozdéleni spojité nahodné veli¢iny X.
Nejedna se o rozdéleni, které by vyhovovalo vétsiné spojitych veli¢in, ale za urcitych
podminek mtZeme normalnim rozdélenim aproximovat néktera jind rozdéleni a to
jak spojitych tak i diskrétnich ndhodnych veli¢in. PfedevSim se pouZziva k aproximaci
binomického, poissonova a studentova rozdéleni pravdépodobnosti. Ta se pouZivaji u
nahodné veli¢iny, kterd je vysledkem velkého poctu na sobé nezavislych pokusti.

Definice 5.2 (Normalni rozdélni pravdépodobnosti N (1;0%)) Néhodna veli¢ina X ma
normalni rozdéleni pravdépodobnosti N (1; 0%) s hustotou pravdépodobnosti:

1 _(m—m)?
-e 202 kde

f ) =

o-\2T

x€ R, parametr y je stfedni hodnota nahodné veli¢iny parametr o je rozptyl nahodné
veli¢iny. (5.10)

Pro ndhodnou veli¢inu X s rovhomérnym rozdélenim plati nasledujici vlasntosti a
charakteristiky.

Vlastnosti 5.2

1. Stfedni hodnota normdlniho rozdéleni veliciny je shodnd s hodnotou medidnu.

FE (X) = To5 (511)
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Obrazek 5.3: Hustota pravdépodobnosti - Gaussova kiivka

2. Koeficient sikmosti

7 =0
3. Koeficient Spicatosti

Y2 =0
4. Distribuc¢ni funkce ndhodné veliciny X

1 e
F (x) :/ e dr

—00

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Graf hustoty pravdépodobnosti ndzyvame Gaussova kiivka, jeji maximum najdeme

v bodé z = £ (X). Inflexni body Gaussovy kiivky jsou v bodech z = p £ 0. Gaussova
kfivka je v intervalu xz € (¢ — o; p + o) konkavni a ve zbylych bodech x ¢ (i — o; pu + o)

konvexni. Hodnoty v nevlastnich bodech Gaussovy kfivky jsou nulové.

Pro lepsi pfedstavu o rozptyleni ndhodné veliciny X okolo stfedni hodnoty si

ukazeme jeji nékteré pravdépodobnosti:

P(Xe(p—oyu+o)) = 0,689
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P(X € (u—20;1+20) = 0,954
P(X e (pn—30;u+30)) = 0,997

Pfesto, Ze se ndhodna veli¢ina X s normélnim rozdélenim realizuje pro vSechna
xr € R, v praxi vétsinou jeji realizaci zkoumame pouze v intevalu (¢ — 30; 1 + 30), kde
je pravdépodobnost vyskuty pfiznivého vysledku pokusu téméf rovna 1 (nastane skoro
vzdy).

I kdyZ ma nahovnd veli¢ina X s normalni rozdélenim velké mnoZstvi vyhod,
tak problémem mtize byt vypocet jednotlivych hodnot pravdépodobnostni funkce.
Nicméné je mozné ji spocitat. Mnohem vétsim problémem bude vypocet konkrétnich
hodnot distribu¢ni funkce, kterou spocteme integraci pravdépodobnostni funkce. Bo-
huZel tato funkce neni analyticky integrovatelna, musime integrovat numericky. Nume-
rickd integrace sama o sobé neni pfili§ komplikovand, nicméné by zabrala dalsi kapitolu.
Zajemci o numerickou intergraci se doporucuje bud’ kurz numerickych metod. Kviili
tomuto problému s integraci zavadime dalSi rozdéleni pravdépodobnosti: Zakladni nor-
mované normalni rozdéleni pravdépodobnosti. Jedna se o specidlni pfipad normalniho
rozdéleni pravdépodobnosti, kde stfedni hodnota nabyva hodnoty 0 a rozptyl méa hod-
notu 1. Jednoduse fec¢eno nahodnou veli¢inu vhodnou transformaci vycentrujeme na
stfed soustavy soufadnic.

5.2.1 Normované normalni rozdéleni NV (0;1)

Definice 5.3 (Zakladni normované normdlni rozdéleni N (0; 1)) Nahodna veli¢ina ma
zakladni normované normalni rozdéleni NV (0; 1), jestliZe jeji stfedni hodnota je 4 = 0 a
rozptyl 6% = 1, pak hustota pravdépodobnosti je dana vztahem:

¢ (r) = L e (5.15)

kde z € R.

Pro ndhodnou veli¢inu X se zdkladnim normovanym normalnim rozdélenim plati

nésledujici vlastnosti a charakteristiky:

Vlastnosti 5.3
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1. Distribucni funkce normovaného normdlniho rozdéleni N (0; 1) znacime ® (x) a je ddna vzta-
hem:

Cb(x):\/;_ﬂ-/et;dt. (5.16)

—00

Pozndmka: Ani distribucni funkce normovaného normdlniho rozdéleni N (0; 1) nent analy-

ticky integrovatelnd, nicméné jeji numerickd integrace je znacné jednodussi. Nékteré hodnoty
numerické integrace této distribucni funkce uvddi tabulka na strané (116).

2. Zdporné hodnoty distribucni funkce ® (x) v tabulce na stané (116) nejsou uvedeny, protoZe
pro né plati vztah:
O (—z)=1—-(x) (5.17)

Pozndmka: Tato vlastnost primo vyplijvi ze symetrie Gaussovy kiivky.

3. Ma-li ndhodnd veli¢ina X normdlni rozdéleni N (u; o) s hustotou pravdépodobnosti:

1 _(@—w)?

f@) = ——=-e"2"",

pak transformace nihodné veliciny X do ndhodné velic¢iny s normovanym normdlnim rozdélenim
N (0; 1) vypadd takto:

X —
y-2"F (5.18)
o
Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny Y je:
L. 519
= - e 2 .
v (y) Now (5.19)
a distribucni funkci ndhodné veliciny X urcime takto:
F(z) = (x_’”‘> (5.20)
o

B Reseny pitiklad 5.2 Nahodn4 veli¢ina X ma normalni rozdéleni N (—5;16). Urcete
hustotu pravdépodobnosti, distribu¢ni funkci a pravdépodobnost P (-1 <z < 2) a
P(—6 <z <5).

Resent:
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Hustotu pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci uré¢ime dosazenim rozptylu a stfedni
hodnoty do definice (5.3) a rovnice (5.16).

1 (z—p)?
plx) = ¢ 7
o 2.7
1 (z+5)>

tfp‘2
¢<$) — ;.ei%dt
o-V2-7

X
1 _ (t45)2

O(zr) = ——— [ e = dt
Abychom mohli ur¢it pravdépodobnosti P (-1 < z < 2) a P(—6 < = < 5) budeme
veli¢inu X transformovat na veli¢inu 7', pro kterou plati:

X —p
g

T =

Touto transformaci pfevedeme nahodnou veli¢inu X s rozdélenim pravdépodob-
nosti N (u;0%) na nahodnou veli¢inu T s rozdélenim pravdépodobnosti N (0;1). Tuto
transformaci provdeme kvili tomu, Ze se s normalnim normovanym rozdélenim lépe
pocita. K tomu abychom mohli dopocitat hledané pravdépodobnosti je potfeba trans-
formovat i meze hledanych pravdépodobnosti.

T —p —1+5

to= — 1
o 4
“p 245

f o= 2TH_ 2T g
o 4
—pu —6+5

o= DBTH_T0FO 95
o 4
—p 545

o= TTH_2TO oy
o 4

Nyni mtiZzeme konecné urcit hledané pravdépodobnosti, ke kterym potfebujeme
nalézt hodnoty distribu¢ni funkce normalniho normovaného rozdéleni N (0;1). Tyto
hodnoty nalezneme v tabulce hodnot distribu¢ni funkce na stané (116).

P(-1<z<2) — P(l<t<1,75) = (1,75) — ®(1) =0,9599 — 0,8413 = 0, 1186
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P(=6;5) — P(—0,25<t<25)=®(2,5) —®(—0,25) =
= ®(2,5)— (1—®(0,25)) =0,9938 — 1 + 0,5987 = 0,5925

5.3 Exponencidlni rozdéleni

Exponencialni rozdéleni je tizce spojeno s Poissonovym rozdélenim. P¥ipomerime si, Ze
Poissonovo rozdéleni urcuje pocet udalosti, které nastanou v néjakém ¢asovém intervalu
(i jind mira). Exponencialnim reozdélenim se ¥idi vecina, kterd je dana dobou nebo
néjakou jinou mirou ¢ekdni na vyskyt urcité udalosti.

Definice 5.4 (Exponencidlni rozdéleni £ (\)) Ndhodnd veli¢ina X ma exponencialni
rozdéleni £ (\) s hustotou pravdépodobnosti:

f(x)=X-e7, (5.21)

kde z € R*.
f (@) =0, (5.22)
kde x € R, a parametr A je kladna redlna konstanta uréena sttednim poc¢tem poissonov-

skych ndhodnych jevii v urcitém jednotkovém intervalu dané miry.

Pro nahodnou veli¢inu s exponencidlnim rozdélenim £ (\) plati nasledujici vlast-
nosti a charakteristiky:

Vlastnosti 5.4

1. Distribucni funkce

F(r)=1—¢e?" (5.23)
2. Stiedni hodnota )
E(X)= X (5.24)
3. Rozptyl
52— % (5.25)

B Reseny piiklad 5.3 Doba ¢ekanina padajici hvézdu je ndhodna veli¢ina X s exponen-
cidlnim rozdélenim E (\). Sledovanim bylo zjisténo, ze priimérné uvidime padat hvézdu
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¢tytikrat do hodiny. Urcete hustostu pravdépodobnosti, distribuéni funkci, stfedni hod-
notu ¢ekani a rozptyl. Urcete dobu z ¢ekdni na padajici hvézdu tak, aby jeji pravdépo-
dobnost byla 0,8.
Resent:

Pramérnd doba ¢ekéni na hvézdu v jedné hodiné je A = 4. Hustotu pravdépodob-
nosti a distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X s exponencidlnim rozdélenim pravdépo-
dobnosti ur¢ime podle definice (5.4).

Pro ¢iselné charakteristiky plati:

1
B(X) = -
(X) = 5
2
2 _
T e
Nakonec uré¢ime hodnotu a pro kterou plati, Ze ndhodna veli¢ina pro ni mé prav-
dépodobnost P (0 < z < a) = 0,8.

0,8 = P(0<x<a):F(a:<a):/f(x)dx:/4-e_4xdx:4-[(ij]a
0
0 0
0,8 = —e " +¢
et = 0,2
Ine ™ = 1n0,2
—4a = 1n0,2
a = 0,4023

Doba a ¢ekdni na pozorovani hvézdy s pravdépodobnosti 0,8 je 24 minut a 8,5
sekund.
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5.4 Dalsi rozdéleni spojitych nahodnych velic¢in

5.4.1 Weibullovo rozdéleni IV (¢; ¢)

Toto rozdéleni spojité ndhodné veli¢iny se pouZivé pro rozdéleni veli¢iny, kterému nevy-
hovuje exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti. Parametr J je materidlova konstanta
a parametr ¢ > 0.

Pro hustotu pravdépodobnosti plati:

f(z) = C';CC e (5) x>0 (5.26)
-0 x<0. (5.27)
Pro distribu¢ni funkci plati:
Fla) = 1-¢ () 250 (5.28)
=0 z<0. (5.29)

5.4.2 Pearsonovo rozdéleni y?

Pearsonovo rozdéleni x? ¢teme chi kvadrat s n stupni volnosti. Toto rozdéleni pravdé-
podobnosti uZijeme, jestlize X;; Xs; . ..; X,, ndhodnych veli¢in ma normalni normované
rozdéleni N (0;1), pak veli¢ina X = X7 4+ X7 + ... + X2 ma Pearsonovo rozdéleni.

Pro hustotu pravdépodobnosti plati:

flx) = TE >0 (5.30)
0 (5.31)

Kde I (z) je gama funkce:
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5.4.3 Studentovo rozdéleni ¢,
Néhodna veli¢ina X ma studentovo rozdéleni s n stupni volnosti, jestliZe plati:

x = 2L,
X

n.

Kde ndhodna veli¢ina X; ma normované normalni rozdéleni N (0; 1) a veli¢ina X,
mé Pearsonovo rozdéleni 2.

Pro hustotu pravdépodobnosti plati:
nt1

2 2
(1 + %) ze€R neN, (5.32)

e
TV T

Kde I (z) je gama funkce z pfedchoziho rozdéleni.

f(x)

5.4.4 Fischerovo-Snedecorovo rozdéleni

Néahodna veli¢ina X méa Fischerovo-Snedecorovo rozdéleni s m a n stupni volnosti,
jestlize plati:

X =

s |E,<|§ [

Kde nahodna veli¢ina X; ma Pearsonovo rozdéleni x2, a veli¢ina X, ma Pearsonovo
rozdéleni x2.

Pro hustotu pravdépodobnosti plati:

1@ = ppey () ()T a0 e

0 (5.34)
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Ulohy:

1. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodnd veli¢ina X, kterd mé rozdéleni N (10;9),
nabude hodnoty:

a. mensinez 16,
b. vétsinez 10.
2. Néahodna veli¢ina ma rozdéleni pravdépodobnosti:
a. N (0;1) urcete P (| X| < 0,7)
b. N (0;4) urcete P (z < —0,5)
c. N (1;4) urcete P (z < —0,5)

3. Doba ¢ekéani zakaznika na obsluhu je nahodna veli¢ina s exponencidlnim rozdéle-
nim £ (A = 0,5). Urcete hustotu pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci nahodné
veli¢iny X. Urcete priimérnou dobu ¢ekdni na obsluhu a dobu ¢ekani, béhem niz
bude zdkaznik obslouzen s pravdépodobnosti 0,9.

4. Pokud nechdme studenta samotného v laboratofi fyziky, dovede poskodit pri-
mérné 4 fyzikalni pomticky za hodinu. Jak dlouho mtiZe ucitel fyziky nechat stu-
denta bez dozoru, jestlize chceme aby student nic neposkodil s pravdépodobnosti
0,9.

5. Pocita¢ ma primérné poruchu jednou za 2000 hodin. Pfedpoklddejme, Ze doba
¢ekani na poruchu je ndhodna veli¢ina s exponencidlnim rozdélenim. Urcete dobu
x tak, aby pravdépodobnost, Ze pocitac bude fungovat bez poruchy delsi dobu nez
z byla 0,99

6. Nahodna veli¢ina mé hustotu pravdépodobnosti:

1 e
f(x) = l—o-e_ﬁ x>0

=0 <0

Urcete jeji stftedni hodnotu a rozptyl.

7. Méfeni je zatizeno chybou -0,3 cm. Nahodné chyby méfeni maji normalni rozdéleni
pravdépodobnosti se smérodatnou odchylkou o = 0,5 cm. Jaké je pravdépodob-
nost, Zze chyba méfeni nepfekroc¢i v absolutni hodnoté trojnasobek smeérodatné
odchylky?
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ReSeni:

—

. a.0,9773,b.0,5
. a.0,8413,b. 0,1587, c. 0,2913

f(x)=3%-e2kdex>0af(x)=0kdezr <0,F(z)=1—e2kdex >0aF (z)=0
kdez <0, E(X) =202 =42, =4,6

W N

2 =0,0263h = 1,58 min.
z = 20,5
E(X) =10, 0 = 100

N S e

0,9916
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x || 000 | 001 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 005 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,09
0,0 || 0,5000 | 0,5039 | 0,5079 | 0,5119 | 0,5159 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0,5318 | 0,5358
0,1 || 0,5398 | 0,5438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 | 0,5714 | 0,5754
0,2 || 0,5793 | 0,5832 | 0,5871 | 0,5910 | 0,5948 | 0,5987 | 0,6026 | 0,6064 | 0,6103 | 0,6141
0,3 || 0,6179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6293 | 0,6331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
0,4 || 0,6554 | 0,6591 | 0,6628 | 0,6664 | 0,6700 | 0,6736 | 0,6772 | 0,6808 | 0,6844 | 0,6879
0,5 || 0,6915 | 0,6950 | 0,6985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 | 0,7157 | 0,7190 | 0,7224
0,6 || 0,7258 | 0,7291 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7518 | 0,7549
0,7 || 0,7580 | 0,7612 | 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
0,8 || 0,7881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,8000 | 0,8023 | 0,8051 | 0,8079 | 0,8106 | 0,8133
0,9 | 08159 | 0,8186 | 0,8212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 | 0,8365 | 0,8389
1,0 || 0,8413 | 0,8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
1,1 | 0,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 | 0,8810 | 0,8830
1,2 | 0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 | 0,9825 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 0,9015
1,3 || 0,9032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,9082 | 0,9099 | 0,9115 | 09131 | 0,9147 | 0,9162 | 0,9177
1,4 | 09192 | 0,9207 | 0,9222 | 0,9236 | 0,9251 | 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,9319
1,5 | 0,9332 | 0,9345 | 0,9357 | 0,9370 | 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9430 | 0,9441
1,6 || 0,9452 | 0,9463 | 0,9474 | 0,9485 | 0,9495 | 0,9505 | 0,9515 | 0,9525 | 0,9535 | 0,9545
1,7 || 0,9554 | 0,9564 | 0,9573 | 0,9581 | 0,9591 | 0,9599 | 0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,9633
1,8 || 0,9641 | 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9700 | 0,9706
1,9 || 09713 | 0,9719 | 0,9726 | 0,9732 | 0,9738 | 0,9744 | 0,9750 | 0,9756 | 0,9762 | 0,9767
2,0 || 09773 | 0,9778 | 0,9783 | 0,9788 | 0,9793 | 0,9798 | 0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
2,1 || 0,9821 | 0,9826 | 0,9830 | 0,9834 | 0,9838 | 0,9842 | 0,9846 | 0,9850 | 0,9854 | 0,9857
2,2 11 0,9861 | 0,9865 | 0,9868 | 0,9871 | 0,9875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,9890
2,3 1/ 0,9893 | 0,9896 | 0,9898 | 0,9901 | 0,9904 | 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
2,4 1/ 09918 | 0,9920 | 0,9922 | 0,9925 | 0,9927 | 0,9929 | 0,9931 | 0,9932 | 0,9934 | 0,9936
2,511 0,9938 | 0,9940 | 0,9941 | 0,9943 | 0,9945 | 0,9946 | 0,9948 | 0,9949 | 0,9951 | 0,9952
2,6 || 09953 | 0,9955 | 0,9956 | 0,9957 | 0,9959 | 0,9960 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,9964
2,7 | 09965 | 0,9966 | 0,9967 | 0,9968 | 0,9969 | 0,9970 | 0,9971 | 0,9972 | 0,9973 | 0,9974
2,8 || 0,9975 | 0,9975 | 0,9976 | 0,9977 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9980 | 0,9980 | 0,9981
2,9 1/ 0,9981 | 0,9982 | 0,9983 | 0,9983 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986
3,0 || 0,9987 | 0,9987 | 0,9987 | 0,9988 | 0,9988 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9990 | 0,9990
3,1 || 0,9990 | 0,9991 | 0,9991 | 0,9991 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9993 | 0,9993
3,2 1| 0,9993 | 0,9993 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9995 | 0,9995 | 0,9995
3,3 || 0,9995 | 0,9995 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9997
3,4 || 09997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9998 | 0,9998

T

Tabulka 5.1: & (v) = - [ ¢~ da

—00



Kapitola 6

Nahodny vektor a jeho charakteristiky

6.1 Nahodny vektor

Zatim jsme zkoumali pouze ndhodné pokusy u nichz byla vysledkem pravé jedna
veli¢ina. Vezméme si nyni ndhodny pokus, pfi némz méfime kazdy den ve stejnou
dobu teplotu a atmosféricky tlak. Vysledkem méfeni neni pouze jedna, ale dvé ndhodné
veli¢iny. Kazdou z veli¢in jsme schopni velice dobfe vyhodnotit zvlast, ale budou-li
nés zajimat spolecné vlastnosti, zavislosti a charakteristiky téchto dvou veli¢in, budeme
mit problém. Z tohoto diivodu zavedeme Ndhodny vektor dvou ndhodnych velicin,
ktery zadefinujeme pravé tak, aby bylo moZné zkoumat i vztah mezi naméfenymi
veli¢inami. Ndhodny vektor déle zavedeme tak, aby bylo mozné spole¢né vyhodnotit
libovolny pocet nahonych veli¢in. Nicméné vzhledem k horsim moZnostem pfedstavy o
n-rozmérném nahodném vektoru budeme vsechny vlastnosti a charakteristiky ukazovat
pravé na dvourozmérném nahoném vektoru, jehoz charakteristiky a vlastnosti mtizeme
lehce ukazat i graficky. Na druhou stranu je mozné tyto vlastnosti zpétné zobecnit na
kazdy n-rozmérny ndhodny vektor.

Definice 6.1 (Ndhodny vektor X = (X;Y)) Pojmem n-rozmérny ndhodny vektor X ro-
zumime vektor X = (X3; Xs;...; X)), kde jeho slozky X;; Xs; . . .; X, jsou ndhodné veli-
¢iny. Specialné pak dvourozmérny nahodny vektor X = (X;Y).

Néahodny vektor miizeme vytvofit mnoha zptisoby a tim pddem mtZeme ziskat
ndhodny vektor diskrétnich a spojitych ndhodnych veli¢in, které budeme popisovat.
Ovsem ziskat miiZzeme i nahodny vektor jehoZ vSechny sloZky nebudou pouze diskrétni
nebo spojité. Takovym ndhodnym vektorim se v dals$im studiu vyhneme a tim si ho

117
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znacné zjednodusime.

Pro spradvnou pfedstavu o tom jak ndhodny vektor vypadd, zavedeme stejné jako
u ndhodné veli¢iny popisné funkce a to distribu¢ni a frekvenéni funkce ndhodného
vektoru. V analogii s ndhodnou veli¢inou bude také platit, Ze definice frekvenc¢nich
funkci se budou lisit u diskrétniho a spojitého nahodného vektoru.

Definice 6.2 (Distribuéni funkce ndhodného vektoru 7' (X;Y")) Realnou funkci dvou
prouménnych:
F(zy) =P (X <zY <y), (6.1)

nazveme distribu¢ni (simultanni, sdruzend) funkce ndhodného vektoru X = (X;Y).
Defini¢ni obor distribu¢ni funkce diskrétniho nahodného vektoru je spocetnd mnozina
uspotadanych dvojic [z;y]. Defini¢ni obor distribu¢ni funkce spojitého ndhodného vek-
toru je nespocetna mnozina uspofadanych dvojic [z; y].

Poznamka: Distribu¢ni funkce F (z;y) pfifazuje ndhodnému vektoru X = (X;Y') prav-
dépodobnost, Ze ndhodné veli¢ina X nabude hodnoty mensi neZ x a zarovern ndhodné
veli¢ina Y nabude hodnoty mensi nez y.

Stejnym zplisobem jako u nahodné veli¢iny pfifadime distribu¢ni funkci ndhod-
ného vektoru zakladni vlastnosti:
Vlastnosti 6.1

1. Obor hodnot distribucni funkce F (x;y), pro vSechny dvojice [x; y| plati:

F(z;y) € (0;1) (6.2)
2. Monotonie distribucni funkce - distribucni funkce je neklesajici funkce kazdé své proménné.
3. Spojitost - distribucni funkce je v kazdém bodé zleva spojitd.

4. Vyznamné hodnoty distribucni funkce:

i
—
:
<

— — — —
|

— o o O
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5. Pravdépodobnost viskytu ndhodného vektoru v podmnoziné jeho defini¢niho oboru:

Pa< X <bjc<Y <d)=F(b;d)— F(a;d) — F (b;c) + F (a;¢) (6.3)

Pla< X <bhe<Y<d)
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Obrazek 6.1: P(a < X < b;c <Y < d)

Marginalni distribu¢ni funkce

Setkavame se také s ndzvem okrajova distribu¢ni funkce, ktera vyjadfuje rozloZeni
pravdépodobnosti jedné ze slozek ndhodného vektoru.

Definice 6.3 (Margindlni distribuéni funkce sloZzek nahodného vektoru X = (X;Y"))
Marginalni distribu¢ni funkce Fx (x) veli¢iny X nebo Y ndhodného vektoru X = (X;Y)
je déna vztahem:

Fx(z) = P(X <z)=lim F(z;y) = F(z;00) (6.4)
Fy(y) = P(Y <y)= lim F(z;y) = F(o05y). (6.5)

Margindlni distribu¢ni funkce vyjadiuji pravdépodobnost nabyti hodnoty mensi nez x
nebo y slozky X nebo Y ndhodného vektoru bez omezeni druhou veli¢inou.

Pro dalsi popis ndhodného vektoru musime u ndhodného vektoru rozlisit podle
toho, jestli jsou jeho slozky spojité nebo diskrétni.
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Nahodny vektor s diskrétnimi slozkami

Frekven¢ni funkci ndhodného vektoru s diskrétnimi slozkami nazyvame, v analogii s
ndhodnou veli¢inou, pravdépodobnostni funkce.

Definice 6.4 (Pravdépodobnostni (simultanni) funkce ndhodného vektoru)
Pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru X = (X;Y') s dikrétnimi slozkami ur-
¢uje pravdépodobnost, Ze ndhodné veli¢ina X nabude hodnotu = a zaroveii ndhodné
veli¢ina Y nabude hodnotu y:

p(riy) =P (X =zY =y). (6.6)
Z definice pfimo vyplivaji nasledujici vlastnosti:
Vlastnosti 6.2
1. Obor hodnot pravdépodobnostni funkce p(z;y) = (0;1) .(6.6)
2. Pro vsechny sloZky ndhodného vektoru plati:
> plsy) =1 6.7)
i=1 j=1
3. Pro distribu¢ni funkci ndhodného vektoru plati:
F(zy) =) > plriy). (6.8)
zi<zT Y; <y
Samoziejmé zavedeme také frekvencni funkce jednotlivych sloZzek ndhodného vek-

toruX = (X;Y).

Definice 6.5 (Marginalni pravdéopodobnostni funkce) Margindlnipravdépodobnostni funkce
slozky X nebo 'Y ndhodného vektoru X = (X;Y) je ddna vztahem:

px(r) = P(X=21)= Zp(af;yj) (6.9)
py(y) = P(Y =y) = Zp (5 ) (6.10)

Hodnoty pravdépodobnostni funkce diskrétniho ndhodného zapisujeme do nasle-
dujici tabulky:

V poslednim fadku a sloupci jsou marginalni hodnoty slozek X a Y.
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Tabulka 6.1: Hodnoty pravdépodobnostni funkce

x\y 1 Yo Y3 Yrm px (z)
Z1 p(zi;y1) | p(x1592) | p(21593) P (21;Ym) | Px (1)
T2 p(r2;y1) | p(22592) | p(2253) P (225 Ym) | Px (22)
T3 p(xs;91) | p(@3592) | p(w35y3) P (235 Ym) | Px (23)
Tn | D@03 01) | P(Tn;y2) | P (T0;Y3) P(Tn;Ym) | Px (Tn)
py () | py(y1) | py (v2) | pv(ys) Py (Ym)

Nahodny vektor se spojitymi slozkami

U spojitého nahodného vektoru nelze pocitat s pravdépodobnsotni funkci. Stejné jako
u spojité nahodné veli¢iny ma nahodny vektor nespocetné mnoho hodnot a proto je
pravdépodobnost, Ze nastane z tak velkého poctu vyledka pravé usporadand dvojice
hodnot [z;; y;]:

P(X=xY=y)=0

Pak stejné jako u ndhodné veli¢iny zavedeme hustotu pravdépodobnosti.

Definice 6.6 (Hustota pravdépodobnosti nahodného vektoru X = (X;Y)) Hustota prav-
dépodobnosti je funkce f (z;y), pro kterou plati:

z oy
F(z;y) = / / f(s;t)dsdt, (6.11)
kdez;y e R
Z definice pfimo vyplivaji ndsledujici vlastnosti:
Vlastnosti 6.3
1. Obor hodnot hustoty pravdépodobnosti:
f(z5y) >0 (6.12)

2. Pro vsechny slozky nihodného vektoru plati:

kfffmwmwzl

—00 —00
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3. Ve vsech bodech, kde existuji derivace plati:

Ly OF(x3y)
fzyy) = “Oxdy (6.13)
4. Pravdépodobnost vijskytu ndhodného vektoru v podmnoZiné jeho definic¢iniho oboru:
b d
P(a§X<b;c§Y<d)://f(s;t)dsdt (6.14)

Jak je vidét, jednd se o plochu obdélniku ohrani¢eného hodnotami a, b, ¢ a d. Do obdélniku
miiZeme klidné zapocitat i hranici, protoZe je tvofena jednotlivymi body a jejich pravdépodobnost
je nulovd.

Samoziejmé zavedeme také frekvencni funkce slozek ndhodného vektoru X =
(X;Y).

Definice 6.7 (Marginalni hustota pravdépodobnosti sloZek ndhodného vektoru) Margindlni
hustota pravdépodobnosti fx (x) nebo fy (y) sloZek ndhodného vektoru X = (X;Y') je:

fx (@) = / f () dy (6.15)
frly) = / [ (2:y) da (6.16)

6.2 Podminéna rozdéleni a nezavislost ndhodnych veli¢in

Pfi studiu pravdépodobnosti jevil jsme narazili na problematiku podminéné pravdépo-
dobnosti. Pfipomerime si co vyjadfovala. Podminéna pravdépodobnost P (A/B) urcuje
pravdépodobnost, Ze nastane jev A za podminky, Ze také nastane jev B. Tu jsme urdili

vztahem:

P/B) =T,

kde P (B) # 0.

Stejnou pravdépodobnost, Ze nastane ndhodna veli¢ina X za podminky uskutec-
néni veli¢iny Y mtZeme pozorovat u ndhodného vektoru X = (X;Y). V tomto piipadé
nebudeme od sebe ve studiu oddélovat ndhodné vektory se spojitymi a diskrétnimi
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slozkami vzhledem k jejich velké podobnosti.

Zac¢neme podminénou pravdépodobnosti frekvenénich funkci. Vezméme si ptiklad,
kdy chceme ur¢it hodnotu pravdépodobnostni funkce nebo hustotu pravdépodobnosti
pro veli¢inu X jestliZe chceme, aby zarover veli¢ina ¥ méla hodnotu y.

Definice 6.8 (Podminéna pravdépodobnosti funkce diskrétni ndhodné veli¢iny X nebo Y)
Méjme nahodni vektor s diskrétnimi slozkami X = (X;Y’). Podminénou pravdépodob-
nosti funkci veli¢iny X nebo Y nazveme funkci, pro kterou plati:

plzfy) = ]; E/x(;)) (6.17)
p(y/z) = z;i:c_gxy))’ (6.18)

kde funkce py (v) a px () jsou marginélni pravdépodobnostni funkce ndhodnych veli¢in
X aY, které zaroven musi byt rizné od nuly.

Definice 6.9 (Podminéna pravdépodobnosti funkce spojité ndhodné veli¢iny X nebo Y)
Méjme nahodni vektor se spojitymi slozkami X = (X; Y'). Podminénou hustotu pravdé-
podobnosti veli¢iny X nebo Y nazveme funkci, pro kterou plati:

 f(zy)

f(z/y) = IR (6.19)
_ [(=y)

fy/z) = @) (6.20)

kde funkce py (y) a px (x)jsou marginalni pravdépodobnostni funkce nahodnych veli¢in
X a 'Y, které zaroven musi byt rizné od nuly.

Vzhledem k tomu, Ze umime urcit podminéné frekvencni funkce ndhodného vek-
toru X = (X;Y), pak z vlastnoti, které jsem si u nich uvedli umime ur¢it i podménéné
distribu¢ni funkce F' (z/y) a F' (y/z) spojitého i diskrétniho ndahodného vektoru.

Definice 6.10 (Podminéna distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny X nebo Y)
Méjme ndhodny vektor s diskrétnimi slozkami X = (X;Y’) a jeho pravdépodobnostni
funkci p (z; y). Podminénou distribu¢ni funkci veli¢iny X nebo Y nazveme funkci, pro
kterou plati:

F(z)y) = Z;YZES 28 6.21)
>y P (@5 1)

px (z)

F(y/x) (6.22)
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kde py (y) nebo px (x) jsou marginalni pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X
nebo Y a zarovenl musi byt rtizna od nuly.

Definice 6.11 (Podminéna distribu¢ni funkce spojité ndhodné veliciny X nebo Y) Mé&me
nahodny vektor se spojitymi slozkami X = (X;Y) a jeho hutotu pravdépodobnosti
f (z;y). Podminénou distribu¢ni funkci veli¢iny X nebo Y nazveme funkci, pro kterou

plati:
1 xr
Flafy) = — / F () dt, (6.23)
1 Y
Fl/s) = / F () dt, (6.24)

kde fy (y) nebo fx (z) jsou marginalni hustoty pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X
nebo Y a zaroven musi byt rtizna od nuly.

Nyni kdyZ jsme zavedli vSechny podminéné funkce mtZeme na jejich zékladé za-
véstinezavislost ndhodnych veli¢in. Nezavislost stejné jako u podminénych pospisnych
funkcich zavedeme jako analogii k nezavislosti jev z teorie pravdépodobnosti.

P(A-B)=P(A)-P(B)

Definice 6.12 (Nezavislost sloZek ndhodného vektoru X = (X;Y)) Mémenahodny vek-
tor X = (X;Y). Nahodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé jestlize pro jejich marginalni
distiribu¢ni funkce palti:
F(x;y) = Fx (z) - Fy (y).- (6.25)

Konkrétné pro ndhodny vektor s diskrétnimi slozkami plati, Ze jsou nezavislé pokud
spliiuji rovnici:

p(z;y) = px () - py (y) (6.26)
Konkrétné pro ndhodny vektor se spojitymi slozkami plati, Ze jsou nezavislé pokud
spltiuji rovnici:

f@iy) = fx (x) - fr (y) (6.27)
Pro v8echny hodnoty veli¢in X a Y.
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6.3 Charakteristiky nahodného vektoru

Diky tomu, Ze sloZzky ndhodného vektoru jsou ndhodné veli¢iny, mizeme i u ndhodného
vektoru studovat jeho vyznamné charakteristiky, které pro lepsi prehlednost délime do
tfi skupin:

Margindlni charakteristiky -podlendzvusejedna o charakteristiky marginalnich funkci,
které budou popisovat jejich polohu, variabilitu, Sikmost a Spicatost.

Podminéné charakteristiky - podle ndzvu se jednd o charakteristiky podminénych
funkci. Ukazeme si podobné charakteristiky jako u marginalnich funkdi.

Vztah mezi veli¢inami ndhodného vektoru X = (X;Y') - tyto charakteristiky se tykaji
kovariance a koeficientu korelace. Tyto charakteristiky nds budou informovat o
vzajemném vztahu sloZek nahodného vektoru.

6.3.1 Margindlni charakteristiky

Stejné jako u ndhodné veli¢iny zacneme charakteristikou polohy = stfedni hodnota.
Stfedni hodnotu hdhodného vektoru budeme definovat podobné jako u ndhodné ve-
liciny a proto musime rozlisit ndhodny vektor se spojitymi a diskrétnimi slozkami
X=(X;Y)

Definice 6.13 (Stftedni hodnota diskrétni ndhodné velic¢iny X a Y) Mé&menahodny vek-
tor s diskrétnimi slozkami X = (X;Y) a jeho pravdépodobnostni funkce. Stiedni hod-
notu ndhodné veli¢iny X nebo Y definujeme vztahy:

E(X) = = Zl’z px (24), (6.28)
EY) = p,= Z i - py (¥i), (6.29)

kde px (z) a py (y) jsou marginalni pravdépodobnostni funkce.

Definice 6.14 (Stfedni hodnota spojité nahodné velic¢iny X a Y) Mé&me nahodny vek-
tor se spojitymi slozkami X = (X;Y) ajeho hustotu pravdépodobnosti. Sttedni hodnotu
ndhodné veli¢iny X nebo Y definujeme vztahy:

B(X) = = / v fx (@) d, (6.30)

—00
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E(Y) = py= / vy (v) dy, (6.31)

kde fx (z) a fy (v) jsou marginalni pravdépodobnostni funkce.

Definice 6.15 (Rozptyl diskrétni ndhodné veli¢iny X a Y') Mé&menahodny vektor s dis-
krétnimi slozkami X = (X;Y), jeho diskrétni pravdépodobnostni funkce a stfedni hod-
noty ndhodnych veli¢in X a Y. Rozptyl ndhodné veli¢iny X a Y definujeme vztahy:

n

oy = Z(%— fe)” - px ( Zx “px () — 1 (6.32)

i=1
0, = Z fy)” -y ( Z y; - py (vi) (6.33)
i=1
Definice 6.16 (Rozptyl spojité ndhodné veli¢iny X a Y') Méjmendhodny vektor se spo-
jitymi slozkami X = (X;Y), jeho hustoty pravdépodobnosti a sttedni hodnoty ndhod-
nych veli¢in X a Y. Rozptyl ndhodné veli¢iny X a Y definujeme vztahy:

o0 o0

= [t @l [ @ de - i (634
o, = / (y— ) fy (y)dy = /zﬂ Sy () dy — il (6.35)

K vypoctim vétsinou pouzivame druhou ¢ast pfedchozich rovnic.

6.3.2 Podminéné charakteristiky

Stejné jako u marginédlnich charakteristik zacneme charakteristikou polohy = stfedni
hodnota.

Definice 6.17 (Stfedni hodnota diskrétni podminéné nahodné velic¢iny X aY’) Mé&me
nahodny vektor s diskrétnimi slozkami X = (X;Y) a jeho podminénou pravdépodob-
nostni funkci. Podminénou stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny X nebo Y definujeme

vztahy:

E(X) = Z x; - p(zi/y), (6.36)

E(Y) = Zyz (ys/). (6.37)
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Definice 6.18 (Stfedni hodnota spojité podminéné ndhodné veli¢iny X a ') Méjme na-
hodny vektor se spojitymi slozkami X = (X;Y') a jeho podminénou hustotu pravdépo-
dobnosti. Stitedni hodnotu nahodné veli¢iny X nebo Y definujeme vztahy:

BE(X) = / v f(x/y)de, 638)
EY) = [u i/ (6.39)

U podminéné sttedni hodnoty ndhodné velic¢iny se také setkdme s nazvem regresni
funkce veli¢iny X vzhledem k veli¢iné Y a naopak. Diivodem tohoto oznacenti je zavis-
lost frekvenc¢ni funkce na veli¢iné Y respektive X.

Dalsi podminénou charakteristikou je podminény rozptyl veli¢in ndhodného vek-
toru.

Definice 6.19 (Podminény rozptyl diskrétni ndhodné veli¢iny X a }) Mémendhodny
vektor s diskrétnimi slozkami X = (X;Y'), jeho podminénou pravdépodobnostni funkci
a sttedni hodnotou. Podminéné rozptyly veli¢in X a Y definujeme takto:

n

D(z/y) = Z(l‘z—E (z/y)? p(xi/y), (6.40)

D(y/z) = > (yi—Ey/x)* py/z). (6.41)
i=1
Definice 6.20 (Podminény rozptyl spojité ndhodné veli¢iny X a Y') Mémenahodny vek-
tor se spojitymi slozkami X = (X;Y), jeho podminénou hustotu pravdépodobnosti a
stfedni hodnotou. Podminéné rozptyly veli¢in X a Y definujeme takto:

D(afy) = /wu—Emwwaﬂww, (6.42)
D(y/z) = /ww—E@mw.ﬂww. (6.43)

K vypoctu podminéného rozptylu se pouziva podminénd stfedni hodnota, proto
i podminény rozptyl veliciny X nebo Y je zavisly na veli¢iné Y respektive X. Pod-
minény rozptyl nazveme také skedasticka funkce. Dostaneme-li ndhodny vektor jehoz
podminény rozptyl je konstantni nazveme ho homoskedasticka funkce.
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6.3.3 Vztah mezi veli¢inami ndhodného vektoru X = (X;Y)

Vztah mezi veli¢cinami nahodného vektoru X = (X; Y) popisuje kovariance a koeficient
korelace. Vypocet kovariance a koeficientu korelace je stejny pro spojité i diskrétni
slozky nahodného vektoru X = (X; V). Proto tyto dvé charakteristiky nebudeme zavadét
zv]ast.

Definice 6.21 (Kovariance veli¢in ndhodného vektoru X = (X;Y)) Mémendhodny vek-
tor X = (X;Y) a jeho stfedni hodnoty. Kovarianci ndhodnych veli¢in X a Y uréime
stfedni hodnotu soucinu jejich odchylek:

cov(X:Y)=E[(X—EX)-Y-EXY)=EX -Y)—E(X)-E(Y). (644)

Kovariance vyjadfuje miru vzajemné vazby mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami X

~s o2

a Y. K vypoctiam se pro jeji jednoduchost pouziva druha rovnost z definice.

Uvedeme si jesté vyznamné hodnoty kovariance:
1. cov(X;X) =02
2. cov (YY) =0
3. cov (X;Y) =cov(Y; X)

4. Jestlize jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezavislé plati:
cov(X;Y)=0

Posledni charakteristiku, kterou si ukdZeme je koeficient korelace. Ten urcuje miru
linedrni zavislosti ndhodnych veli¢in X a Y.

Definice 6.22 (Koeficient korelace veli¢in ndhodného vektoru X = (X;Y)) Mé&me na-

hodny vektor X = (X;Y") arozptyly jeho veli¢in. Koeficient korelace p (X; Y') definujeme

vztahem: (X V) (X V)
cov (X; cov (X;
p(X;Y) = — = ) (6.45)
oy 0y Og " Oy

Uvedme si jesté vyznamné vlastnosti koeficientu korelace:

L [p(X;Y)[<1
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2. Jestlize pro koeficient korelace plati p(X;Y) = +1, pak mezi veli¢inami X a YV
existuje linearni zavislost:
Y =aX 40,

kde a;b € R.

3. Jesltize pro koeficient korelace plati p (X;Y’) = 0, pak veli¢iny X a Y jsou nekore-
lované.

Poznamka: Vlastnost3 ovSem nefik4, Ze jsou nezavislé o nezavislosti nas informuje
kovariance.

4. Jestlize p (X;Y) > 0 respektive p (X;Y) < 0 mluvime o kladné (pfimé) respektive
o zadporné (nepfimé) korelaci. To znamena obé veli¢iny soucasné rostou respektive
jedna roste a druha klesa.

5. Jestlize p (X;Y) = =£1 respektive p(X;Y) = 0 veli¢iny X a Y jsou silné linearni
respektive slabé linearni.

B Reseny piiklad 6.1 Néhodny vektor X = (X;Y) je dan pravdépodobnostni funkci
(6.2). Urcete chybéjici hodnotu pravdépodobnostni funkce p(2;2), stfedni hodnoty
a rozptyly veli¢in X a Y, distribu¢ni funkci ndhodného vektoru, P (X = 3;Y = 2),
P(X<3Y<2),P(X>3Y>2),P(1,5<X <252<Y <4,5), podminéné prav-
dépodobnostni funkce, podminéné stfedni hodnoty a rozptyly. Rozhodnéte jestli jsou
veli¢iny X a Y zavislé. V piipadé, ze jsou slozky vektoru zavislé urcete kovarianci a
koeficient korelace.

Tabulka 6.2: Hodnoty pravdépodobnostni funkce k pfikladu (6.1)

z\y| O 2 4 6
0,05(010|015| 0
015 | ? 0 | 005
3 020 0O |005]|015
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Ur¢ime hodnotu pravdépodobnostni funkce p(2;2). Z vlastnosti pravdépodob-
nostni funkce vime, Ze plati:

L= > plsy)

i=1 j=0

1 = 0,064+0,10+0,15+040,15+p(2;2)+0+ 0,05+ 0,204+ 0+ 0,05+ 0, 15
p(2;2) = 0,10

Tabulku pravdépodobnostni funkce znovu napiseme (6.3), doplnime o spocitanou

hodnotu a rozsifime ji o vypoctené marginalni pravdépodobnosti funkce a centralni
momenty veli¢in, z kterych posléze ziskame stfedni hodnoty a rozptyly veli¢in.

Tabulka 6.3: Doplnéné hodnoty pravdépodobnostni funkce k pfikladu (6.1)

z\y 0 | 2 | 4| 6 |px(@)]|x px(®)|2® px(v)
1 0,05 0,10 | 0,15| 0 0,3 0,3 0,3
2 015[0,10| 0 |[005| 03 0,6 1,2
3 020 0 |005|015| 04 1,2 3,6
py (y) 04020202 % 2,1 5,1
y-py () 0 04 | 08| 1,2 2,4 - -
vepy(y) | 0 108 (3272 11,2 - -

Stfedni hodnoty a rozptyly ndhodnych veli¢in pocitame podle definice (6.13) a
(6.15):

3

E(X) = Y 2 px(z)=1-0,3+2-0,3+3-0,4=2,1
=1
3

E(X?) = Y a? px(2)=12-0,3+22-0,3+3%0,4=5,1
=1

6
E(Y) = > ypy()=004+2-02+4-0,2+6-02=274
=0

6
E(Y?) = Y 42 py(y)=0%-0,4+22.0,2+42-0,2+6%-0,2=11,2
=0
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D(X) = E(X?) - [E(X)*=51-2,12=0,69
DY) = E(Y})—[EY) =11,2-2,4=5,44
3 6
E(X;Y) = > ) @iy -pasy;)=1-0-005+1-2-0,10+1-4-0,15+1-6-0+

i=1 j=0
+2.-0-0,154+2-2-0,10+2-4-042-6-0,06+3-0-0,204+3-2-0+

+3-4-0,00+3-6-0,15=5,1

O zavislosti veli¢iny X a Y rozhodneme podle definice (6.12):

p(ziy) = fx () fr (y;)
p(1;0) # px(1)-py (0)

Nasli jsme aspoti jednu dvojici marginalnich pravdépodobnostnich funkci, které
nespliuji podminku nezavislosti. Veli¢iny X a Y jsou zavislé, proto ma smysl urcit
kovarianci a koeficient korelace podle definic (6.21) a (6.22).

cov(X;Y) = E(X;Y)—E(X)-E(Y)=5,1-21-2,4=0,06
. cov(X;Y) 0,06
p(X;Y) \/D(X)-D(Y)_\/0,69'5744

= 0,031

Veli¢iny X a Y jsou slabé zavislé. Z koeficientu korelace jsme se navic dozvédéli, ze
veli¢iny X a Y jsou slabé pfimo linearni.
Distribu¢ni funkci uréime podle definice (6.2) a zapiSeme do tabulky (6.4)

Tabulka 6.4: Distribu¢ni funkce k pfikladu (6.1)

z\y | (=00;0) | (0;2) | (2;4) | (4;6) | (6;00)
(—o0; 1) 0 0 0 0 0
(1;2) 0 0,05 | 0,15 | 030 | 0,30
(2;3) 0 0,20 | 040 | 055 | 0,60
(3; 00) 0 0,40 | 0,60 | 0,80 | 1

Pravdépodobnosti ndhodného vektoru uréime podle definice (6.2) distribu¢ni funkce
a jejich vlastnosti:
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P(X =3Y =2)

P(X <3Y <2)

P(X>2Y>2) =
P(1,5<X <252<Y <4,5)

0
p(2;0) = 0,05+ 0,15 = 0,20
p(3;6) = 0,05+ 0,15 = 0,20
p(2;4) =0,104+0=0,10

Podminéné pravdépodobnostni funkce a nasledné podminéné c¢iselné charakteris-
tiky uré¢ime podle definic (6.8), (6.17) a (6.19):

p (@i ;)

p(zz/y]> = Dy <y])

Tabulka 6.5: Podminéna pravdépodobnostni funkce p (z/y) k pfikladu (6.1)

z\y 012]4]6
1 £ 1320
2 21303
3 3101313
veoplx/y) | 213555
?op/y) | $1515 1%
p(zi5y5)
p(yj/ ) pX(xz)

Tabulka 6.6: Podminénd pravdépodobnostni funkce p (y/z) k ptikladu (6.1)

z\y | 0|2[4|6|y-py/z)|v* ply/z)
1 |5l3]3]0 3 5
1 5 22
2 3135]0]5% 3 3
3 22 124
3 310513 5 5

Do tabulek (6.5) a (6.6) jsme si pfipravili i centrdlni momenty, které vyuzijeme k
vypoctim stiednich hodnot a rozptylt.
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E(X/y) = Z:c - p(i/y)

E(C) = Y n(n/)

B = 2 px=) Bm=) Bxe =Y
() = O B2 =D EB(XMa)=1 B(X6) ="
B/e) = 3 ueplufo)

E(YV*fz) = 3 ul-p(ui/o)

EOV) = 5 B(2)=2  B/3)=-

E(Y?/1) = ? E(YQ/Z)_; E(Y2/3):%

D(X/y) = E(X*/y)— [EX/y)

D(X0) = 5 D))=} D(XM)=> D(X/6)=-
D(Y/z) = B(V*/z) = [E(V/2)"

Py = T D=Y D=

B Reseny piiklad 6.2 Néhodny vektor X = (X;Y) ma hustotu pravdépodobnosti:

floy) = K-2*(v+y)" kderwe (0;1); ye(0;1)
f(ziy) = 0 kde:x ¢ (0;1); y¢(0;1)

Urcete konstantu K, distribu¢ni funkci, vSechny marginalni funkce, podminéné hustoty
pravdépodobnosti, podminéné distribu¢ni funkce a podminéné marginélni charakteris-
tiky a ciselné charakteristiky. Rozhodnéte, jestli jsou veli¢iny X a Y nezavislé. Pokud
jsou zavislé urcete kovarianci a koeficient korelace.
Resent:

Nejprve uréime konstantu K. Z vlastnosti hustoty pravdépodobnosti ndhodného
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vektoru X = (X;Y') vime, Ze plati:

oo o0

/ /f(m;y)dwdyzl

—00 —00

Z této rovnice uré¢ime konstantu K.

o) 00 0
1 = / /K~x2(x+y)2dy dx:/ /K~x2(x+y)2dy da +
N ~ y
1 1 oo [ oo
+/ /K-:c2(w+y)2dy da:+/ /K-xQ(ery)Zdy dr =
0 0 1

v

1 1

1
= K/ x2/ z+y)’dy dx—K/ 2/ ? +2zy +y) dy | do =
0

0

0
1
2 Y 1
= K/a: [:Ey—l— +§} d:B:K/(gs {x +:B—|—§])d$:
0

0

PP S 1 1 1
- K Az =K il —K(=Z4+=-4=
/(x+x+3)x [5+4+9L (5+4+9>
0

36 + 45 + 20
. o020

180
180

101

Distribu¢ni funkci uréime uzitim dalsi vlasnosti hustoty pravdépodobnosti:

O*F (z;y)

fxyy) = 20y

Po tpravé tohoto vztahu dostaneme:

Yy
1
F (z; / /f (s;t)dt ds-/ /%s%ﬂ)?dt ds =

—00 |0
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180 7, 180 25> 131"

_ %Y 2 2, 9 2 _ oV 2, , 25U _
101 S /(s + st—l—t)dt ds 101 { t+ 5 —l—SLOds

180 [ L[, _180 [ s Y]

= 101 S 3y—|—sy+3 0—0-— O}ds 101 {sy+sy+ 3 ds =

180 s5y 180 + xly? . 233 B

~ 1015 . 101\5 " 4 9 )

362°y + 45:641/2 + 20z y3

101

Marginalni hustoty pravdépodobnosti ur¢ime podle definice (6.7). Pfi sou¢tu hod-

not pravdépodobnostni funkce mimo interval (0; 1) k sobé ddvame samé nuly a proto

ve vypoctu jiz tyto intervaly nebudeme rozepisovat.

fx (z)

fr (y)

1015 4 3 |, 101\5 2 3

Stejné jako distribu¢ni funkci uréime i margindlni distribu¢ni funkce:

FX (,I)

Fy (y) =

T x

t)dt = 2 (32 +3t+1)dt =
/fT 101 (3t* +3t+1)d

101
ﬂ{?)_ﬁﬁ_hﬁr :ﬂ(3_w5+3_w4+x_3_0_0_0>:
101 | 5 4 3| 101 \ 5 4 3
362° + 45z* + 2023

101
9 6 [10t3 15¢2
/fT t)dt = 101 (10t+15t+6)dt:m{7+7+6t

|

Y

— 00

1 1
180 [, s 180 L, [, )

/f = 101 2 (x + ) dy:ﬁx/(:ﬂ + 2zy + y*) dy

0 0
180 ,[ , 2z 431" 180 ,/ , 1 60
- JRS——— _— = — — = ].
101x {x Y+ 5 + 31, 1011: x +x—i—3 101 (3x + 3z + )

1
180 22 2, 180 1 3 2 2 _

/fxy =101 (x+y) dx_lOl (x +2xy+xy)dx—

0 0

180 [2°  22% %21 180 /1 2 6
_[_+ y+ y} :_(_+g+y_):m(10y2+l5y+6)

(3t* 4 3t° + %) dt =
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2093 + 3092 + 36y
101

6 10y3+15y2
101\ 3 2

+6y—0—0—0> -

Podminéné hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce ur¢ime podle definice
(6.9) a (6.11).

Fapy) = L@ mrtty)” 80 @y’
fry) £ (10y2+ 15y +6)  10y2 + 15y + 6
f(x59) B2 4y’  3(+y)

fy/z) = Fe) ~ a2

80 72 (322 + 3z +1) 322 +3r+1

F(x = = - -
(z/y) ) (1042 + 15y + 6) 1042 + 15y + 6
B, 2 342 1%
_ 30 [E+Ty+Ty]_m _ &3 (122° + 302"y +202%* —0—0-0) _
10y2 + 15y + 6 10y% + 15y + 6
62 + 152ty + 102°y?
N 10y2 + 15y + 6
y Y Y
[ f@ind 30 [ @roPd 3 [ (@20t
F — - = —> - = =
(y/z) fx (2) 16_(;)1332 (322 + 3z + 1) 322 +3x +1

3[w2t+ﬁ+ﬁ]y 3(2%y+ oy +% —0-0-0 2 2, 3
PR B yrry T3 3%y + 3yt +y

322+ 3x+1 322+ 3x+1 322 +3x+1

Stfedni hodnoty a rozptyly podle definic (6.14) a (6.16).

oo 1

60
E(X) = /ﬂf‘fx(ﬂﬂ)dl':m/$3(3x2+3:c+1)dx:
e J
60 / 60 326 329 471
- 2 5 4N dp = 22 |2 2 T
= 101 (32° + 3z* + 2%) da 101{6 + 5 +4L
0
60 /1 3 1 81
= m(§+5+1—0—0—0)—m

00 1

E(Xz) = /lEQ'fx(x)dx:f—OOl x4(3x2+3x—|—1)dx:

— 00 0
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60 60 [327 328 257"
7 3 6 3 5 4 dr = — | 2= el L _
tor | (B0 +8e7 +at)da 101{7 6+5]0
60 (3 1 1 474
m<?+§+g—0—0—0)—ﬁ
o0 1
6

/y'fY(y)dy_m y (10y® + 15y + 6) dy =
e J

: 4 3 2

6 [10y* 1543 6y

— [ (10y® + 152 - A -
ro7 / (1047 + 1597 +6y) dy 101[ 1 3 2

0
6 (5 63
o) 1
/?f-fy(y)dyzlo—1 y? (10y* + 15y + 6) dy =
e /

/ 6 [104° 15y* 637"
2 oyt £ 158 602 dy = — | =L 4 220 L
101 (y+y+y)y101{5 1 3,

0
6 15 93
— (24 2492-0-0-0]) =2
101(+4+ 0-0 0) 202

474 81>
EX)-[EX)=2—(— 2
(X) = B = - (101> 0,0273
93 63\°
EY)-[EY) =-——-(=—) =0,071
(V?) = [EM] = 53 (101) 0,0713
00 00 180 1 1
/ /xyf(:v;y)dy da::ﬁ /x3y(x+y) dy| dz =

1 1
180
101 /($5y—|—2:€4y2+x3y2) dy| dz =

0 0

1
180/_$5y2+2$4y3+$3y4 1d B
101 ) | 2 3 1],

0

1
180 2 22 2 180 [26 225 a2t
m/ ?JFTJFZ_O_O_O}‘M_W{EJFE 16

|

1

0
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180 /1 2 1 201
= W(E+T5+E_O_O_O>_4T4

Urc¢ime jestli jsou veli¢iny X a Y nezavislé podle definice (6.12). Ur¢ili jsme margi-
nélni hustoty pravdépodobnosti i distribu¢ni funkce. K ovéfeni nezavislosti si vybereme
ty, které maji jednodussi tvar.

fry) = fx (@) fr(y)

Yoty £ 20 O (324 30 1 1) (1047 + 15y + 6)

101 101

180
—
101

Nahodné veli¢iny X a Y jsou zavislé. Mizeme pokracovat v ur¢ovani kovariance a
koeficientu korelace podle definic (6.21) a (6.22). Kdyby byly veli¢iny nezavislé, nemélo
by smysl dale ur¢ovat kovarianci a koeficient korelace.

201 81 63
X.Y) = E(X:Y)—E(X)-E(Y)= 2= - 22 .22 _ _0 00272
cov(X;Y) = E(X:Y) = B(X) B(Y)= oi — o 8 g
XY ~0,00272
p(X:Y) cov (XY ! — 0,062

JD(X)-D(Y) +0,0273-0,0713

Veli¢iny X a Y jsou slabé zavislé. Z koeficientu korelace jsme se navic dozvédéli, ze

veli¢iny X a Y jsou slabé nepfimo line4rni.
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Ulohy:

1. Nahodny vektor X = (X;Y") je dan pravdépodobnostni funkci tabulka (6.7). Urcete
hodnotu K, stfedni hodnoty a rozptyly slozek ndhodného vektoru, kovarianci a
koeficient korelace.

Tabulka 6.7: Hodnoty pravdépodobnostni funkce k dloze (1.)

z\y | 1 3
2 0,15 | 0,20
3 020|005
6 (010 K

2. Nahodny vektor X = (X;Y') je dan pravdépodobnostni funkci tabulka (6.8). Urcete
distribu¢ni funkcia P(X =2;YV =1), P(X <3,2,Y <0,7), P(X >2,1;Y > 1,1)
aP(1<X<305<Y <205).

Tabulka 6.8: Hodnoty pravdépodobnostni funkce k dloze (2.)

z\y| O 1 2
1 /0,15 0,05| 0,05
2 020005015
3 (010 0 |00
4 0 |0,10 0,05

3. Nahodny vektor X = (X;Y) je dan pravdépodobnostni funkci tabulka (6.9). Ur-
Cete stfedni hodnoty a rozptyly sloZzek nahodného vektoru, kovarianci a koeficient
korelace.

4. Ndhodny vektor X = (X;Y') je ddn pravdépodobnostni funkci tabulka (6.10). Urcete
podminéné stfedni hodnoty a rozptyly.

5. Nahodny vektor X = (X;Y) je dan pravdépodobnostni funkci tabulka (6.11). Ucete
stfedni hodnoty a rozptyly sloZek vektoru, kovarianci, koeficient korelace, podmi-
nénou stfedni hodnotu veli¢iny X, kdyz y = 2 a podminény rozptyl veli¢iny Y,
kdyz z = 0.
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Tabulka 6.9: Hodnoty pravdépodobnostni funkce k tloze (3.)

x\y| 3 5 7 9
0 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,01
2 0,101 0,05| 0 |0,07
4 009013 0 |0,01
6 0 [(025]017 0,03

Tabulka 6.10: Hodnoty pravdépodobnostni funkce k tloze (4.)

z\y| -2 | -1 0
0 0,23 10,12 | 0,04
1 0,13 | 0,05 | 0,10
2 0,09 | 0,17 | 0,07

Tabulka 6.11: Hodnoty pravdépodobnostni funkce k tloze (5.)

z\y 0 1 2 3
0 | 0,008 | 0,036 | 0,054 | 0,027
1 0060|0180 |0,135| O
2 0150|0225 0 0
3 0,125 0 0 0

6. Nahodny vektor X = (X;Y) je ddn pravdépodobnostni funkci tabulka (6.12). Urcete
hodnotu K, distribu¢ni funkci, sttedni hodnoty a rozptyl sloZek vektoru, kovarianci

a koeficient korelace.

Tabulka 6.12: Hodnoty pravdépodobnostni funkce k tloze (6.)

z\y| 22| 6
-2 |[06]0] 0
2 0 | K| 0
6 0002
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7. Nadhodny vektor X = (X;Y') ma hustotu pravdépodobnosti:

flr;y) = K-(z+y) 0<zx<2 0<zx<3
f(z;y) = 0 jinde.
Urcete hodnotu konstanty K, distribu¢ni funkci, margindlni hustotu pravdépo-

dobnosti, podminéné hustoty pravdépodobnosti, margindlni distribu¢ni funkce a
PO5<z<1;1<y<3).

8. Nahodny vektor X = (X;Y') ma distribu¢ni funkci:

F(z;y) = sinx-siny nggg 0
F(xz;y) = 0  jinde.

IA
<
IA

ol

Urcete hustotu pravdépodobnosti pro 0 < z < 7,0 < y < 7, stfedni hodnoty a
rozptyly veli¢in, kovarianci a koeficient korelace.

9. Nahodny vektor X = (X;Y') ma hustotu pravdépodobnosti:

K - a?
y? +1
0

Urcete hodnotu konstanty K, margindlni hustoty pravdépodobnosti, stfedni hod-
noty a rozptyly veli¢in, kovarianci a koeficient korelace.
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Resent:
1. K=0,30; E(X)=3,85E(Y)=21,D(X)=23,2275, D (Y) = 0,99; cov (X;Y) =
0.465; p (X;Y) = 0.26
2. 0,05;0,45;0,15; 0,30

Tabulka 6.13: Distribu¢ni funkce k tloze (2.)

z\y | (=00;0) | (0;1) | (1;2) | (2500)
(—o0; 1) 0 0 0 0

(1;2) 0 0,15 | 020 | 025
(2;3) 0 035 | 045 | 0,65
(3;4) 0 045 | 055 | 0,85
(4; 00) 0 045 | 065 | 1

3. E(X)=4,06,E(Y) =548 D (X) = 4,2764, D (Y) = 3,3696, cov (X;Y) = 0,4112,
p(X;Y)=0,1083.

4. E(X/—2) = 0,6880, E (X/ — 1) = 1,1471, E (X/0) = 1,1429, E (Y/0) = —1,4872,
E(Y/1) = —1,1071, E (Y/2) = —1,0606, D (X/ — 2) = 0,6143, D (X/ — 1) = 0, 8313,
D (X/0) = 0,5034, D (Y/0) = 0,4550, D (Y/1) = 0,8099, D (Y/2) = 0, 4812

5. BE(X) = 1,5, E(Y) = 0,9, D(X) = 0,75, D(Y) = 0,63, cov (X;Y) = —0,45,
p(X;Y) = —0,65465, E (X/2) = 0,7143, D (Y/0) = 0, 72

6. K=0,2, E(X)=3,2 E(Y) =04 D(X)=256,D(Y)10,24, cov (X;Y) = 5,12,

p(X;Y) =1,
Tabulka 6.14: Distribu¢ni funkce
z\y || (o0;=2) | (=2;2) | (26)) | (6;00)
(—o0; —2) 0 0 0 0
(—2;2) 0 0,6 0,6 0,6
(2;6) 0 0,6 0,8 0,8
(65 00) 0 0,6 0,8 1

7. K =5, fx(@) =508y =5 525 PO5<a<L1<y<3) =g,

F(zy) = 0 z€(-000)  ye€(—00;0)
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2
3
= = j—() ’ z € (0;2) y € (3;00)
2
2
_ Y :—5 J x € (2;00) y € (0; 3)
2 2
- % e (0;2)  ye(0:3)

=0 x € (2;00) y € (3;00)

8. f(z;y) =cosw-cosy, E(X)=5-1LEY)=5-1,D(X)=7n-3,D(Y)=m-3,
cov (X;Y)=0, p(X‘Y)ZO
9'K_19'fX(): 19/ () 1+y E(X):17965/E(Y):2ITHQ/D(X):

%—(%),D(Y):-—l 2 cov(X;Y)=0,p(X;Y)=0




Kapitola 7

Statistika

Ziskavanim, zpracovanim a interpretaci hromadnych dat se zabyva védni disciplina ma-
tematicka statistika. Podle toho jakym zptisobem budeme s daty pracovat rozdélujeme
matematickou statistiku na:

Deskriptivni (popisnd) statistika se zabyva efektivnim ziskavanim ukazateld, které
poskytuji souhrny obraz zkoumaného jevu.

Idnuktivni statistika se zabyva problémy zobectiovani vysledkt ziskanych popisem
statistického souboru.

7.1 Zakladni statistické pojmy

Abychom mohli za¢it poznavat zaklady statistiky je potteba zavést nékolik pojmi, bez
kterych se neobejdeme.

Definice 7.1 (Statisticky soubor) Statisticky soubor je neprdzdna kone¢na mnoZina ob-
jektt se spole¢nou vlastnosti.

Definice 7.2 (Prvek statistického souboru) Prvkem statistického souborunazveme kazdy
objekt statistického souboru.

Definice 7.3 (Rozsah statistického souboru) Rozsah statistického souboru je pfirozené
¢islo N, které udava pocet prvki statistického souboru.

Definice 7.4 (Znak (argument) statistického souboru) Znak statistického souboruje vlast-
nost, kteru je oznac¢ne urcity pocet prvki statistického souboru.

144
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Statistické soubory délime podle toho kolik mu pfifadime argumentti (znak).

7.2 Statisticky soubor s jednim argumentem

Méjme statisticky soubor, u kterého zkouméme pravé jeden znak (teplota, sila, rych-
lost, ...). Kazdy znak nabyva urcité miry tispéchu nebo netispéchu. Podle toho jakou
mirou tspéch nebo netispéch hodnotime ptitadime znaku jeho hodnotu. VSechny hod-
noty znaku budeme volit tak, abychom je byli schopni sefadit napfiklad podle velikosti
r1 < g < x3 < ... < x,. VSimnéme si vyznamné podobnosti s ndhodnou veli¢inou.
Diky této podobnosti miiZeme s hodnotami znaku statistického souboru pracovat jako
s hodnotami nahodné veli¢iny. Tim si zna¢né uleh¢ime préaci, protoZe statisticky soubor
budeme popisovat a charakterizovat podobnym zptisobem jako nahodnou veli¢inu.

Zacneme tim, Ze zavedeme varia¢ni obor znaku statistického souboru.

Definice 7.5 (Varia¢ni obor) Varia¢ni obor argumentu X je interval (z1; z,).

Poznamka: Variacni obor je analogii oboru hodnot ndhodné veli¢iny.

Definice 7.6 (Rozpéti statistického souboru) Cislo R vyjadiuje miru rozpéti statistic-
kého souboru, pro které plati:
R =z, — 2. (7.1)

Definice 7.7 (Absolutni ¢etnost) Absolutni ¢etnost f; vyjdfuje miru, se kterou se hod-
nota x; argumentu X vyskytuje ve statistickém souboru alespoii jednou.

Definice 7.8 (Statisticka fada) Sefadime-li hodnoty znaku podle velikosti a jeho cet-
nosti fekneme, Ze statisticky soubor tvofi statistickou fadu.

Definice 7.9 (Relativni ¢etnost hodnoty argumentu z;) Relativni cetnost ¢; je hodnota
pro niz plati:
(7.2)

kde f; je absolutni ¢etnost hodnoty z; a N je rozsah statistického souboru.
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Relativni ¢etnost urcuje, jak velkou ¢ast statistického souboru zabira pravé ¢etnost
fi jedna se o analogii pravdépodobnosti hodnoty z; ndhodné veli¢iny.

Jesté nam chybi funkéni zobrazeni, které nas bude informovat o rozloZeni absolutni
¢etnosti v celém statistickém souboru. Miizeme si vSimnout, Ze pravé relativni cetnost
se ¥idi vybérem znaku z,. Tim se ukazuje, Ze relativni ¢etnost je funkci hodnoty znaku
x;. Funkce ¢; = ¢ (x;) je analogii pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veli¢iny
a plati pro ni:

L0<p; <1
2.3 =1
i=1

Funkci ¢; = ¢ (z;) nazveme empiricka pravdépodobnostni funkce statistické fady.

JestliZze se ndm povedlo urcit pravdépodobnosti funkci statistické fady budeme chtit
urdit i distribu¢ni funkci této statistické fady. Bude ji funkce @ : & (z), kterou nazveme
empiricka distributivni funkce funkce ndhodné fady a jeji hodnoty zjistime z relativni
kumulativni ¢etnosti.

Definice 7.10 (Relativni kumulativni ¢etnost) Relativni kumulativni ¢etnost ®i je ¢islo,
pro které plati:
> I

(I>i - k=1 . (73)
n

Pro empirickou distributivni funkci pak plati nasledujici vlastnosti:

Vlastnosti 7.1

1. Jestlize x < x;, pak:

2. Jestlize x > x;, pak:

Diky analogii distributivni a pravdépodobnostni funkce s funkcemi ndhodné veli-
¢iny je miZeme snadno graficky zobrazit.
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7.2.1 Charakteristiky statistického znaku s jednim argumentem

Vyjdeme z podobnosti statistického souboru a ndhodné velic¢iny a ur¢ime stejné charak-
teristiky, které rozdélime znovu do skupin.

Charakteristiky polohy

Definice 7.11 (Empiricka stfedni hodnota) Empirické stfedni hodnotaje hodnota, kteréd
splfiuje rovnici:

T= —-me, (7.4)

kde f; je absolutni ¢etnost zkoumaného znaku.

Empiricka stfedni hodnota vyjadfuje stejné jako stfedni hodnota ndhodné veli¢iny
ocekdvanou hodnotu znaku.

Dalsi charakteristiky polohy jsou modus, medidn a p-kvantily. Modus vyjadfuje
hodnotu, kterd ma nejcastéjsi zaspouteni ve statistickém souboru (hodnotu s nejvétsi
¢etnosti). Medidn urcuje prostfedni hodnotu souboru a p-kvantily déli statisticky soubor

v poméru p: (1 —p).

Definice 7.12 (Modus) Modus Mod (X)) znaku statistického souboru je hodnota s néj-
veétsi absolutni ¢etnosti f; = max..

Definice 7.13 (Median) Median Me (X) znaku statistického souboru je hodnota, ktera
jej déli na dva stejné podsoubory o stejném rozsahu souboru. Je-li pocet prvki lichy
n = 2k + 1 pak:

Me (X) =z, (7.5)
Je-li pocet prvki sudy n = 2k pak:
Me (X) = % (7.6)

Definice 7.14 (Empiricky p-kvantil) Empiricky p-kvantil je hodnota statistického znaku
xp, pro kterou plati, Ze 100p procent prvkii je nejvyse rovno hodnoté x,,.
Vyznamné p-kvantily

e Empiricky kvartil - rozdé€luje statisticky soubor na ¢tyfi stejné velké podsoubory se

stejnym rozsahem.
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e Empiricky decil - rozdéluje statisticky soubor na deset stejné velkych podsouborti
se stejnym rozsahem.

e Empiricky percentil - rozd€luje statisticky soubor na sto stejné velkych podsoubort
se stejnym rozsahem.

Charakteristiky variability

Pfi uréovani charakteristik variability také vyuZijeme podobnosti s nahodnou veli¢inou.
Podle ndhodné veli¢iny ur¢ime rozptyl, smérodatnou odchylku, primérnou odchylku a
varia¢ni koeficient. Vyznam téchto charakteristi vSak z{istdvad nezménén i u statistického
souboru.

Definice 7.15 (Empiricky rozptyl) Empiricky rozptyl znaku X od empirické stfedni
hodnoty 7 je dan vztahem:

53 = % : ifi (z; — ) (7.7)
i=1

Definice 7.16 (Empiricka smérodatna odchylka) Empirickd smérodatna odchylka znaku
X od empirické stfedni hodnoty 7 je dana vztahem:

Sz = J % : Zfi (2 — 7). (7.8)

Definice 7.17 (Empirick4 primérna odchylka) Primérné odchylka § od empirické sttedni
hodnoty z je dana vztahem:

5= > Skl 7.9)

Empirickd priimérna odchylka vyjadfuje primérnou hodnotu vsech absolutnich
odchylek od emprické stfedni hodnoty z.

Definice 7.18 (Empiricky varia¢ni koeficient) Empiricky varia¢ni koeficient v je dén
vztahem:

s VATLA@i-a) o1

% n
LS
i=1

UV =
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Empiricky varia¢ni koeficient vyjadfuje miru odchyleni smérodatné odchylky od
sttedni hodnoty. Casto se vyjadiuje v procentech:

vp =1 - 100

Odvodime i momenty statistického souboru, které dale vyuZijeme k urceni dalsich
charakteristik statistického souboru.

Definice 7.19 (Pocdte¢ni empiricky moment k-tého fadu) Pocéatecni empiricky moment
k-tého fadu my, je dan vztahem:

J— N
meE-;fi-xi. (7.11)

Definice 7.20 (Centralni empiricky moment k-tého fadu) Centralniempiricky moment
k-tého fadu ny je dan vztahem:

ng = % : Z fi (wi =), (7.12)
i—1

Definice 7.21 (Normovany empiricky moment k-tého ¥ddu) Normovany empiricky mo-
ment k-tého fadu 7 je dan vztahem:

g

n= (7.13)

Sy

Normované momenty pouzijeme pfi urceni koeficientu Sikmosti a Spicatosti.
Definice 7.22 (Empiricky koeficient Sikmosti) Empiricky koeficient Sikmosti v, je dan
vztahem:

%‘Zfi'(ﬂfi—f)g
ng i=1

53 53

(7.14)

Stejné jako u ndhodné veli¢iny ziskavame informaci o mife nesymetrie statistického
souboru.

Definice 7.23 (Empiricky koeficient Spicatosti) Empiricky koeficient Spicatostiy;jedan
vztahem:

n
%'Zfi(%—fyl
Ng i=1

’72:’174—3:?—3: —3. (715)

s4
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Pfipomerime si zptsob vypoctu koeficientt Sikmosti a Spicatosti z katipitoly né-
hodna veli¢ina. Tam jsme spocitali tyto koeficienty pomoci poc¢atecnich momentti. Diky
analogii mtiZeme pouZit tyto vztahy i na statitisticky soubor.

ny M3z — 3Imims + m“;’

’)/1 = —_— =
53 53
N my — 4dmims + m?mg — 3m‘1l

Yo = ;o= 1 -3
s s

K dal$im charakteristikdm charakteristiky patfi kvartilové odchylky, které nejsou
tolik ovlivnény extrémnimi hodnotami statistického souboru.

Kvartilova odchylka @) = 275 — 295

Relativni kvartilova odchylka Qo = 722

Kvartilova dikmost o = Z7ot2—20m0

B Reseny piiklad 7.1 Sledovany statisticky znak nabyl téchto hotnot:

60, 80, 80, 100, 100, 100, 100, 120, 120, 150, 150, 160, 180, 200, 200, 200, 200, 200, 220, 250,
250, 250, 280, 300, 300, 300, 300, 350, 350, 360, 380, 400, 400, 400, 400, 420, 450, 500, 500,
500.

Urcete rozptyl, modus, mediédn, kvartily, empirickou stfedni hodnotu, empiricky roz-
ptyl, empiricky koeficient Sikmosti, empiricky koeficient Spicatosti, kvartilovou od-
chylku, relativni kvartilovou odchylku a kvartilovou Sikmost.

Reseni:

Zadana data si sepiSeme do tabulky (7.1) s absolutni ¢etnosti, relativni cetnosti,
kumulativni ¢etnosti a relativni kumulativni ¢etnosti.

Rozsah statistického souboru je:

R = 219 — 1 = 500 — 60 = 440

Modus, median a kvartily uré¢ime podle definic (7.12), (7.13) a (7.14).

Mod(X) = f; =max. =200
Me(X) = w:%g’)
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Tabulka 7.1: Tabulka ¢etnosti k prikladu (7.1)

x; | 60 | 80 | 100 | 120 | 150 | 160 | 180 | 200 | 220

fi 1 2 4 2 2 1 1 5 1
¥ | 25 | % | 16 | 50 | 30 | a0 | % | 8 |
F; 1 3 7 9 11 | 12 | 13 | 18 | 19
P | L | 3 [z [ o o[ 2B |18 10
v 30 40 40 40 40 40 40 40 40

250 | 280 | 300 | 350 | 360 | 380 | 400 | 420 | 450 | 500

40 | 40 10 | 20 | 40 | 140 10 | 20 | 40 | 40
22 | 23|27 |29 | 30 | 31 |3 | 3 | 37 | 40
22 | 23 | 27 | 29 | 30 | 3L 3 | 36 | 37 | 40

40 40 40 40 40 40 40 40 40 40

20,25 — 40O,25+075:10,5:>1}0725:150
205 = 40-0,5+0,5=20,5= 295 = 220
zo75 = 400,75+ 0,5 = 30,5 = mo75 = 380

Empirickou stfedni hodnotu a rozptyl uré¢ime podle definic (7.11) a (7.15).

n

Z%‘fi
- 4=l
YT TN
10360
T = —— =259
v 40
> fi (@ =)
82 _ =1
g N
s2 = 16679

Empiricky koeficient Sikmosti a Spicatosti uréime podle definic (7.22) a (7.23).

ns
o= — =0,266911
S
¥ = & _3=_1,06104
S
Kvartilovou odchylku, relativni kvartilovou dochylku a kvartilovou Sikmost ur-
¢ime:
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Q = Xo,75 — 20,25

Q, = L:OA?)

Zo,75 T 0,25
To,75 + To2s — 2 Tos

Yo = 0

=0,39

7.3 Statisticky soubor se dvéma argumenty

Stejné jako mlizeme vytvofit ndhodny pokus, pfi némz ziskdme dvé ndhodné veliciny,
z kterych jsme vytvofili nahodny vektor. MtiZeme ziskat i statisticky soubor u néhoz
budeme vyhodnocovat dva znaky. Z analogie znaku statistického souboru a ndhodné
veli¢iny pak usuzujeme, Ze vlastnosti a charakteristiky nahodného vektoru budou pted-
lohou pro urceni vlastnosti a charakteristik statistického souboru se dvéma argumetny
X a'Y,jejichZz hodnoty také dokazeme sefadit podle velikosti 77 < zo < 23 < ... < x,a
Y1 < Yo < ys < ... < Ym. Celkovy pocet vSech dvojic argumetnti statistického souboru
pak oznac¢ime N.

Definice 7.24 (Absolutni ¢etnost f;.;) Absolutni ¢etnost vyjadiuje pocet vyskyth uspo-
fadané dvojice [z;; y;] ve statistickém souboru.

Absolutni ¢etnost obvykle zapisujeme do podobné tabulky jako pravdépodobnostni
funkci ndhodného vektoru X = (X;Y'), kterou nazyvame plosna nebo také kontingenéni
tabulka (7.2).

Tabulka 7.2: Plosné (kontingen¢ni) tabulka

c\y | | v || Unm
T fl;l f1;2 . fl;m
X2 f2;1 f2;2 e f2;m

T fn;l fn;2 o fn;m

Definice 7.25 (Relativni cetnost ¢;.;) Hodnotu ¢;;, kterd odpovida rovnici:

fi;'
Pij = N] (7.16)
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nazyvame relativni cetnost statistického souboru.

Relativni ¢etnost mizeme chépat jako analogii k pravdépodobnostni funkci ndhod-
ného vektoru. V takovém piipadé uré¢ime také jeji marginalni Cetnosti.

Definice 7.26 (Margindlni ¢etnosti hodnot z; a y;) Marginélnicetnosthodnoty z;je ddna
vztahem:

Mx =Y fi. (7.17)
j=1

Margindlni cetnost hodnoty y; je dana vztahem:
Ny = fij. (7.18)
i=1

Marginalni cetnosti vyjadiuji rozloZeni ¢etnosti hodnot z; nebo y; bez omezeni
druhou hodnotou. Z definice navic p¥imo vypliva vlastnost:

Vlastnosti 7.2
1. Pro vsechny hodnoty:

n m m n

Y fiy=)>_Nj=> M;=N (7.19)
Jj=1 i=1

i=1 j=1

7.3.1 Charakteristiky statistického souboru se dvéma argumenty

Znovu vyjdeme z podobnosti statistického souboru a ndhodného vektoru a proto ur¢ime
i podobné charakteristiky. Pfi ur¢ovani nejpouzivanéjsich charakteristik bychom méli
vychazet z momentovych charakteristik, které jsou jak uz jsme fekli analogii momenti
nahodného vektoru a proto si dovolime preskocit jejich odvozeni a rovnou si uvedeme
konkrétni priklady.

Definice 7.27 (Empiricka stfedni hodnota argumentti) Empirické stfedni hodnota ar-
gumentu X je dana vztahem:

I R
T = N;Mx (7.20)

Empiricka stfedni hodnota argumentu Y je dana vztahem:

I
V= ; Nj -y, (7.21)
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Definice 7.28 (Empiricka disperze (rozptyl) argumentu) Empiricky rozptyl argumentu
X je dan vztahem:

1 1 O
<2 —\2 _ 2 =2
Empiricky rozptyl argumentu Y je dan vztahem:
1 _ 1 _
D(Y)=s,=% Y Ny -9 = N > Ny -7 (7.23)
j=1 j=1
Definice 7.29 (Empiricka kovariance) Empiricka kovariance argumentt X a Y je déna
vztahem:
1 n m B _
OVay = DD fuiwi =) (y; —7) = (7.24)
i=1 j=1
1 n m o
i=1 j=1

Definice 7.30 (Empiricky koeficient korelace) Empiricky koeficient korelace je dan vzta-

hem:
COVyy COVy
iy = = , 7.26
Py D(X) D(Y) 5e-5 ( )

kde s, a s, je jsou emprické smérodatné odchylky.

Pozndmka: Pokud je kazda hodnota dvojice [z;; y;] ve statistickém souboru zastoupena
praveé jednou, pak pro kazdou absolutni ¢etnost f;.; plati:

fiy=1

V takovém piipadé miizeme vypocet koeficientu korelace zjednodusit:

N2 my; — 2Tt ).y,
i=1 =1 =1 =1

Py = . (7.27)

Empiricky korela¢ni koeficient charakterizuje miru linearni zavislosti argumentti

statistického souboru. Jeho vlastnosti jsou stejné jako u ndhodného vektoru.

U statistickych souborti navic uré¢ujeme regresni piimky.
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Definice 7.31 (Regresni pfimka argumentu X a Y) Regresnipiimkaargumentu X vzhle-
dem k argumentu Y je dana rovnici:

_ covy, _
rT—T= S2y(y—y). (7.28)

Y

Regresni pfimka argumentu Y vzhledem k argumentu X je dédna rovnici:

Y (x—T). (7.29)

Regresni pfimky pomahaji v odhadu nové naméfenych hodnot. Z rovnic regresnich
pfimek si miizeme v§imnout, Ze obé prochazejijednim bodem [7; 7], zdroven pokud je ko-
eficient korelace 1 nebo —1, tak jsou argumenty X a Y linedrné zavislé a regresni piimky
jsou totoZné. Jestlize koeficient korelace nabyvé jiné hodnoty, jsou regresni piimky rtiz-
nobézné a miizeme urcit jejich odchylku a.

— 2
tga = — Lo 5o (7.30)

Poy| 82+ 82

Ukazuje se, Ze ne vzdy je vhodné k regresi volit pfimku. O tom jak vhodné volit
regresni funkci se vice dozvime v kapitole regresni a korela¢ni analyza.

B Reseny piiklad 7.2 Pii zjistovani hustoty télesa ve tvaru kvadru bylo potfeba zmétit
vSechny jeho miry (délka, sitka, hloubka). Urcete plosnou tabulku ¢etnosti statistického
souboru, kde argument X je délkaa Y Sifka. Urcete empirické stfedni hodnoty a rozptyly
argumentt. Zméfend data byla zaznamendéna jako soubor uspofddanych trojic [délka;
sitka; hloubkal].

[14,6;4,98;9, 8], [14,6;4,99; 10, 1], [14, 8;4,98; 10], [14, 8;4,98;9, 9], [14, 8;4,98;9, 9],
[14,8;4,98;10, 1], [14, 8;5;9,9], [14,8; 5; 10], [15; 4, 99; 10, 2], [15; 5; 9, 9], [15; 5: 9, 9],
[15;5;9,9], [15;5;9, 9], [15; 5; 10], [15; 5; 10], [15; 5; 10, 1], [15; 5; 10, 2], [15: 5, 01; 10],
[15;5,01; 10], [15; 5, 01; 10, 1], [15; 5, 01; 10, 2], [15, 1;5;9, 8], [15, 1; 5; 10, 1], [15, 1; 5, 01; 9, 8],
[15,1;5,01;9, 8], [15,1;5,01;9, 8], [15,1;5,01;9, 8], [15,1;5,01;9,9], [15,1;5,01;9,9],
[15,1;5,01;9,9], [15,1;5,01; 10], [15, 1; 5, 01; 10], [15, 1; 5, 01; 10], [15, 1; 5, 01; 10, 1],
[15,1;5,02;10,1], [15,1;5,02; 10, 2], [15,2; 5,01;9, 8], [15,2; 5,01 10}, [15,2; 5,02: 9, 9],
[15,2;5,02;9,9], [15,2;5,02; 10], [15, 2; 5,02; 10], [15, 2; 5, 02; 10, 1], [15, 2; 5, 02; 10, 2,
[15,2;5,02; 10, 2], [15,2;5,03; 10, 1], [15, 3; 5,02; 10, [15, 3; 5, 03; 10], [15, 3; 5,03; 10, 1],
[15,3;5,03; 10, 2].

Resent:
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Nejprve vytvofime plosnou tabulku ¢etnosti a doplnime ji o empirické margindlni
etnosti a soudiny x; M;, 22 M,;, y; N;, y?N ;, které posléze pouZijeme k urc¢eni empirickych
stfednich hodnot a rozptyld.

Tabulka 7.3: Rozsifena plosna tabulka cetnosti k pfikladu (7.2)

r\y 498|499 | 5 | 501 |502| 503 | M, |xM | z?M,
14,6 1 1 0 0 0 0 2 29,2 | 462,32
14,8 1 3 2 0 0 0 6 88,8 | 1314,24
15 0 1 8 4 0 0 13 195 2925
15,1 0 0 2 11 2 0 15 | 226,5 | 3420,15
15,2 0 0 0 2 7 1 10 152 | 23104
15,3 0 0 0 0 1 3 4 61,2 | 936,36
N; 2 5 12 17 10 4 > 50 - -
y;N; ||19,96 | 24,95 | 60 | 8517 | 50,2 | 20,12 - - -
yiN; | 49,6 | 124,5 | 300 | 426,7 | 252 | 101,2 - - -

Potom co jsme urdili ploSnou tabulku cetnosti (7.3) miiZeme urcit podle definic
(7.27) a (7.28) empirické sttedni hodnoty a rozptyly.

n

inMi
T = ZZIN = 15,054
;?Jij
7 = J*N — 5,008
> xiM;
D(X) = = — 72 =0,0265
Z:ly?Nj
D(Y) = ]‘N — 7% =0,0001

B Reseny piiklad 7.3 Urcete empirické stfedni hodnoty, rozptyly, kovarianci,
koeficient korelace, rovnice regresnich pfimek a odchylku téchto pfimek statistického
souboru, ktery je dan plosnou tabulkou (7.4).
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ReSeni:

Nejprve si kontingenc¢ni tabulku rozsifime o empirické marginalni ¢etnosti a pocé-
te¢ni momenty x; M;, x7 M, y;N;, y; N;, pomoci kterych uréime empirické sttedni hodnoty
a rozptyly. Tabulka (7.5).

Tabulka 7.4: Plosné tabulka hodnot k ptikladu (7.3)

z\y|012]0,13|0,14 | 0,15 | 0,16 | 0,17 | 0,18
14,6 0 2 7 9 5 3 1
14,8 1 0 3 13 | 10 3 0
15 2 5 16 | 26 | 13 9 7
15,1 0 4 10 | 21 17 4 6
15,2 3 0 12 | 20 0 15 2
15,3 0 1 2 5 1 1 3

Tabulka 7.5: Doplnéna plosna tabulka k ptikladu (7.3)

z\y| 012|013 |0,14 | 0,15| 0,16 | 0,17 | 0,18 M; x;M; | x2M;
14,6 0 2 7 9 5 3 1 27 394,2 | 5755
14,8 1 0 3 13 | 10 3 0 30 444 | 6571
15 2 5 16 | 26 | 13 9 7 78 1170 | 17550
15,1 0 4 10 | 21 | 17 4 6 62 936,2 | 14137
15,2 3 0 12 | 20 0 15 2 52 790,4 | 12014
15,3 0 1 2 5 1 1 2 13 198,9 | 3043
N; 6 12 | 50 | 94 | 46 | 35 | 19 | N =262 - -
y;N; 10721156 | 7 |14,1 736|595 3,42 - - -
y?Nj 0,0910,20|098 {212 1,18 | 1,01 | 0,62 - - -

Poté ur¢ime podle definice (7.27) empirické stfedni hodnoty a podle definice (7.28)

empirické rozptyly.

T

Z x; M;

=1

= 15,0141
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ZlyjNJ

7 = J‘N =0,1531
Zx?Mz

s2 = ’—1N — 72 =10,0356
> Ui N;

xl = "N — 7% =0,0002

COVyy = — 7.7 =0,000136

Empiricky koeficient korelace ur¢ime podle definice (7.30).

= —=L =0,052899

Z hodnoty kovariance jsme se dozvédéli, Ze argumenty X a Y jsou na sobé slabé
zavislé a z koeficientu korelace jsme zjistili, Ze jsou slabé pfimo linedrni.

Regresni pfimky urc¢ime podle definice (7.31).

xr—xT
x — 15,0141
y—y
y —0,1531

CoVy, B
S—gy (y —7)
0,735(y — 0,1531)
COV, .

3325 . (‘T - QZ’)

0,004 (z — 15,0141)

Vzhledem k tomu, Ze argumenty X a Y nejsou linedrné zavislé a regresni piimky

jsou rtizné urcime i jejich odchylku podle rovnice (7.30).

tga =

tga =

o =

2
1- pm;y Sg Sy

| Pz s+ 573
1,3501

53°28'
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Ulohy:
1.

Urcete rozsah, modus, medidn, kvartily, empirickou stfedni hodnotu, empiricky
rozptyl, empiricky koeficient Sikmosti a Spicatosti u statistického souboru daného
tabulkou (7.6).

Tabulka 7.6: Tabulka k tloze (1.)
0] 12|34

fill 744513012

Urcete empirickou stfedni hodnotu, empiricky rozptyl, empiricky koeficient Sik-
mosti a Spicatosti statistického souboru daného tabulkou (7.7).

Tabulka 7.7: Tabulka k tloze (2.)
x; | 390 | 410 | 430 | 450 | 470 | 490 | 510 | 530 | 550 | 570

fil 7 10|14 |22 |25 |12 | 3 3 2 2

Pfi méfeni IQ byla zjisténa tato data:

71,71,78,82,82,91,92,92,97, 102, 102, 102, 103, 105, 105, 109, 111, 111, 111, 112,
112,114, 114, 114, 116, 121, 122, 122, 126, 131, 137.

Urcete modus, median, kvartyly, empirickou stfedni hodnotu, empiricky rozptyl,
empirickou smérodatnou odchylku, empiricky

koeficient Sikmosti a empiricky koeficient Spicatosti.

Vypoctéte charakteristiky statistického souboru se dvéma argumenty. Tabulka (7.8).
(Priklad zpracujte v tabulkovém editoru).

. Vypoctéte ¢iselné charakteristiky statistického souboru se dvéma argumenty, ktery

je zadan tabulkou (7.9).

U studenti zavére¢ného ro¢niku byly zaznamenany vysledky statnich zkousek
z fyziky, matematiky a z obhajoby bakalafské prace. Vysledky jsou uspotfddany
do trojic, pro které plati: prvni pozice = fyzika, druhd pozice = matematika, tfeti
pozice obhajoba. Vytvofte statisticky soubor se dvéma argumenty, kde X je zndmka
zkousky z fyziky a Y vysledek zkousky z matematiky. Urcete jeho charakteristiky.
111, 111, 112, 112, 113, 122, 122, 121, 122, 123, 124, 122, 121, 131, 132, 143, 212, 212,
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Tabulka 7.8: Tabulka k tloze (4.)

x\y 10| 20 [ 30|40|50|60|70|80 |90 | 100

1 9,5 /0(0/0|0|0J0|0)| O

2 23|16 |11 0| 0|0 |0 ]O0O]0]| O

3 114 (98|90 0]0]0]0]| O

4 0| 4 [32|65(41|13| 2| 0| 0| O

5 0| 0 |5 ]21|57|20]{7|1]0]| O

6 0| 0 ]0|0|1]|4]21|46| 3| O

7 O, 0 O 0|O0O|1T 21113 1

8 0| o0ojo0ojO0Oj]O0Oj]O]O|1T]|3]| 2

Tabulka 7.9: Tabulka k tloze (5.)

x|11]15]2 |26|33|41|5 |61[73|86|10]|11,5|13,1 14,8
8 (14 (12|16 | 6 |10 |12 8 |18 |16 (20| 18 | 12 | 10

212,213,212, 212, 221, 224, 223, 222, 222,222,223, 222, 231, 233, 232, 232, 231, 231,
232,233, 234, 232, 231, 233, 232, 234, 233, 233, 233, 233, 232, 232, 241, 242, 314, 312,
311, 313, 313, 313, 313, 322, 323, 333, 332, 332, 334, 333, 333, 333, 332, 334, 321, 324,
323, 322, 323, 323, 323, 323, 324, 323, 334, 333, 333, 333, 332, 333, 334, 333, 343, 343,
331, 332, 334, 333, 333, 333, 333, 333, 332, 333, 334, 332, 332, 333, 332, 331, 332, 333,
333, 333, 342, 343, 344, 343, 343, 343, 424, 434, 443, 432, 431, 432, 433, 442, 443, 443,
443,443, 443, 442, 444, 444, 444, 444, 444.

7. Vytvofte statisticky soubor se dvéma agumenty, kde X je znamka zkousky z fyziky

aY vysledek obhajoby bakalaiské prace. Statisticky soubor vytvoite z dat ziskanych
v ptikladu (6.).
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Reseni:

1. n = 114, R = 4, MOd(X) = 2, M@(X) = 2, Zo,25 = 1, Zos = 2, Zo,75 = 3,f = 1,97,
s2 =1,0409, 71 = 0, 25172, 45 = —0, 55425.

2. T = 457,4, s2 = 1493,24, v, = 0, 5179, v5 = 0, 5517

3. Mod (X) = {102;111; 114}, Me (X) = 122, 295 = 92, 205 = 109, 2075 = 114, T =,
s2 = 267,38, s, = 16,35, 1, = —0,4008, 75 = —0, 3558

4.7 = 3,78, 7 = 40,19, 52 = 2,4157, 5% = 466,1084, 5, = 1,55, 5, = 21,59, COV,.,, =
30,8975, pry = 0,9208

5. T = 12,86, = 6,5, 52 = 16,9796, 52 = 18,77, 5, = 4,12, 5, = 4,3, 00V, = 0, pyy = 0

6. T = 2,64, 7 = 2,69, s7 = 0,75, 57 = 0,822, cov,,, = 0,354, p,y = 0,45, regresni
piimky: y = 0,472z + 1,1445, v = 0,43y + 1, 48, o = 41°30/

7. T =2,64,7 = 2,607, s2 = 0,75, 57 = 0,787, COVyy = 0,295, p,y = 0,384, regresni
pfimky: y = 0,393z + 1,571, 2 = 0,374 + 1,661, o = 48°



Kapitola 8
Regresni a korela¢ni analyza

Regresni a korela¢ni analyza slouZzi k tomu, abychom ndhodné zméfenym datim pfi-
fadt urcitou pfibliznou funkéni zavislost téchto dat, ke které se vice, ¢i méné blizi.
To znamen4, Ze hleddme funkci, kterdA ndm pomiiZe lépe zpracovat naméfena data a
odhadnout jakych hodnot budou nabyvat dalsi data.

Konkrétné pak plati:

Regresni analyza je metoda, kterou na zdkladé jiz zméfenych dat, zavislosti velicin,
urcujeme jaky by mél byt vysledek dalsiho méfeni.

Korelaéni analyza zkouma vzijemnou zavislost statistickych tidaji. Konkrétné kore-

la¢ni analyza urcuje jak moc dobfe jsme urcili regresni funkci.

8.1 Regresni analyza

8.1.1 Obecné odvozeni regresni analyzy
Nyni si ukaZeme jak postupujeme pfi regresni analyze. Tento postup posléze rozvedeme

do specialnich pfipadti regresni analyzy.

Pro zjednodusSeni tivah budeme déle pracovat jen se statistickym souborem dvojic
naméfenych dat ve tvaru [z;; f;] , kde ¢ = 1;2;...;n. Hodnoty f; ze vSech dvojic [z;; fi]
budeme povazovat za funkci nezavislé proménné z;:

fi = (z;) +k, (8.1)

162
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kde funkce ¢ (z;) je jednozna¢né uréend proménnou z a nazveme ji determinovana
slozka. Realna konstanta %k je pak ndhodné slozka, kterou mtizeme urdit tfeba jako
chybu méfeni veli¢iny f;.

Nyni se kone¢né dostdvame k regresni analyze, kterd se zabyva hledanim funkéni
zavislosti f; = ¢ (z;). Pokud je to mozné zméfeny statisticky soubor nejprve graficky
znazornime a podle toho se rozhodneme jaky typ regresni funkce zvolime (linedrni
nebo nelinedrni regrese). Na zékladé zvolené regrese je uz potieba pouze urcit koefici-
enty hledané regresni funkce. K urceni téchto koeficientii nejcastéji pouzivame metodu
nejmensich ¢tvercu.

Metoda nejmensich ¢tverci

Nazev metody souvisi s tim, Ze hleddme koeficienty regresni funkce tak, aby odchylky
zméfenych dat od funkénich hodnot regresni funkce byly co nejmesni, kde kazda od-
chylka p? je druha mocnina, kterd vyjadfuje obsah ¢tverce.

Obrazek 8.1: Metoda nejmensich ¢tverct
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Pro nejvhodnéjsi regresni funkci tedy plati vztah:

R (co;cr5¢9;...50m) = pr = Z (fi — ¢ (;))* = min., (8.2)
i=1 i=1
kde funkce R : R (co; c1; Co; - - - ; &) je funkce sloZend z odchylek a nazveme ji kriterialni

funkce.

Vsimnéme si, Ze pokud je funkce R sloZend z odchylek (druhych mocnin) musi byt
nezapornd a tim padem takova funkce musi mit minimum. Pro uréeni minima je potfeba
nejprve nalézt stacionarni bod, pro ktery plati:

OR

3e, =" (8.3)

kde j =0;1;2;...;m.
Pfi hledani stacionarnich bodt ziskdme fesSitelnou soustavu rovnic, jejimz feSenim
ziskame koeficienty c; regresni funkce ¢ (z;).

Jak jsme jiz uvedli, podle odhadu regresni funkce budeme délit regresni analyzu
do dvou skupin.

8.1.2 Linearni regrese

Ve vétsiné piipadi statistického souboru se snazime volit regresni funkci tak, aby byla
linearni kombinaci elementéarnich funkci a platilo:

(Y2 (fl?l) = Co(bo (Il) + Clq)l (I‘,L> + CQ(I)Q (QZZ) 4+ ...+ Cmq)m (ILZL> = Z Cj . q)j (.Cl]z),
=0
kde pro koeficinety i a j plati m < n.

Dosazenim zvolené regresni funkce do kriteridlni funkce dostaneme:

n n m 2
R(Co;01;02;---;0m)zz (p?:Zfi—ch-q)j(xi)> = min.

i=1 i=1 =0

Najdeme stacionarni body funkce R:
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R
8ck

kde k =0;1;2;...;m.

Pfi hledani staciondrnich bodt ziskdme fesitelnou soustavu rovnic:

n n

Dol Y (@ (@) @ ()| =D (fi- B (a2)), (8.4)

=0 i=1 i=1
kde k =0;1;2;...;m.

Z této soustavy rovnic ziskdme koeficienty linedrni regresni funkce.
Rekli jsme, Ze linearni regresni funkci volime tak, aby se sklddala z elementarnich
funkci. Nékteré z nich si ukdZeme.
Linedrni regresni funkce: pro statisticky soubor [z;; f;], kdei =1;2;...;n.
¢ (z) =cot+ax (8.5)
Soustava fesitelnych rovnic ma tvar:
00~n+01~ZIi = Zf, (86)
=1 i=1

n

oYy witey al = Y (aif) (87)

=1
Kvadraticka regresni funkce: pro statisticky soubor [z;; f;|, kde i = 1;2;...;n.
¢ (x) = co + a1z + cox? (8.8)

Soustava feSitelnych rovnic ma tvar:

co-n+cl-2xi+02-2x? = Zfz (8.9)
i=1 i=1

=1

CO'ixi+Cl'iI?+C2'ix? = Z(xzfz) (8.10)
i—1 i—1 i—1

=1

oS 2t e e = 3 (@2 f) ®.11)
=1 =1 =1

i=1
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Hyperbolicka regresni funkce: pro statisticky soubor [z;; fi], kde i = 1;2;...;n.
o (2) = o+ = (8.12)

Soustava fesitelnych rovnic ma tvar:

n 1 n
co-n+cl-zx— = Zf, (813)
i=1 1 i=1
co-izlx—ﬁcl-izlx—% = le— (8.14)
Logaritmicka regresni funkce pro statisticky soubor [z;; fi], kdei = 1;2;...;n.
v(x)=cy+c-loge (8.15)

Soustava fesitelnych rovnic ma tvar:

Co-Nn—+cqp- Z lOg Tr; = Z f, (816)
=1 =1
Co - Z logz; + ¢ - Z (log $1)2 = Z (fz -log xz) (8.17)

=1 =1 =1

Vlastnosti 8.1 V pripadé, Ze je k linedrni regresi potieba uzit jinou polynomickou funkci nez
linedrni nebo kvadratickou je fesitelnd soustava rovnic pouze analogii pravé linedrni a kvadratické
regresni funkce.

8.1.3 Nelinearni regrese

V pfipadé, Ze vSechny vysSe zminéné linedrni regrese selZzou pouZzijeme nelinearni re-
gresni funkci. O tom jak poznat jestli linedrni regrese odpovida statistickému souboru
nebo ne, se dozvime v ¢asti Korela¢ni analyza. Vratime se k nelinearni regresi. Hledani
koeficientti nelinedrni regrese je analogii hledani koeficient(i linedrni regrese. Pti feSeni
ziskané soustavy rovnic nastane problém, protoZe tato soustava neni obecné linedrni a
tim padem je takova soustava hiife fesitelna. Proto se u nelinedrni regrese snaZime o jeji
transformaci na linedrni regresi. K transformaci vyuzivdme nahrazeni nelinearni funkce
linerani funkci. Lépe tento vyklad pochopime ukazkou feSeného piikladu (8.4).
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8.2 Korela¢ni analyza

Neoddélitelnou soucasti regresni analyzy je korela¢ni analyza. Korela¢ni analyza nés in-
formuje o tom jak moc statisticka data priléhaji k regresni funkci. Nejcastéji pouzivanym
méfitkem je index korelace, pro ktery plati:

S (e @) VS - (Sew)
° é(ﬁ—?)z N-iff—(ifi)Z |

-

<
8
|
»
5
&
|
<
Il
—
I
.
Il
—
S
Il
—
—~
S
—_
Q0
~

kde s¢ a s,(;) jsou empirické smérodatné odchylky statistického souboru.

Index korelace mtize nabyvat nejvyse hodnot /.., € (0; 1). Blizi-li se index korelace k
hodnoté 1, vybrali jsme regresni funkci dobfe (body statistického souboru dobie pfiléhaji
k regresni funkci). V opacném piipadé se regresni funkce naprosto nehodi k dalsimu
zpracovani dat.

PouZijeme-li logaritmickou regresni funkci poc¢itdme koeficient korelace ne pomoci

rovnice 8.18, ale takto:

82

Ijp=1——", (8.19)

So(a)

kde Sfc = 812) + Se(x)-
Nakonec pokud najdeme pomoci transformace nelinearni regresni funkci vyvstane

otazka, z kterych dat budeme koeficient korelace pocitat. Koeficient korelace v takovém

pfipadé mlizeme pocitat z transformované linearni regresni funkce.

B Reseny piiklad 8.1 P#i ovéfovani Ohmova zakona byla naméfena data uvedend v
tabulce (8.1). Vystihnéte zavislost veli¢iny U[V] a I[A] vhodnou regresni funkci, urcete

Tabulka 8.1: Namétena data k ptikladu (8.1)
U 2 3 4 5 6 7 8
I 0,131 | 0,187 | 0,217 | 0,263 | 0,270 | 0,287 | 0,312
9 10 11 12 13 14 15 16
0,342 | 0,407 | 0,433 | 0,457 | 0,482 | 0,503 | 0,524 | 0,539

ji a urcete index korelace.

ReSeni:
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Ze znalosti Ohmova zdkona a voltampérové charakteristiky budeme pfedpokladat,

Ze zavislost veli¢in je linearni a plati:
I = Co+cC1- U

Nejprve vypocteme soucty pro sestaveni soustavy feSitelnych rovnic linedrni re-
gresni funkce (8.6) a (8.7). Tyto rovnice sestavime a vypocteme hodnoty koeficientti ¢y a

Ct.

n = 15
15
YU = 135
=1
15
dUP = 149
=1
15
I = 5353
=1
15
UL = 56,302
=1

Sestavime soustavu rovnic:

CO'n+Cl'Z$i = Zfz
i=1 j
o-) mita-y i = ) fiw
i=1 i=1 i
15C0 + 135C1 = 5, 353
135¢o 4+ 1495¢; = 56,302

Reenim této soustavy rovnic ziskame koeficienty ¢y = 0,0291 a ¢; = 0, 0946 linearni
regresni funkce.

I, =0,0291 + 0, 0946U

Regresni funkci, kterou jsme ur¢ili je jesté potieba provéfit, jak dobfe tato funkce
vystihuje priibéh statistického souboru. K tomu vyuZzijeme korela¢ni index, ktery spoc-
teme podle rovnice (8.18). Nejdfive je pottfeba urcit empirické smérodatné odchylky s
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a s,. Smérodatnou odchylku s ziskdme z rozptylu veli¢iny I ze zadani a smérodatnou
odchylku s, ziskdme z rozptylu vypoctené velic¢iny I, kterou jsme ziskali z linearni
regresni funkce. K tomu si pfipravime tabulku (8.2).

Tabulka 8.2: Tabulka vypoctenych hodnot /,,,
U 2 3 4 5 6 7 8
I, {0,153 0,182 | 0,211 | 0,240 | 0,269 | 0,298 | 0,327
9 10 11 12 13 14 15 16
0,357 | 0,386 | 0,415 | 0,444 | 0,473 | 0,502 | 0,531 | 0,560

Urc¢ime rozptyly:

n n 2
spo=mn-y I - (ZI) — 3,585
=1 1=1
n n 2
sp, = n-y I — (Z I) = 3,557
1=1 i=1
Po urceni rozptyld je potfeba jen dosadit do vztahu pro index korelace:

s; 3,557
Ig="t = /2220 g 996
bl = 75 3,585

Podle indexu korelace I,.,, ktery se blizi k hodnoté 1, zvolena linedrni regresni
funkce I, = 0,0946 + 0,0291U hodnoty statistického souboru velice dobte vystihuje.

B Reseny piiklad 8.2 Pii brzdéném volném padu parasutisty byla kazdou sekundu
zaznamenana jeho poloha. Vysledky méfeni jsou zadany v tabulce (8.3). Vystihnéte

Tabulka 8.3: Nameétena data k ptikladu (8.2)
t 0 1 2 3 4 5 6 7
y| 1 0,996 | 0,989 | 0,974 | 0,948 | 0,910 | 0,861 | 0,800
- 8 9 10 11 12 13 14 15
- 10,728 | 0,643 | 0,545 | 0,431 | 0,308 | 0,171 | 0,022 | O

zavislost veli¢in y a ¢t vhodnou regresni funkci, urcete ji a urcete index korelace.
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Resent:
I kdyz se jedna o brzdény volny pad, budeme pfedpokladat, Ze zavislost veli¢in y
a t je kvadraticka plati:

y = co + 1t + cot?

Stejné jako v pfedchozim piikladu si pfipravime duleZité soucty k sestaveni sou-
stavy feSitelnych rovnic kvadratické regresni funkce (8.9) (8.10) (8.11). Tyto rovnice
sestavime a vypocteme hodnoty koeficientti ¢y, ¢; a c,.

n = 16

16
>t = 120
=1
16
£ = 1240
=1
16
> ) = 14400
=1
16
>t = 178312
i=1
16
>y = 10,326
=1
16
> yit; = 53,033
=1
16
Dyt = 404,721
=1

Sestavime soustavu rovnic:

n n
2
co-n—kcl-g xz“l_CQ'E r; = g fi
i=1 i=1 '

n n n
2 3

00'5 :Jcﬁ—cl-g 951"“02'5 T, = g i fi

i=1 i=1 i=1

n n n

2 3 4 2

c0~§ xi—ircl-g :ci+02~2 r; = E x; - fi

i=1 i=1 i=1 '
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16¢co + 120c; + 1240c, = 10,326
120cp + 1240c; + 14400c2 = 53,033
1240c + 14400c; + 178312¢c, = 404,721

Resenim této soustavy rovnic ziskdme koeficienty ¢y = 1,003, ¢; = 0,0053 a ¢ =
—0, 0051 kvadratické regresni funkce:

Y, = 1,003 + 0,0053¢ — 0,0051¢>

Regresni funkci, kterou jsme ur¢ili je jesté potieba provéfit, jak dobfe tato funkce
vystihuje pribeéh statistického souboru. Stejné jako v predchozim piikladu spocteme
index korelace.

2 = 30,618

Y

s2 = 29,048

Yv

Nyni dosadime do indexu korelace:

29,948
Ly =/ 2oe = 0,97
o 30,618 0,978

Podle indexu korelace I, ., ktery se bliZzi hodnoté 1, zvolend kvadratick4 regresni
funkce y, = 1,003 + 0,0053t — 0,0051¢* hodnoty statistického souboru velice dobfe
vystihuje.

B Reseny piiklad 8.3 P¥i ur¢ovani hodnoty odporu neznamého vodice jsme zjistili jeho
zavislost na prufezu, ktera je dana tabulkou (8.4). Vystihnéte zavislost veli¢iny R[()] a

Tabulka 8.4: Namétena data k ptikladu (8.3)
S 0,01 | 0,05|0,10|0,15|0,20 | 0,25 | 0,30
R [23,00(435|252|1,79|1,04|091|0,75
035| 040 [ 045|050 0,55 |0,60|065|0,70
063] 051 (048|043 040035034 0,30

S[m?] vhodnou regresni funkci, urcete ji a urcete index korelace.
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ReSeni:

Predpokladame, Ze zavislost odporu vodice na prtfezu je nepfima. Proto vybereme
hyperbolickou regresni funkci:

C1
R=co+ —
CO+S

Nejprve vypocteme soucty pro sestaveni soustavy feSitelnych rovnic hyperbolické
regresni funkce (8.13) a (8.14). Tyto rovnice sestavime a vypocteme hodnoty koeficientti

Cp a Cy.

= 15

n
L~ 165,031
C

1
Z§ = 10630, 4
=1 1
15
Y fi = 318
=1
15
fi
I 9449 737
S, ’

Sestavime soustavu rovnic:

CO'n—i‘Cl'Zl = ifz

j i=1
1 1 " f;
CO.Z;—i_Cl.ZE = Z;J;—
; i=1 """

15¢p +165,031c; = 37,8
165,031co 4+ 10630,4c; = 2442,737

Resenim této soustavy rovnic ziskdme koeficienty co = —0,0098 a ¢; = 0,2299
hyperbolické regresni funkce:
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0,2299
S

Regresni funkci, kterou jsme urili je jeSté potieba provéfit, jak dobfe tato funkce

R, = —0,0098 +

vystihuje priibéh statistického souboru. Stejné jako v pfedchozich pfikladech spoc¢teme
index korelace.

5% = 6993,804
sn = 6988,218

Nyni dosadime do indexu korelace:

6988, 218
Trir =/ 03,801 — 9%
Podle indexu korelace I, ., ktery se blizi hodnoté 1, zvolend hyperbolické regresni
funkce R, = —0,0098 + 22 hodnoty statistického souboru velice dobie vystihuje.

B Reseny piiklad 8.4 P¥i méfeni atmosférického tlaku byla zaznamenana data do ta-
bulky (8.5).

Tabulka 8.5: Naméfena data k priladu (8.4)
0,01 0,05 0,10 0,15 020 | 025 | 03
p | 101,213 | 58,842 | 45,502 | 17,653 | 15,172 9 3,721
- 04 0,5 0,6 0,7 0,8 09 1
-1 223 | 0520 | 0,275 | 0,046 | 0,051 | 0,010 | 0,003

Vystihnéte zavislost velic¢in p[kPa] a h[km] vhodnou regresni funkci, urcete ji a
urcete index korelace.
ReSeni:

Ze znalosti zavislosti atmosférického tlaku na zméné vysky budeme pfedpokladat,
Ze i zavislost naméfenych velicin je exponencidlni. Proto odhadneme regresni funkci:

p=co-e "

Jak vidime nejedna se o funkci, jejiz postup urceni koeficientti jsme popsali v ¢asti
linearni regrese. Pfedpokladame, Ze se jedna o nelinearni regresi. Budeme se snazit tuto

zvolenou regresni funkci pfevést na jednu z linearnich regresnich funkci.
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p = ¢- e—cl~h

Inp = In(c- e_cl'h—)

Inp = Incg+1n (ecl'h)

Inp = Incg—cy-h

Zavedeme substituci veli¢iny Inp = z a pro zjednoduSeni vypoctt navic substituu-

jemelncy =aa —c; =b.

r=a+b-h

Tato regresni funkce uz linearni je a jeji feSeni jsme si uz jednou ukézali v feSe-
ném piikladu (8.1). Stejnym zplisobem vypocteme potiebné soucty a potom sestavime
soustavu feSitelnych rovnic.

n = 14
14
Zhi = 5,96
=1

14
> k= 3,9376
i=1

14

14
in = Zlnpi:4,001835
=1 =1

14 14
d wi-hi o= Y hi-lnp; = —12,7199
=1 =1

Sestavime soustavu rovnic:

14a 45,960 = 4,001835
5,96a + 3,93760 = —12,7199

ReSenim této soustavy rovnic ziskame koeficienty a a b, z kterych potom muizeme
urcit koeficienty ¢ a ¢;.
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a = 4,6707
b = —10,3000
Incy = 4,6707
co = 106,7729
cg = —b

¢ = 10,3000

Regresni funkce funkce ma tvar:

py = 106, 7729 - ¢~ 1030

Index korelace mlizeme vypocitat z transformované veli¢iny X nebo z veli¢iny p.
Vzhledem k tomu, Ze jsme zavislost veli¢iny p urcili konkrétné index korelace spoc¢teme
pomoci této veli¢iny. Spocitame rozptyly a pak dosadime do indexu korelace. Jesté pred
tim, ale vypocteme hodnoty atmosférického tlaku p,, které zapiSeme do tabulky (8.6).

Tabulka 8.6: Tabulka vypoctenych hodnot p,,

h | 0,01 0,05 0,10 0,15 0,20 | 0,25 | 0,30
o | 96,323 | 63,797 | 38,119 | 22,776 | 13,609 | 8,131 | 4,858
- | 040 0,50 0,60 0,70 0,80 | 0,90 | 1,00
- 11735 | 0,619 | 0,221 | 0,079 | 0,0282 | 0,010 | 0,004

s = 165224,571
s> = 155721,358

155721, 358
pif \/ 165224, 571 0,9708

Podle indexu korelace 1,5, ktery se bliZi k hodnoté 1, zvolena nelinearni regresni
funkce p, = 106, 7729 - e~ 193" hodnoty statistického souboru velice dobfe vystihuje.
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Ulohy:

1. Pfi méfeni zavislosti jistych dvou veli¢in X a Y. Vysledky méfefeni jsou v tabulce
(8.7). Rozhodnéte, jestli zavislost velicin X a Y lépe vystihuje kvadraticka nebo

Tabulka 8.7: Tabulka namétenych hodnot k tloze (1.)
x|1|1|2[4]6
y|0/1]|4|5]|5

hyperbolicka regresni funkce.

2. Pfiurcovani poctu vyzarenych ¢astic v daném case byla naméfena data, ktera jsme
zaznamenali do tabulky (8.8). Rozhodnéte jestli linedrni regresni funkce kvalitné

Tabulka 8.8: Tabulka naméfenych hodnot k tloze (2.)
t|11] 2 |57 8 |9
n|80|302 34| 193 | 250 | 42

vystihuje naméfena data.

3. Pii snizovani tlaku v uzaviené ndbodé (vyvéva) byla sledovana zéavislost poctu
Castic (pocet ¢astic je zaznamendm v miliard4ch) na ¢ase v sekundach. Naméfena
data jsou v tabulce (8.9). Sestavte pomoci naméfenych dat linedrni regresni funkci

Tabulka 8.9: Tabulka naméfenych hodnot k tloze (3.)
t 15 112]20(26 29|38 |65 126
n|19|17 18|17 |17 15|14 | 7

a pomoci této funkce odhadnéte za jak dlouho bude teoreticky v nddobé 0 ¢astic.

4. Béhem laboratorniho méfeni zrychleni automobilu jsme mé¥ili okamZitou rychlost
v km - s7! a &as v sekundéch. V idedlnim pfipadé by méla rychlost spliiovat tuto
zavislost na case:

v (t) = co + 1t?

Najdéte koeficienty ¢y a ¢; regresni funkce a rozhodnéte, jak dobfe tato funkce
vystihuje naméfend data. Zjistéte za jak dlouho dosdhne automobil rychlosti 1
km - s7'. Namé&fena data jsme zaznamenali do tabulky (8.10).
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Tabulka 8.10: Tabulka naméfenych hodnot k tloze (4.)
t| 24 3,5 5 6,9 10
v | 0,0141 | 0,0281 | 0,0562 | 0,1125 | 0,2250

5. Charakterizujte tésnost zvolené zavislosti ve tvaruy = cy+c;-log  mezi proménymi
x a y. Vypocitejte index korelace. Naméfend data jsou v tabulce (8.11).

Tabulka 8.11: Tabulka naméfenych hodnot k tloze (5.)
x| 1 1 3 3 5 6 7 7
y |70 | 104 | 162 | 210 | 200 | 250 | 240 | 260

6. Zjistovalo se, zda u souboru chlapcii je zavislost v poctu provedenych shybti a
kliki. Naméfend data jsou v tabulce (8.12). Urcete jestli zavislost mezi poctem

Tabulka 8.12: Tabulka naméfenych hodnot k tloze (6.)
n{1|2|3|4|5]|6 |78 |9 1011|1213 |14 |15
s{1{3]2|0[{5]|]6 |14 |3|5|6|2|1,1]8
10 (1515|040 (25|7|31|30(35|41 10|14 | 9 |64

shybii a klikt lépe vystihuje linearni nebo kvadraticka regresni funkce.

7. Pfi méfeni veliciny X a Y byly zjiStény tidaje tabulka (8.13). Urcete koeficienty ¢, a

Tabulka 8.13: Tabulka naméfenych hodnot k tloze (7.)
x| 64 83|96 110 13,6 | 151
1,2 |16 | 14 |21 ] 22|19
- 11711195 |205 | 21,7 | 24,6 | 25,7
-129131 1|44 |61 |57 |72

c1 exponencidlni regresni funkce ve tvaru y = ¢g - €* a index korelace.
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1.y =—2,15+2,9422—0,29142%, I = 0,99, y = 6,060 — 222, | = 0, 985, lépe vystihuje
zévislost kvadratické regresni funkce

n = 172,4 — 4,169¢, linedrni regresni funkce nevystije kvalitné naméfena data.

n = 19,3 — 0,095t t, = 203, 6 [s]

v =0,00141 + 0,0022506t%, I = 0,9996, t = 21

y=288,32+ 191,54 - logx, [ = 0,96

y = 6,6939 + 1,6463z, T = 0,927577, y = 3, 7354 + 4, 8667z + 0, 24372, = 0, 93943
y = 0,655 - 009034 T — () 96
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