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Diplomová práce
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Anotace

NAVRÁTIL, PAVEL. Statistické vyhodnocenı́ experimentálnı́ch dat. České Budějovice:
Pedagogická fakulta Jihočeské univerzity, 2012.
Práce obsahuje teorii pravděpodobnosti a statistických souborů. Řešené a neřešené přı́-
klady z pravděpodobnosti, náhodné veličiny a rozdělenı́ náhodné veličiny, náhodného
vektoru, statistického souboru, regresnı́ a korelačnı́ analýzy. Neřešené úholy jsou s vý-
sledky.
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Abstract

NAVRÁTIL, PAVEL. Statistical interpretation of experimental data. České Budějovice:
Pedagogical faculty, 2012.
This thesis contains theory of probability and statistical sets. Solved and unsolved pro-
blems of probability, random variable and distributions random variable, random vector,
statistical sets, regression and correlation analysis. Unsolved problems contains soluti-
ons.

Keywords: probability, random variable, discrete distributions, continuous distribu-
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Poděkovánı́
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2.1 Jevová algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Úvod

Cı́lem mé diplomové práce bylo vytvořit studijnı́ text k předmětu Statistické vyhodno-
cenı́ experimentálnı́ch dat I. a II. Práce je určena studentům učitelstvı́ fyziky a měřı́cı́
a výpočetnı́ techniky, kteřı́ jsou seznámeni se základy problematiky zpracovánı́ experi-
mentálně určených dat a rozšiřujı́ si tyto znalosti.

Práce je obsahově rozdělena na osm kapitol. Z počátku se zabývá zopakovánı́m
kombinatorických problémů a pravděpodobnosti. Poté tyto znalosti rozšiřuje o zpraco-
vánı́ náhodné veličiny, náhodného vektoru a statistických souborů.

Práce je koncipována tak, aby student zı́skal základnı́ informace o teoretickém
výkladu. Na konci každého teoretického výkladu jsou řešené přı́klady, které čtenáři po-
mohou v řešenı́ úloh, které jsou pro kontrolu opatřeny výsledky.

Teoretické části této práce vycházejı́ z [1], [2] a [3]. Při sestavovánı́ neřešených úloh
jsem použil zdroje [2], [4], [5] a [6].

Práce je vysázená systémem LaTEX, konkrétně v online verzi TEXonWeb. Obrázky
a grafy jsou vytovřeny v programech GeoGebra 4 a Gimp.
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Kapitola 1

Kombinatorika

Nejprve zopakujeme látku ze střednı́ školy. Jedná se pouze o opakovánı́, proto si uve-
deme pouze definice a postup řešenı́ si připomeneme na několika řešených úlohách a k
procvičenı́ dané látky posloužı́ několik neřešených úloh s výsledky.

Nejprve budeme zkoumat skupiny prvků v nı́ž se jednotlivé prvky nemohou opa-
kovat. Tyto skupiny prvků nazveme skupiny bez opakovánı́. Pokračovat budeme skupi-
nami v nichž se prvky mohou opakovat, tyto skupiny nazýváme skupiny s opakovánı́m.

1.1 Základnı́ kombinatorická pravidla

1.2 Faktoriál

Tento symbol zavádı́me k ulehčenı́ výpočtů.

Definice 1.1 (Faktoriál) Pro každé přirozené čı́slo n definujeme:

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · (n− 1) · n

Vlastnosti 1.1

1. 0! = 1

2. Rozklad faktoriálu n! = n · (n− 1)!

3. Rozklad faktoriálu (n+ 1)! = (n+ 1) · n!

2



KAPITOLA 1. KOMBINATORIKA 3

Přı́klad 1.1 Zjednodušte výraz:

(n+ 2)!
n!

− 2
(n+ 1)!
(n− 1)!

+
n!

(n− 2)!

Řešenı́
Nejprve prozkoumáme jednotlivé zlomky. Je potřeba se rozhodnout, který ze členů

(čitatel, jmenovatel) je většı́. Většı́ z členů vždy rozložı́me tak, aby obsahoval stejný
faktoriál jako menšı́ člen. Poté už jen zkrátı́me stejné členy a provedeme zbylé algebraické
úpravy.

(n+ 2)!
n!

− 2
(n+ 1)!
(n− 1)!

+
n!

(n− 2)!
=

(n+ 2) · (n+ 1) · n!
n!

− 2
(n+ 1) · n · (n− 1)!

(n− 1)!
+

+
n · (n− 1) · (n− 2)!

(n− 2)!
=

= (n+ 2) · (n+ 1)− 2 · (n+ 1) · n+ n · (n− 1) =

= n2 + 3n+ 2− 2n2 − 2n+ n2 − n = 2

Úlohy:

1. Zjednodušte a určete podmı́nky:

1
n!
− n

(n+ 1)!
=

2. Zjednodušte a určete podmı́nky:

n

(n− 3)!
− 1

(n− 4)!
=

3. Zjednodušte a určete podmı́nky:

2 · n
2 − 16

(n+ 4)!
+

n2 + 5
(n+ 3)!

+
3

(n+ 2)!
=

4. Zjednodušte a určete podmı́nky:

2
n!
− 2n

(n+ 1)!
− 2n+ 4

(n+ 2)!
=



KAPITOLA 1. KOMBINATORIKA 4

5. Zjednodušte a určete podmı́nky:

(n− 1)!
3n!

+
n!

4 · (n+ 1)!
=

6. Zjednodušte a určete podmı́nky:

(n+ 5)!
(n+ 3)!

− 2 · (n+ 4)!
(n+ 2)!

+
(n+ 3)!
(n+ 1)!

=

7. Zjednodušte a určete podmı́nky:

(n+ 1)!
n!

+ 4 · (n+ 1)!
(n− 1)!

− 9n!
(n− 1)!

=

8. Rozhodněte, které z čı́sel A a B je většı́:

A = 70! + 73!

B = 71! + 72!

9. Dokažte, že platı́ nerovnost:
1000! + 1003!
1001! + 1002!

> 1

10. Dokažte, že platı́ rovnost:

n! · (n+ 1) + n · (n− 1)!− (n− 1)! ·
(
n2 + n

)
= n!

11. Řešte rovnici s neznámou n:

5 · (n+ 1)! = (n+ 2)!

12. Řešte rovnici s neznámou n:

(n+ 1)!− 16 · (n− 1)! = n!

13. Řešte rovnici s neznámou n:
10− 17n
(n+ 1)!

+
4

(n− 1)!
= 0

14. Řešte nerovnici s neznámou n:

72n! < (n+ 2)!

15. Řešte nerovnici s neznámou n:
n!

(n− 2)!
+ 24 ≥ 10n
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Řešenı́:

1. 1
(n+1)! , podmı́nka: n ≥ 0

2. 3
(n−4)! , podmı́nka: n ≥ 4

3. 1
(n+1)! , podmı́nka: n ≥ −2

4. 0, podmı́nka: n ≥ 0

5. 7n+4
12n2+12n , podmı́nka: n ≥ 1

6. 2, podmı́nka: n ≥ −1

7. (2n− 1)2, podmı́nka: n ≥ 1

8. A > B

11. n = 3

12. n = 4

13. n = 2

14. n > 7

15. n ∈ {2; 3} ∧ n ≥ 8
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1.3 Kombinačnı́ čı́sla

Definice 1.2 (Kombinačnı́ čı́slo) Pro všechna nezáporná celá čı́sla n a k, která splňujı́
podmı́nku k ≤ n platı́: (

n

k

)
=

n!
(n− k)! · k!

Vlastnosti 1.2 (Kombinačnı́ čı́sla)

1. Pro všechna nezáporná n, k jestliže k ≤ n platı́:(
n

n− k

)
=

(
n

k

)
Důkaz:(

n

n− k

)
=

n!
(n− (n− k))! · (n− k)!

=
n!

(n− n+ k)! · (n− k)!
=

n!
k! · (n− k)!

=

=
n!

(n− k)! · k!
=

(
n

k

)

2. Pro všechna přirozená n platı́: (
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1 (1.1)

Důkaz: (
n

0

)
=

n!
(n− 0)! · 0!

=
n!

n! · 0!
=

1
1 · 1

= 1(
n

n

)
=

n!
(n− n)! · n!

=
n!

0! · n!
=

1
1 · 1

= 1

3. Pro všechna přirozená n platı́: (
n

1

)
= n

Důkaz: (
n

1

)
=

n!
(n− 1)! · 1!

=
n · (n− 1)!
(n− 1)! · 1!

=
n

1 · 1
= n
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4. Jestliže n = k = 0 platı́: (
0
0

)
= 1 (1.3)

Důkaz: (
0
0

)
=

0!
(0− 0)! · 0!

=
0!

0! · 0!
=

1
1 · 1

= 1

5. Pro všechna nezáporná celá n, k jestliže k ≤ n platı́:(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1
k + 1

)
(1.4)

Důkaz:(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

n!
(n− k)! · k!

+
n!

(n− [k + 1])! · (k + 1)!
=

=
n!

(n− k) · (n− k − 1)! · k!
+

n!
(n− [k + 1])! · (k + 1) · k!

=

=
n!

(n− k) · (n− [k + 1])! · k!
+

n!
(n− [k + 1])! · (k + 1) · k!

=

=
n!

(n− [k + 1])! · k!
·
(

1
n− k

+
1

k + 1

)
=

=
n!

(n− [k + 1])! · k!
· k + 1 + n− k

(n− k) · (k + 1)
=

=
n!

(n− [k + 1])! · k!
· n+ 1

(n− k) · (k + 1)
=

=
n! · (n+ 1)

(n− k − 1)! · k! · (n− k) · (k + 1)
=

=
(n+ 1) · n!

(n− k) · (n− k − 1)! · (k + 1) · k!
=

=
(n+ 1)!

(n− k)! · (k + 1)!
=

(n+ 1)!
([n+ 1]− [k + 1])! · (k + 1)!

=

=

(
n+ 1
k + 1

)

Řešený přı́klad 1.1 Vyjádřete jednı́m kombinačnı́m čı́slem součty:

a.
(87
24

)
+
(87
64

)
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b.
(20
20

)
+
(25
24

)
+
(26
24

)
+
(27
24

)
Řešenı́:

Poznámka: Vyjádřenı́ výsledku pouze pomocı́ kombinačnı́ho čı́sla využı́váme
předevšı́m v přı́padě, že n ≥ k ≥ 69. Taková kombinačnı́ čı́sla běžná kalkulačka
nespočı́tá. Pokud bychom i přesto chtěli zı́skat celočı́selný výsledek využijeme k
výpočtu počı́tačový software např. tabulkový editor MS Office Excell, OpenOffice
CALC, MatLab, Maple, Mathematica, Derive, ...

a. Nejprve použijeme vlastnost 1.2-1. a poté 1.2-5.(
87
24

)
+

(
87
64

)
=

(
87
24

)
+

(
87

87− 64

)
=

(
87
24

)
+

(
87
23

)
=

(
88
24

)
b. Nejprve použijeme vlastnost 1.2-2. a poté 1.2-5.(

20
20

)
+

(
25
24

)
+

(
26
24

)
+

(
27
24

)
= 1 +

(
25
24

)
+

(
26
24

)
+

(
27
24

)
=

=

(
25
25

)
+

(
25
24

)
+

(
26
24

)
+

(
27
24

)
=

=

(
26
25

)
+

(
26
24

)
+

(
27
24

)
=

=

(
27
25

)
+

(
27
24

)
=

(
28
25

)
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Námět na samostatnou práci Najděte v Pascalově trojúhelnı́ku výše zmı́něné vlast-
nosti kombinačnı́ch čı́sel. (

1
0

)
(

1
0

) (
1
1

)
(

2
0

) (
2
1

) (
2
2

)
(

3
0

) (
3
1

) (
3
2

) (
3
3

)
(

4
0

) (
4
1

) (
4
2

) (
4
3

) (
4
4

)
(

5
0

) (
5
1

) (
5
2

) (
5
3

) (
5
4

) (
5
5

)
(

6
0

) (
6
1

) (
6
2

) (
6
3

) (
6
4

) (
6
5

) (
6
6

)
(

7
0

) (
7
1

) (
7
2

) (
7
3

) (
7
4

) (
7
5

) (
7
6

) (
7
7

)
...
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Úlohy:

1. Řešte rovnici s neznámou x: (
10
4

)
x =

(
12
6

)
2. Dokažte, že platı́ rovnost:[(

11
7

)]2
−
[(

10
7

)]
=

(
10
4

)
·
[(

10
6

)
+

1
3
·
(

6
5

)
·
(

10
3

)]
3. Dokažte, že platı́ rovnost:(

15
3

)
−
(

10
3

)
−
(

5
3

)
=

(
10
2

)
· 5 + 10 ·

(
5
2

)
4. Rozhodněte, které z čı́sel C a D je většı́:

C =

(
120
60

)
D =

(
120
61

)
5. Dokažte, že platı́ rovnost:

n3 = 6 ·
(
n

3

)
+ 6 ·

(
n

2

)
+

(
n

1

)
6. Dokažte, že platı́ rovnost:

3
2
·
(

3n− 1
n

)
=

(
3n
n

)
7. Zjednodušte a výsledek zapište jako kombinačnı́ čı́slo:(

10
1

)
+

(
10
0

)
+

(
11
9

)
=

8. Zjednodušte a výsledek zapište jako kombinačnı́ čı́slo:(
12
3

)
+

(
4
3

)
−
(

12
9

)
=
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9. Zjednodušte a výsledek zapište jako kombinačnı́ čı́slo:(
3
3

)
+

(
4
3

)
+

(
5
3

)
+

(
6
3

)
=

10. Zjednodušte a výsledek zapište jako kombinačnı́ čı́slo:

n!
(n− k)! · k!

+
n!

(n− k + 1)! · (k − 1)!
=

11. Řešte rovnici s neznámou x:(
6
3

)
= 2 ·

[
x+

(
5
1

)]
+

1
2
·
(

4
3

)
12. Řešte rovnici s neznámou x:[

x+

(
1
1

)]
·
[
x−

(
2
2

)]
=

(
3
0

)
+

(
3
1

)
+

(
3
2

)
+

(
3
3

)
13. Řešte rovnici s neznámou x:[(

x

2

)]2
− 2 ·

(
6
5

)
·
(
x

2

)
−
(

7
3

)
−
(

5
3

)
= 0

14. Řešte rovnici s neznámou x: (
8
x

)
=

(
8
5

)
15. Řešte rovnici s neznámou x: (

10
x

)
= 45

16. Řešte rovnici s neznámou x:(
x

1

)
+

(
x− 3
x− 4

)
= 2x− 3

17. Řešte rovnici s neznámou x:(
x− 1
x− 3

)
− 2 ·

(
x− 2
x− 4

)
= 0

18. Řešte nerovnici s neznámou x: (
x+ 1
x

)
+ 2x < 50
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Řešenı́:

1. x = 22
5

4. C > D

7.
(12
2

)
8.
(4
3

)
9.
(7
4

)
10.

(
n+1
k

)
11. x = 4

12. x1 = 3, x2 = −3

13. x = 6

14. x1 = 5, x2 = 3

15. x1 = 2, x2 = 8

16. x ≥ 4

17. x = 5

18. x < 49
3
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1.4 Skupiny bez opakovánı́

Skupiny bez opakovánı́ ještě můžeme rozdělit na dvě malé podskupiny a to podle toho,
jestli nám záležı́ na pořadı́ prvků nebo ne.

Definice 1.3 (Variace) K-členná variace z n prvků je uspořádaná k-tice sestavená z
těchto prvků tak, že každý se v nı́ vyskytuje nejvýše jednou.

Definice 1.4 (Počet variacı́) Počet všech variacı́ k-té třı́dy z n různých prvků je dán
vztahem.

Vk (n) =
n!

(n− k)!
= n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1) (1.5)

Nejlépe si definici objasnı́me na přı́kladu.

Řešený přı́klad 1.2 Na houpačku máme umı́stit tři různá závažı́. Na výběr máme pět
kusů závažı́ o různých hmotnostech označı́me je m1, m2, m3, m4 a m5. Určete:

a. počet všech možnostı́ jak můžeme na houpačku tato závažı́ rozložit,

b. počet všech možnostı́ jestliže chceme aby na houpačce bylo závažı́ m1,

c. v kolika přı́padech se nevyskytuje závažı́ m1.

Řešenı́

a. Můžeme zvolit dvě různé strategie řešenı́, ukážeme si obě dvě.

1. Máme umı́stit tři závažı́ na houpačku. Na pomyslné prvnı́ mı́sto vybı́ráme
z pěti závažı́, na druhém mı́stě se již nemůže opakovat závažı́ zvolené na
prvnı́ mı́sto, protože jsme měli pouze jedno. To znamená výběr je již pouze ze
čtyř závažı́. Na třetı́m mı́stě rozhodně nebude závažı́ z prvnı́ho ani druhého
mı́sta, proto vybı́ráme pouze ze třı́ závažı́. Počet všech možných uspořádánı́
je:

5 · 4 · 3 = 60

Poznámka: Tento způsob řešenı́ je nevyhovujı́cı́ při určovánı́ počtu všech
skupin, kde se vyskytuje vı́ce prvků.
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2. Druhý způsob. Máme umı́stit tři závažı́ z nichž se ani jedno neopakuje a
záležı́ na jejich pořadı́. Na výběr máme pět závažı́. To znamená, že tvořı́me
3-člennou variaci bez opakovánı́ z 5-ti prvků.

V3 (5) =
5!

(5− 3)!
=

5!
3!

=
5 · 4 · 3 · 2!

2!
= 60

b. Chceme aby závažı́ m1 bylo na houpačce. Toto závažı́ můžeme umı́stit na tři
různé pozice, protože na pořadı́ závažı́ záležı́ je nutné nejprve vybrat počet všech
možnostı́ jak umı́stit závažı́ m1. Na toto závažı́ máme tři volná mı́sta, jejich počet
je dán:

V1 (3) =
3!

(3− 1)!
=

3!
2!

= 3.

Na zbylá dvě mı́sta můžeme vybı́rat ze čtyř závažı́ na jejichž pořadı́ záležı́ a počet
těchto možnostı́ zı́skáme takto

V2 (4) =
4!

(4− 2)!
=

4!
2!

= 12.

Oba výběry na sobě závisı́, proto celkový počet možných výběrů zı́skáme takto:

V1 (3) · V2 (4) = 3 · 12 = 36.

Celkem máme 36 možnostı́ jak rozmı́stit závažı́.

c. Stejně jako v přı́padě a. máme dvě možnosti jak k danému přı́padu přistupovat.

1. Určı́me počet možnostı́ rozmı́stěnı́ závažı́ mezi nimiž nenı́ to co jsme označili
m1. Vybı́ráme ze čtyř závažı́, na jejichž pořadı́ záležı́, které můžeme umı́stit
na tři mı́sta. Počet těchto možnostı́ je dán takto:

V3 (4) =
4!

(4− 3)!
=

4!
1!

= 24.

2. Druhá možnost je využitı́ předchozı́ch dvou výpočtů. Chceme počet všech
výběrů v nichž se nevyskytuje závažı́ m1. Vı́me, že počet všech výběrů bez
omezenı́ je V3 (5), počet všech možnostı́ se závažı́mm1 je V1 (3) ·V2 (4). Z celko-
vého počtu všech výběrů odstranı́me ty co našemu předpokladu nevyhovujı́,
tedy:

V3 (5)− V1 (3) · V2 (4) = 60− 36 = 24.

Počet možnostı́ jak vybrat závažı́ mezi nimiž nenı́ m1 je 24.
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Řešený přı́klad 1.3 Určete počet prvků tak, aby počet pětičlenných variacı́ z nich
vytvořených byl 30-krát většı́ než počet třı́členných variacı́.

Řešenı́:

V5 (n) = 30 · V3 (n)
n!

(n− 5)!
= 30 · n!

(n− 3)!
n · (n− 1) · (n− 2) · (n− 3) · (n− 4) · (n− 5)!

(n− 5)!
= 30 · n · (n− 1) · (n− 2) · (n− 3)!

(n− 3)
n · (n− 1) · (n− 2) · (n− 3) · (n− 4) = 30 · n · (n− 1) · (n− 2)

(n− 3) · (n− 4) = 30

n2 − 7n+ 12− 30 = 0

n2 − 7n− 18 = 0

n1,2 =
7±

√
(−7)2 − 4 · 1 · (−18)

2

n1,2 =
7±
√

121
2

n1,2 =
7± 11

2
n1 = 9

n2 = −2 /∈ N

Výsledkem je pouzen1 = 9, protožen2 = −2 nenı́ přirozené čı́slo. Nelze vytvořit skupinu
o minus dvou prvcı́ch!

Úlohy:

1. Tři studenti VŠ jdou na oběd do menzy. V menze je následujı́cı́ výběr: nápoje - ne-
slazený čaj, slazený čaj, sirup, nealkoholické pivo, pomerančový džus a minerálnı́
vodu. Polévky: česneková, bramborová, slepičı́ a hrachová. Hlavnı́ jı́dlo: sekaná
pečeně, svı́čková omáčka, rajská omáčka, vepřový řı́zek, kuřecı́ řı́zek a pečené
kuře. Přı́loha: vařené brambory, vařená rýže, bramborové hranolky, bramborové
krokety a zeleninová obloha. Dezert: borůvkový, broskvový, jablečný a jahodový
koláč.Ani jeden student nechce mı́t k obědu stejné jı́dlo jako ostatnı́.

a. Rozhodněte kolik nejvýše možnostı́ majı́ na výběr.
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b. Rozhodněte kolik možnostı́ studenti majı́ jestliže prvnı́ z nich nejı́ bramboro-
vou polévku, vepřový řı́zek a jablečný koláč.

2. Pedagogický sbor tvořı́ 7 žen a 4 muži. Určete kolika způsoby lze vybrat zástupce
předmětové komise:

a. předsedu, mı́stopředsedu, zapisovatele, jednatele a pokladnı́ka,

b. daných pět zástupců tak, aby předseda byla žena a jednatel byl muž,

c. zástupce tak, aby nejvýše dva byli muži,

d. zástupce tak, aby alespoň jeden byla žena.

3. Určete počet všech možnostı́ jak se student VŠ může obléknout na zkoušku, jestliže
má na výběr tři páry společenské obuvi, dva obleky, šest košil a osm kravat.

4. Kolik různých přirozených čtyřciferných čı́sel s různými ciframi lze sestavit z cifer
1, 2, 3, 4, 5? Kolik z nich je dělitelných 5? Kolik z nich je lichých?

5. Určete počet všech přirozených čı́sel většı́ch než 2000, v jejichž zápisech se vyskytujı́
cifry 1, 2, 4, 6, 8, a to každá nevjvýše jednou.

6. Z kolika prvků lze vytvořit 992 variacı́ druhé třı́dy bez opakovánı́?

7. Zvětšı́-li se počet prvků o 5, zvětšı́ se počet variacı́ druhé třı́dy bez opakovánı́
vytvořených z těchto prvků o 1170. Určete původnı́ počet prvků.

8. Zmenšı́-li se počet prvků o 27, zmenšı́ se počet variacı́ druhé třı́dy bez opakovánı́
vytvořených z těchto prvků desetkrát. Určete původnı́ počet prvků.



KAPITOLA 1. KOMBINATORIKA 17

Řešenı́:

1. a. 2880, b. 1350

2. a. 55440, b. 14112, c. 8400, d. 5614

3. 288

4. 72

5. 216

6. 32

7. n = 115

8. 40
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Definice 1.5 (Permutace - variace) Permutace z n prvků je každá n-členná variace z
těchto prvků.

Definice 1.6 (Permutace - počet) Počet všech permutacı́ z n prvků je dán takto:

P (n) = n! (1.6)

Definice 1.7 (Permutace) Permutace z n prvků je uspořádaná n-tice sestavená z těchto
prvků tak, že se v nı́ každý prvek vyskytuje právě jednou.

Řešený přı́klad 1.4 Určete kolika způsoby se mohou studenti VŠ (Andrea, Eliška,
Jiřı́, Karel a Marek) posadit na zadnı́ sedadlo autobusu (5 mı́st) jestliže:

a. každý student si může sednou na mı́sto jaké chce,

b. Eliška a Jiřı́ chtějı́ sedět vedle sebe,

c. Andrea a Marek chtějı́ sedět vedle sebe a Karel chce sedět u okna.

Řešenı́:

a. Obsazujeme pět sedadel, tedy tvořı́me pětičlennou skupinu a obsazujeme ji pěti
studenty, tedy pěti prvky. Studenty rozlišujeme podle jména, tedy jedná se o uspo-
řádanou pětici. Na základě těchto znalostı́ rozhodneme, že se jedná o permutace
(bez opakovánı́). Počet všech možnostı́ tedy vypadá takto:

P (5) = 5! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120

Existuje 120 způsobů jak se mohou studenti posadit.

b. Dva studenti chtějı́ sedět vedle sebe a ostatnı́m nezáležı́ na tom vedle koho budou
sedět. Nejprve vybereme kolika způsoby se mohou danı́ dva studenti vedle sebe
posadit. Vybı́ráme dvojici sedadel, tedy tvořı́me dvoučlennou skupinu a obsazu-
jeme ji dvěma studenty, tedy dvěma prvky. Studenty rozlišujeme podle jména, to
znamená, že se jedná o uspořádanou dvojici. Na základě těchto znalostı́ rozhod-
neme, že se jedná o permutace (bez opakovánı́). Počet možnostı́ vypadá takto:

P (2) = 2! = 2 · 1 = 2
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Poznámka: Možnost usazenı́ Elišky a Jiřı́ho můžeme určit také logickou zkuše-
nostı́, kdy můžeme usadit bud’ dvojici Eliška a Jiřı́ nebo Jiřı́ a Eliška. Je tedy jasné,
že máme dvě možnosti jak tyto dva studenty usadit.

Zatı́m jsme rozhodli pouze o způsobu rozsazenı́ daných dvou studentů, ale ne-
rozhodli jsme o jejich pozici na pětičlenném sedadle. Dvě nynı́ obsazená mı́sta
můžeme myšlenkově spojit a tı́m i studenty na nich sedı́cı́. Celkový počet sedadel
se snı́žil z pěti na čtyři a počet studentů se také snı́žil z pěti na čtyři. Počet těchto
možnostı́ je:

P (4) = 4! = 4 · 3 · 2 · 1 = 24

Teprve po výběru usazenı́ dvojice Eliška, Jiřı́ vybereme jejich umı́stěnı́ na seda-
dlech, proto kombinatorické pravidlo součinu (druhý výběr nezávisı́ na prvnı́m
výběru):

P (2) · P (4) = 2 · 24 = 48

Existuje 48 způsobů jak se mohou studenti posadit tak, aby Eliška a Jiřı́ seděli vedle
sebe.

c. Chceme aby jeden student seděl na kraji sedačky. V zadánı́ ovšem nenı́ řečeno
na kterém. Můžeme ho tedy posadit na dva okraje V (1; 2). Můžeme řı́ci, že jsme
tohoto studenta již pevně usadili. Dále máme usadit dvojici studentů stejným
způsobem jako v přı́padě b.. Postup proto uvedeme ve zkrácené verzi. Existuje
právě P (2) možnostı́ jak usadit tyto dva studenty mezi sebou. Celkový počet
mı́st i studentů se již snı́žil z původnı́ch pěti na čtyři (usazenı́m studenta na okraj
sedačky). Dále tento počet snı́žı́me myšlenkovým spojenı́m dvou mı́st a dvojicı́
studentů. Počet mı́st i studentů se tedy snı́žil na tři, proto je počet možnostı́ P (3).
Jednotlivé výběry na sobě závisı́, proto znovu kombinatorické pravidlo součinu.
Celkový počet možnostı́:

V (1; 2) · P (2) · P (3) =
2!

(2− 1)! · 1!
· 2! · 3! = 2 · 2 · 3 = 12

Existuje 12 způsobů jak se mohou studenti posadit tak, aby Andrea a Marek seděli
vedle sebe a Karel seděl u okna.
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Úlohy:

1. Kolika způsoby lze postavit 20 výrobků do řady?

2. Kolika způsoby lze postavit do řady vedle sebe do skřı́ně 15 různých rezistorů?

3. Kolika způsoby lze postavit do řady na polici 10 různých žárovek a 5 LED diod
tak, že nejprve budou žárovky a vedle nich diody.

4. Kolik různých devı́ticiferných čı́sel s různými ciframi lze sestavit z cifer 1 až 9?
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Řešenı́:

1. 2, 432 · 1015

2. 15!

3. 435456000

4. 362880
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Definice 1.8 (Kombinace) K-členná kombinace z n prvků je neuspořádaná k-tice sesta-
vená z těchto prvků tak, že se v nı́ každý prvek vyskytuje nejvýše jednou.

Definice 1.9 (Kombinace - počet) Počet Ck (n) všech k-členných kombinacı́ z n prvků
je:

Ck (n) =

(
n

k

)
=

n!
(n− k)! · k!

(1.7)

Nejlépe si definici objasnı́me na přı́kladu.

Řešený přı́klad 1.5 Do paralelnı́ho elektrického obvodu chceme zařadit čtyři žá-
rovky. Na vı́běr máme 7 různých žárovek, dvě z nich nesvı́tı́. Určete:

a. počet všech možnostı́ jak čtyři žárovky zapojit,

b. počet možnostı́ jak žárovky zapojit, jestliže chceme aby právě jedna žárovka ne-
svı́tila,

c. počet možnostı́ jak žárovky zapojit, jestliže chceme aby nejvýše jedna žárovka
nesvı́tila,

d. počet možnostı́ jak žárovky zapojit, jestliže chceme aby alespoň jedna žárovka
nesvı́tila.

Řešenı́:
Máme obsadit čtyři mı́sta, to znamená, vybı́ráme čtveřice. Na výběr máme sedm žárovek,
to znamená, máme sedm prvků. Jedná se o skupinu bez opakovánı́ v nı́ž nezáležı́ na
pořadı́. Určujeme kombinace bez opakovánı́.

a. Chceme zjistit počet všech možných zapojenı́. Hledáme čtveřice ze sedmi prvků,
jejich počet je:

C4 (7) =

(
7
4

)
=

7!
(7− 4)! · 4!

=
7!

3! · 4!
= 35.

Počet všech možných zapojenı́ žárovek je 35.

b. Chceme zjistit počet všech zapojenı́ v nichž jedna žárovka nesvı́tı́. Nejprve vybe-
reme žárovku co nesvı́tı́. Dvě jsou rozbité a vybı́ráme právě jednu:

C1 (2) =
2!

1! · 1!
= 2
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Vybereme zbývájı́cı́ tři žárovky pouze z nepoškozených.

C3 (5) =
5!

2! · 3!
= 10

Celkem je tedy počet možnostı́:

C1 (2) · C3 (5) = 2 · 10 = 20

c. Chceme zjistit počet všech zapojenı́ v nichž svı́tı́ všechny žárovky nebo právě jedna
nesvı́tı́. Určı́me počet zapojenı́ v nichž svı́tı́ všechny žárovky a využijeme předchozı́
část při určovánı́ počtu možnostı́ zapojenı́ v nichž právě jedna žárovka nesvı́tı́.
Pokud majı́ svı́tit všechny žárovky, znamená to, že vybı́ráme z pěti nepoškozených
žárovek čtveřici.

C4 (5) =
5!

1! · 4!
= 5

Celkem je pak možnostı́:

C4 (5) + C1 (2) · C3 (5) = 5 + 20 = 25

d. Chceme zjistit počet všech zapojenı́ v nichž nesvı́tı́ právě jedna nebo dvě žárovky.
Počet zapojenı́ v nichž nesvı́tı́ jedna žárovka jsme už v předchozı́m určili. Musı́me
už jen určit počet zapojenı́ v nichž nesvı́tı́ dvě žárovky.

C2 (2) · C2 (5) =
2!

0! · 2!
· 5!

3! · 2!
= 1 · 10 = 10

Celkem je pak možnostı́:

C1 (2) · C3 (5) + C2 (2) · C2 (5) = 20 + 10 = 30
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Úlohy:

1. Ve třı́dě je 30 studentů. Kolika způsoby lze vybrat čtveřici na zkoušenı́?

2. Na běžecké trati závodı́ 8 sportovců. Do dalšı́ho kola postupujı́ prvnı́ tři závodnı́ci.
Kolika způsoby můžeme vybrat postupujı́cı́ trojici?

3. Kolika způsoby lze 4 kondenzátory a 8 rezistorů zapojit do dvou složených obvodů
střı́davého proudu tak, aby v každém obvodu byly dva kondenzátory a 4 rezistory?

4. Ve skupině je 20 studentů, každý student má jiné jméno. Je mezi nimi je Jan a Jana.
Kolika způsoby lze vybrat 8 studentů tak, aby mezi vybranými

a. byl Jan,

b. nebyl Jan,

c. byl Jan a Jana,

d. byl alespoň jeden z dvojice Jan a Jana,

e. byl nejvýše jeden z dvojice Jan a Jana,

f. nebyl Jan ani Jana.

5. V krabici je 10 multimetrů, z nichž jsou právě tři vadné. Kolika způsoby lze vybrat
5 multimetrů tak, aby

a. žádný nebyl vadný,

b. právě jeden byl vadný,

c. nejvýše jeden byl vadný,

d. právě dva byly vadné,

e. nejvýše dva byly vadné,

f. alespoň dva byly vadné.

6. Z kolika prvků lze vytvořit 990 kombinacı́ durhé třı́dy bez opakovánı́?

7. Zvětšı́-li se počet prvků o 4, zvětšı́ se počet kombinacı́ druhé třı́dy bez opakovánı́
vytvořených z těchto prvků o 30. Určete původnı́ počet prvků.
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Řešenı́:

1. 27405

2. 56

3. 420

4. a. 50388, b. 75582, c. 18564, d. 82212, e. 107406, f. 43758

5. a. 21, b. 105, c. 126, d. 105, e. 231, f. 126

6. n = 45

7. n = 6
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1.5 Skupiny s opakovánı́m

Definice 1.10 (Variace s opakovánı́m) K-členná variace z n prvků, je uspořádaná k-tice
sestavená z těchto prvků tak, že se v nı́ každý prvek vyskytuje nejvýše k-krát. Na pořadı́
prvků záležı́.

Definice 1.11 (Počet variacı́ s opakovánı́m) Počet všech variacı́ k-té třı́dy s opakovánı́m
z n různých prvků je dán vztahem.

V ∗k (n) = nk (1.8)

Poznámka: Všimněte si, že již nenı́ dána podmı́nka n ≥ k, právě proto, že se jednotlivé
prvky se mohou opakovat.

Definice 1.12 (Permutace s opakovánı́m) Permutace s opakovánı́m je každá taková uspo-
řádanán-tice znprvků, v nı́ž se každý prvek vyskytuje alespoň jednou. Na pořadı́ prvků
záležı́.

Definice 1.13 (Počet permutacı́ s opakovánı́m) Počet všech permutacı́ s opakovánı́m z
n prvků je dán takto:

P ∗n1,n2,...,nk (n) =
(n1 + n2 + . . .+ nk)!
n1! · n2! · . . . · nk!

=
n!

n1! · n2! · . . . · nk!
(1.9)

Kde čı́sla n1, n2, . . . , nk označujı́ počet opakovánı́ jednotlivých prvků.

Definice 1.14 (Kombinace s opakovánı́m) je neuspořádaná k-tice z n prvků, kde se
každý prvek vykytuje nejvýše k-krát a nezáležı́ na pořadı́ prvků.

Definice 1.15 (Počet kombinacı́ s opakovánı́m) Pro všechna přirozená n a k je počet
kombinacı́ s opakovánı́m dán takto:

C∗k (n) =

(
n+ k = 1

k

)
=

(n+ k − 1)!
(n− 1)! · k!

(1.10)

Řešený přı́klad 1.6 Kolik pěticiferných čı́sel lze sestavit z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
jestliže se cifry mohou opakovat?
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Řešenı́:
Počet všech pěticiferných čı́sel, které můžeme sestavit je dán takto:

V ∗5 (8) = 85 = 32768

Takto vytvořená čı́sla obsahujı́ i čı́sla, která začı́najı́ jednou i vı́ce nulami. Taková čı́sla
ale nepovažujeme za pěticiferná. Musı́me je proto z počtu všech čı́sel odstranit. Nebo
zvolı́me méně náročný postup při určenı́ počtu všech pěticiferných čı́sel.
Na prvnı́ pozici nechceme nulu, proto zvolı́me prvnı́ pozici tak, aby nulu nemohla nabýt.
U ostatnı́ch pozic na cifře a jejı́m opakovánı́ nezáležı́.

V1 (7) · V ∗4 (8) =
7!
6!
· 84 = 28672

Řešený přı́klad 1.7 Kolik osmiciferných čı́sel lze sestavit tak, aby se cifra 2 v zápisu
opakovala třikrát, cifra 4 dvakrát a cifra 7 třikrát?
Řešenı́:
Máme určit osmiciferfné čı́slo, které má být sestaveno z konkrétnı́ho počtu opakujı́cı́ch se
cifer jejichž počet je stejný jako stupeň skupiny, kterou máme určit. Jedná se o permutace
s opakovánı́m.

P ∗2;3;3 (8) =
(2 + 3 + 3)!

2! · 3! · 3!
=

40320
2 · 6 · 6

= 560

Řešený přı́klad 1.8 Kolika způsoby lze vybrat šest závažı́, jestliže máme k dispozici
pouze závažı́ o třech hmotnostech v dostatečném množstvı́?
Řešenı́:
Na pořadnı́ vybı́raných závažı́ nezáležı́ a mohou se opakovat, proto se jedná o kombinaci
s opakovánı́m, kde vybı́ráme šestici ze třı́ druhů.

C∗6 (3) =

(
3 + 6− 1

6

)
=

8!
2! · 6!

= 28



KAPITOLA 1. KOMBINATORIKA 28

Úlohy:

1. Kolik značek Morseovy abecedy lze sestavit z teček a čárek, vytvářı́me-li skupiny
o jednom až čtyřech prvcı́ch?

2. Ze sedmi prvků jsme vytvořili 2401 variacı́ s opakovánı́m stejné třı́dy. Kolik prvků
obsahuje jedna variace?

3. Kolik různých hodů můžeme provést dvěma nebo třemi různobarevnými kost-
kami?

4. Kolik pěticiferných čı́sel lze sestavit z cifer 1, 2, 5, 7, 8, 9, jesliže se cifry mohou
opakovat?

5. Kolika způsoby lze uspořádat deset knih v knihovně, kde 4 z nich jsou romány, 3
jsou poezie, 2 encyklopedie a jedna je učebnice.

6. Kolik různých permutacı́ lze vytvořit použitı́m všech pı́smen slov: STATISTIKA,
MATEMATIKA, FYZIKA.

7. Přı́stupový kód do trezoru je tvořen posloupnostı́ třı́ pı́smen a čtyř čı́slic. Kolik
různých kódů je možné sestavit, jestliže k dispozici je 28 pı́smen a 10 čı́slic.

8. Kolik přirozených čı́sel lze sestavit z čı́slic:

a. 2; 4; 6; 8; 9, sestavené čı́slo bude trojciferné,

b. 9; 7; 5, sestavené čı́slo bude pěticiferné.

9. Kolika způsoby lze koupit v prodejně 5 sešitů, majı́-li 3 druhy sešitů.

10. V laboratoři fyziky je 12 druhů diod. Kolika způsoby si můžeme vybrat šest diod,
nebo čtyři různé diody?
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Řešenı́:

1. 30

2. 4

3. 36; 216

4. 7776

5. 12600

6. 75600; 151200; 720

7. 219520000

8. 125; 243

9. 21

10. 12376; 495



Kapitola 2

Pravděpodobnost

Ještě než zavedeme samotnou definici pravděpodobnosti je potřeba zavést základnı́
pojmy.

2.1 Jevová algebra

Nejjednoduššı́m pojmem, který zavedeme je Náhodný pokus dále jen pokus. Tı́mto
pojmem popisujeme děj nebo činnost, kterou provedeme v předem připravených pod-
mı́nkách at’už tı́m myslı́me prostor laboratoře nebo libovolný prostor mimo laboratoř.
Pro relevantnost jakéhokoli pokusu je nutné, aby byl pokus znovu opakovatelný. Tedy
vyžadujeme takové podmı́nky průběhu, které je možné znovu nastavit. Pokusy můžeme
rozlišit podle aktivit pozorovatele takto:

• Ovlivňuje-li pozorovatel pokus tı́m, že sám připravı́ podmı́nky pokusu. Tı́m mys-
lı́me např. zapojenı́ elektrického obvodu, přı́pravu mechanické, termodynamické,
optické soustavy k měřenı́ daného fyzikálnı́ho (biologického, chemického) zákona
nebo děje. Potom takový pokus nazýváme experiment = je řı́zený pozorovatelem.

• Snažı́-li se pozorovatel co nejméně podmı́nky pokusu ovlivnit a pouze registrovat
daný děj a zaznamenávat data, např. volný pád těles - listy stromů, kapky deště,
atd. Potom takový pokus nazýváme pozorovánı́ = co největšı́ eliminace zásahů
pozorovatele.

Definice 2.1 (Jev) Jako jev označujeme daný výsledek pokusu. Tı́mto pojmem ovšem
označujeme pouze výsledky u nichž má smysl uvažovat o tom zda nastal nebo nenastal
a zároveň i jeho důsledky.

30
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Dále budeme pracovat s pojmem hromadný jev, kterým rozumı́me takové výsledky
pokusů, které můžeme teoreticky nekonečně-krát opakovat nebo pozorovat. Popřı́padě
se jedná o výsledky měřenı́, které zı́skáme z předmětů stejného druhu.

Definice 2.2 (Jistý jev) Mějme pokus jehož podmı́nky nastavı́me tak, že sledovaný jev
vždy nastane. Potom takový jev nazveme jev jistý. Jistý jev značı́me I .

Definice 2.3 (Nemožný jev) Mějme pokus jehož podmı́nky nastavı́me tak, že sledovaný
jev nikdy nenastane. Potom takový jev nazveme nemožný jev. Nemožný jev značı́me ∅.

Definice 2.4 (Náhodný jev) Mějme pokus a jeho podmı́nky nastavı́me tak, že jev může,
ale nemusı́ nastat. Potom takový jev nazveme náhodný jev. Náhodný jev značı́me vel-
kými pı́smeny A, B, C.

Vzhledem k tomu, že většinou zı́skáme vı́ce náhodných jevů, mluvı́me potom o
množině jevů Ω. Na takové množině poté můžeme zavést některé relace a operace.

Definice 2.5 (Dı́lčı́ jev) Mějme dva jevy A aB. Řı́káme, že jev A je dı́lčı́ jev jevu B, nebo
jev B obsahuje jev A. Značı́me A ⊂ B. Tedy jev B nastane vždy, když nastane jev A.

Poznámka: Jev B nazýváme nadjev a jev A nazýváme dı́lčı́ jev.

Definice 2.6 (Ekvivalence jevů) Mějme dva jevy A a B. Jev A je ekvivalentnı́ jevu B,
jestliže jevA nastane právě tehdy a jen tehdy, když nastane jevB a platı́A ⊂ B aB ⊂ A.
Značı́me A⇔ B nebo A = B.

Definice 2.7 (Opačný jev) Mějme dva jevy A a Ā. Řekneme, že jev Ā je opačný k jevu
A, jestliže nastane jev Ā a zároveň nenastane jev A. Značı́me Ā = Ω− A.

Definice 2.8 (Součet jevů) Mějve dva jevy A a B. Součtem jevů A a B nazveme takový
jev, který nastane právě tehdy, když nastane alespoň jeden z jevů A nebo B. Značı́me
A ∪B nebo A+B.

Definice 2.9 (Rozdı́l jevů) Mějme dva jevyA aB. Rozdı́lem jevůA aB nazveme takový
jev, který nastane právě tehdy, když nastane jev A a současně nenastane jev B. Značı́me
A−B.
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Definice 2.10 (Součin jevů) Mějme dva jevy A a B. Součinem jevů A a B nazveme
takový jev, který nastane právě tehdy, když nastanou jevy A a B současně. Značı́me
A ·B nebo A ∩B.

Definice 2.11 (Disjunktnı́ (neslučitelené) jevy) Mějme jevy A a B. Jevy A, B nazveme
disjunktnı́, jestliže oba jevy nemohou nastat současně. Značı́me A · B = 0. Řı́káme,
že jevy A a B se vzájemně vylučujı́. Obecně pak řekneme, že jevy A1, A2, . . . , An jsou
disjunktnı́ (vzájemně neslučitelné), jesltiže pro každé dva jevy Ai, Aj platı́ Ai · Aj = 0,
kde i 6= j a i, j = 1, 2, . . . , n.

Definice 2.12 (Rozpad jevu) Mějme množinu jevů A1, A2, . . . , An a jev B. Řekneme, že
jev B se rozpadá na dı́lčı́ jevy jevy A1, A2, . . . , An, jestliže pro každé dva jevy Ai, Aj platı́
Ai · Aj = 0, kde i 6= j a i, j = 1, 2, . . . , n.

Definice 2.13 (Elementárnı́ jev) Elementárnı́m jevem nazveme takový jev, který se ne-
rozpadá na dı́lčı́ jevy a značı́me jej E.

Definice 2.14 (Úplná soustava disjunktnı́ch jevů) Úplná soustava disjunktnı́ch jevů je
taková množina jevů, pro kterou platı́, že aspoň jeden jev nastane. Platı́
A1 + A2 + . . .+ An = I .

Pro nynı́ definované relace a operace s jevy uvedeme ješte základnı́ vlastnosti:

Vlastnosti 2.1

Mějme libovolné jevy A, B, C.

1. Relace část je reflexivnı́, antisymetrická a tranzitivnı́:

a. A ⊂ A,

b. A ⊂ B ⇒ B ⊃ A,

c. A = B ∧B = C ⇒ A ⊂ C.

2. Relace ekvivalence je reflexivnı́, symetrická a tranzitivnı́:

a. A = A,

b. A = B ⇒ B = A,
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c. A = B ∧B = C ⇒ A = C.

3. Operace součet je komutativnı́ a asociativnı́:

a. A+B = B + A,

b. (A+B) + C = A+ (B + C).

4. Operace násobenı́ je komutativnı́ a asociativnı́:

a. A ·B = B · A,

b. (A ·B) · C = A · (B · C).

5. Distributivnı́ zákony:

a. (A+B) · C = A · C +B · C ,

b. A ·B + C = (A+ C) · (B + C) .

6. Idempotence

a. A+ A = A,

b. A · A = A.

7. Dvojı́ negace A = A.

8. De Morganovy zákony:

a. A+B = Ā · B̄,

b. A ·B = Ā+ B̄.

9. Absorpce:

a. A+ A ·B = A,

b. A · (A+B) = A.

10. Vlastnosti opačného, nemožného a jistého jevu:
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a. A+ Ā = I ,

b. A · Ā = 0,

c. A+ 0 = A,

d. A · 0 = 0,

e. A+ I = I ,

f. A · I = A.

Definice 2.15 (Borelovské jevové pole) Borelovské jevové pole β je množina jevů
A1, A2, . . . , An, . . ., které splňujı́:

a) operace součet na množině β je uzavřená,

b) operace součin na množině β je uzavřená,

c) operace opačný jev na množině β je uzavřená,

d) navı́c splňujı́ předchozı́ch pět prvnı́ch vlastnostı́.

Dále si uvedeme základnı́ vlastnosti borelovského jevového pole:

Vlastnosti 2.2

1. Jev jistý patřı́ do jevového pole I ∈ β.

2. Mějme jev A, který je prvkem jevového pole β. Platı́, že jev Ā opačný k jevu A je také prvkem
jevového pole β:

A ∈ β ⇒ Ā ∈ β.

Speciálně pro jistý jev:
I ∈ β ⇒ ∅ ∈ β.

3. Mějme množinu jevového pole A1, A2, . . . , An, . . . ∈ β. Potom musı́ platit, že:

A1 + A2 + . . .+ An + . . . ∈ β

A1 · A2 · . . . · An · . . . ∈ β.
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Pro lepšı́ pochopenı́ těchto vlastnostı́ si připomeneme co znamená pojem uzavřená
operace vzhledem k množině

• pro sčı́tánı́ tento pojem můžeme zjednodušeně vysvětlit takto: součet libovolných
prvků množiny musı́ být prvkem dané množiny.

• pro násobenı́ je vysvětlenı́ analogické: součin libovolných prvků množiny musı́
být prvkem dané množiny.

2.2 Pravděpodobnost

Historický vývoj pravděpodobnosti můžeme vysledovat téměř u každé rozvı́jejı́cı́ se
společnosti, u které se můžeme setkat s hrami, v mnoha přı́padech předevšı́m s ha-
zardnı́ hrou. Mezi prvnı́mi významnými zástupci můžeme jmenovat předevšı́m dvě
jména Pierre de Fermat a Blaise Pascal, kteřı́ se pravděpodobnostı́ jako matematickým
problémem zabývali ve své korespondenci týkajı́cı́ se právě hazardnı́ch her a jiných
kombinatorických problémů. O dalšı́ rozvoj a matematický popis pravděpodobnosti
se mimo jiných významně zasloužili Christian Huygens, Abraham de Moivre a Jacob
Bernoulli. Za jednoho z nejvýznamnějšı́ch zástupců je dnes považován Pierre-Simon
Laplace, který ve svém dı́le shrnul dosavadnı́ poznatky jeho předchůdců a dále je roz-
pracoval. Důsledkem vývoje této disciplı́ny je dnes možné výstavbu pravděpodobnosti
provést několika způsoby. Postupný vývoj si ilustrujeme na různých definicı́ch pravdě-
podobnosti.

Ještě než přistoupı́me k samotné klasické definici pravděpodobnosti shňme si do-
savadnı́ poznatky. Zatı́m jsme zavedli elementárnı́ jev, o kterém vı́me, že je dále neroz-
ložitelný. Množinu všech elementárnı́ch jevů nazýváme úplná množina elementárnı́ch
jevů. Libovolný jev A je částı́ úplné množiny elementárnı́ch jevů a je rozložitelný na
E1, E2, . . . , Em elementránı́ch jevů. Dále jsme zavedli nemožný a jistý jev, o kterých
vı́me, že jsou součástı́ úplné množiny jevů. Na základě těchto poznatků můžeme zavést
klasickou definici pravděpodobnosti.

Definice 2.16 (Klasická (Laplace) definice pravděpodobnosti) Mějme množinu N ele-
mentárnı́ch jevů E1, E2, . . . , En. Tuto množinu označujeme jako úplnou množinu ele-
metárnı́ch jevů Ω, v nı́ž jsou všechny jevy stejně možné. Mějme jev A, který je možné
rozložit na m elementárnı́ch jevů E1, E2, . . . , Em, kde m ≤ n a je částı́ množiny Ω. Potom
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pravděpodobnost, že nastane právě jev A je reálné čı́slo:

P (A) =
m

n
.

V početnı́ praxi většinou počet n všech elementárnı́ch jevů úplné množiny Ω ozna-
čujeme jako počet všech možných výsledků daného pokusu. Tı́m myslı́me jak výsledky,
které vyhovujı́ jevuA, tak i ty, které nevyhovujı́ jevuA. Početm všech možných elemen-
tárnı́ch jevů, na které se rozkládá jev A potom označujeme jako počet všech přı́znivých
výsledků daného pokusu. Tı́m zı́skáme známějšı́ klasickou definici pravděpodobnosti
ve tvaru:

P (A) =
počet všech přı́znivých výsledků pokusu
počet všech možných výsledků pokusu

. (2.1)

Z této definice přı́mo vyplývajı́ vlastnosti pravděpodobnosti náhodného jevu A:

Vlastnosti 2.3

1. Pravděpodobnost jevu A je vždy kladné čı́slo P (A) ≥ 0.

2. Pravděpodobnost jistého jevu je P (I) = 1.

3. Jsou-li jevy A, B disjunktnı́ (vzájemně neslučitelné), potom pro pravděpodobnost součtu dvou
jevů platı́:

P (A+B) = P (A) + P (B) . (2.2)

Nejsou-li jevyA,B disjunktnı́ (vzájemně neslučitelné), potom pro pravděpodobnost součtu dvou
jevů platı́:

P (A+B) = P (A) + P (B)− P (A ·B) . (2.3)

4. Pro pravděpodobnost jevu opačného k jevu A platı́:

P
(
Ā
)

= 1− P (A) . (2.4)

5. Pravděpodobnost nemožného jevu ∅ je:

P (∅) = 0. (2.5)

6. Pro hodnotu pravděpodobnosti libovolného jevu platı́:

0 ≤ P (A) ≤ 1. (2.6)
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Poznámka:

a. Prvnı́ a šestou vlastnost často využı́váme k ověřenı́ správnosti výsledku daného
výpočtu pravděpodobnosti.

b. U jevů, které nejsou disjunktnı́ obsahuje pravděpodobnost jevu A i přı́pady, kdy
nastane jev B, stejně tak pro pravděpodobnost jevu B. Proto je důležité z celkové
pravděpodobnosti součtu těchto jevů odstranit pravděpodobnost, kdy oba jevy
nastávajı́ současně, protože se nynı́ ve výpočtu vyskytuje dvakrát

c. Pro klasickou definici pravděpodobnosti je velice důležitý předpoklad, že všechny
elementárnı́ jevy jsou stejně pravděpodobné. Neplatı́-li tento předpoklad, nelze
klasickou definici pravděpodobnosti použı́t. Nastı́něný problém si ukážeme na
klasickém přı́kladu.

Řešený přı́klad 2.1 Máme tři klasické kostky. Hru házenı́ kostkami vyhrajeme, jestliže
padne součet vyššı́ než deset. Určete pravděpodobnost, že:

a) padne součet jedenáct,

b) padne součet dvanáct.

Řešenı́: Určı́me přı́znivé výsledky daného počtu:

a) chceme, aby součet hodnot kostek byl jedenáct, vyhovujı́ tedy trojice:

(6; 4; 1) (6; 3; 2) (5; 5; 1) (5; 4; 2) (5; 3; 3) (4; 4; 3) .

b) chceme, aby součet hodnot kostek byl dvanáct, vyhovujı́ tedy trojice:

(6; 5; 1) (6; 4; 2) (6; 3; 3) (5; 5; 2) (5; 4; 2) (4; 4; 4) .

Zdá se, že počet přı́znivých výsledků je u obou součtů stejný a tedy pravděpodobnost
obou jevů je:

P (11) = P (12) .

Problém nastane, uvědomı́me-li si, že počet přı́znivých výsledků pro všechny trojice
nemusı́ být stejný. Prozkoumejme tedy důsledněji počet všech přı́znivých výsledků pro
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každou vyhovujı́cı́ trojici hodnot. V tomto přı́padě si tedy uvědomujeme, že na pořadı́
hodnot jednotlivých kostek záležı́. Proto pravděpodobnosti obou hodů vypadajı́ takto:

P (11) =
P (3) + P (3) + P ∗2;1 (3) + P (3) + P ∗1;2 (3) + P ∗2;1 (3)

V ∗3 (6)
=

=
3! + 3! + (2+1)!

2!·1! + 3! + (1+2)!
1!·2! + (2+1)!

2!·1!
63

=

=
6 + 6 + 3 + 6 + 3 + 3

216
=

27
216

P (12) =
P (3) + P (3) + P ∗1;2 (3) + P ∗2;1 (3) + P (3) + P ∗3 (3)

V ∗3 (6)
=

=
3! + 3! + (1+2)!

1!·2! + (2+1)!
2!·1! + 3! + 3!

3!

63
=

=
6 + 6 + 3 + 3 + 6 + 1

216
=

25
216

Dodržı́me-li všechna pravidla pro počet pravděpodobnosti ukáže se, že pravděpo-
dobnost součtu jedenáct je většı́ než pravděpodobnost součtu 12. Tı́mto přı́kladem jsme
se přesvědčili jak je důležité důkladně kontrolovat předpoklad, že všechny výsledky
jevu jsou stejně možné.

Řešený přı́klad 2.2 Máme balı́ček 64 karet, kde jsou 4 žolı́ky. Určete s jakou pravdě-
podobnostı́ bude mezi osmi taženými kartami nejvýše jeden nebo alespoň 3 žolı́ky.
Řešenı́:

Nejprve určı́me jaká je pravděpodobnost na nejvýše jeden žolı́k. Tento jev musı́me
rozdělit na dva nezávislé jevy. Jev A nevytáhneme ani jeden žolı́k, jev B vytáhneme
právě jeden žolı́k. Také určı́me celkový počet možných tahů karet.

A = C8 (60) =

(
60
8

)
B = C1 (4) · C7 (60) =

(
4
1

)
·
(

60
7

)
N = C8 (64) =

(
64
8

)
Pravděpodobnost, že mezi taženými kartami bude nejvýše jeden žolı́k pak je:

P (K) =
C8 (60) + C1 (4) · C7 (60)

C8 (64)
= 0, 9271
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Jaká je pravděpodobnost, že mezi taženými kartami budou alespoň tři žolı́ky. Znovu
jev rozdělı́me na dva, kdy jsou taženy právě tři žolı́ky a kdy jsou taženy právě čtyři žolı́ky.

A = C3 (4) · C5 (60) =

(
3
4

)
·
(

60
5

)
B = C4 (4) · C4 (60) =

(
4
4

)
·
(

60
4

)
Pravděpodobnost, že mezi taženými kartami budou alespoň tři žolı́ky pak je:

P (L) =
C3 (4) · C5 (60) + C4 (4) · C4 (60)

C8 (64)
= 0, 0050

Klasická definice pravděpodobnosti začne být přı́liš komplikovaná při velkém po-
čtu výsledků pokusů a úplně selhává v přı́padě, že množina všech možných výsledků
je nespočetná. To byl důvod pro dalšı́ zkoumánı́, které dospělo k dalšı́m definicı́m
pravděpodobnosti. Zavedeme tedy dalšı́ definici, kterou nazýváme geometrická. Ta je
založena na principu porovnávánı́ mı́ry geometrických útvarů. Mı́rou geometrického
útvaru myslı́me objem, povrch nebo délka geometrického objektu.

Definice 2.17 (Geometrická definice pravděpodobnosti) Mějme libovolný jev A, který
je částı́ jevového pole τ . Jev A vymodelujeme nějakým geometrickým útvarem α jehož
mı́ra je |α|. Jistý jev v daném jevovém poli vymodelujeme útvarem τ jehož mı́ra je |τ |.
Dále předpokládáme, že α ⊂ τ a, že každý výsledek je v modelu jistého jevu stejně
možný. Potom platı́, že pravděpodobnost jevu A je:

P (A) =
|α|
|τ |
. (2.7)

Dalšı́ matematický vývoj pravděpodobnosti dospěl ke statistické definici pravdě-
podobnosti, která se velice dobře hodı́ k popisu pravděpodobnosti jevu, který se často
opakuje. Připomeňme, že tento opakujı́cı́ se jev nazýváme hromadný.

Definice 2.18 (Statistická definice pravděpodobnosti) Mějme hromadný jev A s po-
čtem realizacı́ nA a počet všech realizacı́ pokusu označı́me n. Poměr nA

n
nazýváme

relativnı́ četnost jevu A v n pokusech. Potom pro pravděpodobnost jevu A platı́:

P (A) = lim
n→∞

nA
n
. (2.8)
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Postupný dalšı́ vývoj a popis pravděpodobnosti dospěl do dnes použı́vané modernı́
podoby, o kterou se významně zasloužil matematik A. N. Kolmogorov. Jeho definice
popisuje pravděpodobnost jako objektivnı́ vlastnost náhodného jevu, která nezávisı́ na
tom, zda ji umı́me nebo neumı́me změřit.

Definice 2.19 (Axiomatická definice pravděpodobnosti) Mějme borelovské jevové pole
β s jevyA,A1, A2, . . . , An, . . .. Pravděpodobnost jevuA je reálné čı́slo P (A), které splňuje
axiomy:

1. Pravděpodobnost pro všechny jevy A ∈ β

P (A) ≥ 0 (2.9)

2. Pravděpobodnost jistého jevu:
P (I) = 1 (2.10)

3. Pravděpodobnost součtu skupiny navzájem neslučitelných jevů:

P (A1 + A2 + A3 + . . .+ An + . . .) = P (A1) +P (A2) +P (A3) + . . .+P (An) + . . . (2.11)

Z axiomatcké definice pravděpodobnosti, pak přı́mo vyplývajı́ jejı́ vlastnosti:

Vlastnosti 2.4

1. Pravděpodobnost výskytu nemožného jevu

P (∅) = 0 (2.12)

2. Pravděpodobnost výskytu opačného jevu

P
(
Ā
)

= 1− P (A) (2.13)

3. Je-li jev A důsledkem jevu B, potom platı́:

a.
0 ≤ P (A) ≤ P (B) (2.14)

b.
P (B − A) = P (B)− P (A) (2.15)

4. Pravděpodobnost součtu jevů, které nejsou vzájemně disjunktnı́ (vzájmně se nevylučujı́)

P (A+B) = P (A) + P (B)− P (A ·B) (2.16)

5. Hodnota pravděpodobnosti každého jevu A je vždy P (A) ∈ 〈0; 1〉
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2.2.1 Podmı́něná pravděpodobnost

Jak nadpis napovı́dá, jedná se o přı́pady kdy do daného systému podmı́nek, že nastane
jev A, ještě přidáme dalšı́ podmı́nku. Přidáváme podmı́nku, že před tı́m než nastane
jev A musı́ nastat jev B. Potom takto nově zavedenou pravděpodobnost nazýváme
podmı́něná pravděpodobnost jevu A.

Definice 2.20 (Podmı́něná pravděpodobnost) Mějme dva jevyA aB, jejichž pravděpo-
dobnost výskytu je P (A) a P (B) 6= 0. Pravděpodobnost, že nastane jev A za podmı́nky
výskytu jevu B pak budeme značit P (A/B) a definujeme čtvrtým axiomem:

P (A/B) =
P (A ·B)
P (B)

(2.17)

V přı́padě, že jevB je nemožný, podmı́něná pravděpodobnost P (A/B) nenı́ definována.

Řešený přı́klad 2.3 Házı́me třemi různě barevnými kostkami: bı́lá, červená a modrá.
Určete jaká je pravděpodobnost, že na bı́lé kostce padne čı́slo 3, jestliže součet hodu
všech třı́ kostek je 10.
Řešenı́:
Nejprve označme jednotlivé jevy:

a) Výsledek že na bı́lé kostce padne čı́slo 3 označı́me jako jev A.

b) Součet hodu všech třı́ kostek je 10 označı́me jako jev B.

Pro podmı́něnou pravděpodobnost, že nastane jev A za podmı́nky B je potřeba určit:

1. K výpočtu podmı́něné pravděpodobnosti musı́me zjistit pravděpodobnost jevuB.
K určenı́ počtu výsledků, které označı́me jako jevB použijeme tabulku (2.3) s jejich
výpisem.

Potom pravděpodobnost výskytu jevu B je dána takto:

P (B) =
27

V ∗3 (6)
=

27
216

2. Pravděpodobnost P (A ·B). Určı́me tedy součin jevů A · B. Využijeme všechny
výsledky, které odpovı́dajı́ jevu B a z nich vybereme pouze ty, které začı́najı́ čı́slicı́
3 z tabulky (2.3). Potom pravděpodobnost součinu jevu A a B je:

P (A ·B) =
6

V ∗3 (6)
=

6
216
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1;3;6 2;2;6 3;1;6 4;1;5 5;1;4 6;1;3
1;4;5 2;3;5 3;2;5 4;2;4 5;2;3 6;2;2
1;5;4 2;4;4 3;3;4 4;3;3 5;3;2 6;3;1
1;6;3 2;5;3 3;4;3 4;4;2 5;4;1

2;6;2 3;5;2 4;5;1
3;6;1

Tabulka 2.1: Výsledky jevu B

Nynı́ můžeme určit podmı́něnou pravděpodobnost jevu A:

P (A/B) =
P (A ·B)
P (B)

=
6
216
27
216

=
6
27

=
2
9

Pravděpodobnost, že na bı́lé kostce padne čı́slo tři, když je součet hodu 10 je přibližně
22,2%.

Dále pomocı́ podmı́něné pravděpodobnosti můžeme ukázat, jak určit pravděpo-
dobnost součinu dvou jevů. Samozřejmě bude záležet na tom jestli se jedná o jevy
disjunktnı́ nebo ne. Nejprve disjunktnı́ jevy, pro které platı́:

P (A ·B) = P (A) · P (B). (2.18)

Pro jevy, které nejsou disjunktnı́ je určenı́ pravděpodobnosti součin jevů komplikova-
nějšı́. Můžeme využı́t již definovaného čtvrtého axiomu a potom pro pravděpodobnost
součinu dvou závislých jevů platı́:

P (A ·B) = P (A/B) · P (B) = P (B/A) · P (B) . (2.19)

S podmı́něnou pravděpodobnostı́ ještě navı́c úzce souvisı́ i nezávislot jevů. Pozor
neplést si nezávislost a neslučitelnost jevů, jedná se o dva různé pojmy. Platı́-li pro
podmı́něnou pravděpodobnost P (A/B) = P (A). Což znamená, že výskyt jevu B neo-
vlivňuje pravděpodobnost jevuA. Potom řı́káme, že jevA nezávisı́ na jevuB. Zároveň s
tı́mto tvrzenı́m platı́ i obrácené tvrzenı́, že jev B je nezávislý na jevu A. Poslednı́ tvrzenı́
můžeme lehce ukázat pomocı́ pravděpodobnosti součinu dvou jevů:

P (A ·B) = P (A/B) · P (B) = P (A) · P (B)

Zároveň:

P (A ·B) = P (B/A) · P (A) = P (B) · P (A)
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Proto nezávislot dvou jevů definujeme takto:

Definice 2.21 (Nezávislé jevy) Mějme dva jevy A a B a jejich pravděpodobnost P (A) a
P (B). Tyto jevy jsou nezávislé, jestliže platı́:

P (A/B) = P (A) a P (B/A) = P (B). (2.20)

Také jevy A a B z nichž jeden má pravděpodobnost nulovou jsou nezávislé.

Nezávsilost jevů lze samozřejmě rozšı́řı́t i na libovolný počet n jevů:

Definice 2.22 (n nezávislých jevů) Mějme množinu jevůA1, A2, A3, . . . , An a jejich prav-
děpodobnosti P (A1) , P (A2) , P (A3) , . . . , P (An). Jevy A1, A2, A3, . . . , An jsou vzájemně
nezávislé, jestliže platı́:

P (A1 · A2 · A3 · . . . · An) = P (A1) · P (A2) · P (A3) · . . . · P (An) (2.21)

Navı́c je možné zı́skat skupinu n jevů, pro které bude platit, že právě jen každé
dva různé jevy ze skupiny A1, A2, A3, . . . , An jsou nezávislé. V takovém přı́padě tuto
skupinu nazveme: skupina po dvou nezávislých jevů. Z předchozı́ho také vyplı́vá, že
je-li skupina jevů vzájemně nezávislá, jsou také všechny jevy po dvou nezávislé. Opačné
tvrzenı́ neplatı́!

Vrat’me se ještě na chvı́li k poznámce, že je důležité nezaměňovat jevy nezávislé
a neslučitelné. Ukážeme na dvou neslučitelných jevech. Pro pravděpodbnost součinu
dvou neslučitelných jevů, jejichž pravděpodobnost je nenulová P (A) 6= 0 a P (B) 6= 0

platı́:

P (A ·B) = 0.

Pokud by jevy A a B byly zároveň nezávislé, muselo by platit i tvrzenı́:

P (A ·B) = P (A) · P (B) 6= 0.

Tyto rovnosti ale očividně najednou nastat nemohou:

0 = P (A ·B) = P (A) · P (B) 6= 0.

Proto je důležité tyto dvě vlastnosti jevů nezaměňovat.

Řešený přı́klad 2.4 Dva střelci střı́lejı́ střı́davě na terč. Každý má tři rány. Vı́tězı́ ten
střelec, který prvnı́ zasáhne cı́l. Určete pravděpodobnost, že zvı́tězı́:
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a. prvnı́ střelec,

b. druhý střelec.

Pravděpodobnost zásahu u obou střelců je stená p = 0, 7.
Řešenı́:

Nejprve určı́me pravděpodobnost, že zvı́tězı́ prvnı́ střelec, kterého označı́me A.
Druhý střelec má označenı́ B. Střelec A vı́tězı́ pokud jako prvnı́ zasáhne cı́l nebo pokud
na prvnı́ ránu ani jeden nezasáhne a na druhou ránu střelec A zasáhne nebo pokud
prvnı́ dvě rány ani jeden ze střelců nezasáhne a na třetı́ ránu střelec A zasáhne cı́l. To,
jestli střelec A uspěje nebo ne nijak neovlivnı́ úspěšnost střelce B. Jevy jsou nezávislé a
proto můžeme napsat:

C = A+ A ·B · A+ A ·B · A ·B · A
P (C) = P (A) + P

(
A
)
· P
(
B
)
· P (A) + P

(
A
)
· P
(
B
)
· P
(
A
)
· P
(
B
)
· P (A) =

P (C) = 0, 7 + (1− 0, 7) · (1− 0, 7) · 0, 7 +

+ (1− 0, 7) · (1− 0, 7) · (1− 0, 7) · (1− 0, 7) · 0, 7 = 0, 7687

Pravděpodobnost, že zvı́tězı́ druhý střelec pak zı́skáme analogicky:

C = A ·B + A ·B · A ·B + A ·B · A ·B · A ·B =

P (C) = P
(
A
)
· P (B) + P

(
A
)
· P
(
B
)
· P
(
A
)
· P (B) +

+P
(
A
)
· P
(
B
)
· P
(
A
)
· P
(
B
)
· P
(
A
)
· P (B) =

P (C) = 0, 3 · 0, 7 + 0, 33 · 0, 7 + 0, 35 · 0, 7 = 0, 2306

2.2.2 Úplná pravděpodobnost a Bayesův vzorec

Setkáváme se také s přı́pady, kdy chceme určit pravděpodobnost výskytu jevu A. Ale
určit počet všech přı́znivých přı́padů je přı́liš komplikované. Je-li možné zjistit pravdě-
podobnost tohoto jevu za různých podmı́nek a pravděpodobnost výskytu těchto pod-
mı́nek, pak pro nás bude mnohem jednoduššı́ určit pravděpodobnost jevu A pomocı́
úplné pravděpodobnosti.

Věta 2.1 (Úplná pravděpodobnost) Mějme úplnou skupinu vzájemně neslučitelných
jevů B1, B2, B3, . . . , Bn a libovolný jev A, jehož pravděpodobnost chceme určit. Potom
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pro pravděpodobnost jevu A platı́:

P (A)
n∑
i=1

[P (A/Bi) · P (Bi)] . (2.22)

Důkaz: Protože skupina vzájemně neslučitelných jevů B1, B2, B3, . . . , Bn je úplná mů-
žeme řı́ci, že platı́:

B1 +B2 +B3 + . . .+Bn = I.

A jev A můžeme rozepsat takto:

A = A · I = A · (B1 +B2 +B3 + . . .+Bn) = A ·B1 + A ·B2 + A ·B3 + . . .+ A ·Bn.

Dı́ky tomu, že jevy B1, B2, B3, . . . , Bn jsou vzájemně neslučitelné, jsou vzájemně neslu-
čitelné i jevy A ·B1, A ·B2, A ·B3, . . . , A ·Bn. Potom pro libovolnou dvojici jevů platı́:

(A ·Bi) · (A ·Bj) = A · (Bi ·Bj) = A · ∅ = ∅

pro všechna i 6= j.
Podle třetı́ho axiomu je pak pravděpodobnost jevu A:

P (A) = P (A ·B1 + A ·B2 + A ·B3 + . . .+ A ·Bn) =

= P (A ·B1) + P (A ·B2) + P (A ·B3) + . . .+ P (A ·Bn) .

Využijeme ještě čtvrtý axiom, který řı́ká, že P (A ·Bi) = P (A/Bi) · P (Bi). Proto platı́:

P (A) = P (A ·B1 + A ·B2 + A ·B3 + . . .+ A ·Bn) =

= P (A ·B1) + P (A ·B2) + P (A ·B3) + . . .+ P (A ·Bn) =

= P (A/B1) · P (B1) + P (A/B2) · P (B2) + P (A/B3) · P (B3) + . . .+

+P (A/Bn) · P (Bn) =

=
n∑
i=1

P (A/Bi) · P (Bi) .

2

I z důkazu je zřejmé, že pravděpodobnosti podmı́nek je potřeba znát již před pro-
vedenı́m pokusu a proto je nazýváme apriornı́. Podmı́něné pravděpodobnosti P (A/Bi)

určujı́ jak se změnı́ pravděpodobnosti P (Bi), když nastane jev A. Nazýváme je apo-
steriornı́ pravděpodobnosti. Tyto pravděpodobnosti pak určujeme pomocı́ Bayesovy
věty.
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Věta 2.2 (Bayesova věta) Mějme dánu úplnou skupinu neslučitelných jevůB1, B2, B3, . . . , Bn,
které nazýváme hypotézy. Pro libovolný jev A pak pravděpodobnost hypotézy Bk pod-
mı́něné jevem A platı́:

P (Bk/A) =
P (A/Bk) · P (Bk)

P (A)
=

P (A/Bk) · P (Bk)
n∑
i=1

[P (A/Bi) · P (Bi)]
, (2.23)

kde čı́slo k = 1; 2; 3; . . . ;n.

Důkaz: Z věty o násobenı́ pravděpodobnosti nezávislých jevů vı́me, že platı́:

P (Bk · A) = P (Bk/A) · P (A)

P (Bk · A) = P (A/Bk) · P (Bk) ,

Z prvnı́ rovnice vyjádřı́me pravděpodobnost součinu a dosadı́me do nı́ druhou rovnici:

P (Bk/A) =
P (Bk · A)
P (A)

=
P (A/Bk) · P (Bk)

P (A)
=

=
P (A/Bk) · P (Bk)∑n
i=1 [P (A/Bi) · P (Bi)]

.

2

Řešený přı́klad 2.5 V laboratoři fyziky jsou tři druhy multimetrů. Student si vybere
multimetr prvnı́ho druhu s pravděpodobnostı́ 0,4, druhého druhu s pravděpodobnostı́
0,5 a třetı́ho druhu s pravděpodobnostı́ 0,1. Spolehlivost jednohlivých multimetrů je pak
po řadě 0,95; 0,98 a 0,9. Určete pravděpodobnost, že:

a. vybraný multimetr je spolehlivý,

b. vybraný multimetr je druhého, třetı́ho druhu.

Nejprve určı́me pravděpodobnost, že je vybraný výrobek kvalitnı́. Použijeme větu
o úplné pravděpodobnosti. Vypı́šeme si údaje ze zadánı́:

P (A/B1) = 0, 4 P (B1) = 0, 95 P (A/B2) = 0, 5 P (B2) = 0, 98

P (A/B3) = 0, 1 P (B3) = 0, 9
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Tyto pravděpodobnosti dosadı́me do rovnice úplné pravděpodobnosti:

P (A) =
∑
i=1

3P (A/Bi) · P (Bi)

P (A) = 0, 4 · 0, 95 + 0, 5 · 0, 98 + 0, 1 · 0, 9 = 0, 96

Když jsme určili pravděpodobnost P (A) = 0, 96, že vybereme kvalitnı́ multimetr,
můžeme pomocı́ Bayesovy věty určit pravděpodobnost, že je druhého a třetı́ho druhu.

P (B2/A) =
P (A/B2) · P (B2)

P (A)
=

0, 5 · 0, 98
0, 96

= 0, 51

P (B3/A) =
P (A/B3) · P (B3)

P (A)
=

0, 1 · 0, 9
0, 96

= 0, 094

2.2.3 Bernoulliho posloupnost nezávislých pokusů

Již jsme se zmiňovali o náhodných pokusech, které se opakujı́ vı́cekrát. Při takovém po-
kusu je možné, aby se určitý sledovaný jevA opakoval právě n-krát. Jsou-li navı́c pokusy
vzájemně nezávislé (předchozı́ pokus neovlivnı́ ten následujı́cı́, např. do slosovacı́ho za-
řı́zenı́ vracı́me tažená čı́sla) mluvı́me pak o Bernoulliho posloupnosti nezávislých jevů.
V takovém přı́padě opakujı́cı́ho se náhodného pokusu nás většinou nezajı́má, v kterých
pokusech nastal jev A, ale spı́še určujeme kolikrát se daný jev uskutečnil, tedy určujeme
pravděpodobnost, že se právě jev A v daném počtu n náhodných pokusů uskutečnı́
právě k-krát.

Věta 2.3 (Bernoulliho schéma - binomické rodělenı́) Mějme právě n nezávislých po-
kusů, u kterých sledujeme pravděpodobnost výskytu jevu A. Nebo také řı́káme, že po-
kus končı́ zdarem s pravděpodobnostı́ p a nezdarem s pravděpodobnostı́ q, kde q = 1−p.
Potom pravděpodobnost, že n náhodných pokusů skončı́ jevem A právě k-krát je dána
takto:

P (Ak) =

(
n

k

)
· pk · (1− p)n−k . (2.24)

Důkaz: Jestliže jev A nastane v jednom pokusu s pravděpodobnostı́ p a nenastane s
pravděpodobnostı́ q, potom v posloupnosti n nezávislých pokusů jev A nastane právě
k-krát v těchto přı́padech

(
n
k

)
s pravděpodobnostı́ úspěchu p · p · p · . . . · p︸ ︷︷ ︸

k

= pk a zároveň
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nenastane s pravděpodbnostı́ (1− p) · (1− p) · (1− p) · . . . · (1− p)︸ ︷︷ ︸
n−k

= (1− p)n−k, proto:

P (A) =

(
n

k

)
· pk · (1− p)n−k .

2

Všechny možné výsledky opakujı́cı́ho se náhodného pokusuA0, A1, A2, . . . , An tvořı́
úplnou skupinu vzájemně se nevylučujı́cı́ch jevů protože:

P (A0) + P (A1) + P (A2) + . . .+ P (An) =

(
n

0

)
· p0 · (1− p)n +

(
n

1

)
· p1 · (1− p)n−1 +

+

(
n

2

)
· p2 · (1− p)n−2 + . . .+

+

(
n

n

)
· pn · (1− p)0 =

= (p+ [1− p])n = 1n = 1

Proto se také Bernoulliho schéma nazývá binomické rozdělenı́.
Chceme-li mı́sto pravděpodobnosti, že v posloupnosti n pokusů nastane jev A

právě k-krát určit pravděpodobnost, že jev A nastane nejvýše k-krát, zjišt’ujeme vlastně
všechny pravděpodobnosti, že jev A nastane právě 0, 1, 2, . . . , k-krát, tedy:

P (Bk) = P (A0) + P (A1) + P (A2) + . . .+ P (Ak) =

=
k∑
i=0

[(
n

i

)
· pi · (1− p)n−i

]
.

Chceme-li určit pravděpodobnost, že jev A nastane nejméně m-krát, myslı́me tı́m,
že nastane právě m a vı́ce-krát:

P (Bm) = P (Am) + P (Am+1) + P (Am+2) + . . .+ P (An) =

=
n∑

i=m

[(
n

i

)
· pi · (1− p)n−i

]
.

Chceme-li určit pravděpodobnost, že jev A nastane v n pokusech aspoň jednou je
vlastně speciálnı́ přı́pad předchozı́ho přı́kladu, kdy m = 1:

P (B1) = P (A1) + P (A2) + P (A3) + . . .+ P (An) = 1− P (A0)

= 1−
(
n

0

)
· p0 · (1− p)n−0 = 1− (1− p)n
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Poznámka: P (A0) je pravděpodobnost, že v n nezávislých pokusech nenastane jev A
ani jednou.

Užitečné je také určit nejpravděpodobnějšı́ počet výskytu jevuAprávě vnpokusech.
Tento počet je celé čı́slo K, pro které platı́:

np− (1− p) ≤ K ≤ np+ p.

Řešený přı́klad 2.6 Střelec má 67% úspěšnost střelby na cı́l. Střelec vystřelı́ na cı́l
desetkrát. Určete pravděpodobnost, že

a. zasáhne cı́l právě devětkrát,

b. zasáhne cı́l alespoň devětkrát,

c. zasáhne cı́l nejvýše dvakrát.

d. Jaký je nepravděpodobnějšı́ počet zásahů?

Řešenı́:

a. Pravděpodobnost, že střelec zasáhne cı́l právě děvětkrát spočı́táme takto:

P (A) =

(
10
9

)
· 0, 679 · (1− 0, 67)10−9 =

10!
1! · 9!

· 0, 679 · 0, 331 =

= 0, 0898

b. Pravděpodobnost, že střelec zasáhne cı́l alespoň devětkrát znamená, že střelec
zasáhne právě devětkrát nebo desetkrát.

P (B) =

(
10
9

)
· 0, 679 · 0, 331 +

(
10
10

)
· 0, 6710 · 0, 330 = 0, 1080

c. Pravděpodobnost, že střelec zasáhne cı́l nejvýše dvakrát určı́me podobně jako
předchozı́.

P (C) =

(
10
0

)
· 0, 670 · 0, 3310 +

(
10
1

)
· 0, 671 · 0, 339 +

(
10
2

)
· 0, 672 · 0, 338 =

= 0, 0032
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d. Nejpravděpodobnějšı́ počet zásahů určı́me takto:

np− (1− p) ≤ K ≤ np+ p

10 · 0, 67− (1− 0, 67) ≤ K ≤ 10 · 0, 67 + 0, 67

6, 37 ≤ K ≤ 7, 37 ⇒ K = 7
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Úlohy:

1. Jaká je pravděpodobnost výhry 1. ceny ve sportce při jednom vsazenı́? K výhře je
potřeba uhodnout 6 čı́sel ze 46.

2. Kruhový terč má 3 pásma. Pravděpodobnost zásahu 1. pásma je 0,2, druhého 0,23
a třetı́ho 0,15. Jaká je pravděpodobnost minutı́ cı́le?

3. Do kolony bylo náhodně seřazeno 7 automobilů. 2 Škody, 2 Peugeoty a 3 BMW.
Jaká je pravděpodobnost, že na prvnı́m a poslednı́m mı́stě bude stát BMW?

4. V krabici je 6 bı́lých kuliček a 4 černé kuličky. Náhodně vylosujeme 2 kuličky. S
jakou pravděpodobnostı́:

a. nebude vybrána ani jedna bı́lá kulička?

b. bude vybrána jedna bı́lá a jedna černá kulička?

c. obě kuličky budou bı́lé?

5. Ze 32 hracı́ch karet vybı́ráme dvakrát za sebou jednu kartu. Určete pravděpodob-
nost, že:

a. obě karty jsou esa, jestliže jsme prvnı́ kartu nevrátili,

b. obě karty jsou stejné barvy, jestliže jsme prvnı́ vytaženou kartu opět vrátili
zpět.

6. V telefonı́m seznamu náhodně vybereme jedno šestimı́stné čı́slo (může začı́nat
nulou) a předpokládáme, že v seznamu jsou použita všechna šestimı́stná čı́sla.
Jaká je pravděpodobnost, že telefonı́ čı́slo:

a. neobsahuje 0,

b. obsahuje jednu 3.

7. V dodávce 100 kusů křišt’álových váz je 5 vadných. Při kontrole vybereme náhodně
4 kusy. S jakou pravděpodobnostı́:

a. je jedna vybraná váza vadná,
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b. alespoň jedna z vybraných váz vadná?

8. V urně je 5 bı́lých a 7 černých kuliček. Vytáhneme za sebou dvě kuličky. Jaká je
pravděpodobnost vytaženı́ dvou bı́lých kuliček, jestliže se po prvnı́m tahu kulička:

a. nevrátı́,

b. vrátı́.

9. Z celkové produkce závodu jsou 4% zmetků a z dobrých je 75% standardnı́ch.
Určete pravděpodobnost, že náhodně vybraný výrobek je standardnı́.

10. Tři závody vyrábı́ žárovky. Prvnı́ 45% celkové produkce, druhý 40% a třetı́ 15%.
Z produkce prvnı́ho závodu je nepoškozených 70%, druhého 80% a třetı́ho 81%.
Určete pravděpodobnost, že si zákaznı́k koupı́ standardnı́ žárovku.

11. Součástky, ze kterých se montujı́ stroje, dodávajı́ tři závody. Je známo, že prvnı́
má 0,3% zmetků, druhý 0,2% zmetků a třetı́ 0,4%. Přitom prvnı́ závod dodal 1000,
druhý 2000 a třetı́ 2500 součástek. Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraná
součástka bude zmetek?

12. Výrobek je postupně obráběn na dvou strojı́ch. Pravděpodobnost kvalitnı́ho zpra-
covánı́ výrobku na prvnı́m stroji je 0,8 a na druhém stroji 0,9. Stroje pracujı́ nezávisle
na sobě. Jaká je pravděpodobnost zhotovenı́ kvalitnı́ho výrobku?

13. Jevy A, B a C jsou vzájemně nezávislé a všechny majı́ pravděpodobnost 0,8. S
jakou pravděpodobnostı́ při jednom pokusu:

a. nastanou všechny tři jevy současně,

b. nenastane ani jeden z jevů,

c. nastane pouze jev A,

d. nastane právě jeden z těchto jevů.

14. Tři sportovci házı́ nezávisle jeden na druhém oštěpem. Prvnı́ překoná hranici 80
m průměrně v 80%, druhý v 70% a třetı́ v 50% hodů. Každý z nich jednou hodı́. S
jakou pravděpodobnostı́ bude překonaná hranice 80 m?
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15. Střelec třikrát nezávisle vystřelil na cı́l. Pravděpodobnost zásahů je prostupně 0,5;
0,6 a 0,8. S jakou pravděpodobnostı́ bude v cı́li:

a. právě jeden zásah,

b. alespoň jeden zásah?

16. Pravděpodobnost, že dodávka bude mı́t vı́ce než 2% vadných výrobků, je 0,08. S
jakou pravděpodobnostı́ bude ve třech dodávkách z dvaceti vı́ce než 2% vadných
výrobků?

17. Dva střelci střı́lejı́ nezávisle na cı́l. Pravděpodobnost zásahu prvnı́ho je 0,7 a dru-
hého 0,8. S jakou pravděpodobnostı́ při současném výstřelu zasáhne cı́l alespoň
jeden z nich?

18. Dva hráči házejı́ postupně mincı́. Vyhrává ten, komu padne jako prvnı́ lı́c. S jakou
pravděpodobnostı́ vyhraje prvnı́ z hráčů?

19. Ve společnosti je 45% mužů a 55% žen. Vysokých nad 190 cm je 5% mužů a 1%
žen. Náhodně vybraná osoba je vyššı́ než 190 cm. Jaká je pravděpodobnost, že je
to žena?

20. S jakou pravděpodobnostı́ při 5 hodech kostkou padne alespoň jednou šestka?

21. Je známo, že určitý lék úspěšně léčı́ dané onemocněnı́ v 90% přı́padů. S jakou
pravděpodobnostı́ alespoň čtyři z pěti pacientů budou tı́mto lékem vyléčeni?

22. Určete pravděpodobnost, že při pěti hodech kostou padne:

a. šestka právě dvakrát,

b. šestka při druhém a čtvrtém hodu.

23. Pravděpodobnost výhry hráče je 0,6. Určete, jaký je nejpravděpodobnějšı́ počet
výher hráče v deseti odehraných partiı́ch.

24. Na skladě je 70% přı́strojů prvnı́ jakosti a 30% druhé jakosti. Pravděpodobnost, že
přı́stroj 1. jakosti pracuje bez poruchy je 0,95 a přı́stroj 2. jakosti 0,7. Organizace
koupila jeden přı́stroj a ten pracoval bez poruchy. S jakou pravděpodobnostı́ byl
přı́stroj 1. jakosti?
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25. Při vyšetřovánı́ pacienta je podezřenı́ na tři navzájem se vylučujı́cı́ onemocněnı́.
Pravděpodobnost výskytu prvnı́ choroby je 0,3, druhé 0,5 a třetı́ 0,2. Laboratornı́
zkouška je pozitivnı́ u 15% nemocných s prvnı́ nemocı́, 30% nemocných s druhou
a 30% nemocných s třetı́ nemocı́. Jaká je pravděpodobnost druhé nemoci, je-li po
laboratotnı́m vyšetřenı́ výsledek pozitivnı́?

26. V dı́lně pracuje 10 dělnı́ků, kteřı́ za směnu vyrobı́ stejný počet výrobků. Pět z nich
vyrobı́ 96% dobrých výrobků, tři 90% a dva 85%. Náhodně vybereme jeden výrobek
a ten je dobrý. S jakou pravděpodobnostı́ jej vyrobila prvnı́ skupina dělnı́ků?
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Řešenı́:

1. 1, 06 · 10−7

2. 0, 42

3. 0, 142

4. a. 0, 13, b. 0, 53, c. 0, 33

5. a. 0, 012, b. 0, 25

6. a. 0, 531, b. 0, 354

7. a. 0, 176, b. 0, 188

8. a. 0, 15, b. 0, 17

9. 0, 72

10. 0, 7565

11. 0, 003

12. 0, 72

13. a. 0, 512, b. 0, 008, c. 0, 032, d. 0, 096

14. 0, 97

15. a. 0, 26, b. 0, 96

16. 0, 14

17. 0, 94

18. 0, 67

19. 0, 196

20. 0, 598

21. 0, 918

22. a. 0, 16, b. 0, 016
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23. 6

24. 0, 76

25. 0, 588

26. 0, 52



Kapitola 3

Náhodná veličina

3.1 Náhodná veličina

Výsledky náhodných pokusů označujeme jako jevy. Některé jevy majı́ kvantitativnı́
charakter. To znamená můžeme je označit čı́sly. Nejjednoduššı́m přı́kladem je hod kost-
kou - padne čı́slo 1, 2,. . . , 6; losovánı́ čı́sel z osudı́, atd. Ostatnı́ jevy majı́ kvalitativnı́
povahu. Za kvalitativnı́ jev považujeme takový jev, který popisuje vlastnost nebo stav
výsledku, např. fungujı́cı́ - rozbitá součástka, barva na kostce, atd. V takových přı́padech
se snažı́me každému výsledku přiřadit nějaké čı́slo = hodnotu. Mějme třeba situaci, kdy
určujeme, že se narodı́ syn nebo dcera. Výsledky těchto jevů můžeme rozlišit přiřazenı́m
reálného čı́sla: syn = 0, dcera = 1. Tato přiřazená reálná čı́sla potom považujeme za hod-
notu náhodné veličiny. Na základě předchozı́ch úvah pak náhodnou veličinu můžeme
definovat následujı́cı́m způsobem.

Definice 3.1 (Náhodná veličina X) Náhodnou veličinou chápeme funkci, která kaž-
dému jevu z množiny všech elemetárnı́ch jevů (úplné množiny jevů) přiřazuje reálné
čı́slo.

Definice 3.2 (Obor hodnot náhodné veličiny X) Množinu všech reálných čı́sel, kterých
může náhodná velčina nabýt nazýváme obor hodnot H náhodné veličiny X .

Poznámka:

• Náhodné veličiny obvykle značı́me velkými pı́smeny např. X , Y a hodnoty těchto
veličin značı́me malými pı́smeny x, y.

57
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• Náhodnou veličinu nelze určit bez provedenı́ náhodného pokusu.

Řešený přı́klad 3.1 Náhodnou veličinu X definujeme přiřazenı́m přirozených čı́sel
na různobarevné kostce. Určete všechny hodnoty, které může náhodná veličinaX zı́skat.
Řešenı́:
Každá kostka tvaru krychle má šest stěn. To znamená máme šest barev. Pravděpodob-
nost, že na kostce padne právě jedna strana je stále stejná 1

6 . Protože všechny stěny
majı́ stejnou pravděpodobnost výskytu je obor hodnot náhodné veličiny, která je dána
barvou stěny kostky je H = {16}.

Řešený přı́klad 3.2 Náhodná veličina X je definována jako vzdálenost, kterou urazı́
částice než narazı́ do jiné částice nebo překážky. Určete obor hodnot náhodné veličiny
X .
Řešenı́:
Vzdálenost, kterou sledovaná částice může urazit je teoreticky nekonečně dlouhá a
zároveň může okamžitě při začátku sledovánı́ narazit do jiné částice nebo na překážku.
Proto můžeme řı́ci, že obor hodnot H náhodné veličiny X je interval H = 〈0;∞).

Z předchozı́ch přı́kladů si můžeme všimnout, že obory hodnod se mohou různit
dvěma způsoby. Bud’ zı́skáme spočetnou množinu, nebo nespočetnou mnoužinu reál-
ných čı́sel. Podle toho také náhodné veličiny rozdělujeme na:

Diskérnı́ náhodná veličina může nabývat nejvýše spočetně mnoha reálných čı́sel a je-
jı́m oborem hodnot je posloupnost reálných čı́sel.

Spojitá náhodná veličina nabývá nespočetně mnoha reálných hodnot a jejı́m oborem
hodnot je bud’ uzavřený nebo otevřený interval reálných čı́sel.

3.2 Frekvenčnı́ a distribučnı́ funkce

3.2.1 Distribučnı́ funkce

Dále k popisu náhodné veličiny kromě jejı́ho oboru hodnot použı́váme pravděpodob-
nost výskytu jednotlivých hodnot náhodné veličiny. Z různých pokusů např. házenı́m
kostkou zjistı́me, že výskyt hodnot náhodné veličiny je nahodilý i přesto je možné nalézt
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jisté zákonitosti v těchto výskytech. Tyto zákonistosti si ukážeme na distribučnı́ a frek-
venčnı́ funkci náhodné veličiny. Jako prvnı́ si ukážeme distribučnı́ funkci, která ukazuje
jakým způsobem je rozdělena pravděpodobnost hodnoty náhodné veličiny.

Definice 3.3 (Distribučnı́ funkce náhodné veličiny X) Distribučnı́ funkce nebo také roz-
dělenı́ pravděpodobnosti náhodné veličiny je funce, která je definována na všech reál-
ných čı́slech a vyjadřuje pravděpodobnost, s kterou náhodná veličina nabude hodnoty
menšı́ než a, platı́:

F (x) = P (X < a) (3.1)

Poznámka: Distribučnı́ funkce definujeme stejným způsobem jak pro diskrétnı́, tak i
pro spojitou náhodnou veličinu X .

Z definice pak přı́mo vyplı́vajı́ následujı́cı́ vlastnosti.

Vlastnosti 3.1

1. Distribučnı́ funkce je v oboru všech reálných čı́sel neklesajı́cı́ a platı́:

(∀x1;x2 ∈ R) (x1 < x2 ⇒ F (x1) ≤ F (x2)) (3.2)

2. V nevlastnı́ch bodech −∞ a∞ platı́:

F (−∞) = lim
x→−∞

F (x) = 0 (3.3)

F (∞) = lim
x→∞

F (x) = 1 (3.4)

3. Z vlastnosti 2. přı́mo vyplývá, že pro všechna x ∈ R platı́:

0 ≤ F (x) ≤ 1 (3.5)

4. Pro pravděpodobnost výskytu hodnot z intervalu 〈a; b), kde a; b ∈ R, platı́:

P (a ≤ X < b) = F (b)− F (a) (3.6)

5. Pro pravděpodobnost hodnot z intervalu 〈a;∞), kde a ∈ R, platı́:

P (X ≥ a) = 1− F (a) (3.7)
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Obrázek 3.1: Distribučnı́ funkce diskrétnı́ náhodné veličiny

6. Pro pravděpodobnost, že náhodná veličina X má hodnotu právě a ∈ R, platı́:

P (X = a) = lim
x→a

F (x) = F (a) (3.8)

Distribučnı́ funkce spojité a diskrétnı́ náhodné veličiny X se lišı́ pouze ve spojitosti
a nespojitosti distributivnı́ funkce. Distribučnı́ funkce je u diskrétnı́ náhodné veličiny
konstantı́ a jejı́ hodnoty se měnı́ „skokem“ na dalšı́ hodnotu. Zároveň je v mı́stě „skoku“
zprava spojitá. Distribučnı́ funkci spojité náhodné veličiny pak přiřadı́me vlastnost
spojitá funkce. Nejlépe je tento rozdı́l patrný na obrázcı́ch (3.1) a (3.2):

3.2.2 Frekvenčnı́ funkce

Frekvenčnı́ funkce obecně vyjadřujı́ rozloženı́ pravděpodobnostı́ náhodných veličin.
Frekvenčnı́ funkci definujeme pro diskrétnı́ a spojitou náhodnou veličinu X vzlášt’. K
odlišenı́ také sloužı́ jiné názvy těchto funkcı́. Pro diskrétnı́ náhodnou veličinu ji na-
zveme Pravděpodobnostnı́ funkce náhodné veličiny a pro spojitou náhodnou veličinu
ji nazveme Hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny.

Pravděpodobnostı́ funkce diskrétnı́ náhodné veličiny

Definice 3.4 (Pravděpodobnostnı́ funkce) Reálnou funkci p (x) = P (X = x) nazveme
pravděpodobnostnı́ funkce diskrétnı́ náhodné veličinyX , kde výrazP (X = x) přiřazuje
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Obrázek 3.2: Distribučnı́ funkce spojité náhodné veličiny

každému čı́slu x z oboru hodnot H náhodné veličny pravděpodobnost, že náhodná
veličina nabývá hodnoty x.

Z definice pak přı́mo vyplı́vajı́ následujı́cı́ vlastnosti.

Vlastnosti 3.2

1. Pro všechny hodnoty z oboru hodnot, platı́:

p (x) ≥ 0 (3.9)

2. Pro všechny náhodné veličiny X , platı́:∑
i

pi (x) = 1 (3.10)

3. Pro distribučnı́ funkci diskrétnı́ náhodné veličiny, platı́:

F (x) =
∑
xi<x

p (xi) (3.11)

Poznámka:

• Třetı́ vlastnost využı́váme předevšı́m k výpočtům distribučnı́ funkce diskrétnı́
náhodné veličiny X .
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• Pravděpodobnostnı́ funkci můžeme také chápat jako počet výskytu různých prav-
děpodobnostı́ náhodné veličiny X .

• Ke grafickému znázorněnı́ pravděpodobnostnı́ funkce nejčastěji využı́váme bo-
dový graf (Obrázek (3.3)), úsečkový graf (Obrázek (3.4)) nebo histogram (Obrázek
(3.5)). Dnešnı́ výpočetnı́ technika umožňuje využı́t i jiné druhy grafů.

Obrázek 3.3: Bodobý graf pravděpodobnostı́ funkce

Obrázek 3.4: Úsečkový graf pravděpodobnostı́ funkce

Hustota pravděpodobnosti spojité náhodné veličiny X

Hustotu pravděopodobnosti spojité náhodné veličiny obvykle značı́me f (x). Jak již
vı́me, obor hodnot spojité náhodné veličiny je interval reálných čı́sel. Zvolme náhod-
nou veličinu X tak, že jejı́ obor hodnot H je uzavřený interval 〈a; b〉 . Otázkou je jaká
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Obrázek 3.5: Histogram pravděpodobnostnı́ funkce

je pravděpodobnost, že náhodná velčina X nabude hodnoty x, neboli P (X = x) =?.
Vzhledem k tomu, že oborem hodnot je uzavřený interval, těchto hodnot je nekonečně
mnoho, proto když chceme určit pravděpodobnostP (X = x) jedná se o přı́pad, kdy zjiš-
t’ujeme pravděpodobnost výskytu jednoho výsledku mezi nekonečně mnoha výsledky.
Je takřka nemožné ho najı́t a proto:

P (X = x) = 0

Z této ukázky je vidět, že hustotu pravděpodobnosti spojité náhodné veličinyX budeme
muset definovat jinak než u diskrétnı́ náhodné veličiny. Dı́ky spojitosti náhodné veličiny
X v jejı́m oboru hodnot nám pomohou limity.

Definice 3.5 (Hustota pravděpodobnosti spojité náhodné veličiny X) Mějme nezápor-
nou reálnou funkci jedné proměnné definovanou na intervalu 〈a; b〉, pro kterou platı́:

f (x) = lim
h→0

P (x ≤ X < x+ h)
h

. (3.12)

Takovou funkci nazveme hustota pravděpodobnosti spojité náhodné veličiny pro všechna
x;x+h ∈ 〈a; b〉 (čı́slo h považujeme za přı́rustek hodnoty náhodné veličiny). Pro všechna
ostatnı́ x /∈ 〈a; b〉 platı́:

f (x) = 0 (3.13)

Z definice pak přı́mo vyplı́vajı́ následujı́cı́ vlastnosti.

Vlastnosti 3.3
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1. Hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny vždy nabývá hodnot f (x) ≥ 0 pro všechna x ∈ R.

2. Náhodná veličina nemusı́ být definována pouze na uzavřeném intervalu 〈a; b〉, ale i na množině
všech reálných čı́sel a proto platı́:

b∫
a

f (x) dx =

∞∫
−∞

f (x) dx = 1 (3.14)

3. Pro distribučnı́ funkci náhodné veličiny platı́:

F (x) = P (X < x) =
∫ x

a

f (x) dx =
∫ x

−∞
f (x) dx (3.15)

4. Pro distribučnı́ funkci náhodné veličiny platı́:

f (x) = F ′ (x) (3.16)

5. Pro pravděpodobnost, že hodnota náhodné velčiny je z intervalu (c; d) platı́:

P (c < X < d) = F (d)− F (c) (3.17)

3.3 Charakteristiky rozloženı́ pravděpodobnosti

Dostaneme-li náhodnou veličinu u nı́ž je přı́liš složité nebo pracné určit vlastnosti frek-
venčnı́ a distribučnı́ funkce, snažı́me se jejı́ charakteristiky popsat jiným způsobem. Za
vhodný způsob považujeme čı́selné charakteristiky, které nám pomohou si o rozloženı́
náhodné veličiny udělat obrázek a výstižně charakterizovat jejı́ důležité vlastnosti a
navı́c nám takové hodnoty pomohou lépe porovnávat různé náhodné veličiny.

Tyto čı́selné charakteristiky rozloženı́ pravděpodobnosti náhodných veličin samo-
zřejmě pro lepšı́ přehlednost dělı́me a ty nejdůležitějšı́ si ukážeme. Podle popisované
vlastnosti rozdělı́me charakteristiky takto:

Charakteristiky polohy Jsou to hodnoty, které můžeme považovat za jistý druh středu,
kolem kterého všechny ostatnı́ hodnoty náhodné veličiny kolı́sajı́. Mezi nejpoužı́-
vanějšı́ charakteristiky polohy řadı́me střednı́ hodnotu, modus, medián a různé
kvantily.

Charakteristiky variability Určujı́ mı́ru odchýlenı́ hodnot náhodné veličny od jejı́ střednı́
hodnoty. Mezi nejpoužı́vanějšı́ charakteristiky variability řadı́me rozptyl, směro-
datnou odchylku, střednı́ odchylku, pravděpodobnou odchylku, kvartilovou od-
chylku, variačnı́ koeficient a variačnı́ rozpětı́.
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Chrakteristiky šikmosti a špičatosti Jsou to charakteristiky, které popisujı́ tvar křivky
frekvenčnı́ funkce náhodné veličiny.

Podle toho jakým způsobem pak charakteristiky tvořı́me je ještě navı́c rozdělujeme
na:

Charakteristiky momentu Momentové charakteristiky jsou funkcemi všech hodnot,
kterých náhodná veličina může nabývat. Patřı́ mezi ně centrované (centrálnı́) a
normované (standardizované) momenty.

Charakteristiky kvantilu Kvantilové charakteristiky jsou hodnoty xp náhodné veličiny.

3.3.1 Charakteristiky polohy

Střednı́ hodnota náhodné veličiny

Jedná se o základnı́ charakteristiku polohy s jejı́ž pomocı́ určujeme dalšı́ charakteristiky a
to nejen charakteristiky polohy. Také se můžeme setkat s označenı́m očekávaná hodnota
z anglického ekvivalentu Expected value, z kterého pak vycházı́ jejı́ značenı́.

Definice 3.6 (Střednı́ hodnota náhodné veličiny X) Střednı́ hodnotaE (X) náhodné ve-
ličiny X je reálné čı́slo, pro které paltı́:

• Jesliže X je diskrétnı́ náhodná veličina:

E (X) =
n∑
i=1

xi · P (X = xi) =
∑
i

xni=1 · p (xi) (3.18)

• Jestliže X je spojitá náhodná veličina:

E (X) =

∞∫
−∞

x · f (x) dx (3.19)

Toto tvrzenı́ platı́ ze předpokladu, že uvedená řada, respektive integrál absolutně kon-
vergujı́.

Z definice pak přı́mo vyplı́vajı́ následujı́cı́ vlastnosti.

Vlastnosti 3.4
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Mějme dvě libovolné náhodné veličiny X, Y a reálnou konstantu k a l. Potom pro střednı́ hodnotu
platı́:

1. Sřednı́ hodnota konstanty.
E (k) = k (3.20)

2. Sřednı́ hodnota součinu konstanty a náhodné veličiny X.

E (k ·X) = k · E (X) (3.21)

3. Střednı́ hodnota součinu a součtu konstanty s náhodnou veličinou X.

E (k ·X + l) = k · E (X) + l (3.22)

4. Střednı́ hodnota součtu dvou náhodných veličin X a Y.

E (X + Y ) = E (X) + E (Y ) (3.23)

Tuto vlastnost můžeme zobecnit na n náhodných veličin X1, X2, X3, . . . , Xn.

E (X1 +X2 +X3 + . . .+Xn) = E

(
n∑
i=1

Xi

)
=

=
n∑
i=1

E (Xi) = E (X1) + E (X2) + E (X3) + . . .+ E (Xn)

5. Střednı́ hodnota součinu dvou náhodných veličin X a Y.

E (X · Y ) = E (X) · E (Y ) (3.24)

Tuto vlastnost můžeme zobecnit na n náhodných veličin X1, X2, X3, . . . , Xn.

E (X1 ·X2 ·X3 · . . . ·Xn) = E

(
n∏
i=1

Xi

)
=

n∏
i=1

E (Xi) (3.25)

Tato vlastnost ovšem platı́ pouze v přı́padě, že jsou všechny náhodné veličinyX1, X2, X3, . . . , Xn

vzájemně nezávislé.

Střednı́ hodnota náhodné veličiny je většinou doprovázena dalšı́ důležitou cha-
rakteristikou rozptylem náhodné veličiny, který definujeme až v části Charakteristiky
variability.

Pokračujme ve výčtu charakteristik polohy, z kterých si ukážeme kvantily a to
předevšı́m speciálnı́mi přı́pady - modus, medián, dolnı́, hornı́ kvartil a percentil.
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P-kvantily náhodné veličiny X

Definice 3.7 (P-kvantily náhodné veličiny X) Mějme distribučnı́ funkci F (x) spojité
náhodné veličiny X . Potom hodnota xp, která je řešenı́m rovnice F (xp) = p, nazýváme
p-kvantilem rozloženı́ spojité náhodné veličiny X .

P -kvantily jsou tedy čı́sla, která dělı́ plochu pod grafem hustoty pravděpodobnosti
spojité náhodné veličiny X , právě v poměru:

p

1− p

Obrázek 3.6: P -kvantil

Nynı́ slı́bené p-kvantily se speciálnı́mi názvy.

Medián

Medián je p-kvantil, kde p = 1
2 .

Definice 3.8 (Medián) Medián Me (X) = x̃ je p-kvantil, kde řešenı́m rovnice F (x̃) = 1
2 .

Medián Me (X) = x̃ rozděluje plochu pod křivkou hustoty pravděpodobnosti náhodné
veličiny na dvě poloviny.

Definice 3.9 (Dolnı́ kvartil) Dolnı́ kvartil je p-kvantil, kde p = 1
4 . Značı́me x 1

4
. Dolnı́

kvartil je tedy řešenı́m rovnice:

F
(
x 1
4

)
=

1
4
. (3.26)

Dolnı́ kvartil tak dělı́ plochu pod grafem hustoty pravděpodobnosti v poměru 1 : 3.
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Definice 3.10 (Hornı́ kvartil) Hornı́ kvartil je p-kvantil, kde p = 3
4 . Značı́me x 3

4
. Hornı́

kvartil je tedy řešenı́m rovnice:

F
(
x 3
4

)
=

3
4
. (3.27)

Hornı́ kvartil tak dělı́ plochu pod grafem hustoty pravděpodobnosti v poměru 3 : 1.

Nejspı́še nejznámějšı́ p-kvantil, který je hojně použivaný při porovnávánı́ úspěšnosti
testovánı́ je percentil.

Definice 3.11 (Percentil) Percentil je p-kvantil, kde p = k
100 . Značı́me x k

100
. Percentil je

tedy řešenı́m rovnice:

F
(
x k
100

)
=

k

100
. (3.28)

Percentil tak dělı́ plochu pod grafem hustoty pravděpodobnosti na 100 stejných částı́ z
nichž vybereme právě k.

Modus

Modus náhodné veličiny X , který značı́me Mod (X), musı́me definovat zválšt’pro dis-
krétnı́ a spojitou náhodnou veličinu X .

Definice 3.12 (Modus diskrétnı́ náhodné veličiny X) ModusMod (X) diskrétnı́ náhodné
veličinyX je hodnota v nı́ž pravděpodobnostnı́ funkce p (x) náhodné veličinyX nabývá
maxima.

Mod (X) = xm ⇔ P (X = xm) ≥ P (X = xi) , (3.29)

kde i = 1; 2; 3; . . . ;n.

Definice 3.13 (Modus spojité náhodné veličiny X) Modus Mod (X) spojité náhodné
veličiny X je hodnota v nı́ž hustota pravděpodobnosti f (x) nabývá lokálnı́ maximum.

Mod (X) = xm ⇔ f (xm) ≥ f (xi) , (3.30)

kde xi ∈ R.

Navı́c modus můžeme jetště rozdělit na:

Unimodálnı́ rozloženı́ pravděpodobnosti - náhodná veličina X má právě jeden mo-
dus.

Polymodálnı́ rozloženı́ pravděpodobnosti - náhodná veličinaX má vı́ce než jeden mo-
dus.
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3.3.2 Charakteristika momentů a variability

Základnı́ charakteristikou variability je rozptyl, který většinou doprovázı́ střednı́ hod-
notu náhodné veličiny. Definujeme jej komplikovaněji pomocı́ momentů náhodné ve-
ličiny, které zase vycházejı́ ze střednı́ hodnoty E (X). Momenty náhodné veličiny pak
ještě dělı́me na počátečnı́, centrované a normované.

Definice 3.14 (Počátečnı́ moment r-tého stupně µr) Střednı́ hodnota r-té mocniny ná-
hodné veličiny X je r-tý počátečnı́ moment µr náhodné veličiny X .

Pro diskrétnı́ náhodnou veličinu X platı́:

µr = E (Xr) =
n∑
i=1

xri · p (xi). (3.31)

Pro spojitou náhodnou veličinu X platı́:

µr = E (Xr) =
∫
R

xr · f (x) dx. (3.32)

Z definice r-tého počátečnı́ho momentu dále definujeme střednı́ hodnotu náhodné
veličiny X , právě jako počátečnı́ moment prvnı́ho stupně:

µ1 = E
(
X1
)

= E (X) (3.33)

Definice 3.15 (Centrálnı́ moment r-tého stupně νr) Mějme střednı́ hodnotu náhodné
veličiny X , jejı́ž střednı́ hodnota E (X) = µ1, je zároveň střednı́ hodnota mocniny
(X − µ1)r nazýváme centrálnı́ moment r-tého stupně νr náhodné veličiny, kdy:

Pro diskrétnı́ náhodnou veličinu X platı́:

νr = E ((X − µ1)r) =
n∑
i=1

(xi − µ1)r · p (xi). (3.34)

Pro spojitou náhodnou veličinu X platı́:

νr = E ((X − µ1)r) =
∫
R

(x− µ1)r · f (x) dx. (3.35)

Nynı́ prozkoumáme konkrétnı́ centrálnı́ momenty a některé z nich konkrétně po-
jmenujeme pro jejich užitečné vlastnosti. Zı́skáme je tak, že budeme dosazovat za stupeň
momentu.
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Centrálnı́ moment prvnı́ho stupně

Následujı́cı́ platı́ pro diskrétnı́ i spojitou náhodnou veličinu X .

ν1 = E
(
[X − µ1]1

)
= E (X)− E (µ1) = µ1 − µ1 = 0

Vzhledem k tomu, že ve všech přı́padech nabývá hodnoty 0 se tento moment
prvnı́ho stupně v podstatě nepoužı́vá.

Centrálnı́ moment druhého stupně

Diskrétnı́ náhodná veličina X

ν2 = E
(
[X − µ1]2

)
=

n∑
i=1

(xi − µ1)2 · p (xi) (3.36)

rov445ν2 = E
(
[X − µ1]2

)
=
∫
R

(x− µ1)2 · f (x) dx (3.37)

Centrálnı́ moment druhého stupně nazýváme rozptyl náhodné veličinyX a značı́me
jej σ2. Také je možné setkat se s označenı́m D (X), tento název je odvozen z anglického
ekvivalentu dispersion. Centrálnı́ moment druhého stupně má velice důležité vlastnosti:

Spojitá náhodná veličina X Vlastnosti 3.5

Mějme náhodnou veličinu X , jejı́ rozptyl σ2 a reálné konstanty a, b, c. Pak řekneme, že:

1. Rozptyl konstanty je nula, protože všechny hodnoty jsou rovny střednı́ hodnotě. To znamená,
že žádná hodnota se neodchyluje a tı́m pádem σ2 = 0.

2. Rozptyl součinu náhodné veličiny X a konstanty.

D (a ·X) = a2 ·D (X) (3.38)

3. Rozptyl součinu náhodné veličiny X s konstantou a součtu konstanty.

D (a ·X + b) = a2 ·D (X) +D (b) = a2 ·D (X) + 0 = a2 ·D (X) (3.39)

4. Rozptyl součtu dvou náhodných veličin X a Y .

D (X + Y ) = D (X) +D (Y ) (3.40)
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Tuto vlastnost zle také zobecnit pro součet náhodných veličin X1;X2;X3; . . . ;Xn.

D (X1 +X2 +X3 + . . .+Xn) =
n∑
i=1

D (Xi) = D (X1) +D (X2) +D (X3) + . . .+D (Xn)

(3.41)
Zároveň musı́ platit, že náhodné veličiny X1;X2;X3; . . . ;Xn musı́ být nezávislé.

5. Výpočet rozptylu náhodné veličiny X pomocı́ střednı́ hodnoty nebo pomocı́ počátečnı́ho mo-
mentu.

σ2 = E
(
X2
)
− [E (X)]2 = E

(
X2
)
− E2 (X) = µ2 − µ21 (3.42)

Odmocněnı́m rozptylu zı́skáme směrodatnou odchylku ±σ, kterou v praxi pou-
žı́váme častěji, protože na rozdı́l od rozptylu udává vzdálenost a ne plochu čtverce
jako rozptyl. Zjednodušeně můžeme řı́ci, že směrodatná odchylka nám dá odchylku se
správnou jednotkou - např. směrodatná odchylka délky je také délka, ale rozptyl nás
informuje v plošných jednotkách.

Výpočet centrálnı́ch momentů vyššı́ch stupňů je poměrně komplikovaný. Proto si
jejich výpočet ukážeme pomocı́ počátečnı́ch momentů:

νr =
r∑

k=0

(−1)k ·
(
r

k

)
· µr−k · µk1

ν3 = µ3 − 3µ2 · µ1 + 2µ31

ν4 = µ4 − 4µ1 · µ3 + 6µ21 · µ2 − 3µ41

Z charakteristik momentu ještě prozkoumáme normovaný moment r-tého stupně,
jehož konkrétnı́ přı́pady si ukážeme až u dané charakteristiky, kterou vyjadřuje.

Definice 3.16 (Normovaný moment r-tého stupně νr) Normovaný moment r-tého stupně
νr náhodné veličiny X je definován vztahem:

νr =
νr
σr
, (3.43)

kde νr je centrálnı́ moment r-tého stupně a σr je r-tá mocnina směrodatné odchylky
náhodné veličiny X .

Nynı́ tedy konkrétnı́ normované momenty náhodné veličiny, stejně jako u centrál-
nı́ch momentů je zı́skáme dosazenı́m za stupeň momentu.
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Normovaný moment prvnı́ho a druhého stupně náhodné veličiny X

ν1 =
ν1
σ1

=
0
σ

= 0

ν2 =
ν2
σ2

=
ν2
ν2

= 1

Jak vidı́me hodnoty normovaného momentu prvnı́ho a druhého stupně náhodné
veličinyX budou mı́t vždy hodnotu 0 a 1. Proto se při zpracovánı́ naměřených dat přı́liš
často nepoužı́vajı́. Dalšı́ stupně normovaného momentu si vı́ce přiblı́žı́me až v části
Charakteristiky šikmosti a špičatosti.

Průměrná odchylka střednı́ hodnoty náhodné veličiny X

Průměrná odchylka nás informuje o tom, jak se průměrně odchylujı́ hodnoty náhodné
veličiny X od jejı́ střednı́ hodnoty.

Definice 3.17 (Průměrná odchylka) Průměrnou nebo také střednı́ odchylkou od střednı́
hodnoty náhodné veličiny X nazveme nezáporné čı́slo, pro které platı́:

ν = E (|X − E (X)) |) = E (|x− µ1|) (3.44)

Definice 3.18 (Pravděpodobná odchylka) Pravděpodobná odchylka od střednı́ hod-
noty náhodné veličiny X nazveme nezápornou veličinu ε, pro kterou platı́ rovnice:

P (µ1 − ε < X < µ1 + ε) =
1
2
. (3.45)

Poznámka: Pravděpodbnou odchylku chápeme jako hodnotu, která se rovná mediánu
absolutnı́ch hodnot odchylek náhodné veličiny X .

Definice 3.19 (Kvartilová odchylka) Kvartilová odchylka od střednı́ hodnoty náhodné
veličiny X je rozdı́l hornı́ho a dolnı́ho kvartilu náhodné veličiny X .

Ko (X) = x 3
4
− x 1

4
. (3.46)

Poznámka: Analogicky můžeme definovat i decilovou odchylku a percetilovou od-
chylku náhodné veličiny. Kvartilová odchylka je pak užitečnou alternativou směrodatné
odchylky. Jejı́ výhodou je, že nenı́ tak velkým způsobem ovlivněna přı́liš malými nebo
velkými hodnotami náhodné veličiny X .
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Definice 3.20 (Variačnı́ koeficient) Variačnı́ koeficient náhodné veličiny definujeme pro
nenulovou střednı́ hodnotu jako podı́l směrodatné odchylky a střednı́ hodnoty náhodné
veličiny X .

ϑ =
σ

µ
=

√
D (X)
E (X)

(3.47)

Variačnı́ koeficient určuje mı́ru spolehlivosti střednı́ hodnoty. Většinou je udáván
v procentech. Obvykle hodnotı́me střednı́ hodnotu podle variačnı́ho koeficientu tak, že
pokud ϑ < 0, 10 je střednı́ hodnota spolehlivá. V opačném přı́padě řekneme, že střednı́
hodnota nenı́ přı́liš spolehlivá (Necharakterizuje přı́liš dobře hodnoty náhodné veličiny
X).

Poslednı́ zde zmı́něnou charakteristikou variability je variačnı́ rozpětı́, které nás in-
formuje o tom, jak moc se maximálnı́ a minimálnı́ hodnota náhodné veličiny vzdaluje od
jejı́ střednı́ hodnoty. Také z něj poznáme jak daleko jsou od sebe tyto hodnoty vzdálené.

Definice 3.21 (Variačnı́ rozpětı́) Variačnı́ rozpětı́ náhodné veličiny X definujeme jako
rozdı́l maximálnı́ a minimálnı́ hodnoty náhodné veličiny X .

R = xmax − xmin (3.48)

Touto variačnı́ charakteristikou ukončı́me výčet těchto charakteristik a projdeme si
poslednı́ skupinu charakteristik náhodné veličiny X .

3.3.3 Charakteristiky šikomosti a špičatosti náhodné veličiny X

Jak jsme již uvedli tyto charakteristiky vyplı́vajı́ z normovaných momentů náhodné
veličiny X . Zatı́m jsme prozkoumali pouze normované momenty prvnı́ho a druhého
stupně. Ty se pro jejich konstantnı́ hodnoty přı́liš nepoužı́vajı́. Naopak normované mo-
menty vyššı́ch stupňů pak využijeme a přiřadı́me jim vlastnı́ názvy.

Koeficient šikmosti

Tento koeficient nás informuje o nesymetrii hodnot náhodné veličiny X .

Definice 3.22 (Koeficient šikmosti náhodné veličiny X) Normovaný moment třetı́ho
stupně náhodné veličiny X :

ν3 =
ν3
σ3

=
E
(
|X − E (X)|3

)
σ3

= γ1 (3.49)
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nazveme koeficient šikmosti γ1 ∈ R nebo také A3 (X).

Z definice pak přı́mo vyplı́vajı́ následujı́cı́ vlastnosti.

Vlastnosti 3.6

1. Pro koeficient šikmosti platı́ γ1 = ν3 = 0, jestliže je frekvenčnı́ funkce náhodné veličiny X
symetrická.

2. Pro koeficient šikmosti platı́ γ1 = ν3 < 0, jestliže je frekvenčnı́ funkce náhodné veličiny X
zešikmená doprava.

3. Pro koeficient šikmosti platı́ γ1 = ν3 > 0, jestliže je frekvenčnı́ funkce náhodné veličiny X
zešikmená doleva.

4. Mějme libovolnou náhodnou veličinu X a reálná čı́sla a, b, pak platı́:

A3 (a ·X + b) = A3 (X) . (3.50)

Poznámka: Podle uvedených vlastnostı́ je možné předem odhadnout znaménko koefi-
cientu šikmosti, jestliže si načrtneme graf frekvenčnı́ funkce a rozhodneme, na kterou
stranu jsou zešikmené odchylky střednı́ hodnoty.

Koeficient špičatosti

Tento koeficient nás informuje o tom, jak je rozdělenı́ náhodné veličiny špičaté (strmé)
nebo naopak ploché.

Definice 3.23 (Koeficient špičatosti) Normovaný moment čtvrtého stupně náhodné ve-
ličiny X :

ν4 − 3 =
ν4
σ4
− 3 =

E
(
|X − E (X)|4

)
σ4

− 3 = γ2 (3.51)

nazveme koeficient šikmosti γ2 ∈ R nebo také A4 (X).

Z definice pak přı́mo vyplı́vajı́ následujı́cı́ vlastnosti.

Vlastnosti 3.7
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1. Pro koeficient špičatosti platı́ γ2 = ν4 − 3 = 0, jestliže má náhodná veličina X normálnı́
rozdělenı́.

2. Pro koeficient špičatosti platı́ γ1 = ν4− 3 < 0, jestliže je maximum frekvenčnı́ funkce náhodné
veličiny X „tupé“.

3. Pro koeficient špičatosti platı́ γ2 = ν4− 3 > 0, jestliže je maximum frekvenčnı́ funkce náhodné
veličiny X „špičaté“.

4. Mějme libovolnou náhodnou veličinu X a reálná čı́sla a, b, pak platı́:

A4 (a ·X + b) = A4 (X) (3.52)

Koeficient šikmosti a špičatosti většinou počı́táme kvůli jednoduchosti z počáteč-
nı́ch momentů:

νr =
r∑

k=0

(−1)k ·
(
r

k

)
· µr−k · µk1 (3.53)

γ1 =
µ3 − 3µ1µ2 + 2µ31

σ3
(3.54)

γ2 =
µ4 − 4µ1µ3 + 6µ1µ2 − 3µ41

σ4
− 3 (3.55)

Řešený přı́klad 3.3 Náhodná veličinaX je určena tabulkou (3.1) pravděpodobnostnı́
funkce.

Tabulka 3.1: Pravděpodobnostnı́ funkce k přı́kladu (3.3)
xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p (xi) 0,050 K 0,125 0,080 0,095 0,105 0,055 0,135 0,195 0,085

Určete hodnotu pravděpodobnostnı́ funkce p (2) = K, distribučnı́ funkci, pravděpo-
dobnost jevu, že náhodná veličinaX nabude hodnoty P (x < 6), P (x > 4), P (3 < x < 7)

a charakteristiky rozdělenı́ pravděpodobnosti.
Řešenı́:

Podle vlastnostı́ pravděpodobnostnı́ funkce určı́me hodnotu pravděpodobnostnı́
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funkce p (0) = K.

1 =
n∑
i=1

p (x)

p (0) = 1− p (1)− p (3)− p (4)− p (5)− p (6)− p (7)− p (8)− p (9)− p (10) =

= 0, 075

Nynı́ můžeme určit distribučnı́ funkci náhodné veličiny X tabulka (3.2).

Tabulka 3.2: Distribučnı́ funkce k přı́kladu (3.3)
xi x < 1 1 2 3 4 5

F (xi) 0 0 0,050 0,125 0,250 0,330
- 6 7 8 9 10 x > 10

- 0425 530 0,585 0,720 0,915 1

Obrázek 3.7: Pravděpodobnostnı́ funkce

Určı́me pravděpodobnost P (x < 6), P (x > 4) a P (3 ≤ x < 7):

P (x < 6) = F (6) = P (1) + P (2) + P (3) + P (4) + P (5) = 0, 425

P (x > 4) = F (x > 10)− F (5) = P (5) + P (6) + P (7) + P (8) + P (9) + P (10) =

= 0, 670

P (3 ≤ x < 7) = F (7)− F (3) = P (3) + P (4) + P (5) + P (6) = 0, 405
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Obrázek 3.8: Distribučnı́ funkce

Nejprve určı́me střednı́ hodnotu a rozptyl náhodné veličinyX podle definice (3.6) a
podle rovnice (3.36). K výpočtu se nám bude hodit vyplnit si tabulku (3.3) s počátečnı́mi
momenty.

Střednı́ hodnota, rozptyl a směrodatná odchylka.

E (X) =
n∑
i=1

xip (xi) = 6, 07

D (X) = E
(
X2
)
− [E (X)]2 = 7, 6951

σ =
√
D (X) = 2, 774

Koeficient šikmosti a špičatosti určı́me podle definic (3.22) a (3.23). Ještě před sa-
motným výpočtem si vypı́šeme hodnoty počátečnı́ch momentů.

µ1 = 6, 07 µ2 = 44, 54 µ3 = 358, 84 µ4 = 3041, 72

Koeficient šikmosti a špičatosti pomocı́ počátečnı́ch momentů:
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Tabulka 3.3: Tabulka s počátečnı́mi momenty
xi 1 2 3 4 5

p (xi) 0,050 0,075 0,125 0,080 0,095
xi · p (xi) 0,050 0,150 0,375 0,320 0,475
x2i · p (xi) 0,050 0,300 1,125 1,280 2,375
x3i · p (xi) 0,050 0,600 3,375 5,120 11,875
x4i · p (xi) 0,050 1,200 10,125 20,480 59,375

|xi − µ1| · p (xi) 0,254 0,305 0,384 0,166 0,102
- 6 7 8 9 10
- 0,105 0,055 0,135 0,195 0,085
- 0,630 0,385 1,080 1,755 0,850
- 2,780 2,695 8,640 15,795 8,500
- 22,680 18,865 69,120 142,155 85
- 136,080 132,055 552,960 1279,395 850
- 0,007 0,051 0,261 0,571 0,334

γ1 =
ν3
σ3

=
µ3 − 3µ1µ2 + 2µ31

σ3
=

358, 84− 3 · 44, 54 · 6, 07 + 2 · 6, 073

2, 7743
=

= −0, 231

γ2 =
ν4
σ4
− 3 =

µ4 − 4µ1µ3 + 6µ21µ2 − 3µ41
σ4

− 3 =

=
3041, 72− 4 · 6, 07 · 358, 84 + 6 · 6, 072 · 44, 54− 3 · 6, 074

2, 7744
− 3 = −1, 2626

Ještě určı́me průměrnou odchylku, variačnı́ koeficient a variačnı́ rozpětı́ podle de-
finic (3.17), (3.20) a (3.21).

ν = E (|x− µ1|) =
n∑
i=1

|xi − µ1| · p (xi) = 2, 435

ϑ =
σ

µ1
=

2, 774
6, 07

= 0, 457

R = xmax − xmin = 10− 1 = 9

Vyhodnotı́me zı́skané charakteristiky. Střednı́ hodnota E (X) = 6, 07 se směrodat-
nou odchylkou σ = 2, 774 nevystihuje náhodnou veličinu přı́liš dobře, protože variačnı́
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koeficient ϑ = 0, 457 je velký. Pravděpodobnostnı́ funkce je zešikmená vpravo a je spı́še
tupá.

Řešený přı́klad 3.4 Spojitá náhodná veličina je dána distribučnı́ funkcı́:

F (x) = 0 x ∈

(
−∞;

√
6

3

〉

F (x) = ax2 + b x ∈

(√
6

3
;
√

2

)
F (x) = 1 x ∈

〈√
2;∞

)
Určete koeficientyaa b, hustotu pravděpodobnosti, pravděpodobnostP

(
x < 5

6

)
,P (x > 1),

P
(
1 < x < 5

4

)
, střednı́ hodnotu, rozptyl, směrodatnou odchylku, hornı́ a dolnı́ kvartil,

kvartilovou odchylku, medián, modus, koeficient šikmosti a špičatosti, variačnı́ koefici-
ent a variačnı́ rozptyl.
Řešenı́:

Z vlastnostı́ distribučnı́ funkce určı́me hodnoty koeficientů a a b.

F

(√
6

3

)
= 0 = a ·

(√
6

3

)2
+ b

F
(√

2
)

= 1 = a ·
(√

2
)2

+ b ⇒ b = 1− 2a

0 = a
2
3

+ 1− 2a

4
3

= 1

a =
3
4

⇒ b = −1
2

Distribučnı́ funkce má tvar:

F (x) = 0 x ∈

(
−∞;

√
6

3

〉

F (x) =
3
4
x2 − 1

2
x ∈

(√
6

3
;
√

2

)
F (x) = 1 x ∈

〈√
2;∞

)
Pomocı́ vlastnostı́ hustoty pravděpodobnosti f (x) = F ′ (x) ji určı́me:
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Obrázek 3.9: Distribučnı́ funkce

f (x) =
d
(
3
4x
2 − 1

2

)
dx

=
3
2
x x ∈

(√
6

3
;
√

2

)

f (x) = 0 x /∈

〈√
6

3
;
√

2

〉

Určı́me pravděpodobnost výskytu veličinyX -P
(
x < 5

6

)
,P (x > 1) aP

(
1 < x < 5

4

)
.

Můžeme je spočı́tat dvěma způsoby.

P

(
x <

5
6

)
= F

(
5
6

)
=

3
4
·

(√
5

6

)2
− 1

2
= 0, 0208

=

5
6∫

−∞

f (x) dx =

√
6
3∫

−∞

f (x) dx

︸ ︷︷ ︸
0

+

5
6∫

√
6
3

f (x) dx =
3
2
·

5
6∫

√
6
3

xdx =

= =
3
2
·
[
x2

2

] 5
6

√
6
3

=
3
4
·
(

25
36
− 6

9

)
= 0, 0208

P (x > 1) = F
(√

2
)
− F (1) = 1− 3

4
· 1− 1

2
= 0, 75
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Obrázek 3.10: Hustota pravděpodobnosti

P

(
1 < x <

5
4

)
= F

(
5
4

)
− F (1) =

3
4
· 25

16
− 1

2
− 1 +

1
2

= 0, 5625

K určenı́ střednı́ hodnoty, rozptylu, koeficientu šikmosti a špičatosti potřebujeme
počátečnı́ momenty:

µ1 =

∞∫
−∞

x · f (x) dx =
3
2
·

√
2∫

√
6
3

x2dx =
3
2
·
[
x3

3

]√2
√
6
3

=
1
2
·

√2
3
−

[√
6

3

]3 =

=
√

2−
√

6
3

= 1, 142

µ2 =

∞∫
−∞

x2 · f (x) dx =
3
2
·

√
2∫

√
6
3

x3dx =
3
2
·
[
x4

4

]√2
√
6
3

=
3
8
·
(

4− 4
9

)
=

4
3

µ3 =

∞∫
−∞

x3 · f (x) dx =
3
2
·

√
2∫

√
6
3

x4dx =
3
10
·
[
x5

5

]√2
√
6
3

=
3
10
·

√2
5
−

(√
6

3

)5 = 1, 588
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µ4 =

∞∫
−∞

x4 · f (x) dx =
3
2
·

√
2∫

√
6
3

x5dx =
3
2
·
[
x6

6

]√2
√
6
3

=
3
12
·
(

8− 8
27

)
= 1, 926

Z počátečnı́ch momentů určı́me střednı́ hodnotu, rozptyl, směrodatnou odchylku,
koeficient šikmosti a špičatosti.

E (X) = µ1 = 1, 142

D (X) = µ2 − µ21 =
4
3
− 1, 1422 = 0, 029

σ =
√
D (X) = 0, 17

γ1 =
µ3 − 3µ1µ2 + 2µ31

σ3
=

1, 588− 3 · 1, 142 · 43 + 2 · 1, 1423

0, 173
= −0, 262

γ2 =
m4 − 4µ1µ3 + 6µ21µ2 − µ41

σ4
=

=
1, 926− 4 · 1, 142 · 1, 588 + 6 · 1, 1422 · 43 − 3 · 1, 1424

0, 174
= 3, 349

Pomocı́ distribučnı́ funkce můžeme určit kvartily a modus.

F (x0,25) =
1
4

3x20,25 − 2

4
=

1
4

3x20,25 = 3

x0,25 = 1

F (x0,5) =
1
2

3x20,5 − 2

4
=

1
2

3x20,5 = 4

x0,5 =
2
√

3
3

= Me (X)

F (x0,75) =
3
4

3x20,75 − 2

4
=

3
4

3x20,75 = 5
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x75 =

√
15
3

K nalezenı́ modusu je potřeba nalézt maximum hustoty pravděpodobnosti. Vzhle-
dem k tomu, že hustota pravděpodobnosti je lineárnı́ funkce, je maximum v bodě
x =
√

2 = Mod (X).

Poslednı́ charakteristiky, které musı́me určit kvartilová odchylka, variačnı́ koeficient
a variačnı́ rozpětı́ podle definic (3.19), (3.20) a (3.21).

Ko = x0,75 − x0,25 =

√
15
3
− 1 = 0, 29

ϑ =
σ

µ1
=

0, 17
1, 142

= 0, 149

R =
√

2−
√

6
3

= 0, 5977

Vyhodnotı́me zı́skané charakteristiky. Střednı́ hodnota E (X) = 1, 142 se směrodat-
nou odchylkou σ = 0, 17 s jistou tolerancı́ vystihuje náhodnou veličiny celkem dobře,
protože variačnı́ koeficient ϑ = 0, 149 je skoro v mezı́ch únosnosti. Pravděpodobnostnı́
funkce je zešikmená vpravo a je špičatá.
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Úlohy:

1. Náhodná veličinaX je dána tabulkou (3.4) pravděpodobnostnı́ funkcı́. Určete hod-

Tabulka 3.4: Tabulka pravděpodobnostnı́ funkce k úloze (1.)
xi 1 2 3 4

p (xi) 0,3 K 0,4 0,2

notu K, střednı́ hodnotu, rozptyl, koeficient šikmosti a špičatosti náhodné veličiny
X .

2. Náhodná veličina je dána pravděpodobnostnı́ funkcı́.

f (x) = 2x x ∈ 〈0; 1〉
= 0 x /∈ 〈0; 1〉

Určete střednı́ hodnotu, rozptyl, koeficient šikmosti a špičatosti náhodné veličiny
X .

3. Náhodná veličina X je dána distribučnı́ funkcı́:

F (x) = 0 x < 3

=
x

3
− 1 x ∈ 〈3; 6〉

= 1 x ≥ 6

Určete hustotu pravděpodobnosti, a pravděpodobnost P
(
3
2 ≤ x ≤ 4

)
.

4. Náhodná veličina X je dána hustotou pravděpodobnosti:

f (x) = x− 1
2

x ∈ 〈1; 2)

f (x) = 0 x /∈ 1; 2)

Určete distribučnı́ funkci náhodné veličiny X .

5. Náhodná veličina X je dána tabulkou (3.5) pravděpodobnostnı́ funkce. Určete ko-

Tabulka 3.5: Tabulka distribučnı́ funkce k úloze (5.)
xi 1 2 3

p (xi) 0,5 0,3 0,2

eficienty šikmosti a špičatosti náhodné veličiny X .
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Tabulka 3.6: Tabulka distribučnı́ funkce k úloze (6.)
xi 2 3 4 5

p (xi) 0,2 0,3 0,3 0,2

6. Náhodná veličina X je dána tabulkou (3.6) pravděpodobnostnı́ funkce. Určete ko-
eficienty šikmosti a špičatosti náhodné veličiny X .

7. Náhodná veličina X je dána hustotou pravděpodobnosti:

f (x) =
3
4
·
(
2x− x2

)
x ∈ 〈0; 2〉

= 0 x /∈ 0; 2〉

Určete modus a medián náhodné veličiny X .
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1. K = 0, 1, E (X) = 2, 5, D (X) = 1, 25, γ1 = −0, 21, γ2 = −1, 36

2. E (X) = 2
3 , D (X) = 1

18 , γ1 = −0, 43, γ2 = −0, 4

3. f (x) = 1
2 x ∈ 〈3; 6), f (x) = 0 x /∈ 〈3; 6), P

(
3
2 ≤ x ≤ 4

)
= 1
2

4. F (x) = 0 x ∈ (−∞; 1), F (x) = x
2 −

1
2 x 〈1; 2), F (x) = 1 x ∈ 〈2;∞)

5. γ1 = 0, 579, γ2 = −1, 1357

6. γ1 = 0, γ2 = −1, 129

7. Mod (X) = 1, Me (X) = 1



Kapitola 4

Rozdělenı́ pravděpodobnostı́ diskrétnı́
náhodné veličiny

Jak jsme se již dozvěděli pro každou náhodnou veličinu X existujı́ pravidla, která kaž-
dému jevu přiřazujı́ určitou pravděpodobnost výskytu. Výše jsme si ukázali jak kva-
litativně popsat a charakterizovat libovolnou náhodnou veličinu. Většinu náhodných
veličin je možné rozlišit podle toho, jaké hodnoty pravděpodobnosti nabývá. Takových
rozdělenı́ je velké množstvı́ a proto si ukážeme předevšı́m ta základnı́. Zároveň je velice
důležité rozlišit diskrétnı́ a spojitou náhodnou veličinu X .

4.1 Binomické rozdělenı́

Mezi všemi pokusy, které vykonáme je možné nalézt velké množstvı́ takových u nichž
existujı́ pouze dva výsledky. Tı́m myslı́me úspěšný pokus nebo neúspěšný. Zároveň pro
ně platı́, že každý pozorovatel může výsledky daného pokusu rozlišit jiným způsobem,
ale stále se jedná o dvě možnosti výsledku. Vezměme si přı́klad. Při hodu mincı́ je pro
pozorovatel A úspěchem, když padne lı́c, naopak pro pozorovatele B je úspěch, když
padne rub. Z přı́kladu je vidět, že at’padne jakákoli strana mince, vždy bude pokus pro
jednoho z pozorovatelů úspěchem a pro druhého neúspěchem. Toto označenı́, ale nijak
neovlivnı́ samotné rozdělenı́ pravděpodobnosti. Proto můžeme klidně řı́ci, že nezáležı́
na označenı́ výsledku: Zdar × Nezdar.

Ve většině přı́padů se také setkáme s tı́m, že výsledku, který označı́me jako úspěch
přiřadı́me hodnotu 1 a neúspěchu 0. Máme tedy náhodnou veličinu jejı́ž obor hodnot
je dvouprvková množina H = {0; 1}. Zároveň jsme schopni určit pravděpodobnost, že

87
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nastane úspěch a neúspěch. Pro potřeby určenı́ pravděpodobnosti označme úspěch jako
jev A a neúspěch A. Potom platı́:

P (A) = P (X = 1) = p (4.1)

P
(
A
)

= P (X = 0) = 1− p (4.2)

Můžeme-li navı́c pokus opakovat n-krát a každé provedenı́ takového pokusu ne-
ovlivnı́ výsledek dalšı́ch pokusů. Potom můžeme celému souboru takových pokusů
přiřadit čı́slo x, které v celé sérii určuje právě počet přı́znivých výsledků. Takto zı́s-
kanou náhodnou veličinu nazýváme Binomická náhodná veličina X a jejı́ rozdělenı́
pravděpodobnostı́ nazveme binomické.

Definice 4.1 (Binomické rozdělenı́ náhodné veličiny X) Náhodná veličina X s bino-
mickým rozdělenı́m Bi (n; p) má pravděpodobnostnı́ funkci:

p (x) =

(
n

x

)
· px · (1− p)n−x , (4.3)

kde x = 1; 2; 3; . . . ;n udávajı́cı́ počet sledovaných přı́znivých výsledků, n je počet všech
nezávislých pokusů a p je pravděpodobnost úspěchu v každém pokusu.

V předchozı́ kapitole jsme se naučili přiřazovat každé náhodné veličině jejı́ čı́selné
charakteristiky. Ukažme si tedy nejčastěji užı́vané charakteristiky pro náhodnou veličinu
X s binomickým rozdělenı́m pravděpodobnosti.

Vlastnosti 4.1

1. Střednı́ hodnota
E (X) = n · p. (4.4)

2. Rozptyl
σ2 = n · p · (1− p) (4.5)

3. Koeficient šikmosti

γ1 =
1− 2p√

n · p · (1− p)
(4.6)

4. Koeficient špičatosti

γ2 =
1− 6p · (1− p)
n · p · (1− p)

(4.7)
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5. Koeficient koncentrace
ν4 = γ2 + 3 (4.8)

6. Nejpravděpodobnějšı́ počet přı́znivých pokusů je přirozené čı́slo xi, které je řešenı́m rovnice:

(n+ 1) · p− 1 ≤ xi ≤ (n+ 1) · p (4.9)

Binomické rozdělenı́ náhodné veličinyX nejčastěji nalezneme u náhodného výběru
s vracenı́m. Tı́m myslı́me, že zkoumaný (vybraný) prvek vrátı́me zpět do souboru prvků.
Tetno prvek je možné zkontrolovat. Tak jsme zajistili, že pravděpodobnost úspěchu,
respektive neúspěchu, je stále stejná.

Speciálnı́ přı́klad. Mějme náhodnou veličinu s binomickým rozdělenı́m, u které
vykonáme pouze jeden pokus. Takové rozdělenı́ pak zapı́šeme taktoBi (1; p). Vzhledem
k tomu, že se jedná o speciálnı́ přı́pad binomického rozdělenı́ pravděpodobnosti, tak ho
tak i pojmenujeme Alternativnı́ rozdělenı́ A (p).

Řešený přı́klad 4.1 Na základě statistického měřenı́ v mlžné komoře bylo zjištěno,
že částice α se vyskytne s pravděpodobnostı́ p = 0, 875 a částice β s pravděpodobnostı́
p = 0, 125. Výskyt kosmického a jiného zářenı́ je tak malý, že jeho pravděpodobnost
je zanedbatelná. Pro sto sledovaných částic určete střednı́ hodnotu, rozptyl, koeficient
šikmosti, koeficient špičatosti a nejpravděpodobnějšı́ počet α a β částic. Určete pravdě-
podobnost, že mezi stovkou pozorovaných částic bude právě 82 z nich α
Řešenı́

Dostali jsme pokus u něhož jsou možné dva výsledky: Pozorujeme částici α nebo β.
Binomické rozdělenı́ Bi (n = 100; p = 0, 875). Pomocı́ vlastnostı́ binomického rozdělenı́
určı́me čı́selné charakteristiky výskytu obou částic:

E (α) = n · p = 100 · 0, 875 = 87, 5

E (β) = n · (1− p) = 100 · 0, 125 = 12, 5

D (α) = n · p · (1− p) = 100 · 0, 875 · (1− 0, 875) = 10, 9375

D (β) = n · p · (1− p) = 100 · 0, 125 · (1− 0, 875) = 10, 9375

γ1 (α) = 0, 4708

γ1 (β) = 0, 9244

γ2 (α) = 0, 94

γ2 (β) = 0, 94
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Nejpravděpodobnějšı́ počet výskytu částic α a β musı́ splňovat:

(n+ 1) · p− 1 ≤ xi ≤ (n+ 1) · p
101 · 0, 875− 1 ≤ xi ≤ 101 · 0, 875

87, 375 ≤ xi ≤ 88, 375⇒ xi = 88 alfa částic.

11, 625 ≤ xi ≤ 12, 625⇒ xi = 12 beta částic.

Pravděpodobnost, že mezi stem částic jich bude právě 82 α určı́me:

p (82) =

(
100
82

)
· 0, 87582 · (1− 0, 875)100−82 = 0, 0299

4.2 Alternativnı́ rozdělenı́

Definice 4.2 (Alternativnı́ rozdělenı́ náhodné veličiny X) Náhodná veličina X s alter-
nativnı́m rozdělenı́m A (p) má pravděpodobnostnı́ funkci:

p1 = p (4.10)

p0 = 1− p, (4.11)

kde index 0 a 1 označuje neúspěch, respektive úspěch a čı́slo ppravděpodobnost úspěchu
v daném pokusu.

Grafické znázorněnı́ distribučnı́ F (X) obrázek (4.1) a pravděpodobnostnı́ p (X)

obrázek (4.2) funkce binomické náhodné veličiny X .

V předchozı́ kapitole jsme se naučili přiřazovat každé náhodné veličině jejı́ čı́selné
charakteristiky. Ukažme si tedy nejčastěji užı́vané charakteristiky pro náhodnou veličinu
X s alternativnı́m rozdělenı́m pravděpodobnosti.

Vlastnosti 4.2

1. Střednı́ hodnota
E (X) = p (4.12)

2. Rozptyl
σ2 = p · (1− p) (4.13)
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Obrázek 4.1: Distribučnı́ funkce binomického rozdělenı́

Obrázek 4.2: Pravděpodobnostnı́ funkce binomického rozdělenı́
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3. Koeficient šikmosti

γ1 =
1− 2p√
p · (1− p)

(4.14)

4. Koeficient špičatosti

γ2 =
1− 6p · q
p · (1− p)

(4.15)

5. Koeficient koncentrace
γ2 + 3 (4.16)

4.3 Hypergeometrické rozdělenı́

Nynı́ mějme n-krát opakujı́cı́ se pokus se stejnými předpoklady jako u binomického
rozdělenı́ s jediným rozdı́lem a to, že pokusy se vzájemně ovlivňujı́. Tı́m myslı́me, že
výsledek následujı́cı́ho pokusu závisı́ na provedenı́ předcházejı́cı́ho pokusu. Označme
počet všech pokusů v řadě N , počet všech pokusů, které dávajı́ výsledek V označı́me
M , počet všech uskutečněných pokusů označı́me n a počet všech pokusů, které nedávajı́
výsledek V označı́me N −M . Potom můžeme hypergeometrické rozdělenı́ definovat
takto:

Definice 4.3 (Hypergeometrické rozdělenı́ náhodné veličiny X) Hypergeometrické roz-
dělenı́ H (N ;M ;n) má pravděpodobnostnı́ funkci:

P (X) =

(
M
x

)
·
(
N−M
n−x

)(
N
n

) , (4.17)

kde x = 1; 2; 3, . . . ;n.

Hypergeometrické rozdělenı́ náhodné veličinyX je co se do výpočtů týká poměrně
náročné, proto si v některých přı́padech, kdy je jistá tolerance k přesnosti výsledku mů-
žeme dovolit hypergeometrické rozdělenı́ aproximovat binomickým rozdělenı́m.

Podmı́nka pro aproximaci hypergeometrického rozdělenı́. Máme-li dostatečně velký
soubor pokusů N a uskutečnı́me pouze malé množstvı́ pokusů n můžeme si dovolit
tvrdit, že tyto uskutečněné pokusy přı́liš neovliňujı́ ještě neprovedené pokusy a pak
řekneme, že jednotlivé pokusy jsou nezávislé. V tomto přı́padě provedeme aproximaci
hypergeometrického rozdělenı́ binomickým rozdělenı́m náhodné veličiny X :

H (N ;M ;n) ≈ Bi

(
n;
M

N

)
⇒
(
M
x

)
·
(
N−M
n−x

)(
N
n

) ≈
(
n

x

)
·
(
M

N

)x
·
(

1− M

N

)n−x
(4.18)
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Aproximace na binomické rozdělenı́ funguje dobře, jestliže platı́:

n ≤ N

10
V předchozı́ kapitole jsme se naučili přiřazovat každé náhodné veličině jejı́ čı́selné

charakteristiky. Ukažme si tedy nejčastěji užı́vané charakteristiky pro náhodnou veličinu
X s hypergeometrickým rozdělenı́m pravděpodobnosti.

Vlastnosti 4.3

1. Střednı́ hodnota
E (X) = n · M

N
(4.19)

2. Rozptyl

σ2 = n · M
N
·
(

1− M

N

)
· N − n
N − 1

(4.20)

3. Nejpravděpodobnějšı́ počet přı́znivých pokusů xi je řešenı́m rovnice:

a− 1 ≤ xi ≤ a, (4.21)

kde a = (M+1)·(n+1)
N+2 .

Řešený přı́klad 4.2 V dodávce 100 výrobků je 8 poškozených. Náhodně vybereme
5 z nich k dalšı́mu zpracovánı́. Jaká je pravděpodobnost, že mezi vybranými výrobky
bude nejvýše jeden poškozený? Určete charakteristiky rozdělenı́ a nejpravděpodobnějšı́
počet vybraných poškozených výrobků.
Řešenı́:

Máme N = 100 výrobků, vybı́ráme n = 5 výrobků a pravděpodobnost, že vy-
táhneme jeden vadný výrobek je M

N
= 8

100 . Jedná se o hypergeometrické rozdělenı́
H (N = 100;M = 8;n = 5).

Pravděpodobnost, že mezi taženými výrobky bude nejvýše jeden poškozený zı́s-
káme tak, že určı́me pravděpodobnost vytaženı́ jednoho vadného výrobku a žádného
vadného výrobku.

p (0) =

(8
0

)
·
(100−8
5−0

)(100
5

) = 0, 6532

p (1) =

(8
1

)
·
(100−8
5−1

)(100
5

) = 0, 3

p (x ≤ 1) = p (0) + p (1) = 0, 9534
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Charakteristiky hypergeometrického rozdělenı́:

E (X) = n · M
N

= 5 · 8
100

= 0, 4

σ2 = n · M
N
·
(

1− M

N

)
· N − n
N − 1

= 0, 3531

Nejpravděpodobnějšı́ počet vytažených vadných výrobků je řešenı́m rovnice:

(M + 1) · (n+ 1)
N + 2

− 1 ≤ xi
(M + 1) · (n+ 1)

N + 2
−0, 47 ≤ xi ≤ 0, 53⇒ xi = 0

Toto hypergeometrické rozdělenı́ můžeme nahradit binomickým rozdělenı́mBi
(
n; M

N

)
,

protože platı́ podmı́nka pro aproximaci n = 5 ≤ N=100
10 . Výpočet se pak značně zjedno-

dušı́:

p (x ≤ 1) =

(
5
0

)
·
(

8
100

)0
·
(

1− 8
100

)5−0
+

(
5
1

)
·
(

8
100

)1
·
(

1− 8
100

)5−1
=

= 0, 9456

4.4 Poissonovo rozdělenı́

Binomické a hypergeometrické rozdělenı́ náhodné veličiny X fungujı́ velice dobře a
celkem snadno se s nimi počı́tá až do chvı́le, když dostaneme k analýze skutečně velký
počet pokusů. V takovém přı́padě je výpočet kombinačnı́ch čı́sel

(
n
k

)
problematický i

kapesnı́m kalkulátorem a musı́me bud’ přistoupit k výpočtům na pc nebo použijeme
jiné rozdělenı́ náhodné veličiny X . Bude-li soubor náhodné veličiny X skutečně velký a
nezávislý, tı́m myslı́me teoreticky nekonečný počet pokusů což znamená, že obor hod-
not náhodné veličiny je H = {0; 1; 2; 3; . . . ;n}. V takovém přı́padě se binomického a
hypergeometrického rozdělenı́ náhodné veličiny vzdáme a použijeme nové Poissonovo
reozdělenı́ náhodné veličiny X .

Shrňme si předchozı́ úvahu. Poissonovské rozdělenı́ pravděpodobnosti má ná-
hodná veličina X , která vyjdřuje počet výskytů málo pravděpodobných jevů v nějaké
mı́ře (časová, délková, plošná, objemová, ...). Tı́mto jsme zı́skali podmı́nky pro Poisso-
novské rozdělenı́:
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1. Musı́me znát střednı́ počet výskytu daného jevu na úseku jednotkového jevu. Ozna-
čı́me jej λ.

2. Jednotkový úsek musı́me umět rozdělit na n dı́lčı́ch částı́ o velikosti ∆t, pro které
bude dále platit:

• Pravděpodobnost, že na libovolné dı́lčı́ části úseku ∆t nastane sledovaný jev
vı́ce než jednou je zanedbatelná.

• Pravděpodobnost nastoupenı́ daného jevu na libovolné dı́lčı́ části úseku je
přı́mo úměrná délce tohoto úseku (čı́m většı́ úsek, tı́m většı́ pravděpodobnost
nastoupenı́ jevu a naopak).

• Výskyty jevů v různých dı́lčı́ch úsecı́ch jsou na sobě nezávislé.

Definice 4.4 (Poissonovo rozdělenı́ náhodné veličiny X) Náhodná veličina má Pois-
sonovo rozdělenı́ pravděpodobnosti Po (λ), kde λ je kladný reálný parametr má prav-
děpodobnostnı́ funkci:

P (X) =
λx

x!
· e−λ, (4.22)

kde x = 1; 2; 3; . . . ;n.

Může se stát, že u některých náhodných veličin nebudeme schopni určit pravdě-
podobnost výskytu jevu v dı́lčı́ části úseku δt, ale dokážeme určit pravděpodobnost v
úseku, jehož mı́ru označı́me t (čas, délka, povrch, objem, ...). V takovém přı́padě bude
dán střednı́ počet výskytů parametrem λ · t a pro pravděpodobnostnı́ funkci náhodné
veličiny platı́:

P (X) =
(λ · t)x

x!
· e−λ·t. (4.23)

V předchozı́ kapitole jsme se naučili přiřazovat každé náhodné veličině jejı́ čı́selné
charakteristiky. Ukažme si tedy nejčastěji užı́vané charakteristiky pro náhodnou veličinu
X s poissonovským rozdělenı́m pravděpodobnosti.

Vlastnosti 4.4

1. Střednı́ hodnota
E (X) = λ (4.24)

2. Rozptyl
σ2 = λ (4.25)
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3. Koeficient šikmosti

γ1 =
1√
λ

(4.26)

4. Koeficient špičatosti

γ2 =
1
λ

(4.27)

5. Nepravděpodobnějšı́ počet výskytu přiznivých jevů xi je řešenı́ rovnice:

λ− 1 ≤ xi ≤ λ (4.28)

Poissonovo rozdělenı́ můžeme užı́t napřı́klad u náhodných veličin, které popisujı́:

• Počty poruch, nehod nebo přı́rodnı́ch katastrof (zemětřesenı́, erupce sopky, dopad
meteorů, ...).

• Počet mezinárodnı́ch nebo mezikontinentálnı́ch hovorů, atd.

Nahrazuje-li poissonovské rozdělenı́ binomické, které má velký počet pokusů n s
malou pravděpodobnostı́ úspěchu p. Pak pro parametr λ poissonovského rozdělenı́ platı́
vztah:

λ = n · p.

Takové nahrazenı́ dává téměř stejné výsledky už aspoň pro 30 pokusů, u nichž je prav-
děpodobnost úspěchu p ≤ 0, 1.

Nahradit hypergeometrické rozdělenı́ poissonovským má smysl, jestliže platı́:

M ≤ N

10
a n ≤ N

10
.

Řešený přı́klad 4.3 Z radioaktivnı́ho materiálu vyzařuje průměrně 30 částic α za
jednu minutu. Určete pravděpodobnost, že během jedné sekundy bude vyzářena právě
jedna částice, žádná částice, nejvýše dvě částice, vı́ce než dvě částice. Určete pravděpo-
dobnost, že během 15 sekund bude vyzářeno 6 částic α. Navı́c určete charakteristiky
vyzařovánı́ částice α a nejpravděpodobnějšı́ počet výskytů částice α v čase 5 s.
Řešenı́:

Známe střednı́ počet výskytu sledovaného jevu, který je:

λ =
30
60

Pravděpodobnost, že částice α bude za jednu sekundu vyzářena vı́ce než jednou se
zdá poměrně malá. Ověřı́me při řešenı́ úkolů.
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Podmı́nky pro označenı́ jevu za poissonovský jsou splněny. Platı́ Po
(
λ = 30

60

)
.

Určı́me pravděpodobnost, že bude vyzářena právě jedna částice x = 1:

p (1) =

(
1
2

)1
1!
· e−

1
2 = 0, 3033

Analogicky určı́me i pravděpodobnost, že za dobu jedné sekundy nebude vyzářena
žádná částice x = 0:

p (0) =

(
1
2

)0
0!
· e−

1
2

Pravděpodobnost, že budou vyzářeny nejvýše dvě částice zı́skáme jesltiže sečteme
pravděpodobnosti vyzářenı́ žádné, jedné a dvou částic α.

p (0) = 0, 3033

p (1) = 0, 6065

p (2) =

(
1
2

)2
2!
· e−

1
2 = 0, 0758

P (x ≤ 2) = 0, 3033 + 0, 6065 + 0, 0758 = 0, 9856

Pravděpodobnost, že budou vyzářeny vı́ce než dvě částice učı́me pomocı́ opačného
jevu:

p (x > 2) = p (3) + p (4) + . . . = 1− (p (0) + p (1) + p (2)) =

= 1− 0, 6065− 0, 3033− 0, 0758 = 0, 0144

Pro časový úsek délky t = 15 s platı́, že pravděpodobnostnı́ funkce má tvar:

p (x) =
(λ · t)x

x!
· e−λ·t

p (6) =

(
1
2 · 15

)6
6!

· e−
1
2 ·15 = 0, 1367

Charakteristicky veličiny α jsou:

E (α) = λ =
1
2

σ2 = λ =
1
2

γ1 =
1√
λ

=
1√
1
2

=
√

2

γ2 =
1
λ

=
1
1
2

= 2
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Pro nejpravděpodobnějšı́ výskyt vyzářenı́ částice α za dobu t = 5 s upravı́me a
určı́me takto:

λ · t− 1 ≤ xi ≤ λ · t
1
2
· 5− 1 ≤ xi ≤

1
2
· 5⇒ xi = 2
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Úlohy:

1. Házı́me třikrát mincı́. Náhodná veličina X je určena počtem padnutı́ lı́ce. Určete
pravděpodobnostnı́ funkci a charakteristiky veličiny X .

2. V zásilce je 100 výrobků. 80 výrobků je prvnı́ a 20 druhé jakosti. Vybereme tři vý-
robky po jednom a po každém výběru výrobek vrátı́me. Určete pravděpodobnost,
že všechny tři vybrané výrobky budou prvnı́ jakosti.

3. Dlouhodobým pozorovánı́m stavu vody v řece byla určena pravděpodobnost jarnı́
povodně na 4

12 . Určete střednı́ hodnotu a rozptyl počtu povodnı́ v nejbližšı́ch 100
letech.

4. Pravděpodobnost, že bude vyroben vadný kondenzátor je 0,05. S jakou pravděpo-
dobnostı́ budou mezi 80 vyrobenými kondenzátory 4 vadné?

5. Bylo statisticky zjištěno, že na tisı́c metrů určité látky připadá průměrně pět kazů.
Pro dodávku bylo připraveno 50 stometrových balı́ků. Jaký počet balı́ků bez vady
můžeme v očekávat v dodávce?

6. Průměrná poruchovost výrobnı́ho stroje za 10000 hodin provozu je 10. Určete prav-
děpodobnost, že se stroj porouchá za 100 hodin práce.

7. Ve výrobě se provádı́ kontrola sta součástek připravených k expedici. Vybereme
náhodně 20 výrobků. Dlouhodobým sledovánı́m bylo zjištěno, že zmetkovitost jsou
3 %. Určete střednı́ hodnotu a rozptyl počtu zmetků.

8. Za jasné letnı́ noci můžeme v průměru každých 10 minut vidět padat hvězdu. Jaká
je pravděpodobnost, že během 25 minut uvidı́me 3 padajı́cı́ hvězdy?

9. Jaká je pravděpodobnost, že mezi 750 lidmi budou dva, kteřı́ se narodili ve stejný
den?

10. Korektura o rozsahu 500 stran obsahuje 500 tiskových chyb. Jaká je pravděpodob-
nost, že na jedné straně bude nejvýše jedna chyba?
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Řešenı́:

1. p (x) =
(3
x

)
·
(
1
2

)x · (12)3−x, E (X) = 3
2 , σ

2 = 3
4 , γ1 = 0, γ2 = −23

2. p (3) = 0, 512

3. E (X) = 26, 6, σ2 = 19, 5

4. 0, 195

5. 30

6. 0, 095

7. E (X) = 0, 6, σ2 = 0, 470

8. p (3) = 0, 2138

9. p (2) = 0, 2705

10. p (x ≤ 1) = 0, 7358



Kapitola 5

Rozdělenı́ pravděpodobnostı́ spojité
náhodné veličiny

Máme-li spojitou náhodnou veličinu zajı́máme se, s jakou pravděpodobnostı́ se daná
veličina realizuje v určeném konečném nebo nekonečném intervalu 〈a; b〉. Již vı́me,
že náhodná veličina X má spojité rozdělenı́ pokud existuje nezáporná funkce f (x),
kterou nazýváme hustota pravděpodobnosti náhodné veličinyX . V takovém přı́padě je
pravděpodobnost realizace náhodné veličiny v intevralu (a; b) dána vztahem:

P (X ∈ (a; b)) =

b∫
a

f (x) dx. (5.1)

Hustota pravděpodobnosti musı́ stále splňovat podmı́nku:

∞∫
−∞

f (x) dx = 1. (5.2)

Již vı́me, že spojité náhodné veličiny mohou mı́t stejně jako diskrétnı́ náhodné veli-
činy různá rozdělenı́ pravděpodobnosti a pak je můžeme roztřı́dit. Jednotlivá rozdělenı́
se lišı́ pouze různou volbou parametrů a jejich hodnot.

Jako prvnı́ přı́klad rozloženı́ spojité náhodné veličiny uvedeme rovnoměrné rozdě-
lenı́.

101
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5.1 Rovnoměrné rozdělenı́

Definice 5.1 (Rovnoměrné rozdělenı́ R (a; b)) Náhodná veličinaX má rovnoměrné roz-
dělenı́ R (a; b), pro jejı́ž hustotu pravděpodobnosti platı́:

f (x) =
1

b− a
, (5.3)

kde x ∈ 〈a; b〉.
f (x) = 0, (5.4)

kde x /∈ 〈a; b〉. Pro oba přı́pady platı́ a; b ∈ R.

Pro náhodnou veličinu X s rovnoměrným rozdělenı́m platı́ následujı́cı́ vlastnosti a
charakteristiky.

Vlastnosti 5.1

1. Pro distribučnı́ funkci:

• F (x) = 0 pro všechna x ∈ (−∞; a〉.

• F (x) = x−a
b−a pro všechna x ∈ (a; b).

• F (x) = 1 pro všechna x ∈ 〈b;∞).

2. Střednı́ hodnota
E (X) =

a+ b

2
(5.5)

3. Rozptyl

σ2 =
(b− a)2

12
(5.6)

4. Koeficient šikmosti
γ1 = 0 (5.7)

5. Koeficient špičatosti

γ2 = −6
5

(5.8)

6. Pravděpodobnost výskytu sledovaného jevu v intervalu (c; d) ⊂ 〈a; b〉, kde a; b; c; d ∈ R a
zároveň a < c < d < b.

P (c < X < d) =
d− c
b− a

(5.9)
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Obrázek 5.1: Hustota pravděpodobnosti rovnoměrného rozdělenı́

Obrázek 5.2: Distribučnı́ funcke rovnoměrného rozdělenı́
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Graf hustoty pravděpodobnosti obrázek (5.1) a graf distribučnı́ funkce (5.2).

Řešený přı́klad 5.1 Vlaky metra odjı́ždějı́ ze zastávky v desetiminutových interva-
lech. Cestujı́cı́ může na zastávku přijı́t v libovolném okamžiku. Určete hustotu pravdě-
podobnosti, distribučnı́ funkci, čı́selné charakteristiky a pravděpodobnost, že cestujı́cı́
bude na vlak čekat déle než 7 minut a pravděpodobnost, že přı́jde v časovém intervalu
dvě minuty až pět minut po odjezdu vlaku?
Řešenı́:

Náhodná veličina X čekánı́ na přı́jezd vlaku je spojitá v intervalu (0; 10). Zároveň
je pravděpodobnost přı́chodu cestujı́cı́ho na zastávku všude stejná. Volı́me rovnoměrné
rozdělenı́ R (0; 10).

Nejprve určı́me hustotu pravděpodobnosti podle definice (5.1) a distribučnı́ funkci
určı́me podle vlastnostı́, které vyplı́vajı́ vlastnostı́ hustoty pravděpodobnosti rovnoměr-
ného rozdělenı́.

f (x) =
1

b− a
=

1
10− 0

=
1
10

x ∈ 〈0; 10〉

f (x) = 0 jinde.

F (x) =
x− a
b− a

=
x− 0
10− 0

=
x

10
x ∈ 〈0; 10〉

F (x) = 0 jinde.

Čı́selné charakteristiky určı́me podle vlastnostı́ rovnoměrného rozdělenı́:

E (X) =
a+ b

2
=

0 + 10
2

= 5

σ2 =
(b− a)2

12
=

(10− 0)2

12
=

25
3

γ1 = 0

γ2 = −6
5

Nynı́ určı́me pravděpodobnost, že bude cestujı́cı́ čekat déle než sedm minutP (x > 7).
Tu určı́me pomocı́ pravděpodobnosti opačného jevu. Nejprve najdeme pravděpodob-
nost, že bude cestujı́cı́ čekat méně než sedm minut a pomocı́ této hodnoty určı́me
hledanou pravděpodobnost:
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P (x < 7) = F (x < 7) =

7∫
0

fxdx =
1
10

7∫
0

dx =
1
10

[x]70 =
7
10

P (x > 7) = 1− P (x < 7) = 1− 7
10

=
3
10

Ještě určı́me pravděpodobnost, že cestujı́cı́ přı́jde na zastávku mezi druhou a pátou
minutou po odjezdu vlaku.

P (2 < x < 5) =
d− c
b− a

=
5− 2
10− 0

=
3
10

5.2 Normálnı́ - Gaussovo rozdělenı́ N
(
µ;σ2

)
Normálnı́ rozdělenı́ je jedno z nejdůležitějšı́ch rozdělenı́ spojité náhodné veličiny X .
Nejedná se o rozdělenı́, které by vyhovovalo většině spojitých veličin, ale za určitých
podmı́nek můžeme normálnı́m rozdělenı́m aproximovat některá jiná rozdělenı́ a to
jak spojitých tak i diskrétnı́ch náhodných veličin. Předevšı́m se použı́vá k aproximaci
binomického, poissonova a studentova rozdělenı́ pravděpodobnosti. Ta se použı́vajı́ u
náhodné veličiny, která je výsledkem velkého počtu na sobě nezávislých pokusů.

Definice 5.2 (Normálnı́ rozdělnı́ pravděpodobnosti N (µ;σ2)) Náhodná veličinaX má
normálnı́ rozdělenı́ pravděpodobnosti N (µ;σ2) s hustotou pravděpodobnosti:

f (x) =
1

σ ·
√

2π
· e−

(x−µ)2

2·σ2 , kde

x∈ R, parametr µ je střednı́ hodnota náhodné veličiny parametr σ2 je rozptyl náhodné
veličiny. (5.10)

Pro náhodnou veličinu X s rovnoměrným rozdělenı́m platı́ následujı́cı́ vlasntosti a
charakteristiky.

Vlastnosti 5.2

1. Střednı́ hodnota normálnı́ho rozdělenı́ veličiny je shodná s hodnotou mediánu.

E (X) = x0,5 (5.11)
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Obrázek 5.3: Hustota pravděpodobnosti - Gaussova křivka

2. Koeficient šikmosti
γ1 = 0 (5.12)

3. Koeficient špičatosti
γ2 = 0 (5.13)

4. Distribučnı́ funkce náhodné veličiny X

F (x) =

∞∫
−∞

1

σ ·
√

2π
· e−

(x−µ)2

2·σ2 dx (5.14)

Graf hustoty pravděpodobnosti názýváme Gaussova křivka, jejı́ maximum najdeme
v bodě x = E (X). Inflexnı́ body Gaussovy křivky jsou v bodech x = µ ± σ. Gaussova
křivka je v intervalu x ∈ (µ− σ;µ+ σ) konkávnı́ a ve zbylých bodech x /∈ (µ− σ;µ+ σ)

konvexnı́. Hodnoty v nevlastnı́ch bodech Gaussovy křivky jsou nulové.
Pro lepšı́ představu o rozptýlenı́ náhodné veličiny X okolo střednı́ hodnoty si

ukážeme jejı́ některé pravděpodobnosti:

P (X ∈ (µ− σ;µ+ σ)) = 0, 689
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P (X ∈ (µ− 2σ;µ+ 2σ)) = 0, 954

P (X ∈ (µ− 3σ;µ+ 3σ)) = 0, 997

Přesto, že se náhodná veličina X s normálnı́m rozdělenı́m realizuje pro všechna
x ∈ R, v praxi většinou jejı́ realizaci zkoumáme pouze v intevalu (µ− 3σ;µ+ 3σ), kde
je pravděpodobnost výskuty přı́znivého výsledku pokusu téměř rovna 1 (nastane skoro
vždy).

I když má náhovná veličina X s normálnı́ rozdělenı́m velké množstvı́ výhod,
tak problémem může být výpočet jednotlivých hodnot pravděpodobnostnı́ funkce.
Nicméně je možné ji spočı́tat. Mnohem většı́m problémem bude výpočet konkrétnı́ch
hodnot distribučnı́ funkce, kterou spočteme integracı́ pravděpodobnostnı́ funkce. Bo-
hužel tato funkce nenı́ analyticky integrovatelná, musı́me integrovat numericky. Nume-
rická integrace sama o sobě nenı́ přı́liš komplikovaná, nicméně by zabrala dalšı́ kapitolu.
Zájemci o numerickou intergraci se doporučuje bud’ kurz numerických metod. Kvůli
tomuto problému s integracı́ zavádı́me dalšı́ rozdělenı́ pravděpodobnosti: Základnı́ nor-
mované normálnı́ rozdělenı́ pravděpodobnosti. Jedná se o speciálnı́ přı́pad normálnı́ho
rozdělenı́ pravděpodobnosti, kde střednı́ hodnota nabývá hodnoty 0 a rozptyl má hod-
notu 1. Jednoduše řečeno náhodnou veličinu vhodnou transformacı́ vycentrujeme na
střed soustavy souřadnic.

5.2.1 Normované normálnı́ rozdělenı́ N (0; 1)

Definice 5.3 (Základnı́ normované normálnı́ rozdělenı́ N (0; 1)) Náhodná veličina má
základnı́ normované normálnı́ rozdělenı́ N (0; 1), jestliže jejı́ střednı́ hodnota je µ = 0 a
rozptyl σ2 = 1, pak hustota pravděpodobnosti je dána vztahem:

ϕ (x) =
1√
2 · π

· e−
x2

2 , (5.15)

kde x ∈ R.

Pro náhodnou veličinu X se základnı́m normovaným normálnı́m rozdělenı́m platı́
následujı́cı́ vlastnosti a charakteristiky:

Vlastnosti 5.3
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1. Distribučnı́ funkce normovaného normálnı́ho rozdělenı́ N (0; 1) značı́me Φ (x) a je dána vzta-
hem:

Φ (x) =
1√
2 · π

·
x∫

−∞

e
t2

2 dt. (5.16)

Poznámka: Ani distribučnı́ funkce normovaného normálnı́ho rozdělenı́ N (0; 1) nenı́ analy-
ticky integrovatelná, nicméně jejı́ numerická integrace je značně jednoduššı́. Některé hodnoty
numerické integrace této distribučnı́ funkce uvádı́ tabulka na straně (116).

2. Záporné hodnoty distribučnı́ funkce Φ (x) v tabulce na staně (116) nejsou uvedeny, protože
pro ně platı́ vztah:

Φ (−x) = 1− Φ (x) (5.17)

Poznámka: Tato vlastnost přı́mo vyplývá ze symetrie Gaussovy křivky.

3. Má-li náhodná veličina X normálnı́ rozdělenı́ N (µ;σ2) s hustotou pravděpodobnosti:

f (x) =
1

σ ·
√

2 · π
· e−

(x−µ)2

2·σ2 ,

pak transformace náhodné veličinyX do náhodné veličiny s normovaným normálnı́m rozdělenı́m
N (0; 1) vypadá takto:

Y =
X − µ
σ

. (5.18)

Hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny Y je:

ϕ (y) =
1√
2 · π

· e
y2

2 (5.19)

a distribučnı́ funkci náhodné veličiny X určı́me takto:

F (x) = Φ

(
x− µ
σ

)
(5.20)

Řešený přı́klad 5.2 Náhodná veličina X má normálnı́ rozdělenı́ N (−5; 16). Určete
hustotu pravděpodobnosti, distribučnı́ funkci a pravděpodobnost P (−1 < x < 2) a
P (−6 < x < 5).
Řešenı́:
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Hustotu pravděpodobnosti a distribučnı́ funkci určı́me dosazenı́m rozptylu a střednı́
hodnoty do definice (5.3) a rovnice (5.16).

ϕ (x) =
1

σ ·
√

2 · π
· e−

(x−µ)2

2·σ2

ϕ (x) =
1

4 ·
√

2 · π
· e−

(x+5)2

32

Φ (x) =

x∫
−∞

1

σ ·
√

2 · π
· e−

(t−µ)2

2·σ2
dt

Φ (x) =
1

4 ·
√

2 · π

x∫
−∞

e−
(t+5)2

32 dt

Abychom mohli určit pravděpodobnosti P (−1 < x < 2) a P (−6 < x < 5) budeme
veličinu X transformovat na veličinu T , pro kterou platı́:

T =
X − µ
σ

Touto transformacı́ převedeme náhodnou veličinu X s rozdělenı́m pravděpodob-
nosti N (µ;σ2) na náhodnou veličinu T s rozdělenı́m pravděpodobnosti N (0; 1). Tuto
transformaci provdeme kvůli tomu, že se s normálnı́m normovaným rozdělenı́m lépe
počı́tá. K tomu abychom mohli dopočı́tat hledané pravděpodobnosti je potřeba trans-
formovat i meze hledaných pravděpodobnostı́.

t1 =
x1 − µ
σ

=
−1 + 5

4
= 1

t2 =
x2 − µ
σ

=
2 + 5

4
= 1, 75

t3 =
x3 − µ
σ

=
−6 + 5

4
= −0, 25

t4 =
x4 − µ
σ

=
5 + 5

4
= 2, 5

Nynı́ můžeme konečně určit hledané pravděpodobnosti, ke kterým potřebujeme
nalézt hodnoty distribučnı́ funkce normálnı́ho normovaného rozdělenı́ N (0; 1). Tyto
hodnoty nalezneme v tabulce hodnot distribučnı́ funkce na staně (116).

P (−1 < x < 2) → P (1 < t < 1, 75) = Φ (1, 75)− Φ (1) = 0, 9599− 0, 8413 = 0, 1186
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P (−6; 5) → P (−0, 25 < t < 2, 5) = Φ (2, 5)− Φ (−0, 25) =

= Φ (2, 5)− (1− Φ (0, 25)) = 0, 9938− 1 + 0, 5987 = 0, 5925

5.3 Exponenciálnı́ rozdělenı́

Exponenciálnı́ rozdělenı́ je úzce spojeno s Poissonovým rozdělenı́m. Připomeňme si, že
Poissonovo rozdělenı́ určuje počet událostı́, které nastanou v nějakém časovém intervalu
(i jiná mı́ra). Exponenciálnı́m reozdělenı́m se řı́dı́ večina, která je dána dobou nebo
nějakou jinou mı́rou čekánı́ na výskyt určité události.

Definice 5.4 (Exponenciálnı́ rozdělenı́ E (λ)) Náhodná veličina X má exponenciálnı́
rozdělenı́ E (λ) s hustotou pravděpodobnosti:

f (x) = λ · e−λ·x, (5.21)

kde x ∈ R+.
f (x) = 0, (5.22)

kde x ∈ R−0 a parametr λ je kladná reálná konstanta určená střednı́m počtem poissonov-
ských náhodných jevů v určitém jednotkovém intervalu dané mı́ry.

Pro náhodnou veličinu s exponenciálnı́m rozdělenı́m E (λ) platı́ následujı́cı́ vlast-
nosti a charakteristiky:

Vlastnosti 5.4

1. Distribučnı́ funkce
F (x) = 1− e−λ·x (5.23)

2. Střednı́ hodnota
E (X) =

1
λ

(5.24)

3. Rozptyl

σ2 =
1
λ2

(5.25)

Řešený přı́klad 5.3 Doba čekánı́ na padajı́cı́ hvězdu je náhodná veličinaX s exponen-
ciálnı́m rozdělenı́mE (λ). Sledovánı́m bylo zjištěno, že průměrně uvidı́me padat hvězdu
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čtyřikrát do hodiny. Určete hustostu pravděpodobnosti, distribučnı́ funkci, střednı́ hod-
notu čekánı́ a rozptyl. Určete dobu x čekánı́ na padajı́cı́ hvězdu tak, aby jejı́ pravděpo-
dobnost byla 0,8.
Řešenı́:

Průměrná doba čekánı́ na hvězdu v jedné hodině je λ = 4. Hustotu pravděpodob-
nosti a distribučnı́ funkci náhodné veličiny X s exponenciálnı́m rozdělenı́m pravděpo-
dobnosti určı́me podle definice (5.4).

f (x) = λ · e−λ·x = 4 · e−4x

F (x) = 1− e−λ·x = 1− e−4x

Pro čı́selné charakteristiky platı́:

E (X) =
1
λ

=
1
4

σ2 =
2
λ2
−
(

1
λ

)2
=

1
16

Nakonec určı́me hodnotu a pro kterou platı́, že náhodná veličina pro nı́ má prav-
děpodobnost P (0 < x < a) = 0, 8.

0, 8 = P (0 < x < a) = F (x < a) =

a∫
0

f (x) dx =

a∫
0

4 · e−4xdx = 4 ·
[
e−4x

−4

]a
0

0, 8 = −e−4a + e0

e−4a = 0, 2

ln e−4a = ln 0, 2

−4a = ln 0, 2

a = 0, 4023

Doba a čekánı́ na pozorovánı́ hvězdy s pravděpodobnostı́ 0,8 je 24 minut a 8,5
sekund.
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5.4 Dalšı́ rozdělenı́ spojitých náhodných veličin

5.4.1 Weibullovo rozdělenı́ W (δ; c)

Toto rozdělenı́ spojité náhodné veličiny se použı́vá pro rozdělenı́ veličiny, kterému nevy-
hovuje exponenciálnı́ rozdělenı́ pravděpodobnosti. Parametr δ je materiálová konstanta
a parametr c > 0.

Pro hustotu pravděpodobnosti platı́:

f (x) =
c · xc−1

δc
· e−(xδ )

c

x > 0 (5.26)

= 0 x ≤ 0. (5.27)

Pro distribučnı́ funkci platı́:

F (x) = 1− e−(xδ )
c

x > 0 (5.28)

= 0 x ≤ 0. (5.29)

5.4.2 Pearsonovo rozdělenı́ χ2n

Pearsonovo rozdělenı́ χ2n čteme chı́ kvadrát s n stupni volnosti. Toto rozdělenı́ pravdě-
podobnosti užijeme, jestliže X1;X2; . . . ;Xn náhodných veličin má normálnı́ normované
rozdělenı́ N (0; 1), pak veličina X = X21 +X22 + . . .+X2n má Pearsonovo rozdělenı́.

Pro hustotu pravděpodobnosti platı́:

f (x) =
x
n
2−1 · e−x2

2
n
2 · Γ

(
n
2

) x > 0 (5.30)

= 0 x ≤ 0 (5.31)

Kde Γ (x) je gama funkce:

Γ (x) =

∞∫
0

e−t · tx−1dt
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5.4.3 Studentovo rozdělenı́ tn

Náhodná veličina X má studentovo rozdělenı́ s n stupni volnosti, jestliže platı́:

X =
X1
X2
·
√
n.

Kde náhodná veličina X1 má normované normálnı́ rozdělenı́ N (0; 1) a veličina X2
má Pearsonovo rozdělenı́ χ2n.

Pro hustotu pravděpodobnosti platı́:

f (x) =
1√
n · π

·
Γ
(
n+1
2

)
Γ
(
n
2

) · (1 +
x2

n

)n+1
2

x ∈ R n ∈ N. (5.32)

Kde Γ (x) je gama funkce z předchozı́ho rozdělenı́.

5.4.4 Fischerovo-Snedecorovo rozdělenı́

Náhodná veličina X má Fischerovo-Snedecorovo rozdělenı́ s m a n stupni volnosti,
jestliže platı́:

X =
X1
m
X2
n

.

Kde náhodná veličinaX1 má Pearsonovo rozdělenı́ χ2m a veličinaX2 má Pearsonovo
rozdělenı́ χ2n.

Pro hustotu pravděpodobnosti platı́:

f (x) =
Γ
(
m+n
2

)
Γ
(
m
2

)
· Γ
(
n
2

) · (m
n

)m
2 · x

m
2 −1 ·

(
1 +

mx

n

)−m+n2
x > 0 (5.33)

= 0 x ≤ 0 (5.34)
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Úlohy:

1. Jaká je pravděpodobnost, že náhodná veličina X , která má rozdělenı́ N (10; 9),
nabude hodnoty:

a. menšı́ než 16,

b. většı́ než 10.

2. Náhodná veličina má rozdělenı́ pravděpodobnosti:

a. N (0; 1) určete P (|X| < 0, 7)

b. N (0; 4) určete P (x < −0, 5)

c. N (1; 4) určete P (x < −0, 5)

3. Doba čekánı́ zákaznı́ka na obsluhu je náhodná veličina s exponenciálnı́m rozděle-
nı́m E (λ = 0, 5). Určete hustotu pravděpodobnosti a distribučnı́ funkci náhodné
veličiny X . Určete průměrnou dobu čekánı́ na obsluhu a dobu čekánı́, během nı́ž
bude zákaznı́k obsloužen s pravděpodobnostı́ 0,9.

4. Pokud necháme studenta samotného v laboratoři fyziky, dovede poškodit prů-
měrně 4 fyzikálnı́ pomůcky za hodinu. Jak dlouho může učitel fyziky nechat stu-
denta bez dozoru, jestliže chceme aby student nic nepoškodil s pravděpodobnostı́
0,9.

5. Počı́tač má průměrně poruchu jednou za 2000 hodin. Předpokládejme, že doba
čekánı́ na poruchu je náhodná veličina s exponenciálnı́m rozdělenı́m. Určete dobu
x tak, aby pravděpodobnost, že počı́tač bude fungovat bez poruchy delšı́ dobu než
x byla 0,99

6. Náhodná veličina má hustotu pravděpodobnosti:

f (x) =
1
10
· e−

x
10 x > 0

= 0 x ≤ 0

Určete jejı́ střednı́ hodnotu a rozptyl.

7. Měřenı́ je zatı́ženo chybou -0,3 cm. Náhodné chyby měřenı́ majı́ normálnı́ rozdělenı́
pravděpodobnosti se směrodatnou odchylkou σ = 0, 5 cm. Jaká je pravděpodob-
nost, že chyba měřenı́ nepřekročı́ v absolutnı́ hodnotě trojnásobek směrodatné
odchylky?
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Řešenı́:

1. a. 0, 9773, b. 0, 5

2. a. 0, 8413, b. 0, 1587, c. 0, 2913

3. f (x) = 1
2 ·e

−x2 kde x ≥ 0 a f (x) = 0 kde x < 0, F (x) = 1−e−x2 kde x ≥ 0 a F (x) = 0

kde x < 0, E (X) = 2, σ2 = 4 x1 = 4, 6

4. x = 0, 0263 h = 1, 58 min.

5. x = 20, 5

6. E (X) = 10, σ2 = 100

7. 0, 9916
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x 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,5000 0,5039 0,5079 0,5119 0,5159 0,5199 0,5239 0,5279 0,5318 0,5358

0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5754

0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141

0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517

0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879

0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224

0,6 0,7258 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7518 0,7549

0,7 0,7580 0,7612 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852

0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,8000 0,8023 0,8051 0,8079 0,8106 0,8133

0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389

1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621

1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830

1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,9825 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015

1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177

1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319

1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9430 0,9441

1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9485 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545

1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9581 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633

1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9700 0,9706

1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9762 0,9767

2,0 0,9773 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817

2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857

2,2 0,9861 0,9865 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890

2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916

2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936

2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952

2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964

2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974

2,8 0,9975 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9980 0,9980 0,9981

2,9 0,9981 0,9982 0,9983 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986

3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990

3,1 0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993

3,2 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995

3,3 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997

3,4 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998 0,9998

Tabulka 5.1: Φ (x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−
u2

2 dx



Kapitola 6

Náhodný vektor a jeho charakteristiky

6.1 Náhodný vektor

Zatı́m jsme zkoumali pouze náhodné pokusy u nichž byla výsledkem právě jedna
veličina. Vezměme si nynı́ náhodný pokus, při němž měřı́me každý den ve stejnou
dobu teplotu a atmosférický tlak. Výsledkem měřenı́ nenı́ pouze jedna, ale dvě náhodné
veličiny. Každou z veličin jsme schopni velice dobře vyhodnotit zvlášt’, ale budou-li
nás zajı́mat společné vlastnosti, závislosti a charakteristiky těchto dvou veličin, budeme
mı́t problém. Z tohoto důvodu zavedeme Náhodný vektor dvou náhodných veličin,
který zadefinujeme právě tak, aby bylo možné zkoumat i vztah mezi naměřenými
veličinami. Náhodný vektor dále zavedeme tak, aby bylo možné společně vyhodnotit
libovolný počet náhoných veličin. Nicméně vzhledem k horšı́m možnostem představy o
n-rozměrném náhodném vektoru budeme všechny vlastnosti a charakteristiky ukazovat
právě na dvourozměrném náhoném vektoru, jehož charakteristiky a vlastnosti můžeme
lehce ukázat i graficky. Na druhou stranu je možné tyto vlastnosti zpětně zobecnit na
každý n-rozměrný náhodný vektor.

Definice 6.1 (Náhodný vektor X = (X;Y )) Pojmem n-rozměrný náhodný vektor X ro-
zumı́me vektor X = (X1;X2; . . . ;Xn), kde jeho složky X1;X2; . . . ;Xn jsou náhodné veli-
činy. Speciálně pak dvourozměrný náhodný vektor X = (X;Y ).

Náhodný vektor můžeme vytvořit mnoha způsoby a tı́m pádem můžeme zı́skat
náhodný vektor diskrétnı́ch a spojitých náhodných veličin, které budeme popisovat.
Ovšem zı́skat můžeme i náhodný vektor jehož všechny složky nebudou pouze diskrétnı́
nebo spojité. Takovým náhodným vektorům se v dalšı́m studiu vyhneme a tı́m si ho
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značně zjednodušı́me.

Pro správnou představu o tom jak náhodný vektor vypadá, zavedeme stejně jako
u náhodné veličiny popisné funkce a to distribučnı́ a frekvenčnı́ funkce náhodného
vektoru. V analogii s náhodnou veličinou bude také platit, že definice frekvenčnı́ch
funkcı́ se budou lišit u diskrétnı́ho a spojitého náhodného vektoru.

Definice 6.2 (Distribučnı́ funkce náhodného vektoru F (X;Y )) Reálnou funkci dvou
prouměnných:

F (x; y) = P (X < x;Y < y) , (6.1)

nazveme distribučnı́ (simultánnı́, sdružená) funkce náhodného vektoru X = (X;Y ).
Definičnı́ obor distribučnı́ funkce diskrétnı́ho náhodného vektoru je spočetná množina
uspořádaných dvojic [x; y]. Definičnı́ obor distribučnı́ funkce spojitého náhodného vek-
toru je nespočetná množina uspořádaných dvojic [x; y].

Poznámka: Distribučnı́ funkce F (x; y) přiřazuje náhodnému vektoru X = (X;Y ) prav-
děpodobnost, že náhodná veličina X nabude hodnoty menšı́ než x a zároveň náhodná
veličina Y nabude hodnoty menšı́ než y.

Stejným způsobem jako u náhodné veličiny přiřadı́me distribučnı́ funkci náhod-
ného vektoru základnı́ vlastnosti:

Vlastnosti 6.1

1. Obor hodnot distribučnı́ funkce F (x; y), pro všechny dvojice [x; y] platı́:

F (x; y) ∈ 〈0; 1〉 (6.2)

2. Monotonie distribučnı́ funkce - distribučnı́ funkce je neklesajı́cı́ funkce každé své proměnné.

3. Spojitost - distribučnı́ funkce je v každém bodě zleva spojitá.

4. Významné hodnoty distribučnı́ funkce:

F (−∞;−∞) = 0

F (−∞; y) = 0

F (x;∞) = 0

F (∞;∞) = 1
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5. Pravděpodobnost výskytu náhodného vektoru v podmnožině jeho definičnı́ho oboru:

P (a ≤ X < b; c ≤ Y < d) = F (b; d)− F (a; d)− F (b; c) + F (a; c) (6.3)

Obrázek 6.1: P (a ≤ X < b; c ≤ Y < d)

Marginálnı́ distribučnı́ funkce

Setkáváme se také s názvem okrajová distribučnı́ funkce, která vyjadřuje rozloženı́
pravděpodobnosti jedné ze složek náhodného vektoru.

Definice 6.3 (Marginálnı́ distribučnı́ funkce složek náhodného vektoru X = (X;Y ))
Marginálnı́ distribučnı́ funkce FX (x) veličinyX nebo Y náhodného vektoru X = (X;Y )

je dána vztahem:

FX (x) = P (X < x) = lim
y→∞

F (x; y) = F (x;∞) (6.4)

FY (y) = P (Y < y) = lim
x→∞

F (x; y) = F (∞; y) . (6.5)

Marginálnı́ distribučnı́ funkce vyjadřujı́ pravděpodobnost nabytı́ hodnoty menšı́ než x
nebo y složky X nebo Y náhodného vektoru bez omezenı́ druhou veličinou.

Pro dalšı́ popis náhodného vektoru musı́me u náhodného vektoru rozlišit podle
toho, jestli jsou jeho složky spojité nebo diskrétnı́.
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Náhodný vektor s diskrétnı́mi složkami

Frekvenčnı́ funkci náhodného vektoru s diskrétnı́mi složkami nazýváme, v analogii s
náhodnou veličinou, pravděpodobnostnı́ funkce.

Definice 6.4 (Pravděpodobnostnı́ (simultánnı́) funkce náhodného vektoru)
Pravděpodobnostnı́ funkce náhodného vektoru X = (X;Y ) s dikrétnı́mi složkami ur-
čuje pravděpodobnost, že náhodná veličina X nabude hodnotu x a zároveň náhodná
veličina Y nabude hodnotu y:

p (x; y) = P (X = x;Y = y) . (6.6)

Z definice přı́mo vyplı́vajı́ následujı́cı́ vlastnosti:

Vlastnosti 6.2

1. Obor hodnot pravděpodobnostnı́ funkce p(x; y) = 〈0; 1〉 .(6.6)

2. Pro všechny složky náhodného vektoru platı́:
n∑
i=1

m∑
j=1

p (xi; yj) = 1 (6.7)

3. Pro distribučnı́ funkci náhodného vektoru platı́:

F (x; y) =
n∑

xi<x

m∑
yj<y

p (xi; yj). (6.8)

Samozřejmě zavedeme také frekvenčnı́ funkce jednotlivých složek náhodného vek-
toru X = (X;Y ).

Definice 6.5 (Marginálnı́ pravděopodobnostnı́ funkce) Marginálnı́ pravděpodobnostnı́ funkce
složky X nebo Y náhodného vektoru X = (X;Y ) je dána vztahem:

pX (x) = P (X = x) =
m∑
j=1

p (x; yj) (6.9)

pY (y) = P (Y = y) =
n∑
i=1

p (xi; y) (6.10)

Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce diskrétnı́ho náhodného zapisujeme do násle-
dujı́cı́ tabulky:

V poslednı́m řádku a sloupci jsou marginálnı́ hodnoty složek X a Y .
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Tabulka 6.1: Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce

x\y y1 y2 y3 . . . ym pX (x)

x1 p (x1; y1) p (x1; y2) p (x1; y3) . . . p (x1; ym) pX (x1)

x2 p (x2; y1) p (x2; y2) p (x2; y3) . . . p (x2; ym) pX (x2)

x3 p (x3; y1) p (x3; y2) p (x3; y3) . . . p (x3; ym) pX (x3)
...

...
...

... . . . ...
...

xn p (xn; y1) p (xn; y2) p (xn; y3) . . . p (xn; ym) pX (xn)

pY (y) pY (y1) pY (y2) pY (y3) . . . pY (ym)

Náhodný vektor se spojitými složkami

U spojitého náhodného vektoru nelze počı́tat s pravděpodobnsotnı́ funkcı́. Stejně jako
u spojité náhodné veličiny má náhodný vektor nespočetně mnoho hodnot a proto je
pravděpodobnost, že nastane z tak velkého počtu výledků právě uspořádaná dvojice
hodnot [xi; yi]:

P (X = x;Y = y) = 0

Pak stejně jako u náhodné veličiny zavedeme hustotu pravděpodobnosti.

Definice 6.6 (Hustota pravděpodobnosti náhodného vektoru X = (X;Y )) Hustota prav-
děpodobnosti je funkce f (x; y), pro kterou platı́:

F (x; y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f (s; t) dsdt, (6.11)

kde x; y ∈ R

Z definice přı́mo vyplı́vajı́ následujı́cı́ vlastnosti:

Vlastnosti 6.3

1. Obor hodnot hustoty pravděpodobnosti:

f (x; y) ≥ 0 (6.12)

2. Pro všechny složky náhodného vektoru platı́:
∞∫

−∞

∞∫
−∞

f (x; y) dxdy = 1
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3. Ve všech bodech, kde existujı́ derivace platı́:

f (x; y) =
∂2F (x; y)
∂x∂y

(6.13)

4. Pravděpodobnost výskytu náhodného vektoru v podmnožině jeho definičinı́ho oboru:

P (a ≤ X < b; c ≤ Y < d) =

b∫
a

d∫
c

f (s; t) dsdt (6.14)

Jak je vidět, jedná se o plochu obdélnı́ku ohraničeného hodnotami a, b, c a d. Do obdélnı́ku
můžeme klidně započı́tat i hranici, protože je tvořena jednotlivými body a jejich pravděpodobnost
je nulová.

Samozřejmě zavedeme také frekvenčnı́ funkce složek náhodného vektoru X =

(X;Y ).

Definice 6.7 (Marginálnı́ hustota pravděpodobnosti složek náhodného vektoru) Marginálnı́
hustota pravděpodobnosti fX (x) nebo fY (y) složek náhodného vektoru X = (X;Y ) je:

fX (x) =

∞∫
−∞

f (x; y) dy (6.15)

fY (y) =

∞∫
−∞

f (x; y) dx (6.16)

6.2 Podmı́něná rozdělenı́ a nezávislost náhodných veličin

Při studiu pravděpodobnosti jevů jsme narazili na problematiku podmı́něné pravděpo-
dobnosti. Připomeňme si co vyjadřovala. Podmı́něná pravděpodobnost P (A/B) určuje
pravděpodobnost, že nastane jev A za podmı́nky, že také nastane jev B. Tu jsme určili
vztahem:

P (A/B) =
P (A ·B)
P (B)

,

kde P (B) 6= 0.

Stejnou pravděpodobnost, že nastane náhodná veličina X za podmı́nky uskuteč-
něnı́ veličiny Y můžeme pozorovat u náhodného vektoru X = (X;Y ). V tomto přı́padě
nebudeme od sebe ve studiu oddělovat náhodné vektory se spojitými a diskrétnı́mi
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složkami vzhledem k jejich velké podobnosti.

Začneme podmı́něnou pravděpodobnostı́ frekvenčnı́ch funkcı́. Vezměme si přı́klad,
kdy chceme určit hodnotu pravděpodobnostnı́ funkce nebo hustotu pravděpodobnosti
pro veličinu X jestliže chceme, aby zároveň veličina Y měla hodnotu y.

Definice 6.8 (Podmı́něná pravděpodobnostı́ funkce diskrétnı́ náhodné veličiny X nebo Y )
Mějme náhodnı́ vektor s diskrétnı́mi složkami X = (X;Y ). Podmı́něnou pravděpodob-
nostı́ funkcı́ veličiny X nebo Y nazveme funkci, pro kterou platı́:

p (x/y) =
p (x; y)
pY (y)

, (6.17)

p (y/x) =
p (x; y)
pX (x)

, (6.18)

kde funkce pY (y) a pX (x) jsou marginálnı́ pravděpodobnostnı́ funkce náhodných veličin
X a Y , které zároveň musı́ být různé od nuly.

Definice 6.9 (Podmı́něná pravděpodobnostı́ funkce spojité náhodné veličiny X nebo Y )
Mějme náhodnı́ vektor se spojitými složkami X = (X;Y ). Podmı́něnou hustotu pravdě-
podobnosti veličiny X nebo Y nazveme funkci, pro kterou platı́:

f (x/y) =
f (x; y)
fY (y)

, (6.19)

f (y/x) =
f (x; y)
fX (x)

, (6.20)

kde funkce pY (y) a pX (x) jsou marginálnı́ pravděpodobnostnı́ funkce náhodných veličin
X a Y , které zároveň musı́ být různé od nuly.

Vzhledem k tomu, že umı́me určit podmı́něné frekvenčnı́ funkce náhodného vek-
toru X = (X;Y ), pak z vlastnotı́, které jsem si u nich uvedli umı́me určit i podméněné
distribučnı́ funkce F (x/y) a F (y/x) spojitého i diskrétnı́ho náhodného vektoru.

Definice 6.10 (Podmı́něná distribučnı́ funkce diskrétnı́ náhodné veličiny X nebo Y )
Mějme náhodný vektor s diskrétnı́mi složkami X = (X;Y ) a jeho pravděpodobnostnı́
funkci p (x; y). Podmı́něnou distribučnı́ funkci veličiny X nebo Y nazveme funkci, pro
kterou platı́:

F (x/y) =

∑
x<xi

p (xi; y)

pY (y)
, (6.21)

F (y/x) =

∑
y<yi

p (x; yi)

pX (x)
, (6.22)
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kde pY (y) nebo pX (x) jsou marginálnı́ pravděpodobnostnı́ funkce náhodné veličiny X
nebo Y a zároveň musı́ být různá od nuly.

Definice 6.11 (Podmı́něná distribučnı́ funkce spojité náhodné veličiny X nebo Y ) Mějme
náhodný vektor se spojitými složkami X = (X;Y ) a jeho hutotu pravděpodobnosti
f (x; y). Podmı́něnou distribučnı́ funkci veličiny X nebo Y nazveme funkci, pro kterou
platı́:

F (x/y) =
1

pY (y)
·

x∫
−∞

f (t; y) dt, (6.23)

F (y/x) =
1

pX (x)
·

y∫
−∞

f (x; t) dt, (6.24)

kde fY (y) nebo fX (x) jsou marginálnı́ hustoty pravděpodobnosti náhodné veličiny X
nebo Y a zároveň musı́ být různá od nuly.

Nynı́ když jsme zavedli všechny podmı́něné funkce můžeme na jejich základě za-
vést i nezávislost náhodných veličin. Nezávislost stejně jako u podmı́něných pospisných
funkcı́ch zavedeme jako analogii k nezávislosti jevů z teorie pravděpodobnosti.

P (A ·B) = P (A) · P (B)

Definice 6.12 (Nezávislost složek náhodného vektoru X = (X;Y ) ) Mějme náhodný vek-
tor X = (X;Y ) . Náhodné veličiny X a Y jsou nezávislé jestliže pro jejich marginálnı́
distiribučnı́ funkce paltı́:

F (x; y) = FX (x) · FY (y) . (6.25)

Konkrétně pro náhodný vektor s diskrétnı́mi složkami platı́, že jsou nezávislé pokud
splňujı́ rovnici:

p (x; y) = pX (x) · pY (y) (6.26)

Konkrétně pro náhodný vektor se spojitými složkami platı́, že jsou nezávislé pokud
splňujı́ rovnici:

f (x; y) = fX (x) · fY (y) (6.27)

Pro všechny hodnoty veličin X a Y .
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6.3 Charakteristiky náhodného vektoru

Dı́ky tomu, že složky náhodného vektoru jsou náhodné veličiny, můžeme i u náhodného
vektoru studovat jeho významné charakteristiky, které pro lepšı́ přehlednost dělı́me do
třı́ skupin:

Marginálnı́ charakteristiky - podle názvu se jedná o charakteristiky marginálnı́ch funkcı́,
které budou popisovat jejich polohu, variabilitu, šikmost a špičatost.

Podmı́něné charakteristiky - podle názvu se jedná o charakteristiky podmı́něných
funkcı́. Ukážeme si podobné charakteristiky jako u marginálnı́ch funkcı́.

Vztah mezi veličinami náhodného vektoru X = (X;Y ) - tyto charakteristiky se týkajı́
kovariance a koeficientu korelace. Tyto charakteristiky nás budou informovat o
vzájemném vztahu složek náhodného vektoru.

6.3.1 Marginálnı́ charakteristiky

Stejně jako u náhodné veličiny začneme charakteristikou polohy = střednı́ hodnota.
Střednı́ hodnotu háhodného vektoru budeme definovat podobně jako u náhodné ve-
ličiny a proto musı́me rozlišit náhodný vektor se spojitými a diskrétnı́mi složkami
X = (X;Y )

Definice 6.13 (Střednı́ hodnota diskrétnı́ náhodné veličiny X a Y ) Mějme náhodný vek-
tor s diskrétnı́mi složkami X = (X;Y ) a jeho pravděpodobnostnı́ funkce. Střednı́ hod-
notu náhodné veličiny X nebo Y definujeme vztahy:

E (X) = µx =
n∑
i=1

xi · pX (xi), (6.28)

E (Y ) = µy =
m∑
i=1

yi · pY (yi), (6.29)

kde pX (x) a pY (y) jsou marginálnı́ pravděpodobnostnı́ funkce.

Definice 6.14 (Střednı́ hodnota spojité náhodné veličiny X a Y ) Mějme náhodný vek-
tor se spojitými složkami X = (X;Y ) a jeho hustotu pravděpodobnosti. Střednı́ hodnotu
náhodné veličiny X nebo Y definujeme vztahy:

E (X) = µx =

∞∫
−∞

x · fX (x) dx, (6.30)
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E (Y ) = µy =

∞∫
−∞

y · fY (y) dy, (6.31)

kde fX (x) a fY (y) jsou marginálnı́ pravděpodobnostnı́ funkce.

Definice 6.15 (Rozptyl diskrétnı́ náhodné veličiny X a Y ) Mějme náhodný vektor s dis-
krétnı́mi složkami X = (X;Y ), jeho diskrétnı́ pravděpodobnostnı́ funkce a střednı́ hod-
noty náhodných veličin X a Y . Rozptyl náhodné veličiny X a Y definujeme vztahy:

σ2x =
n∑
i=1

(xi − µx)2 · pX (xi) =
n∑
i=1

x2i · pX (xi)− µ2x (6.32)

σ2y =
m∑
i=1

(yi − µy)2 · pY (yi) =
m∑
i=1

y2i · pY (yi)− µ2y (6.33)

Definice 6.16 (Rozptyl spojité náhodné veličiny X a Y ) Mějme náhodný vektor se spo-
jitými složkami X = (X;Y ), jeho hustoty pravděpodobnosti a střednı́ hodnoty náhod-
ných veličin X a Y . Rozptyl náhodné veličiny X a Y definujeme vztahy:

σ2x =

∞∫
−∞

(x− µx)2 · fX (x) dx =

∞∫
−∞

x2 · fX (x) dx− µ2x (6.34)

σ2y =

∞∫
−∞

(y − µy)2 · fY (y) dy =

∞∫
−∞

y2 · fY (y) dy − µ2y (6.35)

K výpočtům většinou použı́váme druhou část předchozı́ch rovnic.

6.3.2 Podmı́něné charakteristiky

Stejně jako u marginálnı́ch charakteristik začneme charakteristikou polohy = střednı́
hodnota.

Definice 6.17 (Střednı́ hodnota diskrétnı́ podmı́něné náhodné veličiny X a Y ) Mějme
náhodný vektor s diskrétnı́mi složkami X = (X;Y ) a jeho podmı́něnou pravděpodob-
nostnı́ funkci. Podmı́něnou střednı́ hodnotu náhodné veličiny X nebo Y definujeme
vztahy:

E (X) =
n∑
i=1

xi · p (xi/y), (6.36)

E (Y ) =
m∑
i=1

yi · p (yi/x). (6.37)



KAPITOLA 6. NÁHODNÝ VEKTOR A JEHO CHARAKTERISTIKY 127

Definice 6.18 (Střednı́ hodnota spojité podmı́něné náhodné veličiny X a Y ) Mějme ná-
hodný vektor se spojitými složkami X = (X;Y ) a jeho podmı́něnou hustotu pravděpo-
dobnosti. Střednı́ hodnotu náhodné veličiny X nebo Y definujeme vztahy:

E (X) =

∞∫
−∞

x · f (x/y) dx, (6.38)

E (Y ) =

∞∫
−∞

y · f (y/x) dy. (6.39)

U podmı́něné střednı́ hodnoty náhodné veličiny se také setkáme s názvem regresnı́
funkce veličiny X vzhledem k veličině Y a naopak. Důvodem tohoto označenı́ je závis-
lost frekvenčnı́ funkce na veličině Y respektive X .

Dalšı́ podmı́něnou charakteristikou je podmı́něný rozptyl veličin náhodného vek-
toru.

Definice 6.19 (Podmı́něný rozptyl diskrétnı́ náhodné veličiny X a Y ) Mějme náhodný
vektor s diskrétnı́mi složkami X = (X;Y ), jeho podmı́něnou pravděpodobnostnı́ funkcı́
a střednı́ hodnotou. Podmı́něné rozptyly veličin X a Y definujeme takto:

D (x/y) =
n∑
i=1

(xi − E (x/y))2 · p (xi/y) , (6.40)

D (y/x) =
m∑
i=1

(yi − E (y/x))2 · p (yi/x) . (6.41)

Definice 6.20 (Podmı́něný rozptyl spojité náhodné veličiny X a Y ) Mějme náhodný vek-
tor se spojitými složkami X = (X;Y ), jeho podmı́něnou hustotu pravděpodobnosti a
střednı́ hodnotou. Podmı́něné rozptyly veličin X a Y definujeme takto:

D (x/y) =
∫ ∞
−∞

(x− E (x/y))2 · f (x/y) , (6.42)

D (y/x) =
∫ ∞
−∞

(y − E (y/x))2 · f (y/x) . (6.43)

K výpočtu podmı́něného rozptylu se použı́vá podmı́něná střednı́ hodnota, proto
i podmı́něný rozptyl veličiny X nebo Y je závislý na veličině Y respektive X . Pod-
mı́něný rozptyl nazveme také skedastická funkce. Dostaneme-li náhodný vektor jehož
podmı́něný rozptyl je konstantnı́ nazveme ho homoskedastická funkce.



KAPITOLA 6. NÁHODNÝ VEKTOR A JEHO CHARAKTERISTIKY 128

6.3.3 Vztah mezi veličinami náhodného vektoru X = (X;Y )

Vztah mezi veličinami náhodného vektoru X = (X;Y ) popisuje kovariance a koeficient
korelace. Výpočet kovariance a koeficientu korelace je stejný pro spojité i diskrétnı́
složky náhodného vektoru X = (X;Y ). Proto tyto dvě charakteristiky nebudeme zavádět
zvlášt’.

Definice 6.21 (Kovariance veličin náhodného vektoru X = (X;Y )) Mějme náhodný vek-
tor X = (X;Y ) a jeho střednı́ hodnoty. Kovarianci náhodných veličin X a Y určı́me
střednı́ hodnotu součinu jejich odchylek:

cov (X;Y ) = E [(X − E (X)) · (Y − E (Y ))] = E (X · Y )− E (X)− E (Y ) . (6.44)

Kovariance vyjadřuje mı́ru vzájemné vazby mezi dvěma náhodnými veličinami X
a Y . K výpočtům se pro jejı́ jednoduchost použı́vá druhá rovnost z definice.

Uvedeme si ještě významné hodnoty kovariance:

1. cov (X;X) = σ2x

2. cov (Y ;Y ) = σ2y

3. cov (X;Y ) = cov (Y ;X)

4. Jestliže jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé platı́:

cov (X;Y ) = 0

Poslednı́ charakteristiku, kterou si ukážeme je koeficient korelace. Ten určuje mı́ru
lineárnı́ závislosti náhodných veličin X a Y .

Definice 6.22 (Koeficient korelace veličin náhodného vektoru X = (X;Y )) Mějme ná-
hodný vektor X = (X;Y ) a rozptyly jeho veličin. Koeficient korelace ρ (X;Y ) definujeme
vztahem:

ρ (X;Y ) =
cov (X;Y )√

σ2x · σ2y
=

cov (X;Y )
σx · σy

. (6.45)

Uved’me si ještě významné vlastnosti koeficientu korelace:

1. |ρ (X;Y )| ≤ 1
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2. Jestliže pro koeficient korelace platı́ ρ (X;Y ) = ±1, pak mezi veličinami X a Y

existuje lineárnı́ závislost:
Y = aX + b,

kde a; b ∈ R.

3. Jesltiže pro koeficient korelace platı́ ρ (X;Y ) = 0, pak veličiny X a Y jsou nekore-
lované.

Poznámka: Vlastnost 3 ovšem neřı́ká, že jsou nezávislé o nezávislosti nás informuje
kovariance.

4. Jestliže ρ (X;Y ) > 0 respektive ρ (X;Y ) < 0 mluvı́me o kladné (přı́mé) respektive
o záporné (nepřı́mé) korelaci. To znamená obě veličiny současně rostou respektive
jedna roste a druhá klesá.

5. Jestliže ρ (X;Y ) ∼= ±1 respektive ρ (X;Y ) ∼= 0 veličiny X a Y jsou silně lineárnı́
respektive slabě lineárnı́.

Řešený přı́klad 6.1 Náhodný vektor X = (X;Y ) je dán pravděpodobnostnı́ funkcı́
(6.2). Určete chybějı́cı́ hodnotu pravděpodobnostnı́ funkce p (2; 2), střednı́ hodnoty
a rozptyly veličin X a Y , distribučnı́ funkci náhodného vektoru, P (X = 3;Y = 2),
P (X < 3;Y < 2), P (X > 3;Y > 2), P (1, 5 < X ≤ 2, 5; 2 < Y ≤ 4, 5), podmı́něné prav-
děpodobnostnı́ funkce, podmı́něné střednı́ hodnoty a rozptyly. Rozhodněte jestli jsou
veličiny X a Y závislé. V přı́padě, že jsou složky vektoru závislé určete kovarianci a
koeficient korelace.

Tabulka 6.2: Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce k přı́kladu (6.1)

x \ y 0 2 4 6

1 0,05 0,10 0,15 0
2 0,15 ? 0 0,05
3 0,20 0 0,05 0,15

Řešenı́:
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Určı́me hodnotu pravděpodobnostnı́ funkce p (2; 2). Z vlastnostı́ pravděpodob-
nostnı́ funkce vı́me, že platı́:

1 =
3∑
i=1

6∑
j=0

p (xi; yj)

1 = 0, 05 + 0, 10 + 0, 15 + 0 + 0, 15 + p (2; 2) + 0 + 0, 05 + 0, 20 + 0 + 0, 05 + 0, 15

p (2; 2) = 0, 10

Tabulku pravděpodobnostnı́ funkce znovu napı́šeme (6.3), doplnı́me o spočı́tanou
hodnotu a rozšı́řı́me ji o vypočtené marginálnı́ pravděpodobnostı́ funkce a centrálnı́
momenty veličin, z kterých posléze zı́skáme střednı́ hodnoty a rozptyly veličin.

Tabulka 6.3: Doplněné hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce k přı́kladu (6.1)

x \ y 0 2 4 6 pX (x) x · pX (x) x2 · pX (x)

1 0,05 0,10 0,15 0 0,3 0,3 0,3
2 0,15 0,10 0 0,05 0,3 0,6 1,2
3 0,20 0 0,05 0,15 0,4 1,2 3,6

pY (y) 0,4 0,2 0,2 0,2
∑

2,1 5,1
y · pY (y) 0 0,4 0,8 1,2 2,4 - -
y2 · pY (y) 0 0,8 3,2 7,2 11,2 - -

Střednı́ hodnoty a rozptyly náhodných veličin počı́táme podle definice (6.13) a
(6.15):

E (X) =
3∑
i=1

xi · pX (xi) = 1 · 0, 3 + 2 · 0, 3 + 3 · 0, 4 = 2, 1

E
(
X2
)

=
3∑
i=1

x2i · pX (xi) = 12 · 0, 3 + 22 · 0, 3 + 32 · 0, 4 = 5, 1

E (Y ) =
6∑
i=0

yi · pY (yi) = 0 · 0, 4 + 2 · 0, 2 + 4 · 0, 2 + 6 · 0, 2 = 2, 4

E
(
Y 2
)

=
6∑
i=0

y2i · pY (yi) = 02 · 0, 4 + 22 · 0, 2 + 42 · 0, 2 + 62 · 0, 2 = 11, 2
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D (X) = E
(
X2
)
− [E (X)]2 = 5, 1− 2, 12 = 0, 69

D (Y ) = E
(
Y 2
)
− [E (Y )]2 = 11, 2− 2, 42 = 5, 44

E (X;Y ) =
3∑
i=1

6∑
j=0

xi · yj · p (xi; yj) = 1 · 0 · 0, 05 + 1 · 2 · 0, 10 + 1 · 4 · 0, 15 + 1 · 6 · 0 +

+2 · 0 · 0, 15 + 2 · 2 · 0, 10 + 2 · 4 · 0 + 2 · 6 · 0, 05 + 3 · 0 · 0, 20 + 3 · 2 · 0 +

+3 · 4 · 0, 05 + 3 · 6 · 0, 15 = 5, 1

O závislosti veličiny X a Y rozhodneme podle definice (6.12):

p (xi; yj) = fX (xi) · fY (yj)

p (1; 0) 6= pX (1) · pY (0)

Našli jsme aspoň jednu dvojici marginálnı́ch pravděpodobnostnı́ch funkcı́, které
nesplňujı́ podmı́nku nezávislosti. Veličiny X a Y jsou závislé, proto má smysl určit
kovarianci a koeficient korelace podle definic (6.21) a (6.22).

cov (X;Y ) = E (X;Y )− E (X) · E (Y ) = 5, 1− 2, 1 · 2, 4 = 0, 06

ρ (X;Y ) =
cov (X;Y )√
D (X) ·D (Y )

=
0, 06√

0, 69 · 5, 44
= 0, 031

Veličiny X a Y jsou slabě závislé. Z koeficientu korelace jsme se navı́c dozvěděli, že
veličiny X a Y jsou slabě přı́mo lineárnı́.

Distribučnı́ funkci určı́me podle definice (6.2) a zapı́šeme do tabulky (6.4)

Tabulka 6.4: Distribučnı́ funkce k přı́kladu (6.1)

x \ y (−∞; 0〉 (0; 2〉 (2; 4〉 (4; 6〉 (6;∞)

(−∞; 1〉 0 0 0 0 0
(1; 2〉 0 0,05 0,15 0,30 0,30
(2; 3〉 0 0,20 0,40 0,55 0,60
(3;∞) 0 0,40 0,60 0,80 1

Pravděpodobnosti náhodného vektoru určı́me podle definice (6.2) distribučnı́ funkce
a jejı́ch vlastnostı́:
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P (X = 3;Y = 2) = p (3; 2) = 0

P (X < 3;Y < 2) = p (1; 0) + p (2; 0) = 0, 05 + 0, 15 = 0, 20

P (X > 2;Y > 2) = p (3; 4) + p (3; 6) = 0, 05 + 0, 15 = 0, 20

P (1, 5 < X ≤ 2, 5; 2 < Y ≤ 4, 5) = p (2; 2) + p (2; 4) = 0, 10 + 0 = 0, 10

Podmı́něné pravděpodobnostnı́ funkce a následně podmı́něné čı́selné charakteris-
tiky určı́me podle definic (6.8), (6.17) a (6.19):

p (xi/yj) =
p (xi; yj)
pY (yj)

Tabulka 6.5: Podmı́něná pravděpodobnostnı́ funkce p (x/y) k přı́kladu (6.1)

x \ y 0 2 4 6

1 1
8

1
2

3
4 0

2 3
8

1
2 0 1

4

3 1
2 0 1

4
3
4

x · p (x/y) 19
8

3
2

3
2

11
4

x2 · p (x/y) 49
8

5
2

3
2

31
4

p (yj/xi) =
p (xi; yj)
pX (xi)

Tabulka 6.6: Podmı́něná pravděpodobnostnı́ funkce p (y/x) k přı́kladu (6.1)

x \ y 0 2 4 6 y · p (y/x) y2 · p (y/x)

1 1
6

1
3

1
2 0 8

3
28
3

2 1
2

1
3 0 1

6
5
3

22
3

3 1
2 0 1

8
3
8

22
8

124
8

Do tabulek (6.5) a (6.6) jsme si připravili i centrálnı́ momenty, které využijeme k
výpočtům střednı́ch hodnot a rozptylů.
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E (X/y) =
3∑
i=1

xi · p (xi/y)

E
(
X2/y

)
=

3∑
i=1

x2i · p (xi/y)

E (X/0) =
19
8

E (X/2) =
3
2

E (X/4) =
3
2

E (X/6) =
11
4

E
(
X2/0

)
=

49
8

E
(
X2/2

)
=

5
2

E
(
X2/4

)
=

12
4

E
(
X2/6

)
=

31
4

E (Y/x) =
6∑
i=0

yi · p (yi/x)

E
(
Y 2/x

)
=

6∑
i=0

y2i · p (yi/x)

E (Y/1) =
8
3

E (Y/2) =
5
3

E (Y/3) =
8
3

E
(
Y 2/1

)
=

28
3

E
(
Y 2/2

)
=

22
3

E
(
Y 2/3

)
=

124
8

D (X/y) = E
(
X2/y

)
− [E (X/y)]2

D (X/0) =
31
64

D (X/2) =
1
4

D (X/4) =
3
4

D (X/6) =
3
16

D (Y/x) = E
(
Y 2/x

)
− [E (Y/x)]2

D (Y/1) =
20
9

D (Y/2) =
41
9

D (Y/3) =
127
16

Řešený přı́klad 6.2 Náhodný vektor X = (X;Y ) má hustotu pravděpodobnosti:

f (x; y) = K · x2 (x+ y)2 kde: x ∈ 〈0; 1〉 ; y ∈ 〈0; 1〉
f (x; y) = 0 kde: x /∈ 〈0; 1〉 ; y /∈ 〈0; 1〉

Určete konstantuK, distribučnı́ funkci, všechny marginálnı́ funkce, podmı́něné hustoty
pravděpodobnosti, podmı́něné distribučnı́ funkce a podmı́něné marginálnı́ charakteris-
tiky a čı́selné charakteristiky. Rozhodněte, jestli jsou veličiny X a Y nezávislé. Pokud
jsou závislé určete kovarianci a koeficient korelace.
Řešenı́:

Nejprve určı́me konstantu K. Z vlastnostı́ hustoty pravděpodobnosti náhodného
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vektoru X = (X;Y ) vı́me, že platı́:

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x; y) dxdy = 1

Z této rovnice určı́me konstantu K.

1 =

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

K · x2 (x+ y)2 dy

 dx =

0∫
−∞

 0∫
−∞

K · x2 (x+ y)2 dy

 dx

︸ ︷︷ ︸
0

+

+

1∫
0

 1∫
0

K · x2 (x+ y)2 dy

 dx+

∞∫
1

 ∞∫
1

K · x2 (x+ y)2 dy

 dx

︸ ︷︷ ︸
0

=

= K

1∫
0

x2 1∫
0

(x+ y)2 dy

 dx = K

1∫
0

x2 1∫
0

(
x2 + 2xy + y2

)
dy

 dx =

= K

1∫
0

x2
[
x2y +

2xy2

2
+
y3

3

]1
0

dx = K

1∫
0

(
x2
[
x2 + x+

1
3

])
dx =

= K

1∫
0

(
x4 + x3 +

x2

3

)
dx = K

[
x5

5
+
x4

4
+
x3

9

]1
0

= K

(
1
5

+
1
4

+
1
9

)
1 = K · 36 + 45 + 20

180

K =
180
101

Distribučnı́ funkci určı́me užitı́m dalšı́ vlasnosti hustoty pravděpodobnosti:

f (x; y) =
∂2F (x; y)
∂x∂y

Po úpravě tohoto vztahu dostaneme:

F (x; y) =

x∫
−∞

 y∫
−∞

f (s; t) dt

 ds =

x∫
−∞

 y∫
−∞

180
101

s2 (s+ t)2 dt

 ds =
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=
180
101

x∫
−∞

s2

 y∫
−∞

(
s2 + 2st+ t2

)
dt

 ds =
180
101

x∫
−∞

s2
[
s2t+

2st2

2
+
t3

3

]y
∞

ds =

=
180
101

x∫
−∞

s2
[
s2y + sy2 +

y3

3
− 0− 0− 0

]
ds =

180
101

x∫
−∞

[
s4y + s3y2 +

s2y3

3

]
ds =

=
180
101

[
s5y

5
+
s4y2

4
+
s3y3

3 · 3

]x
−∞

=
180
101

(
x5y

5
+
x4y2

4
+
x3y3

9

)
=

=
36x5y + 45x4y2 + 20x3y3

101

Marginálnı́ hustoty pravděpodobnosti určı́me podle definice (6.7). Při součtu hod-
not pravděpodobnostnı́ funkce mimo interval 〈0; 1〉 k sobě dáváme samé nuly a proto
ve výpočtu již tyto intervaly nebudeme rozepisovat.

fX (x) =

∞∫
−∞

f (x; y) dy =
180
101

1∫
0

x2 (x+ y)2 dy =
180
101

x2
1∫
0

(
x2 + 2xy + y2

)
dy =

=
180
101

x2
[
x2y +

2xy2

2
+
y3

3

]1
0

=
180
101

x2
(
x2 + x+

1
3

)
=

60
101

x2
(
3x2 + 3x+ 1

)
fY (y) =

∞∫
−∞

f (x; y) dx =
180
101

1∫
0

x2 (x+ y)2 dx =
180
101

1∫
0

(
x4 + 2x3y + x2y2

)
dx =

=
180
101

[
x5

5
+

2x4y
4

+
x3y2

3

]1
0

=
180
101

(
1
5

+
y

2
+
y2

3

)
=

6
101

(
10y2 + 15y + 6

)
Stejně jako distribučnı́ funkci určı́me i marginálnı́ distribučnı́ funkce:

FX (x) =

x∫
−∞

fT (t) dt =
60
101

x∫
−∞

t2
(
3t2 + 3t+ 1

)
dt =

60
101

x∫
−∞

(
3t4 + 3t3 + t2

)
dt =

=
60
101

[
3t5

5
+

3t4

4
+
t3

3

]x
−∞

=
60
101

(
3x5

5
+

3x4

4
+
x3

3
− 0− 0− 0

)
=

=
36x5 + 45x4 + 20x3

101

FY (y) =

y∫
−∞

fT (t) dt =
6

101

y∫
−∞

(
10t2 + 15t+ 6

)
dt =

6
101

[
10t3

3
+

15t2

2
+ 6t

]y
−∞

=
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=
6

101

(
10y3

3
+

15y2

2
+ 6y − 0− 0− 0

)
=

20y3 + 30y2 + 36y
101

Podmı́něné hustoty pravděpodobnosti a distribučnı́ funkce určı́me podle definice
(6.9) a (6.11).

f (x/y) =
f (x; y)
fY (y)

=
180
101x

2 (x+ y)2

6
101 (10y2 + 15y + 6)

=
30x2 (x+ y)2

10y2 + 15y + 6

f (y/x) =
f (x; y)
fX (x)

=
180
101x

2 (x+ y)2

60
101x

2 (3x2 + 3x+ 1)
=

3 (x+ y)2

3x2 + 3x+ 1

F (x/y) =

x∫
−∞

f (t; y) dt

fY (y)
=

180
101

x∫
−∞

t2 (t+ y)2 dt

6
101 (10y2 + 15y + 6)

=

30
x∫
−∞

(t4 + 2t3y + t2y2) dt

10y2 + 15y + 6
=

=
30
[
t5

5 + 2t4y
4 + t3y2

3

]x
−∞

10y2 + 15y + 6
=
30
60 (12x5 + 30x4y + 20x3y2 − 0− 0− 0)

10y2 + 15y + 6
=

=
6x5 + 15x4y + 10x3y2

10y2 + 15y + 6

F (y/x) =

y∫
−∞

f (x; t) dt

fX (x)
=

180
101x

2
y∫
−∞

(x+ t)2 dt

60
101x

2 (3x2 + 3x+ 1)
=

3
y∫
−∞

(x2 + 2xt+ t2) dt

3x2 + 3x+ 1
=

=
3
[
x2t+ 2xt2

2 + t3

3

]y
−∞

3x2 + 3x+ 1
=

3
(
x2y + xy2 + y3

3 − 0− 0− 0
)

3x2 + 3x+ 1
=

3x2y + 3xy2 + y3

3x2 + 3x+ 1

Střednı́ hodnoty a rozptyly podle definic (6.14) a (6.16).

E (X) =

∞∫
−∞

x · fX (x) dx =
60
101

1∫
0

x3
(
3x2 + 3x+ 1

)
dx =

=
60
101

1∫
0

(
3x5 + 3x4 + x3

)
dx =

60
101

[
3x6

6
+

3x5

5
+
x4

4

]1
0

=

=
60
101

(
1
2

+
3
5

+
1
4
− 0− 0− 0

)
=

81
101

E
(
X2
)

=

∞∫
−∞

x2 · fX (x) dx =
60
101

1∫
0

x4
(
3x2 + 3x+ 1

)
dx =
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=
60
101

1∫
0

(
3x6 + 3x5 + x4

)
dx =

60
101

[
3x7

7
+

3x6

6
+
x5

5

]1
0

=

=
60
101

(
3
7

+
1
2

+
1
5
− 0− 0− 0

)
=

474
707

E (Y ) =

∞∫
−∞

y · fY (y) dy =
6

101

1∫
0

y
(
10y2 + 15y + 6

)
dy =

=
6

101

1∫
0

(
10y3 + 15y2 + 6y

)
dy =

6
101

[
10y4

4
+

15y3

3
+

6y2

2

]1
0

=

=
6

101

(
5
2

+ 5 + 3− 0− 0− 0

)
=

63
101

E
(
Y 2
)

=

∞∫
−∞

y2 · fY (y) dy =
6

101

1∫
0

y2
(
10y2 + 15y + 6

)
dy =

=
6

101

1∫
0

(
10y4 + 15y3 + 6y2

)
dy =

6
101

[
10y5

5
+

15y4

4
+

6y3

3

]1
0

=

=
6

101

(
2 +

15
4

+ 2− 0− 0− 0

)
=

93
202

D (X) = E
(
X2
)
− [E (X)]2 =

474
707
−
(

81
101

)2
= 0, 0273

D (Y ) = E
(
Y 2
)
− [E (Y )]2 =

93
202
−
(

63
101

)2
= 0, 0713

E (X;Y ) =

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

xyf (x; y) dy

 dx =
180
101

1∫
0

 1∫
0

x3y (x+ y)2 dy

 dx =

=
180
101

1∫
0

 1∫
0

(
x5y + 2x4y2 + x3y2

)
dy

 dx =

=
180
101

1∫
0

[
x5y2

2
+

2x4y3

3
+
x3y4

4

]1
0

dx =

=
180
101

1∫
0

[
x5

5
+

2x4

3
+
x3

4
− 0− 0− 0

]
dx =

180
101

[
x6

12
+

2x5

15
+
x4

16

]1
0

=
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=
180
101

(
1
12

+
2
15

+
1
16
− 0− 0− 0

)
=

201
404

Určı́me jestli jsou veličiny X a Y nezávislé podle definice (6.12). Určili jsme margi-
nálnı́ hustoty pravděpodobnostı́ i distribučnı́ funkce. K ověřenı́ nezávislosti si vybereme
ty, které majı́ jednoduššı́ tvar.

f (x; y) = fX (x) · fY (y)
180
101

x2 (x+ y)2 6= 60
101
· 6

101
x2
(
3x2 + 3x+ 1

) (
10y2 + 15y + 6

)
Náhodné veličiny X a Y jsou závislé. Můžeme pokračovat v určovánı́ kovariance a
koeficientu korelace podle definic (6.21) a (6.22). Kdyby byly veličiny nezávislé, nemělo
by smysl dále určovat kovarianci a koeficient korelace.

cov (X;Y ) = E (X;Y )− E (X) · E (Y ) =
201
404
− 81

101
· 63

101
= −0, 00272

ρ (X;Y ) =
cov (X;Y )√
D (X) ·D (Y )

=
−0, 00272√

0, 0273 · 0, 0713
= −0, 062

Veličiny X a Y jsou slabě závislé. Z koeficientu korelace jsme se navı́c dozvěděli, že
veličiny X a Y jsou slabě nepřı́mo lineárnı́.
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Úlohy:

1. Náhodný vektor X = (X;Y ) je dán pravděpodobnostnı́ funkcı́ tabulka (6.7). Určete
hodnotu K, střednı́ hodnoty a rozptyly složek náhodného vektoru, kovarianci a
koeficient korelace.

Tabulka 6.7: Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce k úloze (1.)

x \ y 1 3

2 0,15 0,20
3 0,20 0,05
6 0,10 K

2. Náhodný vektor X = (X;Y ) je dán pravděpodobnostnı́ funkcı́ tabulka (6.8). Určete
distribučnı́ funkci a P (X = 2;Y = 1), P (X < 3, 2;Y < 0, 7), P (X > 2, 1;Y > 1, 1)

a P (1 < X ≤ 3; 0, 5 ≤ Y ≤ 2, 5).

Tabulka 6.8: Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce k úloze (2.)

x \ y 0 1 2

1 0,15 0,05 0,05
2 0,20 0,05 0,15
3 0,10 0 0,10
4 0 0,10 0,05

3. Náhodný vektor X = (X;Y ) je dán pravděpodobnostnı́ funkcı́ tabulka (6.9). Ur-
čete střednı́ hodnoty a rozptyly složek náhodného vektoru, kovarianci a koeficient
korelace.

4. Náhodný vektor X = (X;Y ) je dán pravděpodobnostnı́ funkcı́ tabulka (6.10). Určete
podmı́něné střednı́ hodnoty a rozptyly.

5. Náhodný vektor X = (X;Y ) je dán pravděpodobnostnı́ funkcı́ tabulka (6.11). Učete
střednı́ hodnoty a rozptyly složek vektoru, kovarianci, koeficient korelace, podmı́-
něnou střednı́ hodnotu veličiny X , když y = 2 a podmı́něný rozptyl veličiny Y ,
když x = 0.
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Tabulka 6.9: Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce k úloze (3.)

x \ y 3 5 7 9

0 0,02 0,03 0,04 0,01
2 0,10 0,05 0 0,07
4 0,09 0,13 0 0,01
6 0 0,25 0,17 0,03

Tabulka 6.10: Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce k úloze (4.)

x \ y -2 -1 0

0 0,23 0,12 0,04
1 0,13 0,05 0,10
2 0,09 0,17 0,07

Tabulka 6.11: Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce k úloze (5.)
x \ y 0 1 2 3

0 0,008 0,036 0,054 0,027
1 0,060 0,180 0,135 0
2 0,150 0,225 0 0
3 0,125 0 0 0

6. Náhodný vektor X = (X;Y ) je dán pravděpodobnostnı́ funkcı́ tabulka (6.12). Určete
hodnotuK, distribučnı́ funkci, střednı́ hodnoty a rozptyl složek vektoru, kovarianci
a koeficient korelace.

Tabulka 6.12: Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce k úloze (6.)
x \ y -2 2 6

-2 0,6 0 0
2 0 K 0
6 0 0 0,2
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7. Náhodný vektor X = (X;Y ) má hustotu pravděpodobnosti:

f (x; y) = K · (x+ y) 0 ≤ x ≤ 2 0 ≤ x ≤ 3

f (x; y) = 0 jinde.

Určete hodnotu konstanty K, distribučnı́ funkci, marginálnı́ hustotu pravděpo-
dobnosti, podmı́něné hustoty pravděpodobnosti, marginálnı́ distribučnı́ funkce a
P (0, 5 ≤ x ≤ 1; 1 ≤ y ≤ 3).

8. Náhodný vektor X = (X;Y ) má distribučnı́ funkci:

F (x; y) = sinx · sin y 0 ≤ x ≤ π

2
0 ≤ y ≤ π

2
F (x; y) = 0 jinde.

Určete hustotu pravděpodobnosti pro 0 ≤ x ≤ π
2 , 0 ≤ y ≤ π

2 , střednı́ hodnoty a
rozptyly veličin, kovarianci a koeficient korelace.

9. Náhodný vektor X = (X;Y ) má hustotu pravděpodobnosti:

f (x; y) =
K · x2

y2 + 1
2 ≤ x ≤ 3 0 ≤ y ≤ 1

f (x; y) = 0 jinde.

Určete hodnotu konstanty K, marginálnı́ hustoty pravděpodobnosti, střednı́ hod-
noty a rozptyly veličin, kovarianci a koeficient korelace.
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Řešenı́:

1. K = 0, 30; E (X) = 3, 85; E (Y ) = 2, 1; D (X) = 3, 2275; D (Y ) = 0, 99; cov (X;Y ) =

0.465; ρ (X;Y ) = 0.26

2. 0,05; 0,45; 0,15; 0,30

Tabulka 6.13: Distribučnı́ funkce k úloze (2.)

x \ y (−∞; 0〉 (0; 1〉 (1; 2〉 (2;∞)

(−∞; 1〉 0 0 0 0
(1; 2〉 0 0,15 0,20 0,25
(2; 3〉 0 0,35 0,45 0,65
(3; 4〉 0 0,45 0,55 0,85
(4;∞) 0 0,45 0,65 1

3. E (X) = 4, 06, E (Y ) = 5, 48, D (X) = 4, 2764, D (Y ) = 3, 3696, cov (X;Y ) = 0, 4112,
ρ (X;Y ) = 0, 1083.

4. E (X/− 2) = 0, 6889, E (X/− 1) = 1, 1471, E (X/0) = 1, 1429, E (Y/0) = −1, 4872,
E (Y/1) = −1, 1071,E (Y/2) = −1, 0606,D (X/− 2) = 0, 6143,D (X/− 1) = 0, 8313,
D (X/0) = 0, 5034, D (Y/0) = 0, 4550, D (Y/1) = 0, 8099, D (Y/2) = 0, 4812

5. E (X) = 1, 5, E (Y ) = 0, 9, D (X) = 0, 75, D (Y ) = 0, 63, cov (X;Y ) = −0, 45,
ρ (X;Y ) = −0, 65465, E (X/2) = 0, 7143, D (Y/0) = 0, 72

6. K = 0, 2, E (X) = 3, 2, E (Y ) = 0, 4, D (X) = 2, 56, D (Y ) 10, 24, cov (X;Y ) = 5, 12,
ρ (X;Y ) = 1,

Tabulka 6.14: Distribučnı́ funkce
x \ y (−∞;−2〉 (−2; 2〉 (2; 6〉) (6;∞)

(−∞;−2〉 0 0 0 0
(−2; 2〉 0 0,6 0,6 0,6
(2; 6〉 0 0,6 0,8 0,8
(6;∞) 0 0,6 0,8 1

7. K = 1
15 , fX (x) = x+y

2·(y+1) , fY (y) = 2
3 ·

x+y
2x+3 , P (0, 5 ≤ x ≤ 1; 1 ≤ y ≤ 3) = 11

90 ,

F (x; y) = 0 x ∈ (−∞; 0) y ∈ (−∞; 0)
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=
x2 + 3x

10
x ∈ 〈0; 2〉 y ∈ (3;∞)

=
y2 + 2y

15
x ∈ (2;∞) y ∈ 〈0; 3〉

=
x2y + xy2

30
x ∈ 〈0; 2〉 y ∈ 〈0; 3〉

= 0 x ∈ (2;∞) y ∈ (3;∞)

8. f (x; y) = cos x · cos y, E (X) = π
2 − 1, E (Y ) = π

2 − 1, D (X) = π − 3, D (Y ) = π − 3,
cov (X;Y ) = 0, ρ (X;Y ) = 0

9. K = 12
19 , fX (x) = 3x2

19 , fY (y) = 4
π·(1+y2) , E (X) = 195

76 , E (Y ) = 2 ln 2
π

, D (X) =
633
95 −

(
195
76

)2, D (Y ) = 4
π
− 1− 4·ln2 2

π2
, cov (X;Y ) = 0, ρ (X;Y ) = 0



Kapitola 7

Statistika

Zı́skávánı́m, zpracovánı́m a interpretacı́ hromadných dat se zabývá vědnı́ disciplı́na ma-
tematická statistika. Podle toho jakým způsobem budeme s daty pracovat rozdělujeme
matematickou statistiku na:

Deskriptivnı́ (popisná) statistika se zabývá efektivnı́m zı́skávánı́m ukazatelů, které
poskytujı́ souhrný obraz zkoumaného jevu.

Idnuktivnı́ statistika se zabývá problémy zobecňovánı́ výsledků zı́skaných popisem
statistického souboru.

7.1 Základnı́ statistické pojmy

Abychom mohli začı́t poznávat základy statistiky je potřeba zavést několik pojmů, bez
kterých se neobejdeme.

Definice 7.1 (Statistický soubor) Statistický soubor je neprázdná konečná množina ob-
jektů se společnou vlastnostı́.

Definice 7.2 (Prvek statistického souboru) Prvkem statistického souboru nazveme každý
objekt statistického souboru.

Definice 7.3 (Rozsah statistického souboru) Rozsah statistického souboru je přirozené
čı́slo N , které udává počet prvků statistického souboru.

Definice 7.4 (Znak (argument) statistického souboru) Znak statistického souboru je vlast-
nost, kteru je označne určitý počet prvků statistického souboru.

144
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Statistické soubory dělı́me podle toho kolik mu přiřadı́me argumentů (znaků).

7.2 Statistický soubor s jednı́m argumentem

Mějme statistický soubor, u kterého zkoumáme právě jeden znak (teplota, sı́la, rych-
lost, ...). Každý znak nabývá určité mı́ry úspěchu nebo neúspěchu. Podle toho jakou
mı́rou úspěch nebo neúspěch hodnotı́me přiřadı́me znaku jeho hodnotu. Všechny hod-
noty znaku budeme volit tak, abychom je byli schopni seřadit napřı́klad podle velikosti
x1 < x2 < x3 < . . . < xn. Všimněme si významné podobnosti s náhodnou veličinou.
Dı́ky této podobnosti můžeme s hodnotami znaku statistického souboru pracovat jako
s hodnotami náhodné veličiny. Tı́m si značně ulehčı́me práci, protože statistický soubor
budeme popisovat a charakterizovat podobným způsobem jako náhodnou veličinu.

Začneme tı́m, že zavedeme variačnı́ obor znaku statistického souboru.

Definice 7.5 (Variačnı́ obor) Variačnı́ obor argumentu X je interval 〈x1;xn〉.

Poznámka: Variačnı́ obor je analogiı́ oboru hodnot náhodné veličiny.

Definice 7.6 (Rozpětı́ statistického souboru) Čı́slo R vyjadřuje mı́ru rozpětı́ statistic-
kého souboru, pro které platı́:

R = xn − x1. (7.1)

Definice 7.7 (Absolutnı́ četnost) Absolutnı́ četnost fi vyjdřuje mı́ru, se kterou se hod-
nota xi argumentu X vyskytuje ve statistickém souboru alespoň jednou.

Definice 7.8 (Statistická řada) Seřadı́me-li hodnoty znaku podle velikosti a jeho čet-
nosti řekneme, že statistický soubor tvořı́ statistickou řadu.

Definice 7.9 (Relativnı́ četnost hodnoty argumentu xi) Relativnı́ četnost ϕi je hodnota
pro nı́ž platı́:

ϕi =
fi
N
, (7.2)

kde fi je absolutnı́ četnost hodnoty xi a N je rozsah statistického souboru.
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Relativnı́ četnost určuje, jak velkou část statistického souboru zabı́rá právě četnost
fi jedná se o analogii pravděpodobnosti hodnoty xi náhodné veličiny.

Ještě nám chybı́ funkčnı́ zobrazenı́, které nás bude informovat o rozloženı́ absolutnı́
četnosti v celém statistickém souboru. Můžeme si všimnout, že právě relativnı́ četnost
se řı́dı́ výběrem znaku xi. Tı́m se ukazuje, že relativnı́ četnost je funkcı́ hodnoty znaku
xi. Funkce ϕi = ϕ (xi) je analogiı́ pravděpodobnostnı́ funkce diskrétnı́ náhodné veličiny
a platı́ pro ni:

1. 0 ≤ ϕi ≤ 1

2.
n∑
i=1

= 1

Funkci ϕi = ϕ (xi) nazveme empirická pravděpodobnostnı́ funkce statistické řády.

Jestliže se nám povedlo určit pravděpodobnostı́ funkci statistické řady budeme chtı́t
určit i distribučnı́ funkci této statistické řady. Bude jı́ funkce Φ : Φ (x), kterou nazveme
empirická distributivnı́ funkce funkce náhodné řady a jejı́ hodnoty zjistı́me z relativnı́
kumulativnı́ četnosti.

Definice 7.10 (Relativnı́ kumulativnı́ četnost) Relativnı́ kumulativnı́ četnost Φi je čı́slo,
pro které platı́:

Φi =

i∑
k=1

fk

n
. (7.3)

Pro empirickou distributivnı́ funkci pak platı́ následujı́cı́ vlastnosti:

Vlastnosti 7.1

1. Jestliže x < xi, pak:
Φ (xi) = 0

2. Jestliže x > xi, pak:
Φ (xi) = 1

Dı́ky analogii distributivnı́ a pravděpodobnostnı́ funkce s funkcemi náhodné veli-
činy je můžeme snadno graficky zobrazit.
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7.2.1 Charakteristiky statistického znaku s jednı́m argumentem

Vyjdeme z podobnosti statistického souboru a náhodné veličiny a určı́me stejné charak-
teristiky, které rozdělı́me znovu do skupin.

Charakteristiky polohy

Definice 7.11 (Empirická střednı́ hodnota) Empirická střednı́ hodnota je hodnota, která
splňuje rovnici:

x =
1
n
·

n∑
i=1

fi · xi, (7.4)

kde fi je absolutnı́ četnost zkoumaného znaku.

Empirická střednı́ hodnota vyjadřuje stejně jako střednı́ hodnota náhodné veličiny
očekávanou hodnotu znaku.

Dalšı́ charakteristiky polohy jsou modus, medián a p-kvantily. Modus vyjadřuje
hodnotu, která má nejčastějšı́ zaspoutenı́ ve statistickém souboru (hodnotu s největšı́
četnostı́). Medián určuje prostřednı́ hodnotu souboru a p-kvantily dělı́ statistický soubor
v poměru p : (1− p).

Definice 7.12 (Modus) Modus Mod (X) znaku statistického souboru je hodnota s něj-
většı́ absolutnı́ četnostı́ fi = max..

Definice 7.13 (Medián) Medián Me (X) znaku statistického souboru je hodnota, která
jej dělı́ na dva stejné podsoubory o stejném rozsahu souboru. Je-li počet prvků lichý
n = 2k + 1 pak:

Me (X) = xk (7.5)

Je-li počet prvků sudý n = 2k pak:

Me (X) =
xk + xk+1

2
. (7.6)

Definice 7.14 (Empirický p-kvantil) Empirický p-kvantil je hodnota statistického znaku
xp, pro kterou platı́, že 100p procent prvků je nejvýše rovno hodnotě xp.

Významné p-kvantily

• Empirický kvartil - rozděluje statistický soubor na čtyři stejně velké podsoubory se
stejným rozsahem.
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• Empirický decil - rozděluje statistický soubor na deset stejně velkých podsouborů
se stejným rozsahem.

• Empirický percentil - rozděluje statistický soubor na sto stejně velkých podsouborů
se stejným rozsahem.

Charakteristiky variability

Při určovánı́ charakteristik variability také využijeme podobnosti s náhodnou veličinou.
Podle náhodné veličiny určı́me rozptyl, směrodatnou odchylku, průměrnou odchylku a
variačnı́ koeficient. Význam těchto charakteristi však zůstává nezměněn i u statistického
souboru.

Definice 7.15 (Empirický rozptyl) Empirický rozptyl znaku X od empirické střednı́
hodnoty x je dán vztahem:

s2x =
1
n
·

n∑
i=1

fi · (xi − x)2 (7.7)

Definice 7.16 (Empirická směrodatná odchylka) Empirická směrodatná odchylka znaku
X od empirické střednı́ hodnoty x je dána vztahem:

sx =

√√√√ 1
n
·

n∑
i=1

fi · (xi − x)2. (7.8)

Definice 7.17 (Empirická průměrná odchylka) Průměrná odchylka δ od empirické střednı́
hodnoty x je dána vztahem:

δ =
1
n
·

n∑
i=1

fi |xi − x| . (7.9)

Empirická průměrná odchylka vyjadřuje průměrnou hodnotu všech absolutnı́ch
odchylek od emprické střednı́ hodnoty x.

Definice 7.18 (Empirický variačnı́ koeficient) Empirický variačnı́ koeficient ν je dán
vztahem:

ν =
sx
x

=

√
1
n

∑n
i=1 fi · (xi − x)2

1
n
·
n∑
i=1

fi · xi
. (7.10)
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Empirický variačnı́ koeficient vyjadřuje mı́ru odchýlenı́ směrodatné odchylky od
střednı́ hodnoty. Často se vyjadřuje v procentech:

νp = ν · 100

Odvodı́me i momenty statistického souboru, které dále využijeme k určenı́ dalšı́ch
charakteristik statistického souboru.

Definice 7.19 (Počátečnı́ empirický moment k-tého řádu) Počátečnı́ empirický moment
k-tého řádu mk je dán vztahem:

mk =
1
n
·

n∑
i=1

fi · xki . (7.11)

Definice 7.20 (Centrálnı́ empirický moment k-tého řádu) Centrálnı́ empirický moment
k-tého řádu nk je dán vztahem:

nk =
1
n
·

n∑
i=1

fi · (xi − x)k. (7.12)

Definice 7.21 (Normovaný empirický moment k-tého řádu) Normovaný empirický mo-
ment k-tého řádu η je dán vztahem:

η =
nk
sx
. (7.13)

Normované momenty použijeme při určenı́ koeficientu šikmosti a špičatosti.

Definice 7.22 (Empirický koeficient šikmosti) Empirický koeficient šikmosti γ1 je dán
vztahem:

γ1 = η3 =
n3
s3

=

1
n
·
n∑
i=1

fi · (xi − x)3

s3
. (7.14)

Stejně jako u náhodné veličiny zı́skáváme informaci o mı́ře nesymetrie statistického
souboru.

Definice 7.23 (Empirický koeficient špičatosti) Empirický koeficient špičatostiγ2 je dán
vztahem:

γ2 = η4 − 3 =
n4
s4
− 3 =

1
n
·
n∑
i=1

fi (xi − x)4

s4
− 3. (7.15)
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Připomeňme si způsob výpočtu koeficientů šikmosti a špičatosti z katipitoly ná-
hodná veličina. Tam jsme spočı́tali tyto koeficienty pomocı́ počátečnı́ch momentů. Dı́ky
analogii můžeme použı́t tyto vztahy i na statitistický soubor.

γ1 =
n3
s3

=
m3 − 3m1m2 +m31

s3

γ2 =
n4
s4
− 3 =

m4 − 4m1m3 +m21m2 − 3m41
s4

− 3

K dalšı́m charakteristikám charakteristiky patřı́ kvartilové odchylky, které nejsou
tolik ovlivněny extrémnı́mi hodnotami statistického souboru.

Kvartilová odchylka Q = x75 − x25

Relativnı́ kvartilová odchylka Qrel = x75−x25
x75+x25

Kvartilová šikmost γ0 = x75+x25−2x50
x75−x25

Řešený přı́klad 7.1 Sledovaný statistický znak nabyl těchto hotnot:
60, 80, 80, 100, 100, 100, 100, 120, 120, 150, 150, 160, 180, 200, 200, 200, 200, 200, 220, 250,
250, 250, 280, 300, 300, 300, 300, 350, 350, 360, 380, 400, 400, 400, 400, 420, 450, 500, 500,
500.
Určete rozptyl, modus, medián, kvartily, empirickou střednı́ hodnotu, empirický roz-
ptyl, empirický koeficient šikmosti, empirický koeficient špičatosti, kvartilovou od-
chylku, relativnı́ kvartilovou odchylku a kvartilovou šikmost.
Řešenı́:

Zadaná data si sepı́šeme do tabulky (7.1) s absolutnı́ četnostı́, relativnı́ četnostı́,
kumulativnı́ četnostı́ a relativnı́ kumulativnı́ četnostı́.

Rozsah statistického souboru je:

R = x19 − x1 = 500− 60 = 440

Modus, medián a kvartily určı́me podle definic (7.12), (7.13) a (7.14).

Mod (X) = fi = max. = 200

Me (X) =
x10 + x11

2
= 265



KAPITOLA 7. STATISTIKA 151

Tabulka 7.1: Tabulka četnostı́ k přı́kladu (7.1)

xi 60 80 100 120 150 160 180 200 220

fi 1 2 4 2 2 1 1 5 1
ϕi

1
40

2
20

1
10

1
20

1
20

1
40

1
40

1
8

1
40

Fi 1 3 7 9 11 12 13 18 19
Φi

1
30

3
40

7
40

9
40

11
40

12
40

13
40

18
40

19
40

250 280 300 350 360 380 400 420 450 500
3 1 4 2 1 1 4 1 1 3
3
40

1
40

1
10

1
20

1
40

1
40

1
10

1
40

1
40

3
40

22 23 27 29 30 31 35 36 37 40
22
40

23
40

27
40

29
40

30
40

31
40

35
40

36
40

37
40

40
40

z0,25 = 40 · 0, 25 + 0, 5 = 10, 5⇒ x0,25 = 150

z0,5 = 40 · 0, 5 + 0, 5 = 20, 5⇒ x0,5 = 220

z0,75 = 40 · 0, 75 + 0, 5 = 30, 5⇒ x0,75 = 380

Empirickou střednı́ hodnotu a rozptyl určı́me podle definic (7.11) a (7.15).

x =

n∑
i=1

xifi

N

x =
10360

40
= 259

s2x =

n∑
i=1

fi · (xi − x)2

N
s2x = 16679

Empirický koeficient šikmosti a špičatosti určı́me podle definic (7.22) a (7.23).

γ1 =
n3
s3

= 0, 266911

γ2 =
n4
s4
− 3 = −1, 06104

Kvartilovou odchylku, relativnı́ kvartilovou dochylku a kvartilovou šikmost ur-
čı́me:



KAPITOLA 7. STATISTIKA 152

Q = x0,75 − x0,25

Qr =
Q

x0,75 + x0,25
= 0, 43

γ0 =
x0,75 + x0,25 − 2 · x0,5

Q
= 0, 39

7.3 Statistický soubor se dvěma argumenty

Stejně jako můžeme vytvořit náhodný pokus, při němž zı́skáme dvě náhodné veličiny,
z kterých jsme vytvořili náhodný vektor. Můžeme zı́skat i statistický soubor u něhož
budeme vyhodnocovat dva znaky. Z analogie znaku statistického souboru a náhodné
veličiny pak usuzujeme, že vlastnosti a charakteristiky náhodného vektoru budou před-
lohou pro určenı́ vlastnostı́ a charakteristik statistického souboru se dvěma argumetny
X a Y , jejichž hodnoty také dokážeme seřadit podle velikosti x1 < x2 < x3 < . . . < xn a
y1 < y2 < y3 < . . . < ym. Celkový počet všech dvojic argumetnů statistického souboru
pak označı́me N .

Definice 7.24 (Absolutnı́ četnost fi;j) Absolutnı́ četnost vyjadřuje počet výskytů uspo-
řádané dvojice [xi; yj] ve statistickém souboru.

Absolutnı́ četnost obvykle zapisujeme do podobné tabulky jako pravděpodobnostnı́
funkci náhodného vektoru X = (X;Y ), kterou nazýváme plošná nebo také kontingenčnı́
tabulka (7.2).

Tabulka 7.2: Plošná (kontingenčnı́) tabulka

x \ y y1 y2 . . . ym

x1 f1;1 f1;2 . . . f1;m

x2 f2;1 f2;2 . . . f2;m
...

...
... . . . ...

xn fn;1 fn;2 . . . fn;m

Definice 7.25 (Relativnı́ četnost ϕi;j) Hodnotu ϕi;j , která odpovı́dá rovnici:

ϕi;j =
fi;j
N
, (7.16)
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nazýváme relativnı́ četnost statistického souboru.

Relativnı́ četnost můžeme chápat jako analogii k pravděpodobnostnı́ funkci náhod-
ného vektoru. V takovém přı́padě určı́me také jejı́ marginálnı́ četnosti.

Definice 7.26 (Marginálnı́ četnosti hodnot xi a yj) Marginálnı́ četnost hodnotyxi je dána
vztahem:

MX =
m∑
j=1

fi;j. (7.17)

Marginálnı́ četnost hodnoty yj je dána vztahem:

NY =
n∑
i=1

fi;j. (7.18)

Marginálnı́ četnosti vyjadřujı́ rozloženı́ četnosti hodnot xi nebo yj bez omezenı́
druhou hodnotou. Z definice navı́c přı́mo vyplı́vá vlastnost:

Vlastnosti 7.2

1. Pro všechny hodnoty:
n∑
i=1

m∑
j=1

fi;j =
m∑
j=1

Nj =
n∑
i=1

Mi = N (7.19)

7.3.1 Charakteristiky statistického souboru se dvěma argumenty

Znovu vyjdeme z podobnosti statistického souboru a náhodného vektoru a proto určı́me
i podobné charakteristiky. Při určovánı́ nejpoužı́vanějšı́ch charakteristik bychom měli
vycházet z momentových charakteristik, které jsou jak už jsme řekli analogiı́ momentů
náhodného vektoru a proto si dovolı́me přeskočit jejich odvozenı́ a rovnou si uvedeme
konkrétnı́ přı́klady.

Definice 7.27 (Empirická střednı́ hodnota argumentů) Empirická střednı́ hodnota ar-
gumentu X je dána vztahem:

x =
1
N

n∑
i=1

Mi · xi (7.20)

Empirická střednı́ hodnota argumentu Y je dána vztahem:

y =
1
N

m∑
j=1

Nj · yj (7.21)
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Definice 7.28 (Empirická disperze (rozptyl) argumentu) Empirický rozptyl argumentu
X je dán vztahem:

D (X) = s2x =
1
N

n∑
i=1

Mi (xi − x)2 =
1
N

n∑
i=1

Mix
2
i − x2 (7.22)

Empirický rozptyl argumentu Y je dán vztahem:

D (Y ) = s2y =
1
N

m∑
j=1

Nj (yj − y)2 =
1
N

m∑
j=1

Njy
2
j − y2 (7.23)

Definice 7.29 (Empirická kovariance) Empirická kovariance argumentů X a Y je dána
vztahem:

covx;y =
1
N

n∑
i=1

m∑
j=1

fi;j (xi − x) (yj − y) = (7.24)

=
1
N

n∑
i=1

m∑
j=1

fi;jxiyj − x · y. (7.25)

Definice 7.30 (Empirický koeficient korelace) Empirický koeficient korelace je dán vzta-
hem:

ρx;y =
covx;y√

D (X) ·D (Y )
=

covx;y
sx · sy

, (7.26)

kde sx a sy je jsou emprické směrodatné odchylky.

Poznámka: Pokud je každá hodnota dvojice [xi; yj] ve statistickém souboru zastoupena
právě jednou, pak pro každou absolutnı́ četnost fi;j platı́:

fi;j = 1

V takovém přı́padě můžeme výpočet koeficientu korelace zjednodušit:

ρx;y =

N ·
n∑
i=1

m∑
j=1

xiyj −
n∑
i=1

xi ·
m∑
j=1

yj√√√√√[N · n∑
i=1

x2i −
(

n∑
i=1

xi

)2]
·

N · m∑
j=1

y2j −

(
m∑
j=1

yj

)2
. (7.27)

Empirický korelačnı́ koeficient charakterizuje mı́ru lineárnı́ závislosti argumentů
statistického souboru. Jeho vlastnosti jsou stejné jako u náhodného vektoru.

U statistických souborů navı́c určujeme regresnı́ přı́mky.
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Definice 7.31 (Regresnı́ přı́mka argumentu X a Y ) Regresnı́ přı́mka argumentuX vzhle-
dem k argumentu Y je dána rovnicı́:

x− x =
covx;y
s2y

(y − y) . (7.28)

Regresnı́ přı́mka argumentu Y vzhledem k argumentu X je dána rovnicı́:

y − y =
covx;y
s2x

(x− x) . (7.29)

Regresnı́ přı́mky pomáhajı́ v odhadu nově naměřených hodnot. Z rovnic regresnı́ch
přı́mek si můžeme všimnout, že obě procházejı́ jednı́m bodem [x; y], zároveň pokud je ko-
eficient korelace 1 nebo−1, tak jsou argumentyX a Y lineárně závislé a regresnı́ přı́mky
jsou totožné. Jestliže koeficient korelace nabývá jiné hodnoty, jsou regresnı́ přı́mky růz-
noběžné a můžeme určit jejich odchylku α.

tgα =
1− ρ2x;y
|ρx;y|

· sx · sy
s2x + s2y

. (7.30)

Ukazuje se, že ne vždy je vhodné k regresi volit přı́mku. O tom jak vhodně volit
regresnı́ funkci se vı́ce dozvı́me v kapitole regresnı́ a korelačnı́ analýza.

Řešený přı́klad 7.2 Při zjišt’ovánı́ hustoty tělesa ve tvaru kvádru bylo potřeba změřit
všechny jeho mı́ry (délka, šı́řka, hloubka). Určete plošnou tabulku četnostı́ statistického
souboru, kde argumentX je délka aY šı́řka. Určete empirické střednı́ hodnoty a rozptyly
argumentů. Změřená data byla zaznamenána jako soubor uspořádaných trojic [délka;
šı́řka; hloubka].
[14, 6; 4, 98; 9, 8], [14, 6; 4, 99; 10, 1], [14, 8; 4, 98; 10], [14, 8; 4, 98; 9, 9], [14, 8; 4, 98; 9, 9],
[14, 8; 4, 98; 10, 1], [14, 8; 5; 9, 9], [14, 8; 5; 10], [15; 4, 99; 10, 2], [15; 5; 9, 9], [15; 5; 9, 9],
[15; 5; 9, 9], [15; 5; 9, 9], [15; 5; 10], [15; 5; 10], [15; 5; 10, 1], [15; 5; 10, 2], [15; 5, 01; 10],
[15; 5, 01; 10], [15; 5, 01; 10, 1], [15; 5, 01; 10, 2], [15, 1; 5; 9, 8], [15, 1; 5; 10, 1], [15, 1; 5, 01; 9, 8],
[15, 1; 5, 01; 9, 8], [15, 1; 5, 01; 9, 8], [15, 1; 5, 01; 9, 8], [15, 1; 5, 01; 9, 9], [15, 1; 5, 01; 9, 9],
[15, 1; 5, 01; 9, 9], [15, 1; 5, 01; 10], [15, 1; 5, 01; 10], [15, 1; 5, 01; 10], [15, 1; 5, 01; 10, 1],
[15, 1; 5, 02; 10, 1], [15, 1; 5, 02; 10, 2], [15, 2; 5, 01; 9, 8], [15, 2; 5, 01; 10], [15, 2; 5, 02; 9, 9],
[15, 2; 5, 02; 9, 9], [15, 2; 5, 02; 10], [15, 2; 5, 02; 10], [15, 2; 5, 02; 10, 1], [15, 2; 5, 02; 10, 2],
[15, 2; 5, 02; 10, 2], [15, 2; 5, 03; 10, 1], [15, 3; 5, 02; 10], [15, 3; 5, 03; 10], [15, 3; 5, 03; 10, 1],
[15, 3; 5, 03; 10, 2].
Řešenı́:
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Nejprve vytvořı́me plošnou tabulku četnostı́ a doplnı́me ji o empirické marginálnı́
četnosti a součiny xiMi, x2iMi, yjNj , y2jNj , které posléze použijeme k určenı́ empirických
střednı́ch hodnot a rozptylů.

Tabulka 7.3: Rozšı́řená plošná tabulka četnostı́ k přı́kladu (7.2)

x \ y 4,98 4,99 5 5,01 5,02 5,03 Mi xiMi x2iMi

14,6 1 1 0 0 0 0 2 29,2 462,32
14,8 1 3 2 0 0 0 6 88,8 1314,24
15 0 1 8 4 0 0 13 195 2925

15,1 0 0 2 11 2 0 15 226,5 3420,15
15,2 0 0 0 2 7 1 10 152 2310,4
15,3 0 0 0 0 1 3 4 61,2 936,36
Nj 2 5 12 17 10 4

∑
50 - -

yjNj 9,96 24,95 60 85,17 50,2 20,12 - - -
y2jNj 49,6 124,5 300 426,7 252 101,2 - - -

Potom co jsme určili plošnou tabulku četnostı́ (7.3) můžeme určit podle definic
(7.27) a (7.28) empirické střednı́ hodnoty a rozptyly.

x =

n∑
i=1

xiMi

N
= 15, 054

y =

m∑
j=1

yjNj

N
= 5, 008

D (X) =

n∑
i=1

x2iMi

N
− x2 = 0, 0265

D (Y ) =

m∑
j=1

y2jNj

N
− y2 = 0, 0001

Řešený přı́klad 7.3 Určete empirické střednı́ hodnoty, rozptyly, kovarianci,
koeficient korelace, rovnice regresnı́ch přı́mek a odchylku těchto přı́mek statistického
souboru, který je dán plošnou tabulkou (7.4).
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Tabulka 7.4: Plošná tabulka hodnot k přı́kladu (7.3)

x \ y 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18

14,6 0 2 7 9 5 3 1
14,8 1 0 3 13 10 3 0
15 2 5 16 26 13 9 7

15,1 0 4 10 21 17 4 6
15,2 3 0 12 20 0 15 2
15,3 0 1 2 5 1 1 3

Řešenı́:
Nejprve si kontingenčnı́ tabulku rozšı́řı́me o empirické marginálnı́ četnosti a počá-

tečnı́ momentyxiMi,x2iMi, yjNj , y2jNj , pomocı́ kterých určı́me empirické střednı́ hodnoty
a rozptyly. Tabulka (7.5).

Tabulka 7.5: Doplněná plošná tabulka k přı́kladu (7.3)

x \ y 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 Mi xiMi x2iMi

14,6 0 2 7 9 5 3 1 27 394,2 5755
14,8 1 0 3 13 10 3 0 30 444 6571
15 2 5 16 26 13 9 7 78 1170 17550

15,1 0 4 10 21 17 4 6 62 936,2 14137
15,2 3 0 12 20 0 15 2 52 790,4 12014
15,3 0 1 2 5 1 1 2 13 198,9 3043
Nj 6 12 50 94 46 35 19 N = 262 - -
yjNj 0,72 1,56 7 14,1 7,36 5,95 3,42 - - -
y2jNj 0,09 0,20 0,98 2,12 1,18 1,01 0,62 - - -

Poté určı́me podle definice (7.27) empirické střednı́ hodnoty a podle definice (7.28)
empirické rozptyly.

x =

n∑
i=1

xiMi

N
= 15, 0141
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y =

m∑
j=1

yjNj

N
= 0, 1531

s2x =

n∑
i=1

x2iMi

N
− x2 = 0, 0356

x2y =

m∑
j=1

y2jNj

N
− y2 = 0, 0002

Empirickou kovarianci určı́me podle definice (7.29).

covx;y =

n∑
i=1

m∑
j=1

fi;jxiyj

N
− x · y = 0, 000136

Empirický koeficient korelace určı́me podle definice (7.30).

ρx;y =
covx;y√
s2x · s2y

= 0, 052899

Z hodnoty kovariance jsme se dozvěděli, že argumenty X a Y jsou na sobě slabě
závislé a z koeficientu korelace jsme zjistili, že jsou slabě přı́mo lineárnı́.

Regresnı́ přı́mky určı́me podle definice (7.31).

x− x =
covx;y
s2y

(y − y)

x− 15, 0141 = 0, 735(y − 0, 1531)

y − y =
covx;y
s2x

(x− x)

y − 0, 1531 = 0, 004 (x− 15, 0141)

Vzhledem k tomu, že argumenty X a Y nejsou lineárně závislé a regresnı́ přı́mky
jsou různé určı́me i jejich odchylku podle rovnice (7.30).

tgα =
1− ρ2x;y
|ρx;y|

· sx · sy
s2x + s2y

tgα = 1, 3501

α = 53◦28′
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Úlohy:

1. Určete rozsah, modus, medián, kvartily, empirickou střednı́ hodnotu, empirický
rozptyl, empirický koeficient šikmosti a špičatosti u statistického souboru daného
tabulkou (7.6).

Tabulka 7.6: Tabulka k úloze (1.)
xi 0 1 2 3 4
fi 7 44 51 30 12

2. Určete empirickou střednı́ hodnotu, empirický rozptyl, empirický koeficient šik-
mosti a špičatosti statistického souboru daného tabulkou (7.7).

Tabulka 7.7: Tabulka k úloze (2.)
xi 390 410 430 450 470 490 510 530 550 570
fi 7 10 14 22 25 12 3 3 2 2

3. Při měřenı́ IQ byla zjištěna tato data:
71, 71, 78, 82, 82, 91, 92, 92, 97, 102, 102, 102, 103, 105, 105, 109, 111, 111, 111, 112,
112, 114, 114, 114, 116, 121, 122, 122, 126, 131, 137.
Určete modus, medián, kvartyly, empirickou střednı́ hodnotu, empirický rozptyl,
empirickou směrodatnou odchylku, empirický
koeficient šikmosti a empirický koeficient špičatosti.

4. Vypočtěte charakteristiky statistického souboru se dvěma argumenty. Tabulka (7.8).
(Přı́klad zpracujte v tabulkovém editoru).

5. Vypočtěte čı́selné charakteristiky statistického souboru se dvěma argumenty, který
je zadán tabulkou (7.9).

6. U studentů závěrečného ročnı́ku byly zaznamenány výsledky státnı́ch zkoušek
z fyziky, matematiky a z obhajoby bakalářské práce. Výsledky jsou uspořádány
do trojic, pro které platı́: prvnı́ pozice = fyzika, druhá pozice = matematika, třetı́
pozice obhajoba. Vytvořte statistický soubor se dvěma argumenty, kdeX je známka
zkoušky z fyziky a Y výsledek zkoušky z matematiky. Určete jeho charakteristiky.
111, 111, 112, 112, 113, 122, 122, 121, 122, 123, 124, 122, 121, 131, 132, 143, 212, 212,
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Tabulka 7.8: Tabulka k úloze (4.)
x \ y 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

1 19 5 0 0 0 0 0 0 0 0
2 23 116 11 0 0 0 0 0 0 0
3 1 41 98 9 0 0 0 0 0 0
4 0 4 32 65 41 13 2 0 0 0
5 0 0 5 21 57 20 7 1 0 0
6 0 0 0 0 1 4 21 46 3 0
7 0 0 0 0 0 1 2 11 13 1
8 0 0 0 0 0 0 0 1 3 2

Tabulka 7.9: Tabulka k úloze (5.)
x 1,1 1,5 2 2,6 3,3 4,1 5 6,1 7,3 8,6 10 11,5 13,1 14,8
y 8 14 12 16 6 10 12 8 18 16 20 18 12 10

212, 213, 212, 212, 221, 224, 223, 222, 222, 222, 223, 222, 231, 233, 232, 232, 231, 231,
232, 233, 234, 232, 231, 233, 232, 234, 233, 233, 233, 233, 232, 232, 241, 242, 314, 312,
311, 313, 313, 313, 313, 322, 323, 333, 332, 332, 334, 333, 333, 333, 332, 334, 321, 324,
323, 322, 323, 323, 323, 323, 324, 323, 334, 333, 333, 333, 332, 333, 334, 333, 343, 343,
331, 332, 334, 333, 333, 333, 333, 333, 332, 333, 334, 332, 332, 333, 332, 331, 332, 333,
333, 333, 342, 343, 344, 343, 343, 343, 424, 434, 443, 432, 431, 432, 433, 442, 443, 443,
443, 443, 443, 442, 444, 444, 444, 444, 444.

7. Vytvořte statistický soubor se dvěma agumenty, kdeX je známka zkoušky z fyziky
aY výsledek obhajoby bakalářské práce. Statistický soubor vytvořte z dat zı́skaných
v přı́kladu (6.).
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Řešenı́:

1. n = 114, R = 4, Mod (X) = 2, Me (X) = 2, x0,25 = 1, x0,5 = 2, x0,75 = 3, x = 1, 97,
s2x = 1, 0409, γ1 = 0, 25172, γ2 = −0, 55425.

2. x = 457, 4, s2x = 1493, 24, γ1 = 0, 5179, γ2 = 0, 5517

3. Mod (X) = {102; 111; 114}, Me (X) = 122, x0,25 = 92, x0,5 = 109, x0,75 = 114, x =,
s2x = 267, 38, sx = 16, 35, γ1 = −0, 4008, γ2 = −0, 3558

4. x = 3, 78, y = 40, 19, s2x = 2, 4157, s2y = 466, 1084, sx = 1, 55, sy = 21, 59, covx;y =

30, 8975, ρx;y = 0, 9208

5. x = 12, 86, y = 6, 5, s2x = 16, 9796, s2y = 18, 77, sx = 4, 12, sy = 4, 3, covx;y = 0, ρx;y = 0

6. x = 2, 64, y = 2, 69, s2x = 0, 75, s2y = 0, 822, covx;y = 0, 354, ρx;y = 0, 45, regresnı́
přı́mky: y = 0, 472x+ 1, 1445, x = 0, 43y + 1, 48, α = 41◦30′

7. x = 2, 64, y = 2, 607, s2x = 0, 75, s2y = 0, 787, covx;y = 0, 295, ρx;y = 0, 384, regresnı́
přı́mky: y = 0, 393x+ 1, 571, x = 0, 374 + 1, 661, α = 48◦



Kapitola 8

Regresnı́ a korelačnı́ analýza

Regresnı́ a korelačnı́ analýza sloužı́ k tomu, abychom náhodně změřeným datům při-
řadů určitou přibližnou funkčnı́ závislost těchto dat, ke které se vı́ce, či méně blı́žı́.
To znamená, že hledáme funkci, která nám pomůže lépe zpracovat naměřená data a
odhadnout jakých hodnot budou nabývat dalšı́ data.

Konkrétně pak platı́:

Regresnı́ analýza je metoda, kterou na základě již změřených dat, závislosti veličin,
určujeme jaký by měl být výsledek dalšı́ho měřenı́.

Korelačnı́ analýza zkoumá vzájemnou závislost statistických údajů. Konkrétně kore-
lačnı́ analýza určuje jak moc dobře jsme určili regresnı́ funkci.

8.1 Regresnı́ analýza

8.1.1 Obecné odvozenı́ regresnı́ analýzy

Nynı́ si ukážeme jak postupujeme při regresnı́ analýze. Tento postup posléze rozvedeme
do speciálnı́ch přı́padů regresnı́ analýzy.

Pro zjednodušenı́ úvah budeme dále pracovat jen se statistickým souborem dvojic
naměřených dat ve tvaru [xi; fi] , kde i = 1; 2; . . . ;n. Hodnoty fi ze všech dvojic [xi; fi]

budeme považovat za funkci nezávislé proměnné xi:

fi = ϕ (xi) + k, (8.1)

162
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kde funkce ϕ (xi) je jednoznačně určená proměnnou x a nazveme ji determinovaná
složka. Reálná konstanta k je pak náhodná složka, kterou můžeme určit třeba jako
chybu měřenı́ veličiny fi.

Nynı́ se konečně dostáváme k regresnı́ analýze, která se zabývá hledánı́m funkčnı́
závislosti fi = ϕ (xi). Pokud je to možné změřený statistický soubor nejprve graficky
znázornı́me a podle toho se rozhodneme jaký typ regresnı́ funkce zvolı́me (lineárnı́
nebo nelineárnı́ regrese). Na základě zvolené regrese je už potřeba pouze určit koefici-
enty hledané regresnı́ funkce. K určenı́ těchto koeficientů nejčastěji použı́váme metodu
nejmenšı́ch čtverců.

Metoda nejmenšı́ch čtverců

Název metody souvisı́ s tı́m, že hledáme koeficienty regresnı́ funkce tak, aby odchylky
změřených dat od funkčnı́ch hodnot regresnı́ funkce byly co nejmešnı́, kde každá od-
chylka ρ2i je druhá mocnina, která vyjadřuje obsah čtverce.

Obrázek 8.1: Metoda nejmenšı́ch čtverců
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Pro nejvhodnějšı́ regresnı́ funkci tedy platı́ vztah:

R (c0; c1; c2; . . . ; cm) =
n∑
i=1

ρ2i =
n∑
i=1

(fi − ϕ (xi))
2 = min., (8.2)

kde funkce R : R (c0; c1; c2; . . . ; cm) je funkce složená z odchylek a nazveme ji kriteriálnı́
funkce.

Všimněme si, že pokud je funkce R složená z odchylek (druhých mocnin) musı́ být
nezáporná a tı́m pádem taková funkce musı́ mı́t minimum. Pro určenı́ minima je potřeba
nejprve nalézt stacionárnı́ bod, pro který platı́:

∂R

∂cj
= 0, (8.3)

kde j = 0; 1; 2; . . . ;m.

Při hledánı́ stacionárnı́ch bodů zı́skáme řešitelnou soustavu rovnic, jejı́mž řešenı́m
zı́skáme koeficienty cj regresnı́ funkce ϕ (xi).

Jak jsme již uvedli, podle odhadu regresnı́ funkce budeme dělit regresnı́ analýzu
do dvou skupin.

8.1.2 Lineárnı́ regrese

Ve většině přı́padů statistického souboru se snažı́me volit regresnı́ funkci tak, aby byla
lineárnı́ kombinacı́ elementárnı́ch funkcı́ a platilo:

ϕ (xi) = c0Φ0 (xi) + c1Φ1 (xi) + c2Φ2 (xi) + . . .+ cmΦm (xi) =
m∑
j=0

cj · Φj (xi),

kde pro koeficinety i a j platı́ m < n.

Dosazenı́m zvolené regresnı́ funkce do kriteriálnı́ funkce dostaneme:

R (c0; c1; c2; . . . ; cm) =
n∑
i=1

(
ρ2i =

n∑
i=1

fi −
m∑
j=0

cj · Φj (xi)

)2
= min.

Najdeme stacionárnı́ body funkce R:
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∂R

∂ck
= 0,

kde k = 0; 1; 2; . . . ;m.

Při hledánı́ stacionárnı́ch bodů zı́skáme řešitelnou soustavu rovnic:

m∑
j=0

[
cj ·

n∑
i=1

(Φj (xi) · Φk (xi))

]
=

n∑
i=1

(fi · Φk (xi)), (8.4)

kde k = 0; 1; 2; . . . ;m.

Z této soustavy rovnic zı́skáme koeficienty lineárnı́ regresnı́ funkce.

Řekli jsme, že lineárnı́ regresnı́ funkci volı́me tak, aby se skládala z elementárnı́ch
funkcı́. Některé z nich si ukážeme.

Lineárnı́ regresnı́ funkce: pro statistický soubor [xi; fi], kde i = 1; 2; . . . ;n.

ϕ (x) = c0 + c1x (8.5)

Soustava řešitelných rovnic má tvar:

c0 · n+ c1 ·
n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

fi (8.6)

c0 ·
n∑
i=1

xi + c1 ·
n∑
i=1

x2i =
n∑
i=1

(xi · fi) (8.7)

Kvadratická regresnı́ funkce: pro statistický soubor [xi; fi], kde i = 1; 2; . . . ;n.

ϕ (x) = c0 + c1x+ c2x
2 (8.8)

Soustava řešitelných rovnic má tvar:

c0 · n+ c1 ·
n∑
i=1

xi + c2 ·
n∑
i=1

x2i =
n∑
i=1

fi (8.9)

c0 ·
n∑
i=1

xi + c1 ·
n∑
i=1

x2i + c2 ·
n∑
i=1

x3i =
n∑
i=1

(xi · fi) (8.10)

c0 ·
n∑
i=1

x2i + c1 ·
n∑
i=1

x3i + c2 ·
n∑
i=1

x4i =
n∑
i=1

(
x2i · fi

)
(8.11)
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Hyperbolická regresnı́ funkce: pro statistický soubor [xi; fi], kde i = 1; 2; . . . ;n.

ϕ (x) = c0 +
c1
x

(8.12)

Soustava řešitelných rovnic má tvar:

c0 · n+ c1 ·
n∑
i=1

1
x1

=
n∑
i=1

fi (8.13)

c0 ·
n∑
i=1

1
xi

+ c1 ·
n∑
i=1

1
x2i

=
n∑
i=1

fi
xi

(8.14)

Logaritmická regresnı́ funkce pro statistický soubor [xi; fi], kde i = 1; 2; . . . ;n.

ϕ (x) = c0 + c1 · log x (8.15)

Soustava řešitelných rovnic má tvar:

c0 · n+ c1 ·
n∑
i=1

log xi =
n∑
i=1

fi (8.16)

c0 ·
n∑
i=1

log xi + c1 ·
n∑
i=1

(log xi)
2 =

n∑
i=1

(fi · log xi) (8.17)

Vlastnosti 8.1 V přı́padě, že je k lineárnı́ regresi potřeba užı́t jinou polynomickou funkci než
lineárnı́ nebo kvadratickou je řešitelná soustava rovnic pouze analogiı́ právě lineárnı́ a kvadratické
regresnı́ funkce.

8.1.3 Nelineárnı́ regrese

V přı́padě, že všechny výše zmı́něné lineárnı́ regrese selžou použijeme nelineárnı́ re-
gresnı́ funkci. O tom jak poznat jestli lineárnı́ regrese odpovı́dá statistickému souboru
nebo ne, se dozvı́me v části Korelačnı́ analýza. Vrat’me se k nelineárnı́ regresi. Hledánı́
koeficientů nelineárnı́ regrese je analogiı́ hledánı́ koeficientů lineárnı́ regrese. Při řešenı́
zı́skané soustavy rovnic nastane problém, protože tato soustava nenı́ obecně lineárnı́ a
tı́m pádem je taková soustava hůře řešitelná. Proto se u nelineárnı́ regrese snažı́me o jejı́
transformaci na lineárnı́ regresi. K transformaci využı́váme nahrazenı́ nelineárnı́ funkce
lineránı́ funkcı́. Lépe tento výklad pochopı́me ukázkou řešeného přı́kladu (8.4).
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8.2 Korelačnı́ analýza

Neoddělitelnou součástı́ regresnı́ analýzy je korelačnı́ analýza. Korelačnı́ analýza nás in-
formuje o tom jak moc statistická data přiléhajı́ k regresnı́ funkci. Nejčastěji použı́vaným
měřı́tkem je index korelace, pro který platı́:

If ;x =
sϕ(x)
sf

=

√√√√√√√
n∑
i=1

(
ϕ (xi)− ϕ (x)

)2
n∑
i=1

(
fi − f

)2 =

√√√√√√√√
N ·

n∑
i=1

ϕ2 (xi)−
(

n∑
i=1

ϕ (x)

)2
N ·

n∑
i=1

f 2i −
(

n∑
i=1

fi

)2 , (8.18)

kde sf a sϕ(x) jsou empirické směrodatné odchylky statistického souboru.

Index korelace může nabývat nejvýše hodnot Ix;y ∈ 〈0; 1〉. Blı́žı́-li se index korelace k
hodnotě 1, vybrali jsme regresnı́ funkci dobře (body statistického souboru dobře přiléhajı́
k regresnı́ funkci). V opačném přı́padě se regresnı́ funkce naprosto nehodı́ k dalšı́mu
zpracovánı́ dat.

Použijeme-li logaritmickou regresnı́ funkci počı́táme koeficient korelace ne pomocı́
rovnice 8.18, ale takto:

If ;x = 1− s2v
s2ϕ(x)

, (8.19)

kde s2f = s2v + sϕ(x).

Nakonec pokud najdeme pomocı́ transformace nelineárnı́ regresnı́ funkci vyvstane
otázka, z kterých dat budeme koeficient korelace počı́tat. Koeficient korelace v takovém
přı́padě můžeme počı́tat z transformované lineárnı́ regresnı́ funkce.

Řešený přı́klad 8.1 Při ověřovánı́ Ohmova zákona byla naměřena data uvedená v
tabulce (8.1). Vystihněte závislost veličiny U [V] a I[A] vhodnou regresnı́ funkcı́, určete

Tabulka 8.1: Naměřená data k přı́kladu (8.1)
U 2 3 4 5 6 7 8
I 0,131 0,187 0,217 0,263 0,270 0,287 0,312
9 10 11 12 13 14 15 16

0,342 0,407 0,433 0,457 0,482 0,503 0,524 0,539

ji a určete index korelace.
Řešenı́:
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Ze znalosti Ohmova zákona a voltampérové charakteristiky budeme předpokládat,
že závislost veličin je lineárnı́ a platı́:

I = c0 + c1 · U

Nejprve vypočteme součty pro sestavenı́ soustavy řešitelných rovnic lineárnı́ re-
gresnı́ funkce (8.6) a (8.7). Tyto rovnice sestavı́me a vypočteme hodnoty koeficientů c0 a
c1.

n = 15
15∑
i=1

Ui = 135

15∑
i=1

U2i = 1495

15∑
i=1

Ii = 5, 353

15∑
i=1

Ui · Ii = 56, 302

Sestavı́me soustavu rovnic:

c0 · n+ c1 ·
n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

fi

c0 ·
n∑
i=1

xi + c1 ·
n∑
i=1

x2i =
n∑
i=1

fi · xi

15c0 + 135c1 = 5, 353

135c0 + 1495c1 = 56, 302

Řešenı́m této soustavy rovnic zı́skáme koeficienty c0 = 0, 0291 a c1 = 0, 0946 lineárnı́
regresnı́ funkce.

Iv = 0, 0291 + 0, 0946U

Regresnı́ funkci, kterou jsme určili je ještě potřeba prověřit, jak dobře tato funkce
vystihuje průběh statistického souboru. K tomu využijeme korelačnı́ index, který spoč-
teme podle rovnice (8.18). Nejdřı́ve je potřeba určit empirické směrodatné odchylky sf
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a sϕ. Směrodatnou odchylku sf zı́skáme z rozptylu veličiny I ze zadánı́ a směrodatnou
odchylku sϕ zı́skáme z rozptylu vypočtené veličiny Iv, kterou jsme zı́skali z lineárnı́
regresnı́ funkce. K tomu si připravı́me tabulku (8.2).

Tabulka 8.2: Tabulka vypočtených hodnot Ivi
U 2 3 4 5 6 7 8
Iv 0,153 0,182 0,211 0,240 0,269 0,298 0,327
9 10 11 12 13 14 15 16

0,357 0,386 0,415 0,444 0,473 0,502 0,531 0,560

Určı́me rozptyly:

s2I = n ·
n∑
i=1

I2i −

(
n∑
i=1

Ii

)2
= 3, 585

s2Iv = n ·
n∑
i=1

I2vi −

(
n∑
i=1

Ivi

)2
= 3, 557

Po určenı́ rozptylů je potřeba jen dosadit do vztahu pro index korelace:

IIv ;I =
sIv
sI

=

√
3, 557
3, 585

= 0, 996

Podle indexu korelace Iy;x, který se blı́žı́ k hodnotě 1, zvolená lineárnı́ regresnı́
funkce Iv = 0, 0946 + 0, 0291U hodnoty statistického souboru velice dobře vystihuje.

Řešený přı́klad 8.2 Při bržděném volném pádu parašutisty byla každou sekundu
zaznamenána jeho poloha. Výsledky měřenı́ jsou zadány v tabulce (8.3). Vystihněte

Tabulka 8.3: Naměřená data k přı́kladu (8.2)
t 0 1 2 3 4 5 6 7
y 1 0,996 0,989 0,974 0,948 0,910 0,861 0,800
- 8 9 10 11 12 13 14 15
- 0,728 0,643 0,545 0,431 0,308 0,171 0,022 0

závislost veličin y a t vhodnou regresnı́ funkcı́, určete ji a určete index korelace.
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Řešenı́:
I když se jedná o bržděný volný pád, budeme předpokládat, že závislost veličin y

a t je kvadratická platı́:

y = c0 + c1t+ c2t
2

Stejně jako v předchozı́m přı́kladu si připravı́me důležité součty k sestavenı́ sou-
stavy řešitelných rovnic kvadratické regresnı́ funkce (8.9) (8.10) (8.11). Tyto rovnice
sestavı́me a vypočteme hodnoty koeficientů c0, c1 a c2.

n = 16
16∑
i=1

ti = 120

16∑
i=1

t2i = 1240

16∑
i=1

t3i = 14400

16∑
i=1

t4i = 178312

16∑
i=1

yi = 10, 326

16∑
i=1

yi · ti = 53, 033

16∑
i=1

yi · t2i = 404, 721

Sestavı́me soustavu rovnic:

c0 · n+ c1 ·
n∑
i=1

xi + c2 ·
n∑
i=1

x2i =
n∑
i=1

fi

c0 ·
n∑
i=1

xi + c1 ·
n∑
i=1

x2i + c2 ·
n∑
i=1

x3i =
n∑
i=1

xi · fi

c0 ·
n∑
i=1

x2i + c1 ·
n∑
i=1

x3i + c2 ·
n∑
i=1

x4i =
n∑
i=1

x2i · fi
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16c0 + 120c1 + 1240c2 = 10, 326

120c0 + 1240c1 + 14400c2 = 53, 033

1240c0 + 14400c1 + 178312c2 = 404, 721

Řešenı́m této soustavy rovnic zı́skáme koeficienty c0 = 1, 003, c1 = 0, 0053 a c2 =

−0, 0051 kvadratické regresnı́ funkce:

yv = 1, 003 + 0, 0053t− 0, 0051t2

Regresnı́ funkci, kterou jsme určili je ještě potřeba prověřit, jak dobře tato funkce
vystihuje průběh statistického souboru. Stejně jako v předchozı́m přı́kladu spočteme
index korelace.

s2y = 30, 618

s2yv = 29, 948

Nynı́ dosadı́me do indexu korelace:

Iyv ;y =

√
29, 948
30, 618

= 0, 978

Podle indexu korelace Iyv ;y, který se blı́žı́ hodnotě 1, zvolená kvadratická regresnı́
funkce yv = 1, 003 + 0, 0053t − 0, 0051t2 hodnoty statistického souboru velice dobře
vystihuje.

Řešený přı́klad 8.3 Při určovánı́ hodnoty odporu neznámého vodiče jsme zjistili jeho
závislost na průřezu, která je dána tabulkou (8.4). Vystihněte závislost veličiny R[Ω] a

Tabulka 8.4: Naměřená data k přı́kladu (8.3)
S 0,01 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
R 23,00 4,35 2,52 1,79 1,04 0,91 0,75

0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70
0,63 0,51 0,48 0,43 0,40 0,35 0,34 0,30

S[m2] vhodnou regresnı́ funkcı́, určete ji a určete index korelace.
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Řešenı́:

Předpokládáme, že závislost odporu vodiče na průřezu je nepřı́má. Proto vybereme
hyperbolickou regresnı́ funkci:

R = c0 +
c1
S

Nejprve vypočteme součty pro sestavenı́ soustavy řešitelných rovnic hyperbolické
regresnı́ funkce (8.13) a (8.14). Tyto rovnice sestavı́me a vypočteme hodnoty koeficientů
c0 a c1.

n = 15
15∑
i=1

1
Si

= 165, 031

15∑
i=1

1
S2i

= 10630, 4

15∑
i=1

fi = 37, 8

15∑
i=1

fi
Si

= 2442, 737

Sestavı́me soustavu rovnic:

c0 · n+ c1 ·
n∑
i=1

1
xi

=
n∑
i=1

fi

c0 ·
n∑
i=1

1
xi

+ c1 ·
n∑
i=1

1
x2i

=
n∑
i=1

fi
xi

15c0 + 165, 031c1 = 37, 8

165, 031c0 + 10630, 4c1 = 2442, 737

Řešenı́m této soustavy rovnic zı́skáme koeficienty c0 = −0, 0098 a c1 = 0, 2299

hyperbolické regresnı́ funkce:
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Rv = −0, 0098 +
0, 2299
S

Regresnı́ funkci, kterou jsme určili je ještě potřeba prověřit, jak dobře tato funkce
vystihuje průběh statistického souboru. Stejně jako v předchozı́ch přı́kladech spočteme
index korelace.

s2R = 6993, 804

s2Rv = 6988, 218

Nynı́ dosadı́me do indexu korelace:

IRv ;R =

√
6988, 218
6993, 804

= 0, 999

Podle indexu korelace IRv ;R, který se blı́žı́ hodnotě 1, zvolená hyperbolická regresnı́
funkce Rv = −0, 0098 + 0,2299

S
hodnoty statistického souboru velice dobře vystihuje.

Řešený přı́klad 8.4 Při měřenı́ atmosférického tlaku byla zaznamenána data do ta-
bulky (8.5).

Tabulka 8.5: Naměřená data k přı́ladu (8.4)
h 0,01 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,3
p 101,213 58,842 45,502 17,653 15,172 9 3,721
- 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
- 2,236 0,520 0,275 0,046 0,051 0,010 0,003

Vystihněte závislost veličin p[kPa] a h[km] vhodnou regresnı́ funkcı́, určete ji a
určete index korelace.
Řešenı́:

Ze znalosti závislosti atmosférického tlaku na změně výšky budeme předpokládat,
že i závislost naměřených veličin je exponenciálnı́. Proto odhadneme regresnı́ funkci:

p = c0 · e−c1·h

Jak vidı́me nejedná se o funkci, jejı́ž postup určenı́ koeficientů jsme popsali v části
lineárnı́ regrese. Předpokládáme, že se jedná o nelineárnı́ regresi. Budeme se snažit tuto
zvolenou regresnı́ funkci převést na jednu z lineárnı́ch regresnı́ch funkcı́.
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p = c0 · e−c1·h

ln p = ln
(
c0 · e−c1·h−

)
ln p = ln c0 + ln

(
ec1·h

)
ln p = ln c0 − c1 · h

Zavedeme substituci veličiny ln p = x a pro zjednodušenı́ výpočtů navı́c substituu-
jeme ln c0 = a a −c1 = b.

x = a+ b · h

Tato regresnı́ funkce už lineárnı́ je a jejı́ řešenı́ jsme si už jednou ukázali v řeše-
ném přı́kladu (8.1). Stejným způsobem vypočteme potřebné součty a potom sestavı́me
soustavu řešitelných rovnic.

n = 14
14∑
i=1

hi = 5, 96

14∑
i=1

h2i = 3, 9376

14∑
i=1

xi =
14∑
i=1

ln pi = 4, 001835

14∑
i=1

xi · hi =
14∑
i=1

hi · ln pi = −12, 7199

Sestavı́me soustavu rovnic:

14a+ 5, 96b = 4, 001835

5, 96a+ 3, 9376b = −12, 7199

Řešenı́m této soustavy rovnic zı́skáme koeficienty a a b, z kterých potom můžeme
určit koeficienty c0 a c1.
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a = 4, 6707

b = −10, 3000

ln c0 = 4, 6707

c0 = 106, 7729

c1 = −b
c1 = 10, 3000

Regresnı́ funkce funkce má tvar:

pv = 106, 7729 · e−10,3·h

Index korelace můžeme vypočı́tat z transformované veličiny X nebo z veličiny p.
Vzhledem k tomu, že jsme závislost veličiny p určili konkrétně index korelace spočteme
pomocı́ této veličiny. Spočı́táme rozptyly a pak dosadı́me do indexu korelace. Ještě před
tı́m, ale vypočteme hodnoty atmosférického tlaku pv, které zapı́šeme do tabulky (8.6).

Tabulka 8.6: Tabulka vypočtených hodnot pvi
h 0,01 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
pv 96,323 63,797 38,119 22,776 13,609 8,131 4,858
- 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00
- 1,735 0,619 0,221 0,079 0,0282 0,010 0,004

s2p = 165224, 571

s2pv = 155721, 358

Ip;h =

√
155721, 358
165224, 571

= 0, 9708

Podle indexu korelace Ip;h, který se blı́žı́ k hodnotě 1, zvolená nelineárnı́ regresnı́
funkce pv = 106, 7729 · e−10,3·h hodnoty statistického souboru velice dobře vystihuje.
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Úlohy:

1. Při měřenı́ závislosti jistých dvou veličin X a Y . Výsledky měřeřenı́ jsou v tabulce
(8.7). Rozhodněte, jestli závislost veličin X a Y lépe vystihuje kvadratická nebo

Tabulka 8.7: Tabulka naměřených hodnot k úloze (1.)
x 1 1 2 4 6
y 0 1 4 5 5

hyperbolická regresnı́ funkce.

2. Při určovánı́ počtu vyzářených částic v daném čase byla naměřena data, která jsme
zaznamenali do tabulky (8.8). Rozhodněte jestli lineárnı́ regresnı́ funkce kvalitně

Tabulka 8.8: Tabulka naměřených hodnot k úloze (2.)
t 1 2 5 7 8 9
n 80 302 34 193 250 42

vystihuje naměřená data.

3. Při snižovánı́ tlaku v uzavřené nábodě (vývěva) byla sledována závislost počtu
částic (počet částic je zaznamenám v miliardách) na čase v sekundách. Naměřená
data jsou v tabulce (8.9). Sestavte pomocı́ naměřených dat lineárnı́ regresnı́ funkci

Tabulka 8.9: Tabulka naměřených hodnot k úloze (3.)
t 5 12 20 26 29 38 65 126
n 19 17 18 17 17 15 14 7

a pomocı́ této funkce odhadněte za jak dlouho bude teoreticky v nádobě 0 částic.

4. Během laboratornı́ho měřenı́ zrychlenı́ automobilu jsme měřili okamžitou rychlost
v km · s−1 a čas v sekundách. V ideálnı́m přı́padě by měla rychlost splňovat tuto
závislost na čase:

v (t) = c0 + c1t
2

Najděte koeficienty c0 a c1 regresnı́ funkce a rozhodněte, jak dobře tato funkce
vystihuje naměřená data. Zjistěte za jak dlouho dosáhne automobil rychlosti 1
km · s−1. Naměřená data jsme zaznamenali do tabulky (8.10).
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Tabulka 8.10: Tabulka naměřených hodnot k úloze (4.)
t 2,4 3,5 5 6,9 10
v 0,0141 0,0281 0,0562 0,1125 0,2250

5. Charakterizujte těsnost zvolené závislosti ve tvaru y = c0+c1·log xmezi proměnými
x a y. Vypočı́tejte index korelace. Naměřená data jsou v tabulce (8.11).

Tabulka 8.11: Tabulka naměřených hodnot k úloze (5.)
x 1 1 3 3 5 6 7 7
y 70 104 162 210 200 250 240 260

6. Zjišt’ovalo se, zda u souboru chlapců je závislost v počtu provedených shybů a
kliků. Naměřená data jsou v tabulce (8.12). Určete jestli závislost mezi počtem

Tabulka 8.12: Tabulka naměřených hodnot k úloze (6.)
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
s 1 3 2 0 5 6 1 4 3 5 6 2 1 1 8
k 10 15 15 0 40 25 7 31 30 35 41 10 14 9 64

shybů a kliků lépe vystihuje lineárnı́ nebo kvadratická regresnı́ funkce.

7. Při měřenı́ veličiny X a Y byly zjištěny údaje tabulka (8.13). Určete koeficienty c0 a

Tabulka 8.13: Tabulka naměřených hodnot k úloze (7.)
x 6,4 8,3 9,6 11,0 13,6 15,1
y 1,2 1,6 1,4 2,1 2,2 1,9
- 17,1 19,5 20,5 21,7 24,6 25,7
- 2,9 3,1 4,4 6,1 5,7 7,2

c1 exponenciálnı́ regresnı́ funkce ve tvaru y = c0 · ec1·x a index korelace.
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1. y = −2, 15+2, 942x−0, 2914x2, I = 0, 99, y = 6, 060− 5,565
x

, I = 0, 985, lépe vystihuje
závislost kvadratická regresnı́ funkce

2. n = 172, 4− 4, 169t, lineárnı́ regresnı́ funkce nevystije kvalitně naměřená data.

3. n = 19, 3− 0, 095t, t0 = 203, 6 [s]

4. v = 0, 00141 + 0, 0022506t2, I = 0, 9996, t = 21

5. y = 88, 32 + 191, 54 · log x, I = 0, 96

6. y = 6, 6939 + 1, 6463x, I = 0, 927577, y = 3, 7354 + 4, 8667x+ 0, 243x2, I = 0, 93943

7. y = 0, 655 · e0,09034·x, I = 0, 96
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školy, Prometheus, spol. s r. o., Praha, 1998. ISBN 80-7196-099-3
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