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Anotace

Tato prace rozsifuje obsah vybranych knih tfady ucebnic Matematika pro
gymnazia o graficky a interaktivni obsah. Je zamyslena pfedevS§im jako material pro
ucitele matematiky na stfedni Skole, ale diky jeji t€sné provazanosti s vySe zminénou

fadou ucebnic je vhodnym doplitkem i pro studenty.
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1 Uvod

Nejcastéjsi otazkou, kterd se v hodinach matematiky na zékladnich a stfednich
Skolach ozyva z lavic, je bezpochyby ,,k cemu nam to bude dobré?* Jisté, v odpoveéd’ 1ze
pohovofit o nesmirném piinosu matematiky vSem moznym védnim oborim
i praktickému Zzivotu. Je tu ale jest€¢ odpoveéd’ jednoho matematika, plivodem z Texasu,
ktera se traduje na ruznych internetovych strankach s matematickymi vtipy. Pravil
(v ptekladu): ,,Z téhle otazky je mi zle. To je, jako kdyZ nékomu poprvé ukazete Grand
Canyon a on se vas zepta ,a k ¢emu je to dobré?‘ Co byste udélali? No, skopli byste ho
z Utesu.*

Graficka podoba matematiky je, krom titulu této diplomové prace, divod, pro¢
jsem ve studiu matematiky prestal vidét jenom ucelny ndstroj podiizeny studiu fyziky.
Nudné vzorce a nekonecné piiklady, tim pro m¢ stiedoSkolskd matematika byla. Mozna
by u toho i zistalo, nebyt knihy Jazyk matematiky [6], na jejichZ strankach se pravi:
,»V dnesni dobé prudkého rozvoje multimédii ma matematika Sanci se do jisté miry
ptiblizit i neodborné vetejnosti. ... Ackoli je laik schopen proniknout timto zptisobem
jen do velmi malé ¢asti matematiky, ptresto mize alespon zcasti zhlédnout néco z krasy
a harmonie, kterou odbornik pii své praci vidi a proziva.*

Vyse citovana kniha i jiné, kterych je v Cesku dostupnych az prekvapivé velké
mnozstvi, se zaslouzily o par kratkych néhled do kras matematiky, které daly podnét
tvofivosti, a ta zas dala podobu této praci. VE&fim, ze materialy zde obsaZené daji Ctenafi
impuls nahlédnout na matematiku v trochu jiném svétle, dat ji pohyb tam, kde mnoho

let byla vyvedena v ¢ernobilé, nepohyblivé podobé — pokud viibec.



2 Matematika v pohybu

Naroky na stiedoskolskou matematiku se zvysuji. Ne snad Ze by se zaci ve sveEte,
ktery je na matematice prakticky postaven, toho o tomto vSudypiitomném védnim oboru
m¢éli naucit vice — tam je trend spi§ opacny. Nicméné soucasna spolecnost si zada, aby
a software, které ovSem, jak uz jejich nazev napovida, zpravidla vyucuji: poskytuji
studentiim vice ¢i mén¢ zajimavou formou hotové véci.

Pfi tom nejlepsi formou uceni je tvorba. Matematikiim obvykle staci

myslenkovy model situace, studenti ¢as od ¢asu potiebuji model skute¢ny, nebo alespon
ilustraci. A je-li tento model ¢i ilustrace interaktivni, tim 1épe.
Jednim ze zplsobl, jak ucinit z matematiky interaktivni, grafickou zaleZitost jsou
pocitacova prostfedi dynamické geometric (DGE, dynamic geometry environment).
Jejich primarnim zaméfenim je rovinnd, u nekterych i prostorovéd geometrie, ale
vzhledem k mnozstvi algebraickych poznatkt, které lze geometricky interpretovat, uz
tato moZznost stoji za zvazeni o zatazeni do vyuky.

GeoGebra, jeden z nejrozsifenéjSich DGE programt, nabizi grafické rozhrani
pro mnoho matematickych ¢innosti. Mimo klasického prosttedi pro geometrii obsahuje
Algebraické okno, kde lze vy¢ist soutadnice a rovnice mnoha objekttli, a nastroj Tabulka
ureny pro grafickou interpretaci dat. Vyhodami programu, které bezprostiedné
nesouviseji s grafickou podobou matematiky je moznost spustit jej v podobé webového
appletu (bez nutnosti instalace) a volna dostupnost pod licenci GPL.

Tato prace zahrnuje velké mnozstvi modell sestrojenych v programu GeoGebra.
Obrazek, ke kterému je dostupny model, je za svym Ccislem v popisu oznaen
hvézditkou (naptiklad obrazek 1 dale v této kapitole). Cim se tyto modely 1isi od téch
ve vyukovém softwaru? JednoduSe — byly sestrojeny pomoci digitalnich ekvivalentli
pravitka a kruzitka. Kazdy student si mize vytvofit vlastni, mé-li k tomu dostatecnou
teoretickou pripravu, nebo alespoii fantazii. A Casto je k takové ¢innosti i vybidnut.

Vétsina pohyblivych modelt ovSem zahrnuje transformace, které student nezna
ze zakladni Skoly: posunuti a otoCeni. Posunuti potiebuje ke svému fungovani vektory,
které jsou latkou analytické geometrie, otoCeni zase pracuje s riznymi druhy thlové

miry, které jsou hloubéji prozkoumany az v goniometrii. Na druhou stranu jsou tyto dvé



transformace zakladné&jsi a intuitivnéj$i nez osova a stiedova soumérnost, které latkou
ZS jsou. Popisuji totiz pohyby, z nichz se skliadad veskeré déni ve vesmiru: lidé
a dopravni prostfedky se vesmes posunuji, zatimco planety i1 slunecni soustava obihaji
po piiblizn¢ kruhovych drahach jind vesmirnd télesa, od hvézd po obii erné diry v
jadrech galaxii.

Uz v prvnim ro¢niku se studenti ve fyzice uc¢i, ze kazdy pohyb lze slozit
z posuvného a otacivého. Hmotny bod, ktery vykonal pohyb slozeny z posuvného
a otacivého se nachazi v daném okamziku na tomtéz miste, jako kdyby konal nejprve
pohyb posuvny a pak otaCivy, nebo naopak. Matematicky lze toto interpretovat
sloZzenim transformaci, kdy je nejprve vyhodnocena jedna, napiiklad posunuti,
a nésledn¢ druha — otoceni.

Jednoduchym piikladem tohoto principu je spirdla na obrazku 1 a. Jejim
zakladem je dvojice bodi O = [0;0] a I = [1; 0] spolu s posuvnikem a. Body O a [
definuji jednotkovy vektor 7, ktery sam o sobé& znamena ,,jeden krok v kladném sméru
osy x.“ Vektor a -7, kde a je obecné redlné &islo, je tim padem ,,a krokd v kladném
sméru osy x, pricemz posledni krok lze ukoncit v libovolném misté odpovidajicim
¢islu ze desetinnou ¢arkou.

Otoceni Ize kupodivu definovat na zaklad¢ stejného Ccisla a, které nema
stupfiovou miru. Ov8em pouze pro pohyb po kruzZnici s polomérem 1 (obecné&ji |0I])
plati, Ze rotace o thel a (jehoZ jednotkou jsou radiany; vice viz. Kapitola Goniometrie,
str. XX) je ,,a krokii podél kruznice ve sméru proti chodu hodinovych rucic¢ek.*

Skute¢ného vykresleni spiraly je dosaZeno aktivovanim mozZnosti Zobrazit stopu

ve vlastnostech piislusného bodu (na obrazku 1 bodu 0"") a pohybem posuvniku.



a=4.02

Mazev: O

Definice: Posun[Q, a%i]

Mazev, Q"

Definice: Rotace[O', a, O]

Obr. 1*: Model vykreslujici spiralu vyuzivajici kombinace posunuti a otoceni.

Mimo klasickych geometrickych néstroji 1ze v programu GeoGebra zadavat
objekty pifimo pomoci pfikazového fadku. Syntaxe je shodna s obsahem pole Definice.

Opacny postup, tedy rotace bodu / kolem O o uthel a (vznikne bod /) a nasledné

posunuti podél vektoru a - or vytvofii stopu shodnou s obrdzkem 1 (viz. obrazek 2).

Mazev: (I

Definice: Rotace]l, a, O]

Mazev: O

Definice: Posun[Q, 3%

Obr. 2*: Model vykreslujici spiralu vyuZivajici kombinace otoceni a posunuti.

Stejn¢ jako mnohé matematické hracky, i modely z obrazkii 1 a 2 maji své
praktické vyuZziti: méfenim thlu /00" v modelu na obrazku 2 vznikne ptevadé¢
obloukové miry (radiany) na stupfiovou. Naopak lze pro nékteré stupiiové hodnoty
odecist jejich velikost v radidnech podle bodu, ve kterych spirdla protind osy: 90° =

3 rad, 360° = 2m rad.

2

g rad, 180° = 7 rad, 270° =



Néstroj Posuvnik vSak neni neocenitelnym pomocnikem jen pii animacich
pohybu. Program GeoGebra umoziuje nastavit zobrazeni urcitého prvku v zavislosti na
podminkach, které lze fetézit pomoci logickych spojek. Posuvnik tak mtze fungovat

jako pfepina¢ mezi rtiznymi ,,rezimy* modelu (obrazek 3), nebo postupné zobrazovat

konstrukci.
mode=2
]
oS0V stredova stejnolehlost
soumérnost soumarnost —_
-

Podminky zobrazeni objekiu

mode = 2

Podminky zohrazeni objekiu

mode =1 v mode = 2 5

Obr. 3*: Pouziti posuvniku jako pfepinace ,rezima“ modelu.

Pfepindni rezimu se nejlépe realizuje dostatecné Sirokym posuvnikem opatfenym
popiskami. Je dobré mit na paméti, Ze v programu GeoGebra maji posuvniky
automaticky absolutni soutfadnice na obrazovce, zatimco texty nikoli. Nasledné staci
oznacit vSechny objekty tykajici se vyhradné daného rezimu a v jejich vlastnostech na
kart¢ Pro pokrocilé vyplnit pole Podminky zobrazeni objektu patiicnou hodnotou
posuvniku.

Na obrazku 3 je zachycena i podminka, kdy jeden a tyz bod S slouZzi jako stfed
sttedové soumérnosti a stejnolehlosti, a je tedy zobrazen ve vice rezimech. Ve vyse
uvedeném piipad¢ by toho Slo dosdhnout i podminkou mode >= 1, ale pokud by byla
pro mode = 3 ptiddna dal§i moznost, kterd stfredu nepouziva (napiiklad posunuti), bylo
by potfeba podminku pfepsat nebo dile omezit, napiiklad zépisem
mode >=1 A mode <3.

Co se postupného zobrazeni konstrukce tyce, kromé pouziti posuvniku a definice
viditelnosti objektl pro jeho jednotlivé hodnoty existuje jeSté¢ moznost Zobrazit —
Zapis konstrukce, kde 1ze celou konstrukei krok po kroku ,,pfehrat.” Vyhody pouziti

posuvniku jsou nasnadé¢: v kterémkoli bod¢ konstrukce 1ze definovat, které prvky jsou
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viditelné, a také lze provést nékolik krokl najednou — to vSe ovSem za cenu vétsi
pracnosti.

Dynamické modely v programu GeoGebra maji vSak i své stinné stranky, mezi
nez patii predevsim zmena Ci ztrata dat pii ukladani.

NejcastéjsSim zdrojem zmén dat je zavislost modelu na objektu, ktery ma v
programu jednu definici, ale vice interpretaci — napiiklad prisecik kruznice a pfimky,
ktera je jeji seénou, nebo osa uhlu. Cim vice takovych definic model obsahuje, tim vy3si
je pravdépodobnost, ze po spusténi bude obsahovat chyby. Piiklad velmi citlivého
modelu (pivodem z kapitoly Analytickd geometrie) je na obrazku 4. Ptestoze byl
otestovan nékolikandsobnym znovuotevienim v tomtéz programu, po otevieni na jiném

pocitaci se objevila chyba.

a=1.4%6
»

bh=15
*

c=1.6
»

d=-4§
.‘—

(1.68x+ (1.8)y+ (1.8)zZ+(-4.6)=0

Obr. 4*: Chybné zobrazeni modelu polohy rovin.

Nejlepsi prevenci vzniku chyb je disledné pouzivani nastroji. V piipade
vicendsobnych prasecikli je vhodné vyznacit vSechny prasec¢iky pomoci ndstroje
Priseciky dvou objektii. Nasledn¢ je radno ponechat vychozi oznaceni bodu, ¢i alespoii
stejné abecedni potadi. Je pak vétsi pravdépodobnost, Ze je program po znovuotevieni
souboru oznaci spravne.

Pokud uz se chyba vyskytne, je tfeba vypatrat jeji zdroj. K tomu stai najet
ukazatelem mysi nad chybny objekt a zjistit jeho ptivod (obrazek 5). Pokud nejsou tyto
objekty vidét, I1ze jejich viditelnost zménit bud’ v algebraickém okné (aktivuje se volbou
Zobrazit — Algebraické okno; zobrazuje vSechny objekty, které nejsou definovany jako
pomocné) nebo zobrazenim vlastnosti libovolného objektu a prepnutim v levé ¢asti, kde

jsou vypsany vSechny objekty (obrazek 6).
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¥ Vlastnost

IOPJEW “ | | Zakladni | Barva | Styl | Algebra
+-Bod
0 \ T"'szmfe Mazev: |o0_x
—-Poloprimka
4 L @0, Definice: |Poloprimkal0, 1]
C ol 0 _
] ’ I Popis:

*
=]

Polopfimka 0 Polopfimka O, |

.. O stopald 7| Zobrazit objekt

PRI T

Obr. 6: Zjisténi definice objektu. Obr. 5: Uprava vlastnosti libovolného objektu & skupiny.

m

Dalsi postup je zfejmy: je nutné zobrazit vSechny objekty, na jejichz zakladé
vzniknul $patné zobrazeny utvar, a snazit se najit chybu. Jakmile je tato chyba objevena,
je nutné pfislusny objekt pifedefinovat — vytvofeni spravného objektu a jeho
pojmenovani nazvem zdroje chyby model neovlivni, protoZze vSechny definice
obsahujici ptivodni chybny zdroj se automaticky piedefinuji na jeho nové oznaceni.
Naptiklad vytvotfeni nového bodu I ve spravné poloze neovlivni polopfimku Of
z obrazku 4, protoZze stary bod / se ptfejmenuje na /‘ nebo jiny dostupny nadzev, ktery pak
budou obsahovat v§echny definice pfed zménou obsahujici bod /.

Pokud tvotfi chybny objekt prisecik ¢i jiny utvar, ktery ma bézné dvé a vice
feSeni, tento Casto nelze predefinovat pouze pomoci zmény pole Hodnota. Je-1i objekt
pevny (tedy s nim uzivatel nemtze nijak manipulovat), je nejvyhodnéjsi piimo stanovit
jeho rovnici €i soufadnice. V opacném piipadé je tieba na citlivost modelu pamatovat
apfed pouzitim dikladné prozkouSet jeho funkEnost na vSech verzich programu
GeoGebra a operacniho systému, kde bude tento model pouZzivan.

Ztrata dat je obvykle jest¢ hor$i nez jejich zména. Obvykle k ni dochézi
u modelii obsahujicich objekty, které nejsou v dobé ukladdni definované, naptiklad
mnohouhelniky konstruované z bodi, které jsou modelem béhem animace vytvareny.
Pokud model takové objekty obsahuje, je vhodné jej ukladat v takovém misté animace,
kde je objekt, jehoz ztrata hrozi, definovan. Pokud je takovych objektli vice a tyto se
navzdjem vylucuji (tedy bud’ existuje pravé jeden, nebo druhy), casto nezbyva nez na

tuto eventualitu pamatovat a pied prezentaci jeden ze ztracenych objektii znova vytvorit.
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Jednou ze zajimavych moznosti programu uzce souvisejici s pohyblivymi
modely je dynamicky text. Zatimco u nékterych objektt lze urcité dynamické prvky
(soufadnice bodu, velikost uhlu, rovnice kiivky) zobrazit pfimo vybranim pfislusné
volby ve vlastnostech dané¢ho objektu, n¢které pozadovanou moznost nemaji, nebo se
jejich popis nachazi na nevhodném misté. Oboje tyto situace fesi dynamicky text. Je-li
to potieba, je jeho syntaxe u modelll v praci uvedena, v opacném piipad¢ ji 1ze snadno
dohledat pfimo v daném modelu.

Na obrazku 7 je ptiklad dynamického textu popisujiciho smérnicovy tvar piimky
AB. Piestoze model samotny je nesmirn¢ jednoduchy, jeho popis, tvofeny ruc¢né,

vyzaduje nejen znalost syntaxe pro dynamicky text, ale i matematickou vynalézavost.

Text

y=10(459.84" - 0.46 "yotgl a4

* A
4= 49.84° | Zakladni | Text| Banva| Pozice | Pro pok
/ Pofatedni bod: |Popis -

| Zakladni | Text | Banva | Pozice| Pro pokrogilé

Podminky zobrazeni objekiu

g 2 270° I

Obr. 7*: Tvorba dynamického vzorce pro smérnicovy tvar pfimky AB.

Jakykoli text vypsany na nakresnu pomoci moznosti VioZit text se bez pouZiti
zvlastni syntaxe vypiSe ve své pivodni podobé. Teprve pfidani uvozovek signalizuje
programu, ze vlozeny text bude pracovat s jeho proménnymi. Hodnota proménné, ktera
bude vypsana, odpovida hodnoté zobrazené v algebraickém okné.

Text vepsany do uvozovek se zobrazi v t€ podobé€, v niz je zaddn. Proménné,
jejichz hodnota je zobrazovéna, pak museji byt od tohoto textu oddéleny znackou +. Pro
vypsani samotné hodnoty proménné je pofad nutné pouzit uvozovky, byt bez obsahu.
Textové pole, které ma vypsat napiiklad hodnotu proménné a, tak musi mit syntaxi

"" + a. Nakonec pro vypsani uvozovek je nutné pouzit dvojici apostrofii.
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Text lze umistit na ur€ité misto nékresny (pfipadné obrazovky; nastaveni lze
zménit ve vlastnostech objektu, na zdlozce Zakladni), nebo piichytit k bodu. Nastaveni
uchyceni se provadi ve vlastnostech objektu na zalozce Pozice. Je-li uchycen, chova se
jako popis pfislusného objektu a pohybuje se s nim.

Nakonec, podobn¢ jako pro vsechny objekty programu GeoGebra, Ize i u textu
nastavit podminky zobrazeni.

Moznosti tabulkového procesoru programu GeoGebra zhruba odpovidaji ve
sttedoskolské matematice vyuzitelnym moznostem kanceldiského softwaru, s vyjimkou
automatického prokladani bodu kiivkami.

Dtlezitou funkci je vypocet funkénich hodnot. Toho 1ze dosahnout snadno: text
buiiky, kterd ma zobrazit vysledek néjakého vypoctu, staci zahajit znakem = a dale psat
pozadovany vzorec. Hodnotu bunky lze volat zapsdnim jejich soufadnic, napt. Al. Ma-
li hodnota buiiky A2 byt trojndsobkem hodnoty buiiky A1, ptikaz pro tuto operaci zni:
=3*Al.

Program také umi vytvéfet posloupnosti zaddnim prvnich nékolika cleni
a ,tazenim,” jak naznacuje obrazek 8. Takto lze zadat pouze posloupnosti aritmetickeé,
tedy tvofené opakovanym pficitdnim konstanty k € R.

Al B | c| Do | E
1 1] 2

2 —p-—

A B c D E
1 1 2 3 4 5

Obr. 8: Tvorba prvnich nékolika ¢lent posloupnosti ,tazenim.“

Jiné posloupnosti lze vytvofit pomoci vzorce s odvolanim na néktery
z predchozich c¢lent posloupnosti, pfiCemz ,taZeni“ zplsobuje postupné nacitani
soufadnice odpovidajici sméru pohybu. Pokud by bylo policko B2 na obrazku
6 definovano: =A1 + 1 a poté ,,taZeno* (nyni je nezadouci ,,tdhnout* i pole Al, protoZe
to obsahuje cislo, nikoli vzorec,) pole C2 by bylo ,,tazenim* definovano jako =B1 + 1,
a tak dale. Vysledek by byl zpoc¢atku stejny, ovSem citlivy na zménu pole Al.

Je-li potieba urCitou soufadnici pfed taZenim ,,zafixovat,” aby se vySe uvedenym

zpusobem nemeénila, 1ze toho dosdhnout umisténim znaku $ pred tuto soutradnici.
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Zajimavou vlastnosti programu GeoGebra je, Ze vytvoieni objektu s ndzvem
odpovidajicim soufadnici buiiky tabulky ma okamzit¢ za nasledek vypsani hodnoty
tohoto objektu do odpovidajiciho policka tabulky. S takto zadanymi body a vektory lze
pak v ramci tabulky i pracovat, naptiklad je vzajemné sCitat a nasobit. Objekty vzniklé
pouhym zadanim soufadnic v kulatych zévorkach do tabulky jsou body. Podobnym
zpusobem lze vlozit i vektor, a to pomoci piikazu =vektor[(x,y)], kde x a y jsou
piislusné soutradnice vektoru.

Je samoziejmosti, ze na bunky tabulky se Ize odvolavat stejn¢ jako na jakékoli
jiné objekty programu GeoGebra. Z hlediska dynamickych modeld ma tabulka
v podstaté vSechny moznosti posuvniku, jehoz hodnoty jsou ovSem nastaveny zadanim
urc¢itého cisla ruéné. Tabulka je tedy nevhodnéd pro animace, ale vybornd pro rychlé
a presné zobrazeni n¢kolika zvlastnich ptipadi jednoho modelu.

Program GeoGebra prochédzi neustadlym vyvojem a je pravdépodobné, ze jeho
soucasné chyby budou ¢asem minimalizovany. Jeho dostupnost, Siroky zabér moznych
vyuziti a knihovna modelii dostupnd pfimo na strankéch projektu [27] z n& Cini

prostfedek vyuky matematice, ktery by Zadny vyucujici nem¢l nechat nevyzkousen.
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3 Stredoskolska matematika - vybrana témata

3.1 Zakladni poznatky z matematiky

Prvni ucebnice z fady Matematika pro gymnazia je vesmés souhrnem znalosti,
se kterymi by zaci méli do studia na vy$Sim stupni gymnazia vstoupit jiz ze zakladni
Skoly. Grafické prvky obsahuje zejména v mistech, kde jsou nevyhnutelné (geometricka
témata), coz je vzhledem k opakovacimu charakteru obsazené latky pochopitelné.

Kniha od samého zacatku predpoklada zékladni znalosti matematickych mnozin
a operaci s nimi, vcetné prace s dilezitymi grafickymi prvky: mnozinovymi diagramy.
Konkrétnimi mnozinami, s nimiz zde studenti pracuji, jsou ¢iselné obory — napli prvni
kapitoly. Zde je vramci ucebniho textu obsazen mnozinovy diagram ilustrujici
vzajemné vztahy mezi ¢iselnymi obory (obr.9), jehoz podoba ovSem neni pro

pochopeni vSech dilezitych naleZitosti ani dalsi praci pfili§ vhodna.

R

N \z\a R

Obr. 9: Znazornéni ¢iselnych obort
mnozinovym diagramem podle [3].

Obr. 10: Alternativni znazornéni ¢iselnych obort
mnoZinovym diagramem s pouZzitim ilustrativniho
stinovani.

Slabsi zaci mohou mit s interpretaci diagramu na obrazku 9 a problémy. Jeho
grafické ztvarnéni dostatecné nezvyraziuje vztahy mezi jednotlivymi obory a nepouZziva
ani stinovani. V Gpravé na obrazku 10 jsou jednotlivé plochy uspotadany ,.krabicovite*
a odliSeny teckovanim ilustrujicim ,,hustotu zndzornénych ¢isel: mozZnosti pfirozenych
Cisel pii sestupu konci jedniCkou. Existence nepfistupné oblasti je proto zvyraznéna
nepfitomnosti stinovani. Cela ¢isla uz osazuji celou &iselnou osu, oviem fidce. Cisla
racionalni ji osadi v mnohem vé&tsi hustoté, byt ne dokonalé. Spojitosti dosdhnou az

¢isla realna.
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Prvni podkapitolu uzavird série uloh, znichz jedna se vyznacuje velkym
grafickym potencidlem:
,, Prekreslete schéma na obrazku 9 a do prislusnych casti schématu vepiste priklady

cisel z jednotlivych ciselnych oborii. “ ([3], str. 13)

Tato uloha muze piekrocit ramec grafi¢nosti a stat se ulohou vytvarnou, aniz by
pozbyla svého matematického vyznamu. Ulohou na provéieni studentovych znalosti, ale
1 pfedstavivosti, muze byt zakresleni (vCetné ptipadného popisu situace) konkrétniho
objektu tak, aby jeho rizné vlastnosti ¢i razné operace s nim provadéné bylo mozné
interpretovat jako ¢islo zjednoho z obord, a kazdy obor byl vyuzit. Mozné feSeni
takové ulohy ilustruje obrazek 11 vyuzivajici oblibeného matematického modelu
,kolace.” Takova uloha kromé pozitku z tvoifivé ¢innosti piinese studentiim pochopeni,

kde maji ta ktera ¢isla sviij ptivod a vyuziti.

Z:Hr‘kﬁkﬂ. _..1 k.

)
| |
I
"-
D
==

e
) . Jﬁdﬂh
2;'2“&:&! P‘“Sh 11'"

Obr. 11: llustrace Ciselnych oborti na konkrétnim pfedmétu.

Inspiraci k takové €innosti je ilustrace Cisla 4 jako ,,spole¢né vlastnosti‘ mnozin
z publikace ([12], str. 42). Podobné¢ vyznacnych ¢isel se v kultufe objevuje vice a Casto
mivaji 1 své vlastni ndzvy, naptiklad tucet (angl. dozen) pro pocet odpovidajici Cislu 12.

(Dalsi mnoZiny, jejichZ spole¢nou vlastnosti je ¢islo 12, jsou na obrazku 12)
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Obr. 12: MnotZiny s ¢islem 12 jako spole¢nou vlastnosti.

Budou-li mit studenti v ulohéch tohoto typu dostatek prostoru pro vlastni ivahy,
mohou se objevit i mnoziny, jejichz ,,spole¢nou vlastnosti“ je nekone¢no (pfirozena
¢isla, body ptimky). To jiz ovSem neni ¢islem, a dokonce neexistuje ani jediné,
»konkrétni“ nekonecno. Naptiklad kazdd z vySe uvedenych mnoZin Cisel je jinak
nekonecna — piirozenych cisel je spocetné mnoho, bodil pfimky, (Cisel realnych)
nespocetné¢ — a tedy, v jistém slova smyslu, ,,vice.“ Touto problematikou se zabyva

teorie mnozin, popularizovany vyklad 1ze najit naptiklad v ([12], str. 49 — 51).

Priklady a ulohy k oboru celych &isel, zejména ty zaméfené na urceni Cisel
opacnych, mohou z grafického hlediska t€zit z prace s ¢iselnou osou:
,,Opacné cislo k ¢islu 3 je —3.
., Opacne cislo k ¢islu 0 je 0 (zapis —0 nepouzivame, piseme 0 ).

., Opacneé cislo k cislu —3 je —(=3) a to je 3. ([3], str. 17)
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Obr. 13: Hledani opacnych cisel pomoci Ciselné osy a kruZitka.

Dalsi uziteCnou grafickou metodou je hledani racionélnich cisel na ¢iselné ose,
kterda bude vyuZitelnd ipozd&ji v klasické, piipadné deskriptivni geometrii. Ulohy
takového typu lze feSit pravitkem a kruzitkem, ale je-li k dispozici dostatek pocitacii
s nainstalovanym programem GeoGebra, mohou studenti jit jeSté dal a vytvofit ,,feSic*

obecnéjsiho charakteru:

= Uloha 1: V programu GeoGebra navrhnéte interaktivni nastroj na hledani
raciondlnich cisel s Citateli a jmenovateli od 1 do 100. Dokazete rozsitit obor

Citateld a) o Cislo 0, b) o ¢isla od —1 do —100?

Reseni: Nejprve narysujeme poloptimku jdouci z po¢atku libovolnym smérem. (Pro
ucitele: je vhodné ji nechat neupevnénou, aby se studenti pak manipulaci s ni mohli
presvédcit, Ze vysledek na jejim sméru nezaleZi — pokud nesplyva s osou; tehdy uloha
nema feSeni.) Déle vytvofime dva posuvniky pro Citatele a jmenovatele. Intervaly
nastavime podle zadani tlohy na 1 az 100, krok na 1. Jejich nazvy pak mizeme zadat
jako parametr nastroje ,kruznice dana stfedem a polomérem.“ Ty na zvolené
polopiimce vytnou kazdd po dvojici bodii znichZ pak vedeme potiebné usecky,

pfipadné piimky.

Ptiklad feSeni je na obrazku 14: posuvniky ¢ a j nastavuji po fad¢ citatele

a jmenovatele. Sklon polopiimky p lze ménit tazenim zvyraznéného bodu. Zapis
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zlomku ve tvaru c¢/j ménici se v zavislosti na obou parametrech je tvofen textem
c+"/"+j(resp. "-" +c+"/"+jpro zdporny tvar).

Rozsitime-li posuvnik Citatele (c¢) o Cislo 0, bude nas fesi¢ potfad plné funkéni.
Rozsiteni minima na —100 ¢i jakékoli jiné zaporné Cislo uz ovSem kyzeny vysledek
nepiinese — nelze totiz narysovat kruznici o zdporném poloméru (nulovy polomér potrad
odpovida kruznici — bodu). Raciondlni ¢isla se zadpornym Ccitatelem ovSem na Ciselnou
osu vynaset lze, staCi pfidat jeden krok konstrukce: kruznici umoznujici najit Cislo
opacné. Tou je na obrazku 14 ¢arkovana kruznice o se stfedem v pocatku a prochazejici

bodem odpovidajicim pozadovanému zlomku 5 na kladné poloose x. Jeji druhy prusecik

. vr c
s osou x je pak Cislo — 7

3_
2 P
c=2 14
L
i=3 “al” =
> llf
4] ;
RN F15” 3 BN SR S
' -2/3 /£ 203
Y

Obr. 14*: Interaktivni nastroj na hledani racionalnich &isel v pozici odpovidajici €islu 2/3.

Resice tohoto druhu vyuzivaji kruznic jako prenaSeci vzdalenosti (kruznice je
jako mnozina bodii stejné vzdalenosti od stredu definovana a pfesné na tomto principu
funguje kruzitko). Neni to nejicinngj$i moznost feSeni, protoze nedokaze pracovat se
zapornymi hodnotami, ale studenti ji alespont v principu dobie znaji a pro potieby tlohy
1 postacuje. Dalsi, o néco pokrocilejsi ,,technologie bude diskutovéna u feSice rovnic
s absolutni hodnotou, déle v této kapitole.

., PFi grafickém znazornovani racionalnich cisel jsme zjistili, Ze i po zndzornéni
vSech raciondlnich cisel ziistanou na ciselné ose ,neobsazené body,  nebot délky

nékterych usecek nejsou raciondlni c¢isla. “ ([3], str. 28)
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At uz studenti vypracovali ptiklady z ucebnice ¢i zde uvedenou ulohu 1, vyse
uvedend skutecnost zdaleka nemusi byt zjevna. Pti hratkédch s feSiem, zejména
s vysokymi hodnotami jmenovatele, se zda, ze bod racionélniho ¢isla prochéazi celou
¢iselnou osu plynule. Neni-li tomu tak nyni, mize student namitnout, 1ze ptreci vzdycky
zvysit hodnotu jmenovatele, tfeba natolik, aby rozdily mezi jednotlivymi body byly
srovnatelné s atomovymi (pfi centimetrovém méfitku by stacilo zvolit
jmenovatele 10'°).

Zde je tedy nutné piiznat, ze graficky piistup, ani s vyuzitim systémit dynamické
geometrie, neni nejvhodnéjSim feSenim. Ke graficky inspirativnimu vstupu do oboru
iraciondalnich a nésledné redlnych ¢isel mize byt pouzita naptiklad ,,ulita* z obrazku 15.
Jejim zadkladem je pravouhly rovnoramenny trojuhelnik s odv&snami jednotkové délky,
ostatni pravouhlé trojihelniky maji jednu odvésnu jednotkovou a druhd je tvofena
pfeponou ptedchoziho trojuhelnika. Posloupnost délek piepon je dusledkem
Pythagorovy véty. Nasledné lze klasickym zplisobem dokéazat iracionalitu nékteré
z odmocnin, naptiklad V2. Iracionalnost odmocnin oviem neni pravidlem, i v obr.
15 a jsou tii racionalni odmocniny: V4 = 2,vV9 = 3 a+/16 = 4.

V nejnovéjdim 4. vydani ucebnice na kapitolu Ciselné obory bohuzel jiz
nenavazuje kapitola Pravouhly trojuhelnik, kterd pomalejSim studentim milize pomoct

konstrukci oziejmit. Neni proto zcela od véci demonstrovat alesponn jeden krok

konstrukce (obr. 15 b).

Obr. 15a: Geometrické znazornéni fady iracionalnich Cisel na zakladé Pythagorovy véty.

Obr. 15 b: Detail konstrukce: kolmice k pifedchozi preponé a jednotkova kruznice.
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Mezi zakladni poznatky o redlnych cislech patii interpretace intervalii jako Casti
Ciselné¢ osy. Tento pfistup je obzvlast¢ vyhodny pii feSeni nerovnic, zejména téch
s absolutni hodnotou. Plati totiz, ze ,, absolutni hodnota kazdého realného cisla je rovna
vzdalenosti obrazu tohoto cisla na ciselné ose od pocatku, “ ([3], str. 40) a ,,vzdalenost
obrazii redlnych cisel a, b na ciselné ose je rovna |a —b|.“ ([3], str. 42)

Protoze predchozi véty umoziuji graficky pfistup k feSeni rovnic a nerovnic
s absolutni hodnotou, lze zvazit tvorbu feSi¢e zakladnich uloh tvaru |a — x| =T,
podobné jako v tloze 1. Obecny tvar rovnice je volen zamérné tak, aby co nejvice
pfipominal tvar |a — b| z véty, a zaroven zmirnil potiZe studentd se znaménkem obrazu
realného Cisla a na c¢iselné ose, které mohou nastat u standardniho tvaru zadani

|x — a| = r, které je se zde pouzitym ekvivalentni.

Resi¢ na obrazku 16, aby mohl obsahovat i zaporné hodnoty a, je sestrojen
pomoci posunuti. Na rozdil od poloméri kruznic totiz mohou vektory, které jsou
zakladem této geometrické transformace, nabyvat ,,zdpornych hodnot.“ Tam, kde
kruznice o poloméru —a (kde a je nezaporné &islo) kolabuje, vektor —d ma stejnou
velikost jako d, ale opa¢ny smér. Stfed kruznice o poloméru r, uréujici kofeny rovnice,
je obrazem bodu piedstavujiciho ¢islo 0 v posunuti danym a-nasobkem jednotkového

r~r o

vektoru 7 mificiho v kladném sméru osy.

la-x=r
a=-1.48
® .-~ 1
r=1 - A
/
- 28 0.8 . |
. . -
- (N S — s
\ !
\ f
= — - - _1_

Obr. 16*: Interaktivni fesSi¢ rovnic s absolutni hodnotou v pozici odpovidajici rovnici |-1,8 - x| = 1.

Vektory uz v prvnim ro¢niku stiedni Skoly studentim mohou (ale nemusi, jejich
vyuka neni obsaZzena v RVP G) byt znamy z fyziky, kde jsou obvykle probirdny jejich
zakladni vlastnosti (velikost, smér), skladani (s¢itani a odecitani) a ndsobeni skalarem,
tedy realnym cislem — vSe potrebné ke konstrukcim zakladnich appletli vyuzivajicich

posunuti.
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Mnoziny tézi zejména, jak jiz bylo feceno zaCatkem kapitoly, z diagrami.
Mnozinové operace jsou ilustrovany navzajem se prekryvajicimi rovinnymi obrazci,
nejcastéji kruhy, a vysledek operace (n€kdy vcetné dilCich vysledkl) je zvyraznén
$rafovanim. Srafovani samotné je pii tom jen zvyraziujici prvek, obecné nema s prvky
mnoziny zadnou souvislost.

Nejcastéji uzivanymi podobami diagrami jsou klasické dvojrozmérné Vennovy
diagramy vhodné pfedevsim k definovani mnoZzin tvofenych objekty t¥idéné podle
vlastnosti, které nelze vyjadfit Cisly (napi. barva). Pokud vlastnost mnoziny ¢iselné
vyjadrtit lze, obycejné postaci k zakresleni situace intervaly vynaSené na Ciselnou osu.
Ob¢ tato témata jsou z grafického hlediska vyborné€ zpracovana v ucebnici a neni tedy
nezbytné je dale rozvadét.

U¢ivo o vyrocich vyuziva analogie mezi mnoZinovymi operacemi a logickymi
spojkami (viditelné na podobnosti znakd pro n€které mnozinové operatory a logické
spojky). Zvlastnim grafickym prvkem matematické logiky je do jisté miry tabulka
logickych hodnot pouzivand k rozboru slozenych vyrokli dostate¢né ilustrovana
v ucebnici [3].

Dutikazy samotnych vét formulovanych v podobé vyrokii grafické byt mohou. Je
ovSem tfeba umét rozliSovat mezi dikazem a oveéfenim. Oboji, zejména v oblasti
geometrickych vét, je mozné sestrojit v systémech dynamické geometrie, které ovSem
vSechny tdaje pocitaji jen s urcitou (velmi vysokou, ale kone¢nou) piesnosti. Piiklad
kontrastu mezi grafickym ovéfenim a dikazem je ilustrovan v zavéru kapitoly
u problematiky Thaletovy véty.

V elementarni teorii Cisel je grafika predev§im zprosttedkovatelem predstavy,
tedy modelem. Nejcastéji jsou vyuzivany modely sklddajici se ze soubort usporadanych
¢tvereckt ¢i kruhd. Takové modely maji svlij plivod jiZ v pocatcich matematiky, kdy
Pythagorejci studovali takzvana figuralni cisla, kterd meéla spojit geometrii
s aritmetikou. Jednalo se o pfirozend Cisla, reprezentovanad v t€ dobé kaminky, které
byly skladany do riiznych obrazcl. Podle druhu obrazce pak dostalo ¢islo svlij nazev,
napfiiklad trojuhelnikové, ¢tvercové, obdélnikové...

O téchto cislech lze zavést mnohd tvrzeni a dokazovat je pravé manipulaci

s modelem tvofenym (¢i graficky zndzornénym) stejnymi objekty, s nimiZ lze v rdmci
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moznosti pomucky ¢i softwaru libovolné manipulovat. Klasickou ukazkou je

jednoduchy duikaz véty k|la A k|b = k|(a + b) podle obrazku 17.

H E N H N E B EERN
II|I_III.I-II E B EERN

g 5 a+b

Obr. 17: llustrace dlkazu véty k|aAk|b=k|(a+b).

I
=

Cislo kje spoleénym délitelem &isel a, b, takze kazdé znich lze znazornit
obdélnikovym uspotfaddnim objektti o poctu tadkti k. Vhodné provedenym spojenim
obou obrazcii predstavujicich a, b pak vznikne znova obdélnikovy utvar ,.a + b
s poctem fadkl rovnych ¢islu k.

Dalsi moznosti jsou modely simulujici pocitadla. Jeden takovy model (obr. 18),
prevzaty z [10], vysvétluje délitelnost Cislem 9, tedy skutecnost, ze Cislo je délitelné
deviti pravé tehdy, je-li vjeho zapisu v desitkové soustavé délitelny deviti ciferny
soucet.

, V dalsim budeme uZivat tzv. radového pocitadla, které je uzpiisobeno tak, Ze
kulicky radu jednotek jsou malé, kulicky radi 10, 100, 1000, ... jsou veétsi.
Vymodelujeme-li cislo na radovém pocitadle, muzZeme si predstavit, Ze od kazdé
Jjednotky vyssiho Fadu odecteme cislo jedna (to je na obrdzku znazorneno koleckem s
teckou) a takto vzniklé jednotky pridame na drat jednotek. Celkovy jejich pocet je roven
cifernému souctu cisla, tj. poctu tisici, set, desitek a jednotek. A tento soucet rozhoduje

o delitelnosti cisla deviti. “ ([10], str. 17)
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Obr. 18: Odvozeni pravidla pro délitelnost deviti pomoci Fadového pocitadla. (Zdroj grafiky: [10])

99 99 9 1

Ucivo o mocninach s pfirozenym a celym mocnitelem cerpad grafické podnéty
pfimo ze skute¢ného svéta, kde se Clovek nepietrzité setkava s objekty trojrozmérnymi
(kazdy redlny predmét) i dvojrozmérnymi (primeéty, stiny). Druh4 a tfeti mocnina maji
jednozna¢nou a snadno zndzornitelnou geometrickou interpretaci: plosny cCtverec
a prostorovou krychli. Tato skute¢nost je obzvlasté patrné v anglickych nazvech téchto
mocnin, kdy ,,na druhou® je ,,squared* a ,,na tieti* ,,cubed. V cestin¢ je tato skutecnost
1épe znatelna u jednotek plochy, resp. objemu, kdy m” je ,,metr Gtvereény a m’ ,,metr
krychlovy.“ Ctvrtd mocnina uz je na pfedstavu nesmirné naroéna, nikoli oviem
nemozna. Intuitivni postup zaloZzeny na analogickych transformacich a vlastnostech

ilustruje tabulka 1.
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Utvar (Rozmér) Jednotka Vlastnosti
Bod A (0) m’=1
.A (bezrozmérna Pocet vrcholt: 1
veli¢ina)
Usecka AB (1) 1 Vznikne tazenim bodu A o vzdélenost [a].
m . .
A—— = B (metr, délka) Pocet vrcholti: 2
a ’ Pocet hran: 1
Ctverec ABCD (2)
] I
2 Vznikne tazenim usecky AB o vzdalenost |
ol ve sméru kolmém na ptivodni tisecku.
, . (metr lcOt :Egcny’ Pocet vrcholli: 4
; ’ P Pocet hran: 4
A B Pocet stén: 1
a
Krychle ABCDEFGH (3)
D ; C
) Vznikne tazenim ¢tverce ABCD o
He | 3 o/ vzdalenost |a| ve sméru kolmém k roving
1 o’ puvodniho ¢tverce.
al a ,
[ (metrol;rlzr(;glovy, Pocet vrcholti: 8
a | A d B ) Pocet hran: 12
Py Pocet stén: 6
a / Pocet bunék: 1
F
Hyperkrychle (Teserakt)
ABCDEFGHIJKLMNOP (4)
L 34
N Vznikne tazenim krychle ABCDEFGH o
o D L vzdalenost |a| ve sméru kolmém k prostoru
N i Nl 1S piivodni krychle.
- 4
== Lo = B m Pocet vrcholi: 16
== Pocet hran: 32
7 ~da e ~ B Pocet stén: 24
P i | Podet bunék: 8
Obr. 19*

Tab. 1: Rozsifovani rozmért od nultého po ¢tvrty na zakladé analogie vlastnosti a transformaci.

Obrazek 19 navic nepiedstavuje jedinou uzivanou predstavu hyperkrychle.

Internet je bohatym zdrojem rtiznych projekci, z nichz snad vizudln€ nejptitazlivé;jsi
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jsou Petriecho mnohouhelniky (Petrie polygons, napft. [20]) umoziujici zobrazit do
roviny nad-krychli rozméru prakticky libovolného.

Mocninu a” si tedy lze piedstavit jako ,,objem* n-rozmérné ,krychle” o hrané
délky a. Lze podobnou predstavu vybudovat i u vzorct pro pocitani s mocninami? Jisté
moznosti tu jsou, ovSem omezeni proveditelnych pokusi kladend schopnosti vnimat
a realn¢ modelovat pouhé tfi rozméry prostoru jsou zna¢nd. Standardni metody uvedené
v ucebnici jsou zde G€inngjsi.

Uz jenom graficky pohled na zékladni vzorce a” -a® = a"™** a (a")° = a"* je
nesmirné naro¢ny. SpiSe nez odvozeni grafickou metodou je vhodnéjsi vytvofit
predstavu ,jak to funguje nejprve dosazenim napiiklad s = 1, kterdzto situace je
studentlim jiZ znama, a nasledné (velmi omezenymi) hratkami s mocniteli. Studenti
zkoumaji procesy dané levymi stranami vyrazl jiz v relevanci s vysledky vpravo. Védi
predem, jaky utvar ma vzniknout, ukolem je popsat jak a ptipadné stanovit podminky.
Napiiklad pro a?-a? = a?*? = a* lze provést ivahu analogickou s postupem pro
a’®-a® = a3, jen tentokrat nejde o ,taZeni ¢tverce po usecce,* ale ,tazeni &tverce po
Stverci. Use¢ka délky @ méla jeden koncovy bod ve vrcholu étverce a byla kolma ke
dvéma jeho navzajem kolmym hrandm. Aby vzniknul ¢tyfrozmérny utvar, je nutné
¢tverec tdhnout tak, aby oba sméry tazeni byly soucasné kolmé k sobé navzijem
1 k hrandm ptvodniho ctverce.

Jako zajimavost lze dodat, Ze dimenze nemuseji byt celoCiselné. Existuji
i takzvané zlomkové, neboli fraktalové dimenze navrzené matematikem Benoitem
Mandelbrotem (1924 — 2010). ,, Zlomkova dimenze nam umozZiiuje merit viastnosti, které
jinak nejsou presné definovany: miru drsnosti, nerovnosti nebo nepravidelnosti
objektu... Jednoducha euklidovskda primka nezabira viibec Zadny prostor. AvSak
Kochova krivka (obr. 20), kterd je carou nekonecné délky vméstnanou do konecné
plochy, prostor zaujima. Je to vice nez primka a méné nez rovina... U Kochovy kiivky
dava nekonecné se opakujici nasobeni ctyrmi tretinami dimenzi 1,2618.* ([7], str. 102 —

106)
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Obr. 20: ,,Pfi konstrukci Kochovy kfivky vyjdeme z trojuhelnika o stranach délky 1. Doprostied kazdé strany

pfidame dalsi trojuhelnik tfetinové velikosti a postup dale zopakujeme. Délka hranice je 3 - % : g -g ... - a tak dal az

do nekoneéna. Presto obsah ziistava mensi, nei je plocha kruhu opsaného plivodnimu trojuhelniku. Nekoneéné
dlouha cara tedy ohranicuje plochu o kone¢ném obsahu.” ([7], str. 103) (Zdroj grafiky: [21])

V kapitole Mnohoc¢leny jsou studenti nabadani, aby vypoctem ovéfili spravnost
vzorci pro druhou a tieti mocninu dvojélenu. Druhd a tfeti mocnina ¢isla ovSem
odpovida ¢tverci a krychli se stranou délky odpovidajici Cislu v daném méfitku.
Skutecnost, Ze je toto ¢islo vysledkem operace se dvéma jinymi Cisly (e vysledkem
jejich souctu ¢i rozdilu), na tom nic neméni — operace v zdvorce piedstavuje soucet Ci
rozdil dvojice usecek délek a, b (jesté nazornéji useCka délky a je useckou délky b
nastavovana, ¢i o prislusnou délku kracena) a na vysledku se potom v duchu analogii
v tabulce 1 vybuduje pozadované téleso. Cely tento proces lze samoziejmé graficky

ztvarnit: obrazek 21 ukazuje obvyklé grafické ztvarnéni vztahli (a + b)? a (a — b)?.

a ] a-h 4]
b (ab - b3 b= ]
0
b ab b= ]
a-h {a- k) fab-b3y | a-b
e

a as ah a

s ¥ b 3 b 4 .

ath 4

Obr. 21*: Odvozeni vztahl pro ¢tverce (a + b) a (a - b) ,,rozfezanim.”
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Toto znazornéni je ale statické, a zejména u mnoho¢lenu (a — b)? mohou mit
slabsi studenti problém vidét piesny postup. Obrazek 22 ukazuje ndvrh dynamického
modelu postupné rozebirajiciho Ctverec a: prvni dva kroky slouzi k naznaceni, jak
puvodni ¢tverec rozdélit, aby do néj bylo co nejlépe mozné vlozit potiebné utvary. Ve
tfetim kroku je umistén &tverec, jehoz obsah odpovida vzorci (a — b)?. Zbylé ti
posuvniky postupné piidaji utvary o obsazich ab, ab a b2, z nichZ (a pivodniho ttvaru
a?) je slozen rozklad vzorce, tedy:

(a — b)? = a* — 2ab + b>.

Usedkah
.

konstrukce
]

ttverec (a- b
.
prvni"ak” i 3 i
— »
druha"ah" (a-h)*
— »

ttverec b
— &

Obr. 22*: Dynamicky graficky model pro rozklad mnohoélenu (a — b)?2.

Obdobnym zptsobem lze vypracovat i dynamické modely ,krychlovych*
vzorctl. Jeden z nich, konkrétng ilustrace vzorce (a + b)3 = a® + 3a?b + 3ab? + b3,
je na obrazku 23: k pivodni krychli o délce hrany a (objemu @) je nejprve piipojena
trojice useCek b (vzniknou tii hrany budouci krychle ,,a + b*). Nasleduji dvé trojice
kvadri o objemech a’h (na obr. 23vyznateny zelend) a ab® (oranzové) a koneénd
krychle o délce hrany b. Spravnym sesklddanim téchto osmi téles potom vznikne

krychle o objemu (a + b)*, coz je GiGelem demonstrovat.
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A

Gsedky b hranoly a=h hranaly ab*® krychle @
[ [ [ [

Obr. 23*: Dynamicky model pro rozklad mnohoclenu (a + b)"’.

Dynamika té€chto modell je vyhodou, ale nikoli podminkou. Skute¢né
dynamické uvahy vyzaduji az ovéfeni rozkladi mnohoclenti, zahrnujici i dualezity
vzorec a? —b? = (a —b)(a + b). Algebraické ovéfeni tohoto vzorce je trividlni,
geometrické jiz vyzaduje jistou davku vhledu. Resitel musi kromé spravné geometrické
interpretace obou stran rovnice utvary vhodné ,roziezat* a odpovidajicim zplsobem
,preskladat.” Vrcholem takové ¢innosti je model, ktery jeji pribéh a vysledky ilustruje
prehlednou transformaci piivodniho objektu v novy, ndzornéjsi.

Priklad takového modelu je na obrazku 24: z rohu c¢tverce o strané a je

Lodstfizen ¢tverec strany b (to odpovida rozdilu obsahii o — b%). Zbyly ttvar je pak
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»roziiznut® pfimkou vedenou podél jedné ze stran Ctverce b lezici uvniti ptivodniho
ctverce a (obr. 24 a). Preskupenim vzniklych dvou ¢asti tak, aby mély hranu délky

(a - b) spolecnou (obr. 24 b), vskutku vznikne obdélnik o stranach (a + b) a (a — b).

]
lonstrulcce konstrukce
a-h
a-h
a a
b
=7
h | b |
| |
I I — { IR S — ¢
a-b a-b
Obr. 24* a: Grafické znazornéni (a2 — b2). Obr. 24* b: Grafické znazornéni (a — b)(a + b).

prislusnych rozméri nelze, nebot bézné scitaji ¢i odecitaji navzajem neslucitelné
veli¢iny jako napiiklad obsah a délku (x? + x). Z ekvivalentniho zapisu x? + 1 - x je uz
vSak patrné, Ze pii ,,doplnéni“ vSech Utvari nizSich dimenzi na utvar nejvyssiho
rozméru obsaZzen¢ho v rovnici pomoci jednotkovych usefek tento problém mizi.
V linearnim pfipad¢ tento poznatek aplikovat 1ze: v zdsad¢ se jednd o praci s Ciselnou
osou, na niz se od pocatku pokladaji GseCky znamé a neznamé délky tak, aby jejich
soucet (resp. rozdil) dal pozadované ¢islo. UZ od pomérmné jednoduchého kvadratického
polynomu je vS8ak vyhodnéjsi ptistup algebraicky.

Pravouhly trojuhelnik jakoZto geometrické téma nabizi velké mnoZstvi zadani
feSitelnych zaroven pocetné i graficky, navic Casto obecné. Zakladem uciva jsou
Pythagorova a Thaletova véta.

Geometrickd podstata obou vét dovoluje vstup systémt dynamické geometrie,
které¢ lze pouzit k ovéfeni jejich platnosti. Student ovétujici platnost zkonstruuje

libovolny model ptedstavujici situaci vétou popsany, nacez zménou parametri modelu

-31-



(krom téch vyzadovanych ptedpoklady véty, naptiklad pravost uréitého thlu) zkouma
zménu vystupu, a zda je tento v souladu s tvrzenim.

Ov¢éteni obecné neklade zadné jiné naroky nez schopnost zkonstruovat popsany
model v urCitém softwarovém prostiedi. Nejslozitéjsi Casti tohoto ukolu je zajistit
bezchybny chod modelu pfi manipulaci a zaroveil co nejveétsi volnost pro
experimentatora. Tato cinnost je pro studenty velmi piinosnd, protoze obsahuje
pozadavky na ptesnost geometrické konstrukce, které jsou po nich vyzadovany, ale ukol
je zaroven relativné snadny, prace s modelem je hravého charakteru, a pii manipulaci
s nim lze odvodit i dal$i matematické domnénky a dale je zkoumat ¢i dokazovat.

Model pro ovétovani Pythagorovy véty je na obrazku 25. Béhem konstrukce
a manipulace je nutné zajistit, aby tthel ACB byl vZdy pravy a Utvary sestrojené nad jeho
odvésnami byly ctverce. Ty mohou studenti sestrojit pomoci klasickych néstroji
(kolmice, kruznice dana stfedem a bodem), v matematicky zdatngj$ich tfidach lze
predstavit velkou usporu prace pii konstrukci ¢tverce pouzitim transformace otoceni
jednoho z krajnich bodli odvésny o pravy thel kolem druhého a naopak. Po zobrazeni
obsahti (v programu GeoGebra ,,hodnot*) ¢tverct 1ze snadno vypoctem zkontrolovat, ze
po libovolné transformaci modelu soucet obsahti ctvercii nad obéma odvésnami je roven
obsahu ¢tverce nad jeho pteponou.

L1

Obr. 25*: Ovéreni platnosti Pythagorovy véty pomoci modelu v programu GeoGebra.

Ovéteni ovSem zdaleka neni dikazem. GeoGebra i jiné podobné programy
vSechny vlozené objekty propocitavaji s velmi vysokou, ale konecnou ptesnosti, coz
matematice nestaci. Zdalo by se tedy, Ze pouhd hra s objekty k dikazu vést nemtize, ale

opak je pravdou: obrdzek 26 ukazuje diukaz Pythagorovy véty zalozeny pravé na
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manipulaci se spravné zvolenymi geometrickymi utvary: zdkladnim je pochopitelné
pravouhly trojihelnik, dalSimi ¢tverce, pro jejichz obsahy (resp. jejich soulty) je
dokazovana rovnost. Cilem je doplnit Gtvary na obou stranach rovnice tak, aby bylo
mozné jednoznacné srovnat jejich obsahy. Nalezenim jejich vhodného uspotéadani,
pfipadné¢ doplnéni dal§imi utvary (tfemi trojuhelniky shodnymi s pivodnim), jejichz
ptispévky k obéma strandm rovnice jsou stejné, do dvojice ctvercti shodné plochy, je

véta dokazana.

o
o

1]

Obr. 26: Diikaz Pythagorovy véty rliznym ,roziezanim“ dvou ¢tvercti shodného obsahu.

Postup ovétfeni Thaletovy véty je obdobny. Sestrojeni modelu neskryva zadna
uskali, graficky dikaz vyuzivajici déleni a analyzu hll trojuhelnikd je srozumitelné
predveden v ucebnici.

Jak jiz bylo feCeno, prvni ucebnice z fady Matematika pro gymnazia slouzi
predev§im k opakovéni, jeZ ovSem neni radno zanedbat. Na zaklad¢ studentim jiz
znameé, nebo alespoit povédomé latky stanovuje od zékladni Skoly mirné odlisné
feceno tato ucebnice uci studenty, jak se ucit sttedoSkolskou matematiku.

Zatazeni co nejvice grafickych prvka do tohoto opakovani mozZna zabere vice
Casu, ale zmirni Sok z pfechodu na vyssi obtiznost uciva a da studentim do rukou velmi
mocny nastroj k feSeni matematickych problémii piedstavou a intuici, spiSe nez

mechanickym hleddnim vzorce, ktery ,,néjak dobie vychazi.
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3.2 Rovnice a nerovnice

Z grafického hlediska jsou v latce rovnic a nerovnic pfedmétem zkoumani
priseCiky grafti odpovidajicich vyraziim na obou stranich rovnice ¢i nerovnice. Pravé
v nich totiz nastava rovnost a nerovnost je pak zalezitosti rozhodnuti, kterym smérem se
od bodu rovnosti vydat.

Rovnice a nerovnice na stfedoskolské urovni jsou obycejné fesitelné ryze
algebraicky a grafickd interpretace méa ptfedevSim ilustrativni charakter. Také se
povazlivé prekryva s grafickou ¢asti uciva funkei - jde vlastné o zaneseni dvou a vice
funkei do jediného grafu. Jeji vyznam byva zpravidla snizovéan, protoze odecitani
vysledkt z modelu, at’ uz jakkoli pfesného, je vzdy zatizeno chybou. na druhou stranu
1ze grafickou metodou snadno ziskat alespon ptiblizny vhled do vysledku, pokud vibec
néjaky existuje, a prizptisobit tomu vypocet.

Na rozdil od hledani pruseciku funkci mize byt na rovnici €i nerovnici poloZen
dal$i omezujici pozadavek, naptiklad feSeni v oboru pfirozenych c¢isel. Ten mé pfitom
své praktické opodstatnéni, protoze existuji nejen spojité, ale i diskrétni veliCiny,
naptiklad penize. Dilezitym bodem pfti feSeni linedrnich rovnic a nerovnic je tedy
uvédomeéni, zda je feSenim ¢ast ptimky, ¢i mnozina izolovanych bodu.

Grafické feSeni linearnich rovnic s jednou nezndmou bylo v podstaté jiz
piedstaveno v kapitole Funkce. Resi¢ z této kapitoly lze snadno rozsifit, aby
znazornoval feSeni v oboru redlnych cisel nejen odpovidajici rovnice (kterym neni
prisecik piimek jako takovy, ale jeho kolmy primét na osu x), ale i nerovnic. Jeho
sestrojeni by mélo byt v silach studentli gymnazia, 1 kdyz ,,trik* jak vysvétlit programu,
ktera z polopfimek se nachazi ,nad“ druhou vyzaduje jistou davku matematické
fantazie. Dobrou metodou je napiiklad méfeni Ghlu s vrcholem v priseciku piimek a

rameny uréenymi dvéma body leZicimi na porovnavanych polopiimkach (obrazek 27).
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Obr. 27*: Dynamicky graficky Fesic linearnich rovnic a nerovnic v pozici x+1<4x-1.

Necht je <HPH'=a. Pro 0°<a < 180° je polopiimka PH' ,nad“
poloptimkou PH a hodnoty funkce, jejiz graf tuto poloptimku obsahuje, jsou od bodu X,
kolmého primétu bodu P na osu x, vétsi nez hodnoty funkce, jejiz graf obsahuje
polopiimku PH.

Co se soustav linearnich nerovnic tyce, jejich feSenim je prinik mnozin feSeni
jednotlivych nerovnic. Rovnice, od nichz se tyto nerovnice odvijeji, byvaji zadany ve
tvaru ax + b = 0, nebo je vyhodné tyto na takovy tvar upravit, protoze vysledkem
rovnice je pfimo prisecik s osou x. Nasledné zbyva urcit pfislusné polopfimky a jejich
prinik. Dostatek piikladi véetné grafickych zndzornéni feSeni I1ze najit v ucebnici [9].
Zajimavy graficky pfistup maji nerovnice v soucinovém tvaru. Algebraicky zapis
ptislusné rovnice je (ax + b)(cx +d) = 0 a feSeni spociva ve zkoumani, na kterych
intervalech x jsou ptimky p:y = ax + b a q: y = cx + d bud’ ve stejné polorovin¢ dané
osou x, nebo v polorovinach opacnych. Zde je konkrétni piiklad pfevzaty z ucebnice
([9], str. 41 - 43]): ,, Reste nerovnici (x — 2)(2x + 3) > 0. ... Graficky si dvé uvazované

soustavy nerovnic miizeme predstavit takto: y =x—2 a y = 2x + 3 jsou rovnice
primek. Prvni z nich protind osu x v bodé [2;0], druhda v bodé [—%; O]. Vyrazy x — 2

a 2x + 3 maji stejnd znaménka pravé pro ta x, pro kterd body [x;x — 2], [x;2x + 3]

uvazovanych primek lezi oka nad nebo oba pod osou x. *“ Toto ilustruje obrazek 28.
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Obr. 28: Grafické feseni prikladu (x-2)(2x+3)>0.

Timto postupem lze de facto graficky fesit kvadratické nerovnice bez znalosti
grafii téchto funkci. Pro rovnice takovy postup pozbyva smysl, protoze kofeny je mozné
vycist pfimo z rozkladu.

Grafické zachazeni s absolutnimi hodnotami, v¢etné tvorby jednoduchého fesice
pro rovnici ve tvaru |a — x| = r, jiz popsaly kapitoly Zakladni poznatky z matematiky
a Funkce. Moznost vyuziti absolutnich hodnot na libovolny vyraz prakticky znemoziuje
tvorbu dostatecné obecného fesice. Piesto 1ze programu GeoGebra vyuzit ke grafickému
feSeni rovnic a nerovnic s absolutnimi hodnotami — sta¢i zadat ob& strany rovnice ¢i
nerovnice ve funkénim tvaru f: y=(vyraz), najit prisefiky a zjistit jejich x-ovou
soufadnici. Pfikaz pro absolutni hodnotu je abs(x).

Linearni rovnice se dvéma neznamymi ax + by = c¢ ptedstavuje z grafického
hlediska tutéz pfimku jako rovnice y = —%x +£, pficemz b # 0. Pro b =0 ma
linearni rovnice tvar ax = ¢ a jejim grafickym znazornénim je pfimka rovnobé&zna
s osou y protinajici osu x v bod¢ odpovidajicim ¢islu 2

Je nezbytné dodat, Ze feSenim je nyni celd pfimka, nikoli jediny bod na ni leZici,
jako tomu bylo u linedrni rovnice s jednou neznamou. Analogicky feSenim linearni
nerovnice se dvéma neznamymi neni v oboru redlnych ¢isel poloptimka, ale polorovina

hranicici s pfimkou ax + by = c, o jejiz inkluzi rozhoduje ostrost nerovnosti. Pidani
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nezndmé do rovnice ¢i nerovnice ma tedy vyznam pfidani dalSiho prostorového
rozmeéru.

Resenim soustavy linearnich rovnic o dvou nezndamych, pokud takova soustava
feSeni ma, nebo jich nema nekonecné¢ mnoho, je bod v roving. Tyto soustavy zadané
rovnicemi tvaru ax + by = c lze graficky feSit vynesenim pfislusnych piimek
a hleddnim jejich pruseciku. Existuji ovSem jiné typy piikladl, zejména slovnich uloh
o pohybu, které kladou na konstrukci grafického feseni lehce odlisné néroky. Jedna
takova uloha je obsazena 1 v ucebnici ([9], str. 98): ,, Ze stanice A vyjizdi v 9 hodin do
stanice B, ktera je od A vzdadlena 180 km, nakladni viak konstantni rychlosti 50 kmh'.
Ze stanice B jede do A po vedlejsi koleji rychlik konstantni rychlosti 80 km*h™, c¢as jeho
odjezdu z B je 9 hodin 20 minut. V kolik hodin a na kterém misté se viaky potkaji? *

Grafické feSeni predstavuje obrazek 29.

y

[95,180]

180

150t [12, 150}

1007

50

Obr. 29: Grafické feseni tulohy o pohybu. (Zdroj grafiky: [9]).

Nejvétsi zmena lezi ve skuteCnosti, ze pocatek jednoho z pohybli neni v pocatku
soustavy soufadnic. Naopak, tento pohyb zac¢ina v ,,cilové vzdalenosti* a podle sklonu
pfimky je vykonavan ,,zapornou rychlosti* (rychlost rovnomérného pohybu je smérnici
odpovidajici ptimky; viz. kapitola Funkce. To je zcela v potadku, protoze rychlosti
uvedené¢ v zadani piikladu jsou velikosti, tedy absolutni hodnoty, rychlosti, které
jakozto vektorové fyzikalni veli¢iny zahrnuji i smér.

Reseni kvadratické rovnice je z grafického hlediska v dostate¢né §ifi zminéno

v kapitole Funkce. Jediny rozdil mezi jeho prezentaci zde a v ucebnici [9] je v piistupu
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k feSeni rovnice ax? + bx + ¢ = 0. Kde funkce hledaji priise¢ik paraboly odpovidajici
rovnici s osou x (pfimkou s rovnici y = 0), ucebnice preferuje hledat priseciky
paraboly p:y = ax? s pfimkou q:y = —bx — c¢. Vyhodnost tohoto postupu se projevi
predevsim pii nedostupnosti vypocetni techniky a v situaci, kdy studenti neznaji zptisob
urdeni soufadnic vrcholu paraboly s rovnici tvaru y = ax? + bx + c.

Parabola p:y = ax? ma totiz vrchol vzdy v pocatku, jeji tvar lze pfiblizng urdit
vynesenim nékolika bodl. S vynesenim piimky q: y = —bx — ¢ by zadny student nem¢l
mit problémy.

Mechanismus grafického feSeni kvadratickych nerovnic je podobny linearnim —
jde v podstaté¢ o rozhodovani, ktera ¢ast paraboly se nachazi pod, resp. nad danou
pfimkou, kterou mtize byt v duchu vySe uvedeného feSeni rovnic bud’ osa x nebo pfimka
q:y =—bx —c. Na zvoleném zplusobu také zavisi postup piipadné¢ tvorby
interaktivniho feSice, pfi¢emz fesi¢ na bazi rovnice ax? + bx + ¢ = 0 (na obrazku 30)
lze diky mensimu poctu krokti vedoucich k feSeni (kterym je v obou piipadech

podmnozina osy x) sestrojit rychleji.

Obr. 30*: Dynamicky graficky resi¢ kvadratickych rovnic a nerovnic v pozici x>-x-120.

Reseni rovnic a nerovnic predstavuji dulezity krok v matematické abstrakci,
protoze nuti studenta piejit od zndmych konstant k nezndmym proménnym. Grafické
zpracovani tloh poméha tomuto obtiZznému kroku zptehlednénim uciva a ptfidanim na

intuitivnosti postupti.

-38 -



3.3 Funkce

Ucebnice Matematika pro gymndzia: Funkce je =z grafického hlediska
zpracovana velmi kvalitn€, byt 1 zde obcas citeln¢ schazi barevné zvyraznéni graft ¢i
jejich casti. S pouzitim pocitacu, tieba 1 bez specidlniho matematického softwaru (staci
libovolny kancelaisky tabulkovy procesor), 1ze ale vétSinu obrazka sestrojit a libovolné
s nimi manipulovat.

Uz samotna definice funkce na mnozin¢ A c R jako ptedpisu, ktery kazdému
¢islu z mnoziny A pfifazuje pravé jedno redlné Cislo, ma graficky vyznam: urcity graf
vyjadiuje funkci tehdy, pokud rovnobézka s osou y vedena libovolnym bodem osy x
o soufadnici x € A protne kiivku grafu v pravé jednom bode¢.

S linearnimi funkcemi a jejich grafy pracovali studenti ve fyzice pii feSeni uloh
o rovhomérném piimocarém pohybu. Podobné ulohy obsahuje i matematika a jsou
oblibenou naplni olympiad. Je tedy vhodné jiz nyni studenty vést k osvojeni poznatku,
ze geometrické obrazce vznikajici v grafech (zpravidla vice v¢lenénych) funkci jsou
totozné s odpovidajicimi geometrickymi objekty a pro oboji plati stejna pravidla. U
linedrnich funkci jde navic o pifimky, jejich ¢asti, ¢i obecné mnohouhelniky jimi
ohranicené; studenti maji k témto objektim velké mnozstvi nastrojii jiz z ptedchoziho
studia, naptiklad vzorce k pocitani plochy pod linearni funkci na intervalu (zpravidla
lichobéznika) reprezentujiciho urcity integral.

Chybi sice analytickd geometrie, kterd by studentim umoZnila pfevadét fec

obrazcl do algebraickych vyrazi, ale klicovy poznatek maji na dosah:

= Uloha 2: V programu GeoGebra vytvoite dvojici posuvnikil a, b a do vstupu
zadejte rovnici linearni funkce y =a * x + b.
a) Zjistéte ulohy parametrii a, b v rovnici linedrni funkce a navrhnéte pro
né nazvy.
b) Navrhnéte minima, maxima a kroky v intervalech posuvnikl a, b tak,
aby model byl co nejndzorné€jsi. (Rada: zapnéte stopu piimky
a projed’te vSechny hodnoty jednoho z posuvnikii. Vysledny obrazek by
m¢l byt prehledny, ale presto obsahovat dostatek daji pro vyvozovani

myslenek a zavéri.)
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Reseni: S modelem samotnym by studenti neméli mit problémy. U pfimky lze zobrazit
jeji algebraické vyjadieni v jejich vlastnostech zatrzenim moznosti Zobrazit popis
a vybranim polozky Hodnota. Alternativni moznosti je vlozeni textu:
"y="+a+"x+"+b.
a) Parametr a se nazyva smérnice ptimky a urcuje jeji sklon. Pfi kladném
a ptimka stoupd, pro a = 0 je rovnob¢ézna s osou x a pfi zaporném a klesa.
Spad roste s rostouci hodnotou a.
Parametr » nema v matematice zadny konkrétni nazev. Urcuje prisecik pfimky s osou y.
b) Rozumnymi hodnotami pro posuvnik a je interval do <-10; 10>
s krokem 1. Posuvnik » mtize byt pouzit v prednastavené podob¢.

Od téchto rovnic a jejich interpretace zbyva posledni krok k nalezeni
algebraického zpisobu hledani prisecikll pfimek. Studenti na n€¢j mohou piijit intuitivné
¢i pridanim dalsi linearni funkce do vypracované ulohy 2 a néslednou manipulaci
s obéma pfimkami, pficemz si mohou jejich prusecik vyznacit jako bod a zobrazit jeho

souradnice (obr. 31).

Obr. 31: Experimentalni urceni pruseciku dvojice pfimek danych linearnimi funkcemi.

Smérnice a ptimky dané funkénim piedpisem y = ax + b je rovna tangenté thlu
sevieném touto piimkou a kladnou poloosou x. Tato skutecnost je v uc¢ebnici uvedena
1 graficky znazornéna, ovSem neodkazuje k ni Zadna z uloh. Jde o vlastnost klicovou
pfedevS§im v diferencidlnim poctu a zmifovanou v analytické geometrii, v ucivu

o funkcich je jen dodatkem ke vzorci
a = f(xz)—f(xﬂ.

X2—X1
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Jedna z moznosti grafického odvozeni vySe uvedené¢ho vzorce, pfipadné jeho
ovéfeni, vyuziva rovnosti a = tana, jejiz platnost je pfedmétem badani. Druhym
klicovym bodem je volba x = 1, s vyhodou také b = 0. Vznika pravouhly trojuhelnik
s vrcholem v pocatku, jednotkovou odvésnou pfilehlou uhlu a a protilehlou odvésnou

y = a (obr. 32).

Obr. 32: Grafické ovéfeni platnosti a = tana.

Volba délky odvésny rovnobézné s osou x a pocatku nijak neohrozuje obecnost
dikazu, protoze velikost jednotky a pocatek soustavy soufadnic Ize volit libovolné.
Libovolné otaceni soustavy je ekvivalentni zméné uhlu « a tedy i parametru a.

Funkce absolutni hodnota mé z grafického hlediska jednu velmi zajimavou
vlastnost, a sice ,,zrcadleni* vyrazu v ni uzaviené¢ho podle ptimky rovnob&zné ¢i totozné
sosou x. To je také jednim z klict konstrukce grafii funkci obsahujicich absolutni
hodnoty — v nejjednodussich pfipadech typu y = |f(x)| + C, kde C € R staci zakreslit
graf funkce bez absolutni hodnoty a Casti grafu v ,,zaporné* poloroviné¢ od piimky
y = C podle ni pteklopit. Opravnénost tohoto postupu je pro C = 0 zifejma z definice
absolutni hodnoty (viz. napt. [3], str. 39), pro C # 0 staci ukazat, Ze ptictenim konstanty
k libovolné funkci se jeji graf posune o ptislusnou hodnotu podél osy y. Je tedy vyhodné
(a vpraxi se to Casto pouziva) nejprve nakreslit graf pro C =0 a pak jej teprve
posunout.
mnohocleny obsahujici linearni vyrazy v absolutnich hodnotach. Postup feSeni pomoci

tabulek intervalil je zde nejnazornéj$i mozny — z grafického hlediska nejprve najde
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body, v nichz se graf ,lame,” nacez stanovi rovnice linearnich funkci na ptislusnych
intervalech defini¢niho oboru.

Vedle ,,fetézeni* absolutnich hodnot 1ze také uplatnit jejich ,,vnofovani.*“ Ucebnice
[14] se nijak nezabyva teorii sklddani funkci, ovSem kdyz uz zahrnuje piiklady
s absolutnimi hodnotami pod odmocninou, je s podivem, zZe nezafadila zddnou tlohu na
absolutni hodnotu vyrazu s absolutni hodnotou. Postup feseni takového ptikladu je pfi
tom zakim v podstaté znamy — pokud uméji pracovat s obyCejnymi zavorkami.
Tentokrat vSak nebudou provadét operace pocetni ale grafické, a sice posunuti podél
osy y (pfiteni konstanty), ,,zrcadleni” casti grafu podél urCité piimky (absolutni
hodnota) , jak je popsano vyse. Casem lze piipadné piidat ,,pievraceni® celého grafu
podle osy x, je-li vyraz vynasoben cCislem -1 (vSechny hodnoty nasobeného vyrazu
zméni své znaménko, ale jejich vzdalenost od osy y zistane zachovéana). Vzorova uloha

pro zacatek by mohla vypadat naptiklad takto:

= Uloha 3: Popiste v jednotlivych krocich konstrukci grafu funkce y = ||x| — 1|.

Reseni: Nejprve zkonstruujeme graf funkce y = x (krok 1). Absolutni hodnota |x|
prevrati jeho ,,zapornou c¢ast“ (v oboru hodnot (—o0;0), kterému odpovida shodny
interval defini¢niho oboru) podle osy x (krok 2). Pficteni Cisla -1 posune novy graf o 1
v zaporném sméru osy y (krok 3). Absolutni hodnota ||x| - 1| znova prevrati jeho
»zapornou Cast” (tentokrat v obou hodnot (—1;0), sintervalem defini¢éniho oboru
(=1;1)) podle osy x (krok 4). Vysledek véetné jednotlivych kroku zobrazuje
obrazek 33.

¥=x

~ v=|x]

v=1x]-1

w=|Ix|-1]

T T A N = T R T 7" B ST
Ly

Obr. 33: Sestrojeni grafu funkce ) y=| (]| x|-1)| v jednotlivych krocich.
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O pocitatem generovany graficky vystup se tentokrat miiZze postarat program
Microsoft Excel ¢i jeho alternativa. Hlavni nevyhoda vynaSeni grafti nékterych
nestandardnich funkci v tabulkovém procesoru je v diskrétnosti vstupnich dat: program
vzdy prokldda zvolenou kiivkou konecny pocet definovanych bodi. Konkrétné
v ulohach s absolutnimi hodnotami pouzivajicich spojnicové grafy je tedy vhodné
zdiiraznit pticitani konstant pouze z oboru celych ¢&isel, pficemz koeficient (smérnice)
x v linedrnim vyrazu je roven 1 (pfipadné pokud je koeficient celé Cislo, konstanta by
méla byt jeho celo¢iselnym nasobkem). Pii nedodrZeni tohoto doporuceni je mozné, ze
program nenajde ,,bod lomu,* ¢imz se celé feseni zkresli. Navic, jak vidno z obrazku 33,
se zde vyskytuji i jiné nezadouci prvky (posunuti umisténi a znaceni os, zobrazeni
miizky) jejichZ odstranéni, je-li vilbec mozné, stoji vice usili nez ru¢ni sestrojeni grafu
na tabuli ¢i v seSité.

Latka sudych a lichych funkei je na stfedoskolské tirovni zalozena predevs§im na
grafické interpretaci jejich definic. Skutecnost ze graf sudé funkce je soumérny podle
osy y a graf liché funkce podle pocatku soustavy soufadnic Oxy je snadna
k zapamatovani a za ptredpokladu, Ze studenti maji graf funkce pted sebou, je takové
feSeni také mnohem snadnéjsi.

Zatimco v ¢estiné je oznaCeni funkci ,,sudd™ a ,,lichd* ponékud matouci (grafy
sudych a lichych mocnin x, v nichZ ma toto nazvoslovi své zdiivodnéni, jsou pfedmétem
studia aZ v nasledujicich kapitolach), v anglickém piekladu ,,even™ (suda, ale také
rovnomérnd) a ,,odd“ (lich4, ale také zvlastni) lze uz z alternativnich vyznami slov
odhadnout, ktera soumérnost pro kterou funkci plati.

Velmi vdéénymi tlohami na sudé a liché funkce jsou netplné grafy vyzadujici
dokresleni, aby vznikla funkce poZadované parity. Studenti mohou byt po jeho vyfeSeni
podniceni, aby zkusili vymyslet vlastni netplny graf pro své spoluzaky, ovSem pred
takovou ¢innosti je vhodné upozornit, Ze pokud ma licha funkce obsahovat bod se
soufadnici x = 0, pak musi v tomto bod¢ také byt y = 0. Pokud by tomu tak nebylo,
pak lze na zakladé¢ poznatkli o stfedové soumérnosti snadno nahlédnout, Ze by
zobrazeny graf nemohl reprezentovat funkci — pro x = 0 by musely existovat dvé rizné
hodnoty y.

Omezenost funkce se také nejlépe odecitd z grafu, podobné jako maximum

aminimum funkce, o ¢emz jsou Ctenaii ucebnice [14] presvédceni zahy v kapitole
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vénované kvadratické funkci: ,, Obrdzek (reprodukovany jako obr. 34) zretelné ukazuje
na symetrické rozlozeni bodu podle primky rovmobézné s osou y a vedené bodem
[4,5;0]. Odtud se da usoudit, Ze hodnota vyrazu (18 — 2x) - x je maximdlni pro
x = 4,5.“([14], str. 59)

404 e | @
® | ®
I
30 - |
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I
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Obr. 34: Odhad maxima funkce y=(18-2x)-x ze symetrie grafu nékolika vybranych hodnot.

Tento (spravny) odhad je déle samoziejmé fadné ovefen vypoctem.

Grafem kvadratické funkce je parabola, jejiz konstrukci pro obecny ptipad
kvadratické funkce y = ax? + bx + ¢ je v ucebnici [14] vénovana velkd pozornost
a pé&e. Postupuje se pfi tom v krocich: nejprve se zkonstruuje parabola ax? a ta se dale
posunuje podle urcitych pravidel odvozenych postupné v prubéhu ¢tyt priklada.

Didakticky-technickou vyhodou kvadratickych funkci je, Ze parabola, je
geometricky objekt vyskytujici se stejné jako ptimka (graf linedrni funkce) definovéana
v programu GeoGebra, ktery md moznosti tabulkového procesoru a je pfeci jen
designovan pro podporu vyuky matematiky, spiSe nez kancelaisky software typu MS
Excel. Nevyhodou je moZnost zadat parabolu pfimo ptikazem napf. ,,p: y=x"2+x+1* coz
bere studentiim motivaci hledat pravidla podoby grafu vlastnimi silami.

Bylo by ucelné prezentovat zdklady konstrukce grafu kvadratické funkce
jedinym dynamickym modelem spiSe nez nékolika jednotlivymi piiklady? Vzhledem

k nutnosti pied za¢atkem modelovéni transformovat funkci tvaru y = ax? + bx + ¢ na
b\? b2 . :
y=a (x + Z) + (c — E)’ kde koeficient a nastavuje tvar paraboly a bod

‘e -b b2]. . .,
o soufadnicich [Z; c— E] je jejim vrcholem, o tom Ize pochybovat.
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Ucebnice ma od zacatku stanoveny jasny cil, a sice konstrukci grafu funkce
y = sz + Zx +z ([14], str. 63). Kroky, které k feSeni podnikd, jsou zpoc€atku trochu
tajemné, ale samy o sob¢ davaji dobry smysl a ve zpétném pohledu po vyfeSeni
posledniho ptikladu se jejich ucel ozfejmi.

Ma-li kvadratickd rovnice ax? + bx + ¢ = 0 rlizné realné kofeny x; a x,, je
mozné jeji graf urcit alternativnim, o néco nazorngjSim zplsobem vychazejicim
v podstat¢ ze stejné tivahy jako vypocet vyuzivajici obrazku 34. Kazda parabola je Gtvar
soumérny podle osy prochdzejici jeho vrcholem. Tato osa je zaroven osou usecky dané

body [x;; 0] a [x,; 0] (tedy kofeny rovnice na ose x). Jeji prusecik s osou x je potom bod
[—xl;rxz ; O]. Dosazenim x-ové soutadnice tohoto bodu do funkéniho ptedpisu vypocitdme

y-ovou soufadnici vrcholu paraboly, kterou pak 1ze uz relativn€ piesné nacrtnout.
Upravami s pouzitim vzorce pro vypocet kotfenid kvadratické rovnice

-b+VD

X1 = se mohou zaci presvédcit, ze souradnice vrcholu vyjdou v obecné podobé
stejn€ jako v ucebnici.

Nakonec je tento postup také plynulym piechodem k posledni latce kapitoly
o kvadratickych funkcich, kterou jsou kvadratické rovnice a nerovnice: rovnice jsou
z grafického hlediska hledanim prusecikti grafu funkce s osou x, nerovnice zkoumaji,
které ¢asti lezi nad, resp. pod osou x.

I kapitola o linedrni lomené funkci pfindsi graficky element do feSeni uloh.
Vychozim bodem je rovnoosa hyperbola, graf funkce y =§ kde k € R\{0}. I tento

geometricky Utvar ma své symetrie: sttedovou podle pocatku soustavy soutfadnic (pro
definiéni obor Dy = R\{0}), coZz také znamend, ze funkce je licha, a osovou podle
pfimky y = x, kterou lze uplatnit 1 u jedné osy hyperboly, zejména pii bodové
konstrukei.

Stredova symetrie rovnoosé hyperboly je obzvlasté¢ vyhodnd, protoZze umoziuje

fesit a ilustrovat linearni lomené funkce pomoci jedné z jejich dvou vétvi, pficemz

. , e I . . v R I S T ST P L Lo . k
druhd se dorysuje pravé ve stiedové soumeérnosti (pficemz vyrazy slozitéjsi nez y = ot

K b . . y . s , .
od y= ~tcopoy= % zpravidla nemaji stfed soumeérnosti v pocatku). Uskali

d’
pfistupu jsou ziejma: néktefi studenti mohou pokladat za vysledek pravé onu jedinou

vétev hyperboly, se kterou pracuji, a druhou opomijet. Na druhou stranu ilustrace
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v ucebnici diisledné zobrazujici obé vétve hyperboly se (opét také kvili absenci

barevného znac¢eni) mohou rychle stat nepiehlednymi, jak ilustruje obrazek 35 a. Ten

popisuje postupnou konstrukci grafu funkce g:y = g =1 +x3TZ pomoci dil¢ich

funkci g4:y = %agz:y =

Obr. 35 a: llustrace konstrukce grafu funkce g:y = % podle ([14], str. 84).

Obr. 35 b: llustrace konstrukce grafu funkce g: y = % vyuzivajici sttedové soumérnosti a barvy.

Racionalni a polynomické funkce dopliiuji kapitolu linearnich lomenych funkci
spiSe jako zajimavost nez skute¢ny pfedmét studia. Vzorce pro hledani kofent
polynomt, pokud vibec existuji, jsou totiz pro stiedoSkoldky nadmiru slozité. Na
druhou stranu pravé zde maji Sanci vyniknout graficka feSeni, tedy bud’ pfimo odecteni
pfiblizné hodnoty z grafu, nebo nékteré numerické metody, jejichz zéklad tkvi rovnéz
v grafické interpretaci polynomu.

Numerické metody feSeni polynoml vychézeji z grafického pifedpokladu, ze
ktivka polynomu protina v né¢jakém misté osu x (u polynomu, jejichz nejvyssi mocnina
x je licha, toto nastat musi; polynom s nejvyssi sudou mocninou se miize cely nachazet
v jedné z polorovin ur€enych osou x. Cilem metody je tento bod s uréitou ptesnosti
vypocitat (iterovat), coz je sice zalezitosti algebry, ale cely postup lze velmi nazorné
ilustrovat, jak tomu nasvédCuji obrazky 36 (Newtonova metoda teen) a 37 (metoda

regula falsi). Vice k tématu viz. [2].
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— Krok 1 =+ Krok 2

Obr. 36: Grafické znazornéni prvnich dvou krokdi Newtonovy metody hledani kofeni polynomu: X; = X, —
PACLYNS R i€V
Fxoy 2T Py

Obr. 37: Grafické znazornéni prvnich dvou kroki metody hledani kofenti polynomu regula falsi: Xy = %,

X, = Y X Xof (@
L™ o) —f@

V kapitole o mocninnych funkcich s pfirozenym mocnitelem predev§im vyjde
najevo puvod nazvoslovi sudych a lichych funkci. Tvar jejich grafi (a také grafa
mocninnych funkci s celo€iselnymi mocniteli) je vitbec dobré si uvédomit s ohledem

k nadchézejici latce zabyvajici se inverznimi funkcemi a ndsledné odmocninami.
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Nejzajimavéjsi grafickou vlastnosti inverznich funkei je bezpochyby skutecnost,
ze jejich graf je s grafem pivodni funkce soumérny podle osy prvniho a tfetiho
kvadrantu, tedy y = x. Tato vlastnost je zfejma z definice inverzni funkce ([14], str.
102). Z tohoto poznatku a jinych, které studenti nashromézdili o grafickych vlastnostech
funkci, lze na zakladé¢ pouhé piedstavy odvodit piekvapivé mnozstvi poznatka
o inverzni funkci.

Naptiklad pravé druhd odmocnina: je inverzni funkci druhé mocniny a jeji graf
tedy ziskdme skrz osovou symetrii podle pfimky y = x (obrazek 38). Na prvni pohled
je vSak patrné, ze tato nova parabola neni grafem funkce, protoze mimo x = 0 jsou
kazdé dalsi nezaporné hodnot¢ x piifazena prave dve Cisla.

2_

Obr. 38: Graf f*: x = y?2 jako inverzni kiivky k f: y = x2.

Zde je tedy nutné piistoupit k omezeni defini¢éniho oboru pivodni funkce, ktery
se pak stane oborem hodnot funkce nové. Volba tohoto definicniho oboru
v nezapornych ¢islech je ryze pragmatickd — je-li druhd mocnina ¢isla plochou ¢Etverce
o hran¢ délky tomu cislu odpovidajici, je nepraktické aby druha odmocnina c¢isla
(plochy) vyjadfovala délku usecky jako zaporné ¢islo. Z ryze matematického hlediska
vSak takové definici nic nebrani.

Vzhledem k tvaru grafu mocninnych funkci se sudym exponentem je zjevné, Ze
podobné bude nutné omezovat kazdou sudou odmocninu. Mocninné funkce s lichym

exponentem vSak takovému omezeni neceli, jak ilustruje obrazek 39.
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Obr. 39: Graf f*: x = y3 jako inverzni kiivky k f: y = x3.

Pro¢ tedy ucebnice zduraznuje, ze ,, nezdporné cislo b nazyvame tieti odmocnina
z nezdporného cisla a,* ([14], str. 105) kdyz z grafu na obrazku 39 lze bez potizi
odecist naptiklad tfeti odmocninu z ¢isla -1? Odpovédi je nasledujici definice: ,, Pro
kazdé n € N je n-ta odmocnina z nezaporného cisla a takové nezaporné cislo b, pro nez
plati b™ = a.* ([14], str. 105) Potieba jednotné definice n-t¢ odmocniny pro libovolné
ptirozené n piedcila moznost zahrnout do defini¢nich obort lichych odmocnin zaporna
¢isla. Vice viz. ([14], str. 106).

V této fazi maji studenti k dispozici jiz celkem Siroké spektrum tvart kiivek
Jednim druhem takovych zadani mohou byt sloZené funkce, k nimz je tfeba ptiradit
odpovidajici grafy. Jedno ze =zaddni je obsazeno v ucebnici ([14],str. 122)
areprodukovano zde jako obrazek 40. Tato cinnost, kdy je ukolem studenta
vypozorovat v nezndmé kiivce né€co charakteristického pro kiivku zndmou, je pro vhled

do grafické podoby matematiky velice pfinosna.
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c) d)

Obr. 40: Ukazka prikladu pfifazeni funkcniho predpisu a grafu. (Zdroj grafiky: [14])

Exponencialni funkce se ¢asto mohou plést s mocninnymi, zejména pii prvnim
pohledu na bézny zapis y = a* (exponencialni), nebo y = x* (mocninna). Podnét
k sestrojeni grafu na zaklad¢ nékolika vybranych bodd, jak jsou tomu studenti uvykli, je
dobrym zptsobem, jak nenésilng uvést véci na pravou miru.

Stejné jako u vSech zdkladnich funkci je vyhodné znat zékonitosti grafu
exponencialni funkce. Pro zacatek si Ize vystacit se Ctyimi dulezitymi fakty patrnymi na
obrazku 41: exponencialni funkce y = a* nabyva pouze kladnych hodnot, je prosta, osu

y protind vbodé 1 (ma soufadnice [0;1]) a obsahuje bod [1,a]. Doplitkovou

1
zajimavosti je, ze graf funkce y = a™ = ax je s grafem funkce y = a* soumérny podle

osy y (viz. obrazek 41).
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Obr. 41: Graf exponencialni funkce s vyznaéenymi dtleZitymi body.

Dobré znalost grafu exponencialni funkce mize vyznamné pomoci s uzivanim
funkce logaritmické, kterd je kni inverzni. Zobrazeni grafu logaritmické funkce
y = log, x, opét s vyznacenim duleZitych bodu (tentokrat o soufadnicich [1; 0] a [a; 1])
je dulezitym krokem vsttic k porozuméni této latce, kterd jinak patii u studentli mezi
znacn¢ neoblibené prave pro svou slozitost a obskurnost ucelu.

Ilustrace logaritmickych funkci v ucebnici ([14], str. 135), zde reprodukovano

jako obrazek 42) zdlraznuje predevsim rozdil mezi zdkladya > 1a0 <a < 1.

u | y
ﬁ" I|II m: y= E.I" II|II 6 ]

e

Obr. 42: Zavedeni logaritmickych funkci podle u¢ebnice [14].

Je ale zasadni si uvédomit, Ze neexistuji jenom dva tvary logaritmické kiivky
(pficemz je zajimavé pfipomenout, ze ,tvar“ kiivek zobrazenych v ucebnici, tedy
y =log, x ay =loggs x, je stejny, lisi se jen jejich poloha viici grafu; podobné jako

jejich inverzni funkce y = 2* a y = 0,5% jsou osoveé soumérné, tentokrat podle osy x).

-51-



[ tuto skuteCnost lze vyborné dynamicky ilustrovat pomoci programu GeoGebra:
program umi zobrazit exponencialni funkci o libovolném zakladu, a piestoze ma
definované jen tii funkce logaritmické (o zakladech 2, e a 10), zakladni demonstracni
model (obrazek 43) si vystaci se zobrazenim mnoziny f* vykreslené bodem X°, ktery je
osov¢ soumérny podle piimky y = x s voln¢ pohyblivym bodem X exponencidlni

ktivky f.

ul i =log 1.4 (X

Obr. 43*: Zakladni dynamicky model logaritmické funkce v pozici a=1,4.

Rovnici funkce f* 1ze vloZit pomoci textu: "f'(x) =log " +a+" (x)".

Ucelem tohoto zakladniho modelu je oziejmit studentiim graficky el zakladu
logaritmu a: je jim nastaveni tvaru kiivky, podél které lze dale dohledat logaritmus
o tomto zakladu libovolného (kladného) Cisla. Rozsitit k tomuto ucelu predchozi model
neni obtizné, jen je nutné mit na paméti, Ze program GeoGebra neumi konstruovat
priseciky s mnoZinami bodi a je tedy nutné pouzit piivodni exponencidlni kiivky
a 0sové soumeérnosti.

V ucebnici nezminénym grafickym prvkem uzivajicim logaritmi je logaritmicka
stupnice. Pouziva se v grafech, kde je tieba v jediném grafu srovnat hodnoty rozdilné
onckolik tadd, jako napiiklad atomy, lidi a galaxie, jak ukazuje obrazek

44 podle publikace ([1], str. 51).
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Obr. 44: Uiiti logaritmické stupnice v grafu srovnavajicim rtizné objekty znamého vesmiru. (Zdroj grafiky: [1])

Spise nez jednotky vynasi logaritmicka stupnice piislusné exponenty cisla 10.
Na horizontalni ose grafu v obrazku 44 tedy &islo -10 odpovida 10" cm. S kazdym

dilkem osy se jednotka zmensi &i zvétsi 10'°-krat, tedy hmyz je piiblizng deset-miliard-

krat vétsi nez atom.



Ve vétsing ptipadi se ale logaritmuje pouze jedna z os. Je-li logaritmicka osa x,
kiivka y = logx se jevi jako pfimka. Naopak je-li logaritmicka osa y, ,,napfimi* se
kiivka y = 10*.[19]
sttedoSkolské matematiky. Znalost podoby grafu umoziuje odhadovat zavislosti ve
fyzikélnich a jinych méfenich (prokladat ziskané diskrétni body kiivkou, kterd urcuje
tvar predpokladané zavislosti). Kiivky funkci zkouma i matematicka analyza, s jejiz
pomoci jeden z jejich zakladatelll, sir Isaac Newton, provedl svou velkou revoluci ve
fyzice.

Soucasna vypocetni technika, at’ uZ jde o software kancelaisky ¢i matematicky,
st umi s grafy funkci probiranych na stfedni Skole bez problémil poradit. Je v§ak nutno
dodat, ze kazdy student by mél byt schopen nacrtnout tvary vSech zakladnich kiivek

v ucebnici a vyznacit jeji dilezité body i zpaméti.
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3.4 Posloupnosti a rady

., Posloupnosti jsou specialnim prikladem funkci, a proto budete mit casto
prileZitost vyuzit své znalosti, které jste o funkcich ziskali. “ ([15], str. 6) Nakolik se toto
tvrzeni tyka grafického pohledu na ucivo?

Grafy posloupnosti jsou v podstaté grafy funkci, jejichz definicnim oborem je
mnozina pfirozenych c¢isel, ¢i jeji neprazdnd podmnozina. Misto spojitych kiivek
charakteristickych pro mnoho funkci je graf posloupnosti tvofen vyluéné izolovanymi
body. Vykreslovani grafti posloupnosti je tak velice snadné a piesné jak rucné, tak
pomoci pocitace s tabulkovym procesorem.

Moznosti tabulkového procesoru ma nyni i program GeoGebra, jehoz dalsi
vyhoda tkvi v tom, Ze je navrzen piedevsim pro matematiku, zatimco kancelarsky
software nikoli. Tvorba grafi posloupnosti je pfi tom v obou typech softwaru podobné
snadna: do tabulky se vypiSe defini¢ni obor posloupnosti, obor hodnot je bud’ rovnéz
zadan, nebo vypocitan, pfi¢emz misto neznamé (naptiklad x) je do buiky vepsana
soufadnice ptislusSného bodu defini¢niho oboru. Vykresleni grafu v programu GeoGebra
je pak dosaZzeno vybranim poli¢ek obsahujicich soufadnice bodli a moznosti Vytvor

seznam bodii. Konkrétni piiklad je na obrazku 45.

Volné ohjekty * A B

. Zévislé abjekty 7 ¢ 1 1|=a172+05
L@ seznam1 = {{1, 0.5), (2, 2), (3, 4.5), (4, 3)} 2 2 2
3 3 4.5
® 4 4 8

o 5

B

L 7

. g

I:I T T T T g

o1 2 3 4
1N

Obr. 45: Definice bod(i posloupnosti y = 0,5 - n?, n € {1, 2, 3,4} a vytvofeny seznam bodti touto posloupnosti
definovanych.

Vyhodou pocitacového zpracovani je i velkd ndzornost rekurentniho zadani
posloupnosti. Na obrazku 46 je postup pro zpracovani prvnich 13 ¢lent Fibonacciho
posloupnosti ([15], str. 13 — 14) s rekurentnim zaddnim a; = 1, a, = 2, apyp = Apyq +

an,,n €N.
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Tento druh tvorby posloupnosti je pii praci s tabulkovymi procesory, at uz
vramci matematiky nebo jiného predmétu, pozoruhodné Ccasty. Nekteré druhy
posloupnosti dokaze program casto ,,odhadnout” z prvnich nékolika ¢lent (vétSinou to
ale jsou jen posloupnosti aritmetické; viz. dale), jiné je tfeba zadat pomoci ¢lenii
ptedchozich. Vice o tvorbé posloupnosti pomoci programu GeoGebra obsahuje kapitola
Matematika v pohybu.

Aritmetickd a geometrickd posloupnost jsou v ucebnici [15] uvedeny priklady,
jejichz feSeni ma zajimavy ,,graficky* prvek — ramecek vyznacujici strukturu piislusné
posloupnosti. Konkrétni obsah téchto rameckt se vSak lisi; u aritmetické posloupnosti
(obr. 46) je zvolena prace s obecnou fyzikalni veli¢inou (rychlost v), zatimco

geometrickd (obr. 47) pracuje s konkrétnimi Cisly.

v, = 331
v, =1, +0,6]= 331+ 1-06
vy =v,+06=1y +2-0,6 =331+2-06
vs=v3+06/=14+3-06=331+3-06
vs=1s+06/=14+4-06=331+4-06
ve=vs+06/=v:+5-06=331+5-06

Obr. 46: Priklad aritmetické posloupnosti. (Zdroj: [15]).

pocatecni

po 20 minutach ...

[N I N ]
b |

b3

po 40 minutich ... |(3-3):7 |=3-(3)
po 60 minutéch ... [(3-3)-3 =3-G)3
po 80 minutich ... [(3-3)-3 =3-G)4
po 100 minutdch ... | (3-=)-3|= 3(3]5
po 120 minutéch ... | (3-=)-|=3- 3}6

Obr. 47: Ptiklad geometrické posloupnosti. (Zdroj: [15]).
Jak je ztejmé z obrazkl 46 a 47, pouziti obecného vyjadieni v feSeni piikladu je

pfinosnéjsi, protoZze nejen zachova velkou ¢éast plvodniho smyslu 1 po vytrzeni

z kontextu, ale zaroven zfetelnéji ilustruje strukturu, kterou se snazi vylozit.
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Pozoruhodné grafické struktury se objevuji v ftadach, tedy souctech
posloupnosti. Mnoho posloupnosti Ize modelovat pocitadlem, a uz na tomto zakladé¢ se
da objevit mnoho zajimavych vztaht, jak ukazuje obrazek 48 — odvozeni vztahu pro

soucet prvnich n ptfirozenych Cisel.

n+l

—_

Obr. 48: Pocitadlovy model pro soucet prvnich n pfirozenych cisel.

Plvodni fada 1 + 2 + --- + n je na obrazku 48 modelovana ¢ernymi kulickami.
Bil¢é kulicky modeluji stejnou fadu ptfiddvanou na plivodni vrstvu v opacném potadi:
n+n—-1)+--+2+ 1. Vsechny kulicky dohromady utvoii obdélnik o ,,obsahu®

n-(n+ 1) kulicek. Nyni stac¢i opét odebrat polovinu ,,obsahu® a tim odvodit vzorec

n(n+1)

142+ +n="2

Dalsi priklady grafického pfistupu k feSeni fad lze nalézt v publikaci [12]
a v literatute ji citované.

Uc¢ivo posloupnosti mé veliky pfedstavivostni potencidl v moZnosti vyuZiti
nejriznéjsi podplirné techniky, od pocitadla po kanceléfsky i matematicky software.
Rekurentni vyjadifovani posloupnosti a souvisejici strukturace pomahaji  zakdm

nahlédnout do a porozumét velké ¢asti latky.
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3.5 Goniometrie

Ucebnice [16] obsahové relativné uzkého, ale graficky velice obsahlého tématu
vyuzila ilustraci v bohaté mife, od vysvétlujicich schémat pro opakované i novée
zavadéné pojmy, po nacrtky situaci v ulohach. Text ovSem se vSemi svymi nespornymi
kvalitami pochéazi zroku 1994 a pochopitelné tedy neobsahuje reference k vyuziti
nékterych prvki v grafickych modelech systémt dynamické geometrie (naptiklad velmi
rozsifeném programu GeoGebra), které je goniometrie blizkou piibuznou.

Prvnim takovym vyuzitim poznatkt ziskanych v uebnici Goniometrie je pouziti
stupiiové a predevSim obloukové miry k transformaci posuvného pohybu na rotacni.
Zatimco program GeoGebra umoziuje posouvani volnych ¢i vazanych bodi tazenim
mysi, Casto je potieba zajistit, aby tento pohyb byl piesny, plynuly, zavisly na parametru
¢1 aby soucasné probihalo vice pohybd, jejichz geometrické provazani by bylo slozité.
Pro pohyb po piimce ¢i jeji Casti je situace jednoduchd, staci pouzit vektort
a transformace posunuti, jehoz parametrem je linearni kombinace vektorové baze, jejiz
skalarni koeficienty Ize ménit pomoci posuvniku.

Pohyb po kruznici vyzaduje svoji specifickou geometrickou transformaci,
otoCeni. Zde uz jsou moznosti ,,posuvniku® dvé: ilustrativni kruznice (obr. 49 a) ¢i
bézny posuvnik useCkového tvaru (obr.49 b). Ten je oproti kruznici o néco meéné
intuitivni, ale lze jej 1 pii malych méfitkach velmi snadno a pfesné nastavit, a definuje-li
Cislo spiSe nez uhel, 1ze jej s vyhodou vyuzit v tlohdch kombinujicich posuvny a rotaéni
pohyb. Takovou tlohou mize byt naptiklad konstrukce velmi oblibené kiivky fyziki —
cykloidy.

Obr. 49a: Uhlovy posuvnik a ve tvaru kruznice.

Obr. 49b: Uhlové posuvniky a (stupné) a w (radidny) ve tvaru Gsecky.
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= Uloha 4: Cykloida je kiivka vznikajici pfi pohybu bodu na obvodu kola pii
jeho kotéleni (od toho Cesky nazev kotdlnice) po rovné ceste.

a) Vprogramu GeoGebra sestrojte model takového kola-kruznice na
cesté-piimce, a na ném bod, ktery se takto bude pohybovat (a zapnutim
jeho stopy se tedy vykresli cykloida).

b) Pridejte prvek umoziujici vykreslit cykloidu prodlouzenou (bod na
kole piesahuje do terénu) nebo zkracenou (bod nedosahuje terénu).

Reseni: Uloha piimo nevyzaduje pouZiti posuvniku, aviak jeho pouZiti ji &ini mirnd
prehledngjsi.

a) Prvnim krokem je uvédomit si principy funkce modelu a matematizovat
je. Kazdy z bodu kola kotélejiciho se po roviné¢ kond pohyb slozeny
z posuvného a rotaéniho — krom¢ jednoho: stfed takového kola kona
pouze pohyb posuvny, coz je dobrym vychozim bodem pro konstrukci
modelu. Obraz stfedu kola a tim padem i kruznice odpovidajiciho
poloméru, tvofici obrys kola, lze sestrojit posunutim ve sméru
rovnobézném s piimkou, po niz kolo kotalime. Velikost posunovaciho
vektoru rovnéz nemuze byt libovolnda — musi byt rovna poloméru

,»kola.“ Tuto fazi feSeni zachycuje obrazek 50.

51
s o &

o__
f 5
|1
&

t=26 X
&

Obr. 50: Prvni krok tvorby dynamického modelu vykreslujiciho cykloidu: kruznice posunujici se podél pfimky h v
zavislosti na parametru t.

Pro¢ ma vektor posunuti délku pravé poloméru kruznice? Klicem k rozieSeni
této otazky je pravé obloukova mira. Uvazujme nejprve pro jednoduchost, Ze nase
modelové kolo mé polomér jednoho metru a na néj je navinuta nit, ktera se pfi kotaleni
kola odviji. Otoci-li se kolo pii svém pohybu o jeden radian, odvine se jeden metr nité —

a stred kola se tim padem musel posunout o jeden metr podél roviny. Dale si
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uvédomme, ze pokud zménime u poloméru kola jednotku metr na naptiklad yard, pfi
otoCeni o jeden radian se odvine zase jeden yard nité. A tak déle. Pfi oznaceni podle
obrazku 50 se tedy musi pro t = 1 (coz odpovidé otoceni o 1 rad v zaporném sméru,
tedy po sméru hodinovych rucic¢ek) bod S posunout do bodu S, kterazto vzdalenost
odpovida poloméru pohybujici se kruznice.

Otacejici se bod X lze na pohybujici se kruznici zvolit libovolny. Parametr
otaceni je ¢, smér zaporny.

b) Moznost vykreslovat prodlouzenou a zkracenou cykloidu lze do jiz
vytvofeného modelu vlozit dvéma zplsoby: prvnim je moznost zmény
velikosti (nikoli vSak sméru) vektoru posunuti, druhou ptidani kruznice
o volitelném poloméru pohybujici se zaroven s pavodni, cykloidu-
vykreslujici  kruznici, pficemz vykreslujici bod je samoziejmé
ptedefinovan, aby leZel na novém objektu. Prvni model je o néco méné
pracny, druhy je z fyzikalniho hlediska ndzornéjsi: s body na kolech
presahujicimi do terénu (bod na obvodu kola vlaku ¢i tramvaje) ¢i se
terénu nedotykajicimi (libovolny vnitini bod kola) se studenti mohou
setkat doslova na kazdém rohu.

Ptiklady nastaveni rozsifeného modelu zobrazuje obrazek 51.

Po takovémto cviceni by nemélo studentim Ccinit problém sestrojit model
schopny vykreslit kruhovym pohybem ovladaciho posuvniku sinusoidu. Jeho jednou

didakticky neZadouci vadou je vSak zobrazeni velikosti Ghlu vyhradn& ve stupnich.

Zadan jako koeficient v posunuti daném vektorem X =a “Tx» kde a je uhel a j, pro
potteby modelu jednotkovy vektor sméfujici v kladném smyslu osy x, je tento uhel ale
automaticky pocitan v radianech. Za soucasného stavu tedy neni vhodné model zadavat
jako zékovskou tulohu. Ptesto jim lze efektné ,,uvést do pohybu ilustraci, ktera je

k podkapitole Grafy funkci sinus a kosinus uvedena v ucebnici [16].
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Obr. 51*: Cykloida, prodlouzena cykloida a zkracena cykloida vykreslené dynamickym modelem.

Samotnd konstrukce modelu je sohledem na uvedené uskali jednoducha.
[lustruje ji (vCetné vystupu) obrazek 52. Pohyblivym bodem na vhodné umisténé
jednotkové kruznici je vedena rovnobézka s osou x. Bod X*, ktery sinusoidu vykresluje,
je pak posunutim pruseciku této rovnobézky s osou y o vektor X =a ‘Tz kde a je
velikost vynaSeného uhlu (programem automaticky piepocitana na radiany) a J,
jednotkovy vektor sméefujici v kladném smyslu osy x.

Budiz podotknuto, Ze tato 1 vSechny dale uvadéné goniometrické funkce maji

z dlivodu nemoznosti ,,nacitat* otacky kruhového posuvniku defini¢ni obor (0; 21).
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Obr. 52*: Sinusoida vykreslena dynamickym modelem.

Zajimavym problémem je upraveni modelu tak, aby vykresloval kosinusoidu.
Jsou to opét studenti, kdo mohou takovy ,.trik navrhnout, ale jeho zapracovani do
programu je z vySe uvedeného didaktického diivodu opét vhodné nechat pouze na
vyucujicim.

Nejjednodussi Uprava spociva v poznatku, Ze cosa = sina +§. Staci tedy
zkonstruovat obraz bodu definujiciho tihel v otoceni o g rad (resp. o 90°) v kladném

sméru a posunout do n¢j vodici piimku (tedy pfimku rovnobéznou s osou x, na niz lezi
vykreslujici bod X°). Posunuti jiz neni tfeba ptedefinovavat. Model vcetné detailil

konstrukce zobrazuje obrazek 53.

14

Obr. 53*: Kosinusoida vykreslena dynamickym modelem.

Pfirozenou otdzkou je, zda lze podobné generovat i dal§i typy modeld,
a odpovéd je kladna. Uprava modelu vykreslujiciho funkci sinus na model vykreslujici
funkci cosinus lze zobecnit a na jejim zakladé lze tvrdit, Ze na podobném principu lze
sestrojit model vykreslujici libovolnou funkci tvaru y = sinx + a, kde a je libovolny
uhel.
Podobny princip pouzivaji i funkce typu y = sinnx, kde #n je libovolné piirozené Cislo

(kromé¢ nuly). Misto konkrétné voleného tihlu se za hodnotu oto€eni bodu, kterym bude
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prolozena vodici pfimka, voli (n — 1) —nasobek vstupniho thlu (na obr. 54 je

vyobrazena situace pro n = 3).
14

Obr. 54*: Graf funkce y=sinf@i3x generovany dynamickym modelem.

Ke kazdému z vySe uvedenych modelll je samoziejm& mozné zarovenn nechat

vykreslovat pivodni sinusoidu — sta¢i misto pfedefinovani vodici kifivky a tim padem

vykreslujiciho bodu definovat nové.
Modelu pro vykreslovani sinusoidy Ize pouzit dokonce pro tangentoidu (obr.

55), stac¢i postupovat podle ilustraci v ucebnici. Klicem je jako vzdy spravné uchyceni

vodici ptimky. Posunuti zlistdva stejné.

[ ]
8
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Obr. 55*: Dynamicky model generujici tangentoidu.

Ucebnice nezahrnuje ulohy typu y = ksinx, kde kje libovolné realné dislo.

Jejich grafy samoziejmé generovat Ize a staci k tomu pouze zménit polomér kruznice
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ovladace. Vektor posunuti ovSem musi zlstat jednotkovy, jinak by pouze doslo ke
zméné méftitka grafu.

Program GeoGebra je tedy schopny vykreslit i goniometrické kiivky. Otazkou
tedy je, zda s témito kiivkami Ize i dale pracovat, ptipadné je pouzit pro tcely programu
graficky feSicich jednoduché rovnice. V soucasné dobé je odpovédi bohuzel ne.
Zatimco GeoGebra dokaze vykreslit kiivku nejen jako stopu bodu, ale i jako mnozinu
bodili, nedokaze hledat priseciky této mnoziny s jinymi objekty, coz je schopnost pro
feSeni rovnic klicova.

Nasledujici text tedy jenom pfiblizuje postup tvorby takového fesiCe pro rovnice
typu sinx = h nebo cosx = h, kde h € (—1;1). Oba typy rovnic lze fesit s pomoci
jediného modelu, sta¢i pridat ovlada¢ prevadéjici generator sinusoidy na generator
kosinusoidy. Toho lze docilit vlozenim ovladace @ se dvéma hodnotami: 0° a 90°
a umisténim vodici ptfimky do bodu vzniklého oto¢enim pohyblivého bodu na generujici
kruznici pravé o thel w. Pro prvni extrém pak vznikd sinusoida, pro druhy kosinusoida.

Jak do modelu v¢lenit ¢islo A? Je-1i h = 0, hledd rovnice priseciky grafu s osou
X, jejiz rovnice piimky je y = 0. Podobné je tomu s libovolnym /4. Rovnice sinx = h
tedy hledé priseciky zédkladni sinusoidy s pfimkou y = h, kterou 1ze do GeoGebry po
vytvoreni ptislusného posuvniku /4 s intervalem hodnot od -1 do 1 zadat pfimo pomoci
vstupu naptiklad y*: y=h.

V této fazi by stacilo jiZ jen zobrazit praseciky kiivky a ptimky, jejich hodnoty,
a Uloha by byla vyfeSena. Takova funkce programu je ovSem nedostupna,
pravdépodobné kvili pfili§ ,,volné* definici mnoZiny bodu. Pfesto i tento nedokonaly
reSi¢ (obr. 56) muze slouzit jako zajimava dynamicka pomicka a zéklad pro dalsi

zdokonalovani ve schopnosti fesit stale sloZit€jsi problémy.
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Obr. 56*: Prototyp dynamického resic¢e uloh typu sinielx=h nebo cosi®x=h v poloze odpovidajici rovnici cosioix=-
0,5.

Goniometrické nerovnice jsou zatizeny timtéz problémem, nebot’ bez moznosti
definovat body neexistuje ani moznost jimi ohrani¢it Usecku, kterd byva feSenim
nerovnic.

Ucebnice obsahuje dost ilustraci zobrazujicich grafické postupy feSeni
goniometrickych rovnic a nerovnic, z nichz nejptehlednéjsi vyuzivaji pravé grafi.
Reseni pomoci odeditani Ghli na jednotkové kruznici musi vméstnat stejné mnozstvi
udajii na mensi plochu a miZe se stat nepfehlednym, ¢i dokonce zavad¢jicim. Je tedy
s vyhodou nespoléhat na hotovy obrazek a studentiim peclivé predvést jeho sestrojeni.
Jako v mnoha ucebnicich této fady je i v [16] velkym problémem absence stinovani
v grafech, kde ma grafickym vystupem byt mnoZina. Pokud tato mnoZzina totiz piekryva
velkou ¢ast vlastniho grafu, nelze dost dobfe pouzit Srafovani a je nutné se uchylit
k feSenim, ktera hrozi znacnym zkreslenim vysledku. Pfikladem toho je feSeni ptikladu
z ([16], str. 69]): ,, Priklad 3: Zjistete, pro ktera a € R ma zdkladni goniometricka
rovnice cOS x = a s nezndamou x € R neprdzdnou mnoZinu korenii. “ Odpovéd ma podat

thned obrazek, zde oznaceny 57 a.

|

- '_.—. i T - _Z*‘_._.i'—
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Obr. 57a: PUvodni grafické feseni prikladu 3. (Zdroj grafiky: [16]).
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Piimky reprezentujici nékolik vybranych a lezi uvniti i vné pasma vyznaceného
siln¢ vytazenymi piipady pro a =1 a a = (—1). Dokud si nepfecte, ze , rovnice
cosx = a ma v R neprazdnou mnoZinu korenu, pravé kdyz a € (—1;1). (Tato mnozina
je vzdy nekonecnd.)”, ma zejména slabsi zak veskeré pravo byt z grafického feSeni
zmaten.

Zatimco tedy stinovani piimkami neni v zasad¢ Spatny napad, protoZze umoziuje
vhled do metody, jakou je uloha feSena, mélo by pfedevSim zvyraznit feSeni
a neodvadét od néj pozornost. Obrazek 57 b ukazuje postup feSeni na intervalu (0; 27) -
kosinusoida je kiivka periodicka s periodou 2m, procez tento interval obsahuje vSechna
feSeni libovolného jiného intervalu. Libovolny bod kiivky ,,promitnuty* kolmo na osu y

(naznaceno $ipkami) je jednim z mnoziny rtiznych a € (—1; 1).
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Obr. 57 b: Alternativni grafické feseni prikladu 3.

Kapitola o trigonometrii zminuje ,,sférické trojuhelniky,” téma pro sttedni Skolu
okrajové, ale presto podnétné k malému rozSifeni studentskych obzort. Sféricka
geometrie se totiz tykd Zemé, a to na vzdalenostech, kde jiZz nelze zanedbat zakfiveni
jejiho povrchu — vzdalenostech piekondvanych dnes a denné transkontinentalnimi spoji.
Prvni zajimavy ptiklad téZici ze znalosti geografie miiZze znit: najdéte trojuhelnik, ktery
ma tfi pravé uhly.

Pokud postaci zjednodusena definice tsecky (,,jdeme potfad rovné z bodu A do
bodu B*), Ize takovy trojuhelnik popsat snadno — naptiklad: ,,vyrazime ze severniho
polu smérem na Greenwiche, dojdeme na rovnik a podél n¢j na vychod. V Indickém
oceanu, na 90° vychodni §ifky, se otoime o pravy uhel a dojdeme podél poledniku zpé&t
na severni pol. Pii nasi cest¢ jsme opsali trojihelnik, jehoz vSechny thly jsou pravé

(viz. obr. 58).“
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Obr. 58: Trojuhelnik se tfemi pravymi uhly ve sférické geometrii na podkladé mapy svéta. (Zdroj podkladu: [26]).

Jesté zajimavéjSim disledkem sférické geometrie je skutecnost, Ze pouze pro
mista lezici na rovniku lze nejkratsi cestu z jednoho do druhého vykonat podél prislusné
rovnobézky. Jinak feceno, letadlo z Lisabonu do Washingtonu (mésta lezi pfiblizné na
stejné rovnobézce) usetii kilometry, pokud poleti ,,obloukem* na sever a potom na jih,
rovnob&Zzky (kromé rovniku) totiZ nejsou sférické ptimky. Ptikladem sférickych pitimek
jsou poledniky.

Zemémefiicské Ulohy vibec dominuji trigonometrii, dale zni tézi optika.
Grafické prvky zde nebyvaji nijak zvlaSt nepiehledné, ani nijak zvlast netézi
z dynamického zpracovani.

Ucivo pokryté ucebnici [16] tedy tézi z grafickych prvkl v celé své Sitce, ale
zatimco definice radianu a vykreslovani grafii ziskaji s pouzitim systémt dynamické
geometrie na nazornosti, goniometrické rovnice a trigonometrie si vystaci se statickymi

obrazky, byt i zde je tfeba klast dliraz na jejich ndzornost a dasledné zvyraznéni

dalezitych prvki.
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3.6 Analyticka Geometrie

Pro vyuku analytické geometrie na vysSich stupnich gymndzii jsou za standard
povazovany ucebnice [8] a k ni pfisluSejici sbirka uloh. Nekterd gymndzia ovSem
pracuji pouze se sbirkami. Divody k takovému omezeni jsou rizné, ale bezpochyby
mezi n¢ patii 1 skutecnost, ze ani v nejnoveéjSim vydani ucebnice neobsahuje kvalitni
ilustrace. Zatimco =zakladni ucebnice fyziky téhoz nakladatelstvi pouzivaji pro
zvyraznéni dulezitych poznatkti a prvkll v nacrtcich barvy uz fadu let, ucebnice
matematiky zlstavaji Cernobilé. RozliSeni ¢ar pouze tloustkou, ptipadné preruSovanim,
pak ¢ini uz i ta nejjednodussi graficka znazornéni nepiehlednymi.

Jako kazdd geometrie, i ta analytickd na stfedni Skole nepouziva graficka
znazornéni jen jako podpiirny prostiedek, ale zahrnuje schopnost prace s nimi mezi své
cile. Bez budovani pfedstav o vyznamu pojmu a rovnic zlistane z discipliny provazujici
algebru s geometrii pouze mnozstvi naro¢nych vzorct bez zjevného ucelu.

Studium analytické geometrie zacina studentim jiz divérné¢ znamou ciselnou
osou. Tu ovSem dosud pouzivali zejména k uspotadani urc¢itého postupu, napiiklad
hledéani kotfenti rovnic s nezndmou v absolutni hodnoté. Nyni by na osu méli nahlédnout
z geometrického hlediska a osvojit si vazbu mezi Cisly a body, jez tato Ccisla
reprezentuji. Za timto ucelem je vhodné zopakovat a procvicit zakladni operace —
sCitani, od¢itani, ndsobeni, déleni a absolutni hodnotu — a pov§imnout si mimo jiné
jejich geometrickych interpretaci.

V této fazi je dobré soustiedit pozornost zejména na s¢itani a odecitani, které je
v podstaté ,,skladanim* tsecek odpovidajici délky, a jeho zavislosti ¢i nezéavislosti na
volbé pocatku. Nezavislost, kteréd je v analytické geometrii velmi zésadni vlastnosti, 1ze
u odecitani bodli demonstrovat jednoduchym modelem podle obrazku 59. Ten obsahuje

pro kontrast i soucet obou bodi, ktery se pti zmén¢ polohy pocatku meéni.
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Obr. 59* a: Useckovy model séitani a odeéitani ¢isel na ¢iselné ose.

Obr. 59* b: Useckovy model s¢itani a odeéitani isel na &iselné ose pro pocatek 0z0.

Model jako takovy hojn& vyuziva transformace posunuti o vektory @ = OA
ab = 0B. V této fazi je mozné studentlim sdélit tuto jeho podstatu a zvysit tim jejich
motivaci ke studiu vektorii v rdmci dalsi kapitoly.

Nésobeni a déleni bodu ¢iselné osy ma také geometricky vyznam, zejména je-li
jednim z ¢initeld Cislo -1: kazdé vyndsobeni timto ¢islem otoci jim nasobeny bod o 180°
podle pocatku. Tato skutecnost ma velky vyznam ve studiu komplexnich ¢isel, jak bude
probrano v piislusné kapitole.

Problematika grafické interpretace absolutni hodnoty je probrana v kapitole
Zakladni poznatky z matematiky.

Analyticka geometrie v dimenzich vysSich nez 1 pracuje pfedevsim s kartézskou
soustavou soufadnic, jejiz dvourozmérny piipad studenti znaji ze studia funkei:
predstavuje pro né prostredek, kterak z grafu vycist funk¢éni hodnotu (soufadnici y)
v pozadovaném bod¢ (soufadnice x). AvSak zatimco moznosti kiivek funkci jsou
omezeny definici funkce (viz. kapitola Funkce), analytickd geometrie zkouma prakticky
libovolné utvary v ptislusném rozméru jakozto mnoziny bodl urcité vlastnosti.

Je tedy zédhodno vést studenty k vnimani soustavy soufadnic Oxy (resp. Oxyz)
jako mnoziny bodi, jakési nekonecné husté miizky, v niz jsou zachyceny zkoumané
kiivky. Pro popis téchto kiivek je dulezitd uz volba pocatku a os, jejichz
nejvyhodnéj$im usporadanim je prave to pravouhlé.

V ucebnici [8] je zavedeni kartézské soustavy soutadnic v roviné motivovano
ur¢ovanim pozic figurek na Sachovnici. Existuji vSak i jiné zpusoby, které mohou
oslovit mnohem vice studentd. Jeden z nich je obzvlasté ptistupny kazdému béznému

studentovi: zasedaci potfadek.
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Obr. 60: Zasedaci poradek jako kartézska soustava souradnic.

Na obr. 60 je zndzornéno schéma takového zasedaciho poradku, ktery se
samoziejmé mize tfidu od tiidy liSit. Jeho vyhodou je, ze se kazdy student stava bodem
roviny dané ucebnou a je tim padem vtazen piimo do podstaty probirané latky.
Soufadnice y jsou kazdému studentovi intuitivni, protoze vi, v kolikaté lavici sedi.
Pojmy ,,u okna,”“ ,uprostted,” ,u dvefi,” ,,vpravo“ a ,vlevo“ jsou pak nahrazeny
soufadnici x.

Kartézska soustava soutradnic je ortonormadlni, lze v ni tedy vychézet z existence
usecky jednotkové délky a pravého uhlu. Vybornym prostfedim pro praci je v této fazi
tedy zjevné CtvereCkovany ¢i milimetrovy papir, ptipadné zobrazeni mfizky v programu
GeoGebra. Kazdé z nich nabizi velky prostor pro tvlir¢i praci, pfi niZ Zaci sami mohou
induktivnim zptsobem odvodit vztahy pro velikost a stfed Gsecky. Zadani pfitom muizZe
byt jednoduchou ulohou s nékolika pfednastavenymi vstupnimi hodnotami, pfipadné
muze navrhovat postup pokusu, ktery maji studenti provést, a kde si vstupni hodnoty

nastavi sami. Napiiklad:

= Uloha 4: V programu GeoGebra sestrojte bod A=[0; 0] a dale umistéte volny
bod B tak, aby nelezel ani na jedné z os. Body 4, B spojte useckou.

a) Zobrazte délku (v programu oznaceno jako ,,hodnota*) usecky a najdéte

takovou polohu bodu B, aby tato délka byla celo¢iselna. Zdivodnéte,

proc¢ jde skutec¢né o celé Cislo a nikoli o zaokrouhlenou hodnotu.
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b) Sestrojte stfed S usecky 4B a zobrazte jeho soutadnice (opét ,,hodnotu.*)

Jaké souradnice musi mit bod B, aby byly soutadnice bodu § celo¢iselné?

a) Jedno zfteSeni zobrazuje obrazek 61 a. Klicem ktloze je volit za
soufadnice bodu B dvé vybrand pythagorejska cisla: spusténim kolmice
zbodu B na osu x (prisecikem necht’ je bod C) totiz vznikd pravouhly
trojuhelnik ABC, ze kterého je jiz ditkkaz ziejmy.

b) Reseni ilustruje obrazek 61 b. Stfed S ma celoéiselné soufadnice pravé
tehdy, jsou-li obé soufadnice bodu B suda ¢isla. Pfimky vedené bodem
Skolmo na soufadnicové osy jsou podle véty o stiednich ptickach
sttednimi pfickami pravouhlého trojuhelnika ABC. Zaroven vytinaji na

osach x, y pfislusné soufadnice bodu S, které jsou v disledku vySe

zminéného poloviéni vici soufadnicim bodu B.

Obr. 61* a: Usecka AB celodiselné délky.

Obr. 61* b: Stied S usecky AB s celoCiselnymi souradnicemi.

Na tento priklad Ize dale navazat tvahami, co se stane, kdyz bod 4 nebude lezet
v pocatku soustavy soutadnic, a kone¢né€ vzorci pro délku a stied usecky.
Prostorové vztahy lze odvodit na zdkladé analogie. Geogebra jakozto systém dynamické
rovinné geometrie vSak pro né v soucasnosti nemé zadnou vestavénou podporu a vse je
tedy nutné vlozit ru¢né€, nejsnadnéji s vyuzitim vektor, coz mize studentim v této

chvili zGistat utajeno a nasledné byt vyuzito jako incentiva k jejich studiu.
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Zakladem je vytvofit bazi tii ,,jednotkovych“ vektort T, J, k, pro volné
rovnobézné promitani podle obrazku 62 a (kruznice, jejiz jeden prisecik s osou oy
urcuje koncovy bod vektoru E, ma dle pravidel volného rovnobézného promitani
polomér 0,5). Ty a pocatek O jsou zakladem pro tvorbu kazdého dalSiho bodu, ktery
vznikne posunutim pocatku o vektor 7 dany linearni kombinaci 7 = 4,7+ A,j + Ak,
kde 4 = [A4x; Ay; A,]. Ma-1i bod byt pohyblivy, musi byt pohyb zprostfedkovan pouzitim
posuvnikl pro jednu ¢i vice soutfadnic (obr. 62 b). Umisténim bodu na nékresnu nejsou

jeho soufadnice v promitaném prostoru jednoznacné urceny (viz. obr. 63).

Obr. 62*a: Vektorova baze pro volné rovnobézné promitani.

Obr. 62*b: Bod A = [1; 2; 1] ve volném rovnobézném promitani.

Na podobném principu lze zkonstruovat libovolné mnozstvi bodl. V piipadé
potteby konstrukce priimétu do jedné ze zakladnich rovin stac¢i z linedrni kombinace
7 =A,0+A]+ A,k vynechat ¢len obsahujici vektor na tu rovinu kolmy, pfipadné
vytvofit obraz bodu v posunuti opaném neZ ten ¢len vektoru 7, ktery jej z roviny
vychylil. Obrazek 63 ilustruje primét do roviny xy usecky a spojujici zdanlivé velmi

blizké body 4, B.
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Obr. 63*: Kolmy pramét usecky a=¢>AB do roviny xy.

S vektory jako takovymi se snad vSichni studenti setkali ve fyzice, konkrétné
v u¢ivu mechaniky. Vektorova veli€ina ve fyzice se vyznacuje nejen velikosti, ale také
smérem. Znazornuje se Sipkou s pocatkem v pusobisti (pro mechanické sily je timto
pusobistém obvykle tézist€), smétujici pozadovanym smérem, o délce odpovidajici
»velikosti veli¢iny.

Studenti tedy tuSi vyznam a principy fungovani vektord, co vSak muZe délat
problémy je fyzikalni diiraz na kladeni poc¢atka souvisejicich vektorti do jediného bodu.
Skladané sily totiz museji plisobit na totéz téleso. Matematika chape vektory spise ve
smyslu jim pfislusejici transformace — posunuti, kde pohyb podél vektoru navazuje na
ten podél vektoru ptedchoziho.

Tabulka 2 ilustruje fyzikdlni a matematicky pfistup k zakladnim operacim
s vektory — s¢itani (jednoho a vice vektori) a ndsobeni vektoru ¢islem. Jak vidno, fyzika

se svoji podminkou vazanosti vektoru na piisobis$té¢ velmi omezuje. Matematika, ktera

vvvvvv
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Tab. 2: Srovnani fyzikalniho a matematického pfistupu k zakladnim operacim s vektory.
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Vektory v matematice neni nutné vztahovat jen k jedinému bodu a neni ani
podminkou je vztahovat ke vztazné soustaveé. Stejn¢ dobfe mohou poslouzit libovolné
geometrické obrazce, jaké v nékterych cviCenich pouziva ucebnice i1 sbirka. Takova
cvi¢eni nuti studenty k abstraktnimu mysleni a pouzivani piedstavivosti, o dikladném

porozuméni linedrnim kombinacim nemluvé.

= Uloha 5: Jsou zadany jednotkové vektory 7, J, podle obrazku 64. Pomoci jejich
linearnich kombinaci vytvoite vektory popisujici, kterak nakreslit jednim
tahem obrazce A, B a C zvyznaceného vychoziho bodu v kladném sméru

(proti pohybu hodinovych rucicek).

0 Obrazec A Qbrazec B Qhrazec C

Obr. 64: K zadani tlohy 5.

Reseni: Obrazec A je zcela zakladni a lze jej obkreslit pomoci vektori 7, J,— 7,
napf. k= T+ J a cely postup obkreslovani Ize popsat vektory 1, E,— 7, —k. Obrazec C
uz postradd rovnobézky a navic obsahuje tusecku ,,opacné sklonénou® k useckdm
tvofenym vektorem Kz ptedchoziho obrazce. Spravna linearni kombinace pro vektor,
ktery by tuto Gisecku mohl vykreslit, je napt. I = J — 7. Postup obkreslovéani je Z, [, —J.

Existuje bezpocet dalSich tvart,, které lze takto vytvofit. U nékterych pres
zdanlivou jednoduchost tvaru vSak vznikaji piekvapivé slozité linedrni kombinace
vektort. Napfiklad rovnostranny trojihelnik (obr. 65) vyZaduje ke svému sestrojeni

dobré porozumeéni goniometrii.
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Obr. 65: Ke konstrukci tvaru rovnostranného trojihelnika pomoci ortonormalnich vektorGi~, j .

Vychozim bodem konstrukce je potieba, aby kazdé dva vektory sviraly uhel 60°.
Protoze se vychazi z dvojice navzajem kolmych jednotkovych vektort, prichazi v potaz
hledani pravouhlého trojuhelnika, jehoz jeden dal$i thel ma potfebnou velikost. U
takového trojuhelnika lze vtomto piipadé libovolné nastavit délky odvésen
(vynasobenim vektorti 7, J redlnymi &isly). S odvésnami pracuji goniometrické funkce

B —

tangens a kotangens. Obrazek 65 pouziva tangens a nastavuje velikosti vektort
Al =1 a|C — A| = V/3, konkrétni vektory jsou (B —A) =Ta (C — A) =+/3-]. Vektor
(C — B), ktery je jejich linearni kombinaci, svira s vektorem (B — A) pozadovany thel.
Druhou casti je pozadavek, aby vSechny strany byly stejn¢ dlouhé, tedy naptiklad

jednotkové. Toho Ize snadno docilit normovanim. Velikost ,,pfeponového vektoru® je

dle Pythagorovy véty |C—B|=\/|B—A|2+|C—A|2=1/12+\/§2=\/Z=2.

Pokud vektor (C — B) timto ¢islem vydélime, ziskame vektor jednotkovy a tim druhou

ze stran. Ke konstrukci tfeti strany staci provést podobnou myslenkovou operaci jako u

obrazce C ulohy 5. Vysledné vektory tedy jsou napf.:

Zbyva stanovit postup obkreslovani. Pro podminky totozné se zadanim ulohy
5 je spravné potadi U, U, w.
Zde samoziejmé& nemusi tloha koncit. Navazujicim tkolem miiZze byt naptiklad

parametricky zapis usecek (urcité délky), z nichZ je utvar stvoten.
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Analytickou geometrii v roviné lze velmi G¢inn¢ modelovat pomoci programu
GeoGebra, ktery je diky svému algebraicko-geometrickému vstupu i vystupu pravé pro
takovou ¢innost jako stvoreny.

Pro parametricka vyjadieni zavisejici na pohybu parametru po mnozin¢ realnych
¢isel ¢i jejim intervalu je idedlni nastroj ,,Posuvnik® ve spojeni s nastrojem ,,Stopa
bodu.* Posuvnik Ize nejprve nastavit na vysokou hodnotu kroku, jenom aby napomohl
studentovu vhledu. Postupné Ize velikost kroku sniZzovat, az Stopa vykresli cely utvar.
Velmi jednoduchy piiklad takového postupu je model parametrického vyjadieni primky
(¢i jeji casti) na obrazku 66. Je dana dvojice bodil v roving (voln¢ pohybliva) urcujicich
vektor . Bod X, obraz jednoho z bodt v posunuti podle vektoru ¢t - U, kde ¢ je (obecné
realné) ¢islo dané posuvnikem, pii svém pohybu daném zménou parametru ¢ zanechava
stopu vytvarejici ¢ast primky.

3

Obr. 66*: llustrace parametrického vyjadfeni primky.

Ptimku lze v parametrickém tvaru 1 zadat. Slouzi k tomu piikaz Primka[bod,
vektor], kam Ize zadat jak soufadnice, tak ndzvy odpovidajicich objektl.
V algebraickém okné se pfimka automaticky objevi v parametrickém tvaru. To muize
slouzit naptiklad k rychlému ovéfeni spravnosti vypoctu.

Ptimku v obecném tvaru 1ze do Vstupu vlozit pfimo ve tvaru ax + by + ¢ = 0,
zobrazovat se bude tvar ax + by = —c. Toho lze vyuzit k vyzkumné ¢innosti vedouci
k objeveni vztahu mezi obecnou rovnici piimky a jejim normalovym vektorem, coz je
jeden z klicovych poznatkil o analytickém vyjadfeni pfimek. Tato Cinnost muZe byt
pomérn¢ hravého charakteru, ale pfesto je dulezité¢ se po kazdém kroku ujistit, ze

studenti porozuméli jeho podstaté a vyznamu.
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Nasledujici uloha je idealni pro malé skupinky studentd, z nichz kazda pracuje na
jednom pocitaci. Pro individudlni praci neni kvili svym narokiim na matematické
formulovani zavért piili§ vhodna, ale skupina podobné smyslejicich lidi se bude méné
obavat vefejného vyjadfeni svého néazoru, ktery je, vCetné nésledné diskuse, také

dualezitou soudasti ¢innosti.

= Uloha 6: V programu GeoGebra umistéte na nékresnu dva volné body 4, B
tak, aby jejich soufadnice byla celd Cisla (pouzijte mfiizku). Prolozte jimi
pfimku p, a bodem B k ni ved'te kolmici ¢g. U obou pfimek zobrazte jejich
vyjadfeni v obecném tvaru.

a) Existuje mezi rovnicemi ptimek p, ¢ n¢jakéd podobnost? Pokud ano, dovedete ji
obecné matematicky vyjadiit? Svou domnénku ovéite pohybovanim body 4 1 B.

b) Sestrojte vektor § = (A — B) a vektor © k nému kolmy, s po¢atkem v bodu B
a velikosti |77] = |S|. Existuje mezi vektory S, 7 né&jaka podobnost? Pokud ano,
op¢t ji zkuste obecné matematicky vyjadfit. Svou domnénku ovéite podobné
jako v a).

c) Existuje spojitost mezi obecnymi rovnicemi piimek p, g a vektory s, 11? Pokud
ano, dovedete z ni vytvofit pravidlo pro uréovani vektora §, 7 z rovnice piimky
p, anaopak?

(Poznamka: vektor § se nazyva smérovym vektorem piimky p, vektor 71 je normdlovym

vektorem ptimky p.)

Reseni:

a) Ano, existuje. Obecné vyjadieni je naptiklad:
p:ax + by =c,
b:bx —ay =d.

b) Vektor 71 pozadovanych vlastnosti Ize sestrojit pomoci kruznice k podle

obrazku 67.
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Obr. 67: K feSeni tlohy 6.

I mezi vektory existuje podobnost. Jejich tvary lze obecné zapsat naptiklad:

c) Prorovnici ptimky p: ax + by = c plati:
Smérovy vektor § = (b, —a), nebo s = (—b,a).
Normalovy vektor 71 = (a, b).

Ptestup ke geometrii rovin v prostoru s vyuzitim programu GeoGebra celi opét
problémim dvojrozmérnosti programu. S vyuzitim vektorové baze pro volné
rovnobé&Zzné promitani a transformace posunuti 1ze vSak vytvaret az pfekvapivé vykonné
modely, byt vSechen pohyb je nutné fidit posuvniky a rovnice vypisovat pomoci
dynamického textu. Ptiklad takového modelu je na obrazku 68 a.

.2+ 1A w+{1z+-1)=10 0
a=1.2

*
b=1.1

Obr. 68* a: Model zavislosti polohy roviny na koeficientech obecné rovnice ax+by+cz+d=0.
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Model zavislosti polohy roviny na koeficientech jeji obecné rovnice

ax+by+cz+d =0 lze vyuzit pouze demonstracné, ale jeho tvorba (nejlépe
s moznosti si zaroven podobn¢ nastavit funkéni model a ovéfit tim spravnost Gvahy)
podnétnym zplisobem nauc¢i studenty praci sobecnou rovnici a podminkami
pozadovaného feSeni.
Zakladem tvorby modelu je uvédoméni, ze obecnd rovina p: ax + by +cz+d =0 je
porovnavana s trojici rovin tvorficich kartézskou soustavu Oxyz — presnéji feCeno
pfedmétem zkoumdni jsou priuniky téchto Ctyi rovin. Témi jsou ve vétSing piipadi
pfimky, a k sestrojeni pfimky je potieba dvojice bodu.

Nejvhodnéj$im mistem pro prvni kroky konstrukce jsou zjevné priiseciky roviny

(13

s osami, kde se stopa zkoumané roviny ,,lame.“ Ziskat tyto body lze snadnou uvahou:
bod na ose ma pouze soufadnice t&€ dané osy, druhé dvé jsou nulové. Necht X, je
prisecik roviny p s osou x. Plati pro n¢j y = z = 0. Po dosazeni do rovnice jsou timto

vyfazeny Cleny b a ¢, zbude ax +d = 0. Z této rovnice pak zbyva vyjadfit jedinou

nenulovou soufadnici bodu Xj, tedy x = — %.
Bod Xj je obrazem pocatku O v posunuti podle vektoru ¥ = —%-?, kde T je
jednotkovy vektor ve sméru kladné poloosy x. Body Y, (posunuti y = — %- 7, kde J je

jednotkovy vektor ve sméru kladné poloosy y) a Zy (Z = — % . E; kde k je jednotkovy

vektor ve sméru kladné poloosy z) vznikaji analogicky.

Pouhé spojeni bodi X, Yy a Zy useCkami ovSem postacuje pouze pro piipad
a,b,c >0 Ad <0. Co je pro tento stav piiznacné? Pruseciky roviny p s osami x, y,
z lezi na kladnych poloosach x, y, z. V okamziku, kdy se néktery z ptivodné kladnych
koeficientl a, b, ¢ stane zapornym, piesune se (pii zachovani znaménka d) pfislusny
bod (v potadi Xy, Yo, Zy) na zdpornou poloosu, kde piivodni stopy spojujici jej s druhymi
dvéma priseciky piestavaji byt viditelné. Zaroven ovSem vznika nova dvojice stop,
tentokrat polopfimek s pocatky v bodech setrvavsich na kladnych poloosach, lezici
v kladnych polorovinach xy, yz nebo zx a sméfujici ve sméru plivodnich tsecek (obr.

68 b).
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.2+ Ay+ 1 dz+(-1)=0

.2+ y+(Mz+-13=10

Obr.68b:a,b >0 Ac,d <0. Obr.68c:a,b>0Ac=0Ad <0.

Problém vznika v piipadé, ze jeden z koeficientl je nulovy, protoze pro posunuti

—

piislusného bodu, napiiklad Z, (obr. 68 ¢), vznikd ,,nesmyslny vyraz“ Z = e k.
V geometrickém smyslu to znamend, ze bod je posunut v pfisluSném sméru do jednoho
z nekonecen (kladného ¢i zaporného, v zavislosti na znaménku ¢lenu d). Poloptimky do
né¢j vedouci z bodu X, a Y; se stavaji rovnobézkami s osou z.

Posledni situace vyzadujici zvlastni pfistup nastane pro d = 0, kdy se body X,
Yo a Zy ztotoZzni s poCatkem O a nelze dale vyuZivat jejich spojnic. Rovnice roviny
nabude tvaru p: ax + by + cz = 0, pozadavek, aby jeji stopa nalezela jedné z rovin xy,
yz €1 zx vynuluje pouze jednu ze soufadnic x, y, z. Pfi zvoleni naptiklad z = 0, coz
odpovid4d praci v dvojrozmérné kartézské soufadnici Oxy, vznikne zvlastni piipad
,»obecné rovnice primky* p: ax + by = 0. Tato piimka je stopou roviny p v roviné xy.
Ptimo zadat ji nelze, protoze to, co GeoGebra povazuje za rovinu xy je v tomto piipade
rovinou yz. Je tedy nutné jednu soufadnici opét zvolit — tentokrat nenulovou, aby se

nevynulovala i posledni zbyvajici — a druhou dopocitat. Naptiklad tedy pro x = 1 vyjde

a
y=—3

Obr.68d:a,c >0Ab<0Ad=0.
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Body pomoci nichz lze definovat polopfimky tvofici stopy roviny ve viditelnych

polorovinach jsou tedy ve vSech ptipadech pocatek O, a dale body naptiklad
X’[O,l,—g], Y’[—E,O,l] a Z’[l,—%,O]. Tyto vyneseme na patfiéna mista pouzitim

piislugnych linearnich kombinaci vektorti béze volného rovnobézného promiténi 7, 7, k.

Nebudou-li zadany podminky zobrazeni, model bude zobrazovat vSechny stopy
bez ohledu na jejich polohu vici viditelné ¢asti prostoru, za niz je tradicné povazovana
ta ohranicend kladnymi polorovinami xy, yz a zx. Program GeoGebra vSak umoziuje
definovat podminky zobrazeni utvaru. [zde je prostor pro matematické mysleni.
Vsechny utvary lze jeden po druhém sestavit podle ucebnice a zapsat podminky
uvedené u piisluSnych obrazki, coz ale vede k duplikaci n¢kterych stop. Zajimavéjsi je
vést studenty ke zpytovani rovnic pouzitych k tvorbé bodt a okolnosti, za jakych jsou
tyto body soucastmi vykreslovanych stop a za jakych ne. Vysledkem téchto uvah by
m¢él byt poznatek, Ze zobrazené stopy prochézeji body, jejichz vSechny soufadnice jsou
nezaporne.

Jakkoli je modelovéani situaci v prostoru pomoci vektorové baze volného
rovnobézného promitani piinosné pro navazani spravnych ptedstav k vypoctim, jeho
moznosti jsou velmi omezené a v nékterych piipadech jednoduse nestaci na prostou
demonstraci pomoci redlnych, tfirozmérnych pomicek, byt improvizovanych.

Studium kuzelosecek se vraci do roviny, kde 1ze moZnosti programu GeoGebra
opét vyuzivat v jejich standardni podobé. VéEtsinu ilustraci z u€ebnice 1ze velmi snadno
pfevést do programu a demonstrovat dynamicky od nejjednodussich piipadii ke stale
Ucebnice [8] ptistupuje k hledani rovnic kuzelosecek syntetickou metodou: shromézdi
soubor relevantnich poznatki o zkoumaném ttvaru a vét souvisejicich s jeho
pozadovanou interpretaci, naceZ odvodi poZadovanou rovnici. MoZnost programu
GeoGebra zobrazit rovnice kuZelosecek a sledovat jejich zménu pifi zméné parametrt
(pohyb body, vazba parametrii rovnic na posuvniky ¢i hodnoty tabulky a nasledna
manipulace s nimi) otevira cestu k analytickému pfistupu k analytické geometrii té€chto
utvard. Vychozim bodem je zde znalost rovnice Utvaru, cilem prace pak rozbor jejich
podob v zévislosti na volenych parametrech a objasnéni divodd, pro€ je tomu prave tak.
Oba zplsoby, analyticky i synteticky jsou ovSem naprosto zavislé na ptisluSnych

grafickych predstavach a schopnosti tyto analyzovat ¢i vyhledavat pozadované znaky.
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Napriklad prvni a nejjednodussi kuzelosecka, kruznice, v syntetickém pfistupu
potiebuje vhodnou interpretaci svého poloméru jako funkce soufadnic stiedu
a libovolného bodu jejiho obvodu, zatimco analyticky pfistup by nékde v kruznici rad
nalezl utvar, na néjz lze aplikovat Pythagorovu vétu, k niz odkazuje experimentalni
analyzou odvozena stfedova rovnice kruznice k:(x —m)? + (y —n)? =72, kde
S = [m, n] jsou soutadnice stfedu kruznice k a r je polomér této kruznice.

Klicovym krokem obou zminénych piistupi je nalezeni pravouhlého
trojihelnika zvyraznéného na obrazku 69. NejpodstatnéjSim rozdilem mezi timto
obrazkem a odpovidajici ilustraci v [8] je vyznaceni vektoru poloméru v, = (X — §).
Tato drobna uprava piedev§im vyrazné osvétli pouziti vyrazii (x —m) a (y —n). Ty
jsou pouzivany i ve vzorcich pro délku usecky, kterd sice davno prestala byt aktualni
latkou, ale zde je moznost ji osvézit a zopakovat vazby mezi vektory a useckami.

Predstava dale poskytne dulezitou napovédu pro navazujici latku probirajici rovnici

teCny kruznice: vektor v, je totiz normdlovym vektorem te¢ny dotykajici se kruznice
v bod¢ X. (Vice [8], str. 148)
koG- 17+ iy - 0.857=1

Obr. 69*: Model pro analyzu stfedové rovnice kruznice.

Kruznice je nejjednodussi z kuzelosecek a presto piiklady ji obsahujici dokazou
byt velmi zdlouhavé a vypoctoveé ndroéné. To mlZe vazné ohrozit motivaci studentd ke
zkoumani dalSich utvarii, se kterymi se na rozdil od kruznice setkavaji viibec poprvé.
V téchto ulohach je klicové zejména nalezeni metody, kterak postihnout dostatecny
pocet uplatnitelnych geometrickych zavislosti zndmymi vzorci. Zbytek jsou mechanické
vypocty pro matematické mysleni mélo podstatné a tedy v rozumné mife vynechatelné.
., Mame-li ve sklenici tvaru valce vodu a sklenice stoji na stole, je samozrejmé hranici
vodni hladiny kruznice. Jestlize sklenici naklonime, neni-jiz hranici vodni hladiny

kruznice, ale elipsa (obr. 70). ([8], str. 155)
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Obr. 70: Sklenice s vodou: transformace kruznice v elipsu v redlné situaci. (Zdroj grafiky: [8]).

Plvodni obrazek 70 je mirné zavad¢jici, protoze i1 hranice vodni hladiny
v nenaklonéné sklenici se na obrazku jevi jako elipsa. Pti skute¢ném pokusu tedy neni
tedy nutné¢ naklanét sklenici, sta¢i zmeénit thel pohledu. Zména tvaru hladiny
naklonénim sklenice ale na rozdil od zmény thlu pohledu ilustruje klicovy proces,
kterym je odd¢€leni ohnisek elipsy piivodné splyvajicich ve stied kruznicové hladiny.

Proces naklanéni sklenice vedouci k ,deformaci“ kruznice v elipsu lze
modelovat v programu GeoGebra a jeho zavéry jsou velice zajimavé. Aby podstata
modelu skutecné vynikla, je potfeba zobrazit najednou dva kolmé priméty sklenice,
jeden na libovolnou svislou rovinu tecnou ke sténé nadoby, podél které pak virtudlni
sklenici nahybame, druhy na vodorovnou rovinu podlozky sklenice. Takovy model

v zékladnim (a) a naklonéném (b) tvaru zobrazuje obrazek X.71.

B i - .

44 44 -

R R -~

2 s ] "
ol . N _ e
L E B? i U u ¥ O— =|F£ il 5 \LF?- T ‘ IIIII| O T T
-2 o P 4 5] 8 2 % o T 2 4 5] 8 10

A=(2,0) ~L 7 Ja=0p240
-2 -2

Obr. 71* a: Sklenice s vodou, nenaklonéna: hranici hladiny tvofi kruznice.

Obr. 71* b: Sklenice s vodou, naklonéna: hranici hladiny tvofi elipsa.
Délka hlavnich poloos je zfejma: pii naklanéni sklenice podél svislé primétné

roviny se hladina nejvice ,,natahuje* ve sméru piimky, kterd je prisecnici oné primétny

a vodorovné podlozky sklenice. To je dobfe vidét z obrazku 71 b. Délku této hlavni
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poloosy (a) Ize i bez pouziti vypocetni techniky snadno spocitat pomoci goniometrické
funkce kosinus — zname polomér sklenice a uhel sevieny rovinou vodorovné hladiny
s rovinou rovnobéznou se dnem sklenice (zndzornéna carkovanou piimkou). Délka
druh¢ hlavni poloosy (b) je konstantni a rovna poloméru sklenice.

Ke konstrukei elipsy v programu GeoGebra je vSak nutné zadat polohu jejich
ohnisek a jednoho bodu na jejim obvodu. Obvodové body jsou dany znalosti délek
poloos a skuteCnosti, ze osy elipsy jsou vziajemné kolmé. Naleznout ohniska
a zapracovat je do dynamického modelu pomtize obrazek v ucebnici (viz. [8], str. 158),
pfipadné¢ napovéda vestavénd do modelu (obr. 71 c¢). Zatim nevyuzitd odvésna

pravouhlého trojuhelnika v priimétu na svislou rovinu je excentricita e elipsy!

FPolomér sklenice: .
r=12
.
—
B
Mapovéda -
®
YWypnuto Zapnuto /
4_
- .
p .
FA o g o N
T T ' T # T T T
4 2 & ] 10
%,
i

Obr. 71 c: Shodné trojuhelniky ve dvou riznych primétech naklonéné sklenice umoziiuji dynamickou konstrukci

ohnisek F; a F,.

Zadéni elipsy dvéma ohnisky a jednim bodem na jejim obvodu je typické pro
takzvanou zahradnickou konstrukci ([8], str. 157), kterou Ize snadno ptedvést na tabuli
1v sesité. Alternativou, pfedevSim jsou-li znamy jenom délky poloos, jsou prouzkové
konstrukce elipsy, které dobie spolupracuji se systémy dynamickych geometrii (obrazky

72, 73; podrobnéji napt. [17]).
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Obr. 72*: Souctova prouzkova konstrukce elipsy.

a=28

Obr. 73*: Rozdilova prouzkova konstrukce elipsy.

Na rozdil od hmotné pomiticky potiebuje program ke konstrukci uplné elipsy
vzdy dva analogicky konstruované prouzky. Vypracovani souctové konstrukce
v programu GeoGebra je velmi snadné a lze ji vyuzit pro libovolné hodnoty parametri
a, b. Rozdilovou konstrukci dle obrazku 74 je vSak nutné oSetfit podmine¢nym
zobrazenim pro piipadya = b aa < b.

Studium elipsy (a kruznice jako jejiho specidlniho piipadu) v analytické
geometrii je pro studenty v jistétm smyslu zlomové: doted” pracovali v kartézském
systému soufadnic pfedevsim s funkcemi, jejichz grafy nikdy nemohly tvofit uzaviené
ktivky. Mezi kuzeloseckami je elipsa jedinou takovou kiivkou, av§ak pomoci vhodnych
rovnic lze vykreslit prekvapivé mnozstvi rovinnych Utvart, jejichz bohatym zdrojem je
internet. Napftiklad stranky [24] nabizeji studentim Sirokou Skalu srdcovych kiivek

(obrazek 74).
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Obr. 74: Srdcové kiivky (heart curves). (Zdroj grafiky: [24]).

Kuzelosec¢ky jsou moznad pouhym matematickym konstruktem, ale maji hojné
vyuziti v praxi. Graficky lze demonstrovat zejména jejich vlastnosti v zrcadlové optice,
jejiz zaklady by méli studenti mit uz ze zékladni Skoly.

» Uloha 7: Navrhnéte zrcadlivé zatizeni, které, umistite-li do n¢j na spravné

misto bodovy zafi¢, bude a) soustiedit vSechny paprsky zatfi¢e do jednoho

bodu, b) sousttedit vSechny paprsky zati¢e do jednoho sméru.

a) Zafizeni ma tvar elipsy (ve tfech rozmérech rotacniho elipsoidu). VSechny
paprsky vychazejici z bodového zafiCe v jednom ohnisku dopadnou do
druhého ohniska (viz. obrazek 75).

b) Zatizeni mé tvar paraboly (ve tfech rozmérech rota¢niho paraboloidu).
Vsechny paprsky vychdzejici z bodového zéati€e v ohnisku sméfuji podél

osy paraboly (obrazek 76).
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Obr. 75*: Paprsek vyslany z jednoho ohniska elipsy se odrazi do druhého ohniska.

Obr. 76*: Paprsek vyslany z ohniska paraboly se odraZi rovnobéiné s jeji osou.

Existuje néjaké praktick¢é upotiebeni pro hyperbolu? Odpovédi necht je
»zvukometi¢skd uloha™ prevzatd z [17]: ,, Ve tfech riiznych mistech A, B, C byl
zaznamenan zvukovy signal po radé v casech t,, t,, t;. Urcete misto zdroje signalu. ** Pti
feSeni zvolime dvé dvojice bodi a za predpokladu, ze se signal §ifi rychlosti v,
zkoumame, o kolik je zdroj dale od jednoho z pfijimaci nez od druhého. UvaZzujme
t; < t, < t3. Ozna¢ime-li X zdroj signalu, plati pro rozdil vzdalenosti |XB| — |XA| =
(t, — t;)v a zdroj tedy lezi na hyperbole s ohnisky v bodech 4, B a 2a = (t, — t;)v.

Protoze v bod€ A byl signél zaznamenan nejdiive, uvazujeme pouze tu vétev hyperboly,

kterd je tomuto bodu bliz§i. Situaci zndzorfiuje obrazek 77. Podrobny vyklad

a poznamky viz. skripta [17], str. 42.

Obr. 77: llustrace feseni zvukoméfricské tlohy.

Analyticka geometrie je jednim z nejndroénéjSich odvétvi matematiky

vvvvv

jednou ze stézejnich vlastnosti matematiky — tésnym sepjetim, ba prolinanim, jejich

oboru.
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3.7 Kombinatorika, pravdépodobnost, statistika

Prakticky celou kombinatoriku lze postavit na dvou zdkladnich, snadno
ilustrovatelnych pravidlech — pravidlu souctu a pravidlu sou¢inu. V ucebnici [4] jsou
ilustrovana ob¢ zaroven v takzvané ,turistickém piikladé,” zde jsou na podobnych
piikladech ilustrovana zvlast.

Kombinatorické pravidlo sou¢inu zni nésledovné: Pocet vSech uspotadanych k-
tic, jejichz prvni Clen lze vybrat n; zplsoby, druhy ¢len po vybéru prvniho ¢lenu n;
zpusoby atd. az k-ty ¢len po vybéru vSech piedchozich ¢lenit nx zplsoby, je roven
Ny "Ny ... Ng. Prislusna verze ,turistické¢ho ptikladu se ptd, kolik riznych tras muze
turista naplanovat, chce-li z mésta A dojit na zficeninu Z a nasledn¢ do meésta B,

pricemz v§echny mozné cesty jsou zakresleny na obrazku 78.

Obr. 78: llustrace kombinatorického pravidla soucinu.

Turistova trasa je uspofadana z cest nejprve A — Z a nasledné Z — B. Nejprve
ma tfi moznosti, potom dvé&. Jinak feceno, ke kazdé ze tii moznosti, které zvoli v prvni
fazi planovani, si mize v druhé fazi zvolit dvé cesty. Z této formulace, podpoiené
ilustraci, je uz ziejmé, Ze turista ma podle obrazku 78 celkem 6 = 3 - 2 moznosti.

Znamou 1ilustraci pravidla soucinu je také ,strom* vyuzitelny predevSim
v klasickych tlohach hazeni kostkou, tahani karet, ¢i losovani. Obrazek 79 ilustruje

»strom® pro vyse uvedenou ulohu.
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Obr. 79: llustrace kombinatorického pravidla souc¢inu pomoci ,,stromu.”

Kombinatorické pravidlo souctu mé tuto matematickou formulaci: Jsou-li Aj,
Ay, ..., A, konecné mnoziny, které maji po fadé py, p», ..., pn prvki, a jsou-li kazdé dvé
disjunktni, pak pocet prvkii mnoziny A; U A, U ... U A, jeroven p; + po+... +py.

Turista vyuzivajici pravidla souctu chce dojit jenom na ziiceninu Z (obrazek 80),
a zbyva mu tedy jenom vybrat, zda vyjde z mésta A nebo B. V prvnim ptipadé¢ si bude
moct vybrat ze tfi rGznych cest, v druhém pouze ze dvou. Tyto moznosti jsou
zminénymi kone¢nymi mnozinami o urcitém poctu prvki. Jsou také zjevné disjunktni,
protoze zadna cesta A — Z neni zaroven cestou B — Z. Celkovy pocet moZznosti, kterak

tento turista miZe naplanovat svoji cestu je 5 = 3 + 2, jak lze snadno vycist z obrazku
80.

Obr. 80: llustrace kombinatorického pravidla souctu.

Ilustrace ptikladi z kombinatoriky jsou vhodnym néstrojem k vizualizaci déje
a odhadu, jak lze dospét k pozadovanému vysledku. Pro zvlast vyznacné zplsoby
vybirani prvklli z mnozin a jejich nasledné uspotadavani byly pro usnadnéni prace
stvofeny specifické vzorce, ale 1 ty maji svou graficky zndzornitelnou strukturu
pomadhajici s objasnénim vzniku vzorce. Ucebnice [4] ma tyto struktury kvalitné
ilustrovany, at’ uz obecné (variace, variace s opakovanim), nebo v podobé¢ graficky
feSenych pfikladi (kombinace, permutace a kombinace s opakovanim), jejichZz

zobecnénim se dospéje ke vzorci.

-90 -



Grafickymi ptiklady vyuzivanymi v tomto ucivu jsou ,,cesty:“ na obrazku (napft.
obr. 81) je zachycena struktura sit¢ komunikaci mezi misty 4, B. Ukolem fesitele je
vycislit poCet moznosti, kterymi lze bez vraceni vykonat cestu z 4 do B. Jednim
zpusobem feseni nékterych tloh je kodovani cest: kazdé z ,,hlavnich cest, které ptfimo
spojuji body 4, B je prifazen znak a cesta je pak popsana uspofadanou mnozinou znakd,
napt. na obrazku 81 a jsou to Cisla 0 a 1. Vyznacena trasa je pak charakterizovana
uspotadanou devitici (1, 1,0, 0,0, 0, 1, 0, 1).

@

@

Obr. 81a: llustrace ulohy urcujici pocet moznych cest mezi body A, B kédovanim. (Zdroj grafiky: [4])

Obr. 81b: llustrace ulohy urcujici pocet moznych cest mezi body A, B scitanim cest v uzlech.

Obrazek 81 b ilustruje jinou metodu s SirSim uplatnénim (ne vzdy je totiz mozné
stanovit ,,hlavni cestu”): v kazdém uzlu cest, tedy misté, kde je mozné se rozhodnout
kudy pokracovat, je vyznacen pocet moznosti, kterymi lze na toto misto dospét. Na
rozdil od obrazku 81 a nevede studenty ke vzorci, ale k iivaze a nasledné€ indukci.

Touto ,,metodou uzli“ je navic mozné ilustrovat té¢Z jednu ze stézejnich
kombinatorickych konstrukci, kterou je Pascaliiv trojuhelnik. Pomticka, na které lze
tento dulezity matematicky poznatek modelovat, se nazyva Galtonova deska. Jeji

podoba je schematicky zakreslena na obrazku 82.

Ok

Obr. 82: Schéma Galtonovy desky.
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Skute¢na Galtonova deska je podobna hraci ploSe pinballu. Kuli¢ka (na obrazku
82 oznacena K) pada (dle Sipky) mezi koliky. Od kazdého se odrazi bud’ doleva nebo
doprava a dopadne na kolik v fadé¢ pod nim. Tyto koliky maji tedy roli vySe zminénych
uzlt. Pfi zkoumani, kolika zptsoby miize kulicka K do uzlu dospét l1ze zjistit, Ze Cisla
takto pfifazend jednotlivym kolikim maji strukturu Pascalova trojuhelniku.

Navic, velké mnozstvi kulicek, které projdou Galtonovou deskou, vytvoii na dné
hromadu, jejiz tvar odpovida Gaussové kiivce. Ta se velmi Casto vyskytuje ve statistice.
Ucivo pravdépodobnosti v mnoha ptipadech tézi z dobie navrzeného grafického
modelu, ktery ma Casto podobu tabulky, kterd méa zejména s pouzitim stinovani poli¢ek
vEtsi Sanci se vtisknout do studentovych ptedstav. ,, Predstavme si hru, pri niz hdazime
2 kostkami. Vyhrajeme, padne-li aspon na 1 kostce Sestka. Hod 2 kostkami, rekneéme
bilou a cernou, je ndhodnym pokusem s moznymi vysledky...* (prezentace moznych

vysledkd podle ([U], str. 83) je na obrazku 83 a).

Bl1(2|3|4(5

(1,1), (1,2), ... (1,8),
(21), (22), .. (26),

C|
1
2
3
4
(6,1), (62), .. (66) 5
i)

Obr. 83a: Moiné vysledky hodu dvéma kostkami. (Zdroj grafiky: [4]).

Obr. 83b: Tabulkovy model hodu dvéma kostkami s vystinovanymi ,,vyhernimi poli.“

Tabulkovy model situace na obrazku 83 b nejen uSetii ndmahu, ale navic
ptehledné zobrazi vse, co student k feSeni takového ptikladu potiebuje — to a mnohem
vic. Z modelu Ize snadno vyc¢ist nejen pocet priznivych a vSech moznych vysledkd.
Nestinovana pole také ptedstavuji jev V¢ opacny k ptiznivému jevu V, a protoze zadné
pole nemuze byt zaroven vystinované a nevystinované, je odtud zfejma platnost tvrzeni
vnvVv' =9.

Kazdé policko tabulky na obrazku 83 b se vyznacuje stejnou pravdépodobnosti,
protoze, neni-li zaddno jinak, jsou kostky povazovany za ,spravedlivé.“ Podobnou
tabulkou Ize vSak stejn¢ dobie fesit piipad, kdy jsou kostky ,falesné,” napiiklad ,, ...

cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6 maji po radé pravdépodobnosti 0,10; 0,15, 0,15, 0,15; 0,15, 0,30.*
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([4], str. 115) Obrazek 84 ilustruje teSeni ulohy , hodime dvakrat. Jaka je
pravdeépodobnost, Ze pri obou hodech padne stejné cislo? “

CB |1 2 3 4 5 6

1 0,1-0,1 |o0,15-0,1 |o0,15-0,1 |0,15-0,1 |0,15-0,1 |0,30-0,1

2 0,1-0,15 {0,15:0,15 | 0,15-0,15 | 0,15-0,15 | 0,15-0,15 | 0,30-0,15

3 0,1-0,15 | 0,15-0,15 { 0,15:0,15 | 0,15-0,15 | 0,15-0,15 | 0,30-0,15

4 0,1-0,15 | 0,15-0,15 | 0,15-0,15 | 0,15:0,15 | 0,15-0,15 | 0,30-0,15

5 0,1-0,15 | 0,15-0,15 | 0,15-0,15 | 0,15-0,15 | 0,15:0,15 | 0,30-0,15

6 0,1-0,30 | 0,15-0,30 | 0,15-0,30 | 0,15-0,30 | 0,15-0,30 | 0,30:0,30

Obr. 84: Tabulkovy model hodu dvéma ,,faleSnymi“ kostkami.

Hodnoty jednotlivych poli tabulky jsou souiny pravdépodobnosti, protoze oba
hody kostkou, byt ,.faleSnou,” jsou nezavislé. Kazdé dva jevy v riznych polich se
zaroven vylucuji, proCez pravdépodobnost jevu V lze ziskat sectenim pravdépodobnosti
ve vystinovanych polich. Vice k tématu sc¢itani a nasobeni pravdépodobnosti viz. ([4],
str. 97 — 98, 106 — 107).

Dal$im uziteénym modelem v pravdépodobnosti je logicky strom vyuzivany
pfedev§im pfi feSeni ptikladi, jejichz jednotlivé pokusy jsou vzijemné zavislé.
Typickym ptipadem tohoto druhu uloh je nasledujici ptiklad z ([4], str. 123): ,, V osudi
je 9 bilych kouli a 1 cervena koule. Vytahneme jednu kouli, vratime ji a pridame jednu
kouli téze barvy; pak tahneme podruhé. Jaka je pravdepodobnost, Zze v obou tazich

vytahneme cervenou? “

q 1
1. tah io 10

o (2 @ OF @

Obr. 85: Graficky model dvou taht z losovaciho osudi.
Grafické feSeni predstavuje obrazek 85. UspéSné tfeSeni zndzorfiuje cesta ,,je

vytazena Cervend koule a nasledné je vytazena Cervena koule.” Tato véta pfipomina

tvrzeni kombinatorického pravidla soucinu, a skutecné, feSenim piikladu je
1

PV) =150
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12. ¢ervna 2009 obéhla svét zprava: ,, Chlapec prezZil primy ndraz meteoritem
leticim rychlosti 48 000 km/h, “ [28] ktera v tomto znéni moznd znici fyzika, ale mohla
by zaujmout studenta pravdépodobnosti. Jaka je pravdépodobnost, Ze by takovy meteor
zasahnul zrovna jeho? Pii zna¢ném zjednoduseni, které predpoklada kulovy tvar Zemé¢ a
rovnomérné rozprostfeni meteord vhodné velikosti v jejim okoli, lze tuto
pravdépodobnost fesit geometricky. Protoze dle prfedpokladti dopadaji meteory na Zemi
rovnomérné, stadi srovnat povrch planety (pfiblizng 5 - 10'* m?) s plochou, kterou na
tomto povrchu zaujima jeden Clovék. I bez ptfesného pocitani je zjevné, ze tato
pravdépodobnost se blizi nule.

Geometrickd pravdépodobnost ma ovSem jedno uskali: zdanlivé spolehlivé
uvahy zahrnujici geometrické objekty, jichz je ¢asto nekonecné mnoho (naptiklad bodl
na uUsecce) mohou vést k paradoxim. Nejzndméj$i z nich ukizal v 19. stoleti
francouzsky matematik Joseph L. E. Bertrand. Vice o tomto (i z grafického hlediska)
zajimavém jevu se lze docist mimo jiné na internetu [22].

Grafickou podobou statistiky jsou pochopitelné grafy, neboli diagramy, které
jsou v dostatec¢né Sifce popsany v ucebnici, snad az na jeden typ stéZejni pro zpracovani
laboratornich dat, kterym je regrese.

Stanoveni regresni kiivky je velmi podobné zakreslovani grafu funkce do sesitu:
student vynese dostate¢ny pocet bodi, aby mohl stanovit podobu grafu, nacez je prolozi
vhodnou kiivkou. Samoziejmé zatimco v piipad¢ grafli funkei je rovnice kiivky predem
znama, stanoveni regresni kiivky, at’ uz jeji tvar je ¢i neni alesponl pfiblizné znam, je
komplikovano faktem, Ze vétSina méfeni je zatizena chybou. Regresni kiivka tedy
vétSinou bodil grafu neprochazi, jen se jim snazi co nejlépe ptizpisobit.

Matematika tvorby regresnich kiivek ptesahuje ramec uciva stiedni Skoly,
ovSem tento krok je vestavén do tabulkovych procesort, které jsou k dispozici snad na
kazdém pocitaci. Student mozna nebude znat jeho mechanismus, ale ziska vhodny
nastroj k tvorbé grafii zejména fyzikéalnich méfeni.

Obrazek 86 je prikladem vyuziti kvadratické regrese pii zkoumani volného padu,
jehoz rovnice by ve shodé se znacenim grafu byla y = 4,9x2 (pro tihové zrychleni
g =9,8m-s2). Zatimco zaokrouhleni vedlo ke znaénym nepiesnostem, zavislost je

pofad zjevné kvadraticka.
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Obr. 86: Pfiklad stanoveni regresni kfivky tabulkovym procesorem.

Kombinatorika a pravdépodobnost vzeSly z hazardnich her a tento svilij ptivod
pfipominaji charakterem svych 1loh, pficemz nejde jenom o jejich téma.
Pravdépodobnostni tulohy jsou stejné rozmanité jako vysledky nahodného pokusu
akjejich feSeni je obcas tfeba nejen znalosti, ale i hravosti. Kresleni schémat
a grafickych znézornéni tuto hravost, kterd je v latce studenty relativné¢ obavané

zadouci, podporuje.

-95-



3.8 Komplexni Cisla

,,Jedna z viastnosti komplexnich cisel, kterou se odlisuji od cisel realnych, je to,
Ze se nedaji vzajemné jednoznacne zobrazit na primku. ... Jak vSak uvidime ve druhé
kapitole, komplexni cisla je mozné vzdajemné jednoznacné zobrazit na rovinu — kazdému
bodu roviny lze priradit pravé jedno komplexni cislo a naopak kazdému komplexnimu
¢islu se da priradit jediny bod roviny. * ([5], str. 7)

Ucebnice Matematika pro gymnazia — Komplexni ¢isla ve své prvni kapitole
zavadi tento novy &iselny obor algebraicky. ,,Vynélez* ¢&isla i, pro které plati i = —1,
motivuje kvadratickou rovnici x2 + 1 = 0, kterd nema realné koteny. Poté, co se tento
novy typ ¢isla ve tvaru z = a + bi pfi jejim feSeni osveédci, pristupuje ke zkoumani a
ovéfovani jeho dalSich matematickych vlastnosti a operaci, které je s takovymi cisly
mozné provadet.

Motto prvni kapitoly v ptekladu pravi ,,neni lehkd cesta ze zemé ke hvezdam. *
Algebraické zavedeni komplexnich ¢isel na zakladé analogie s ¢isly redlnymi je mozna
pocetné jednoduché, ale plisobi suSe a nezazivn€, zejména kdyz nuti studenty feSit
kvadratické rovnice se zdpornym diskriminantem, které mohli pfedtim odepsat jako
netesitelné. Kdyz uz cestuji ke hvézddm, maji studenti bezpochyby nérok byt za svou
namahu odmeénéni jiz béhem cesty. Takovou odménujici cestou miize byt graficky
pristup k zavedeni komplexnich cisel, jak jej prezentuje volné¢ dostupny serial

Neexistuje €islo, které by, nasobeno sebou samym, mélo jako vysledek -1 (nebo
jakékoli zaporné ¢islo), tedy jinymi slovy neexistuje odmocnina z -1. To studenti védi
uz ze zakladni Skoly. Tato myslenka je ovSem vystavéna na modelu redlnych ¢isel, ktery
je komplexnimi €isly rozsiten.

Francouzsky matematik Jean-Robert Argand zkoumal zacatkem 19. stoleti
nasledujici graficky model: jak je zfejmé z obrazku 87 a, nasobenim libovolného bodu
na ose Cislem -1 dostaneme jeho obraz v symetrii podle pocatku O. Tuto symetrii Ize
ziskat hned nckolika zplsoby — jiz zminénou stfedovou soumérnosti, osovou
soumernosti podle osy prochazejici poc¢atkem a kolmé na Ciselnou osu, a jesté jednou,
Jiz 0 néco mén¢ zminovanou geometrickou transformaci, jiz je otoceni: nasobenim

¢islem -1 lze docilit téhoz tcinku, jako oto¢enim dané¢ho bodu o 180°.
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Pti druhém nasobeni ¢islem -1 se obraz otoc¢i o dalSich 180° (tedy celkem
0 360°) a splyne s ptivodnim vzorem, jak je zndzornéno na obrazku 87 b. Proto nasobeni

A (VD) (1) =41

Obr. 87*a: Nasobeni bodu ¢islem -1 jako otoceni o 180°.

Obr. 87*b: Dvojnasobné nasobeni bodu ¢islem -1 jako otoceni o 360°.

Pokud nasobeni bodu ¢islem -1 otoi tento bod o 180° a nasobeni ¢islem (-1)

0 360°, myslenka, Ze m = (—1)% predstavuje oto¢eni bodu o 90° je nasnadé. Pii
provedeni této transformace dvakrat za sebou, tedy pfi nasobeni
A- m : \/(—_1 =A- mz Jje vysledkem otoceni o 2:90°, tedy o 180°, podobné
jako ptfedtim dvojnasobné nasobeni ¢islem -1 zdvojnasobilo argument ze 180° na 360°.
Argand tedy stanovil bod, ktery je obrazem Ccisla 1 v oto¢eni o 90°, Cislem
i =4/(—1). Tim se dostal z pivodni pfimky ryze realnych ¢isel do roviny dané ptivodni
osou a piimkou k ni kolmou, kterad tvofi analogickou osu ryze imaginarnich cisel, jak
ukazuje obrazek 88. Kazdy z bodu této roviny reprezentuje komplexni ¢islo, piicemz

spiSe nez zapis Z = [a; b] se pouziva z = a + bi.
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Obr. 88*: Gaussova rovina komplexnich cisel s bodem Z1 odpovidajicim Cislu z1 = 3 +1i.

Studentlim, ktefi vradmci rozSifené vyuky analytické geometrie pracovali

s vypoctem vektorového soufinu pomoci determinantu, mize zapis z = a + bi

pfipomenout tvar vektoru W =i X ¥ = al + bj + ck. Vskutku, komplexni &sla jsou
prakticky identicka s dvojrozmérnymi vektory, jak se dale ukaze.

Je rozumné predpokladat, ze operace znamé z ¢isel realnych budou proveditelné
i s ¢isly komplexnimi. Jak séitat komplexni Cisla je nejlépe patrné pii s¢itani ,,pod
sebou,* jak ukazuje obrazek 89 a. Grafickym znazornénim tohoto souctu (obrazek 89 b)

1ze ziskat soucet vektorovy.

7 =4+ 2
2_
3"‘ 1! N Z=1+1i 2 (=31
+1+1i
4 + 2i 0 1
o i 2 3 a

Obr. 89a: Soucet komplexnich cisel ,,pod sebou.”

Obr. 89* b: Souéet komplexnich ¢isel jako vektorovy souéet Z = z; + z,.

Stejné€ jako velikost vektoru méa smysl zkoumat i velikost komplexniho cisla.

Vzorec, jehoz odvozeni vychdzi z Pythagorovy véty, je zcela analogicky:

|z| = Va? + b?. Zatimco vSak realna ¢isla lze uspotadat podle velikosti, u komplexnich

¢isel to nejde. Existuje nekonecné mnoho komplexnich ¢isel, jejichz velikost je stejna:
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jejich obrazem je kruznice pfislusného poloméru se stfedem v pruseciku redlné
a imaginarni osy.

Nasobeni lze rozdélit na tfi rizné piipady: ndsobeni ryze realnym cislem,
nasobeni ryze imaginarnim ¢islem, a ndsobeni obecnym komplexnim ¢islem. V prvnich
dvou piipadech se vyplati vektorovy pohled na véc. Nasobeni ryze realnym cislem
zachova smér vektoru ve smyslu uhld, které tento vektor svird s osami, ale zméni (s
vyjimkou nasobeni ¢islem 1) jeho velikost, pfipadné¢ smérovou orientaci (nasobeni
zépornym Cislem), jak ukazuje obrazek 90 a. Nasobeni ryze imaginarnim cislem je
znamé jiz z uvodu: vektor se oto¢i o 90° ve sméru daném znaménkem cisla i (viz.
obrazek 90 b). Velikost nasobku i ma podobnou roli jako hodnota ryze realného cisla

v predchozim ptipade¢.

z=2,"2,

=2+ (D)

-
Olo 1 2 a 4

Obr. 90* a: Grafické nasobeni komplexniho cisla ¢islem ryze redlnym.

Obr. 90* b: Grafické nasobeni komplexniho cisla Cislem i.

Posledni pfipad nasobeni dvou obecnych komplexnich ¢isel je vhodné vytesit
nejprve algebraicky.
Prava ¢ast rovnice (a; + bqi) - (a, + byi) = (a;a, — b1by) + (a1b, + biay)i (*) je
zékladem pro tvorbu dynamického grafického modelu umoziujiciho zkoumat soucin
komplexnich &isel: je-li T jednotkovy vektor sméfujici v kladném sméru imaginarni osy
a naptiklad 7 jednotkovy vektor v kladném sméru osy realné, je bod Z, ktery vznikne
posunutim priseciku os O o vektor (a;a, — b;b,)7 + (a,b, + bya,)7 obrazem soucinu
zadanych bodl Z; = [aq, b1] a Z, = [ay, b,].

V ramci modelovani sou¢inu komplexnich ¢isel 1ze zkoumat zavislost polohy
bodu Z vzniklého sou¢inem na (vzdjemné) poloze jeho ciniteld. Jednou z takovych
poloh je kdyz bod Z lezi na realné ose (obrazek 90 c¢). Tento ptipad nastava, jsou-li body

Z, a Z, rozmistény v osové soumeérnosti podle realné osy, tedy plati Z; = a + bi
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a zarovenl Z, = a — bi. V takovém piipadé preznaéime Z, = Z; a nazyvame jej Sislem

komplexné sdruzenym s Z;.

Z1:-2+|{1]|i
] 11
Z =5+0]
1]
T T T * T T T T -
-3 -2 -1 Ol o 1 2 3 4 5
Ly=-2+ (-1}
® -1

Obr. 90* c: Obraz bodu Z, souc¢inu komplexné sdruzenych (osové soumérnych podle realné osy) cisel odpovidajici

bodiim Z, a Z,, leZi na této ose soumérnosti.

Soucin dvojice komplexné sdruzenych cisel je vzdy nezdporné redlné cislo.
Toho se vyuziva pii alternativnim vyjadieni velikosti komplexniho &isla: |z| = Vz - Z.
Tento piistup je analogicky definici absolutni hodnoty realného ¢isla |x| = Va2,

Obrazek 90 d vsak ukazuje, ze bod Z miize lezet i na zdporné Casti redlné osy,
aniz by body Z; a Z, vykazovaly né&jakou soumérnost. Po kratkém experimentovani lze
vyslovit hypotézu, Ze tato situace nastava pro Z; = a; + a4i a Z, = —a, + a,i, kde a4,

a, jsou kladna realna Cisla.

?_'p_ =-2+ (2
L] 24
Z=1+i
14 L]
Z =-4+0i
- 1 1 T I:I # L] 1
4 3 2 1 Qo 1 2
Obr. 90* d: Obraz bodu Z, sou€inu komplexnich &isel Z; = a, + a4i a Z, = —a; + a,i, kde a4, a; jsou kladna

realna disla, je zaporné realné cislo.

DalSim experimentovanim lze hypotézu rozsifit: jsou-li aq, a, kladna redlna
Cisla, pak obraz Z' = (a; + a4i) - (a, + a,i) odpovida kladnému ryze imaginarnimu
Cislu a naptiklad obraz Z"' = (a; + a;i) - (—a, — a,i) zadpornému imaginarnimu ¢islu.
Cisla s takovymito soufadnicemi jsou zajimava tim, Ze lezi na osach kvadranti
Gaussovy roviny. Tyto osy jsou navzajem kolmé a s redlnou i imaginarni osou sviraji

uhel 45°. A praveé thly jsou podstatou zkoumaného jevu: pifi ndsobeni komplexnich
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Cisel se scitaji uhly seviené pfisluSnym vektorem a kladnym smérem redlné osy,
takzvané argumenty komplexnich cisel. Na obrdzku 90 d nasobeni Ccisla Z;
s argumentem 45° a Cisla Z, s argumentem 135° dalo Cislo Z s argumentem 180°.

Zbyva dodat, Ze zatimco argumenty se pii nasobeni komplexnich Cisel scitaji, jejich
velikosti se nasobi, tedy pro sou€in z = z; - z, plati, Ze |z| = |z;| - | z,]|.

Zatimco s€itani komplexnich cisel ve tvaru z = a + bi je snadné, ndsobeni
vyzaduje nékolik krokli a mize se stat zdrojem chyb z nepozornosti. VySe popsané
pokusy s dynamickym grafickym modelem pfitom ukazaly na zajimavé vlastnosti
nasobeni komplexnich ¢isel, které ve vzorci v algebraickém tvaru (*) na zbézny pohled
nevystupuji. Je zde tedy vyhodné zavést novy tvar komplexniho &isla, ktery vyuziva
k popisu jeho obrazu v Gaussové rovin€é uhlu (argumentu) a vzdalenosti od pocatku
(velikosti). Pokud algebraicky tvar komplexniho ¢isla vedl k predstavé Gaussovy roviny
jako nekone¢né husté miizky, pak goniometrickému tvaru odpovidd predstava této
roviny jako rovinné plochy tvofené nekonecn€ mnoha soustiednymi kruznicemi.

Odvozeni podoby goniometrického tvaru komplexniho ¢isla by mélo byt v silach
kazdého studenta obeznameného se zaklady goniometrie: soufadnice bodu Z leziciho na
kruznici se stiedem v pocéatku a s polomérem velikosti  jsou Z = [r cos ¢ ;7 sin ¢],
kde ¢ je thel sevieny osou x a privodicem 7 bodu Z. Srovnanim s geometrickou
interpretaci algebraického tvaru komplexniho ¢&isla pak uZ lze snadno odvodit

goniometricky tvar z = r(cos ¢ + isin ¢) (viz. obrazek 91).

£=2(cos(45%) +1sin(45°))

rsin g

Obr. 91*: K odvozeni goniometrického tvaru komplexniho ¢isla.
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Jak bude vypadat sou¢in komplexnich Cisel z; - z, = z v goniometrickém tvaru?
Vsechny dilezité udaje byly jiz vycteny pifi rozboru modelu na obrazku 91 d:
argumenty se sc¢itaji a velikosti nasobi. Plati
r (cos @, +isin¢,) - rp(cos @, + isin@,) = ryry(cos(p, + @2) +isin(@, + @,)).
Algebraicky diikaz vztahu Ize nalézt naptiklad v [5], str. 48 - 49.

Co zde dosud nebylo probrano, je mocnina a podil komplexniho cisla.

Mocninu komplexniho ¢isla z", kde n je pfirozené Cislo, lze z definice ziskat
stejnym zpusobem jako u ostatnich ¢iselnych obort, a sice n-ndasobnym soucinem c¢isla
z. Vyuziva se pfi tom vztahli odvozenych v ucebnici ([5], str. 18): "plati ... obecné pro
libovolné prirozené cislo k: jkHl — k2 — 1 j4k+3 — _j {4k = 1 " Protoze jde
o soucin, ma smysl se ptat, zdali nebude n-t& mocnina sndze feSitelnd s pouzitim
goniometrického tvaru. Zde postupem uvedenym v uéebnici [5] [r(cos ¢ + isin@)]" =
r*(cosng + isinng), kteryzto vztah je bezpochyby jesté elegantnéj$i nez Ctvetice
druhti mocnin ¢isla i.

. C 1 Z; . < v 1 X
Podil dvou komplexnich c¢isel z = Z—l je, obdobné jako u redlnych Ccisel,
2
L. . 1 1. . .
definovan jako souin z = z; T kde — je pievracena hodnota ¢isla z,. To vsak
2 2

skute€nému vypoctu ptili§ nepomiize, a je tedy nutné najit zplisob jak bud’ odstranit
komplexni ¢islo ze jmenovatele (tento postup je pro algebraicky tvar komplexniho ¢isla
rozepsan v [5], str. 32), nebo najit n&jaky elegantnéjsi zpisob déleni. Ukazuje se, Ze
1zde je mnohem vyhodnéjSi goniometricky tvar komplexniho Cisla, nebot’ déleni zde
ma podobnou strukturu jako nésobeni s tou vyjimkou, ze velikosti jsou v podilu misto
soucinu a argumenty se misto s¢itdni odectou. Zde je vysledny vzorec:

::EEZ: Z: i 122 ZS = %(005(901 — @2) +isin(g; — ¢3))

Mimo snaz$i zapamatovatelnosti skrz pochopeni vztahi méa goniometricky tvar

komplexnich cisel jesté¢ jednu velkou vyhodu, a to v oblasti tvorby modeli. Model
z obrazki 90 a-d pouzivajici algebraicky tvar musel mit vSechna vstupni komplexni
Cisla nastavena pomoci dvojic posuvnikil, které ovSem znané¢ omezovaly moznosti
manipulace s body; bez zmény nastaveni bylo mozné najednou posunout jediny bod
pouze podél jediné osy. Model vyuzivajici goniometrického tvaru, ¢i 1épe feceno

goniometrickych pravidel pro konstrukci komplexnich ¢isel, takto omezen neni.
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= Uloha 8: V programu GeoGebra sestrojte model umoziujici (dle polohy
pfepinace) nasobit ¢i délit dvé komplexni Cisla reprezentovana volnymi body
ZaZ,.
Reseni: Zakladem modelu je spravny vybér bodi a transformaci. Mimo bodi Z;
a Z, je potieba vlozit pocatek O a pevny bod P = [1; 0]. Pomoci téchto bod Ize vynést
velikosti (Gsecky) 71, , a argumenty (Uhly s vrcholem O) ¢4, @, komplexnich Cisel
reprezentovanych body Z; a Z,.

Nasleduji transformace, nejprve otoceni bodu P kolem bodu O o pozadovany
soucet ¢i rozdil thli ¢4, @,. Do takto vzniklého bodu P vedeme vektor ;') z bodu O,
ktery je jednotkovy. Posunutim bodu O o nasobek (ry ' 1,) ¢i (?) vektoru ;') ziskame

2

bod Z, ktery je vysledkem. Pfiklad modelu je na obrazku 92 a,b.
Z=7,*Z, —eZ=7,1Z,

Obr. 92* a: Model pro zobrazeni souéinu bodi Z_1-Z_2.

Obr. 92* b: Model pro zobrazeni podilu bod ?
2

Komplexni ¢isla nejsou jenom matematickou hrackou, ale mimo jiné 1 dlouho
chybéjicim ¢lankem k porozuméni polynomiim druhého a vyssiho stupné a prislusnym
rovnicim. Teprve jejich existence dala moZznost zformulovat vétu, jez je nyni zndma
jako zédkladni véta algebry: ,, kaZda algebraickad rovnice n-tého stupné (n = 1) s jednou
neznamou ma v télese komplexnich cisel aspon jeden koren. “ ([2], str. 217) Lze
dokonce dokazat, ze rovnice n-t€ho stupné (n je ptirozené Cislo) ma pravé n kotend,
pfi¢emz je ovSem nutné pfipustit existenci nasobnosti kofent.

Z grafického hlediska je polynom (s redlnymi koeficienty) kiivkou v roving,

a pfislusna rovnice hledd jeho priseciky s osou x. Tradi¢ni grafické feSeni ptikladu
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x% 4+ 1 = 0 nedé4 zadné vysledky, zatimco algebraickym feSenim lze nyni ziskat dvojici
komplexné sdruzenych kotenti: x; = i, x, = —i. Pfestoze tedy graf paraboly funkce f:
y = x? + 1 nikdy neprotne pfimku x, ma pravé dva prise¢iky s komplexni rovinou x.
Maly vhled do situace piinasi feSeni binomickych rovnic. ,, Binomickou rovnici
se nazyva rovnice tvaru x™ —a = 0, kde a je dané komplexni cislo, x je neznama a
n>1 je cislo prirozené. ... Binomicka rovnice x™ — |a|(cosa +isina) =0 md

v oboru komplexnich cisel prave n ruznych korenii, a to

a+2km . . a+2km
4+ 1Sin

x. = "la| (cos ) k=0,1,2,..,n—1.“(5],str. 76 — 77)

n

Grafickou intrpretaci lze vycist tamtéz ([5], str. 78): ,,koreny xq, X1, X5, oo . Xp_1
binomické rovnice x" —a =0 lezi pro n>2 v Gaussové roviné ve vrcholech
pravidelného n-uhelniku vepsaného do kruznice se stredem v pocatku a s polomérem

Vlal.” Tento popis p¥imo vybizi ke konstrukci dynamického fefice, jehoz moznosti

jsou, zejména diky ndstroji pravidelny mnohouhelnik prakticky neomezené.

= Uloha 9: V programu GeoGebra sestrojte model umoziiujici zobrazit feseni

binomické rovnice x™ —a = 0 stupné 3 < n < 30, kde « je komplexni ¢islo v
goniometrickém tvaru.

Reseni: Zakladem modelu je rotace. Prvnim krokem je tedy volba vhodného bodu

k ota€eni. Nejsnadnéji vznikne takovy bod X, jako prisecik kladné poloosy x a kruZznice

¢, jejiz polomér zadame jako vzorec r"(1/n), kde r je hodnota posuvniku urcujiciho
velikost komplexniho ¢isla a v goniometrickém tvaru. Tento bod X, oto¢ime o Uhel %,

kde a je hodnota posuvniku urcujiciho argument komplexniho Cisla a a n stupen

binomické rovnice, rovnéz definovany posuvnikem. Ziskdme bod X. ProtoZe nastroj

360°

n .

pravidelny mnohouhelnik vyzaduje dva body, oto¢ime bod X podruhé, tentokrat o

Tyto dva body X a X' tvoii potfebnou stranu pravidelného mnohothelnika, jehoZ pocet
vrcholi miizeme zadat n.

Ptiklad fesSice je na obrazku 93.

Pozndmka: Resenim jsou vrcholy mnohotihelnika, nikoli hrany. Je tedy vhodné

nakonec vypnout zobrazeni objektu mnohouhelnikl.
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_.—
a r=30 a =190
— —— 14

¥7 - 3cos 907+ isin 90%) =0

5 4 3 -2

Obr. 93*: Reseni binomické rovnice x” — 30 (cosg + ising) = 0 zobrazené dynamickym fesicem.

Krom¢ feSeni polynomii jsou komplexni Ccisla také nastrojem nékterych
geometrickych transformaci. Objekty umisténé v Gaussové roviné lze snadno

transformovat operaci provedenou s kazdym bodem objektu. Naptiklad pficteni

komplexniho &isla z je posunuti o vektor Z = 0Z, kde bod Z je obrazem daného
komplexniho ¢isla v Gaussové rovin€. Nasobeni objektu redlnym cislem 7 je podobné
zobrazeni stejnolehlost (viz. napt. [18], str. 159) se stiedem v pocatku a koeficientem r,
nasobeni ¢islem i je otoceni 0 90°. Nasobeni komplexnim ¢islem z = r(cos ¢ + isin @)
je potom transformace slozend z otoceni o uhel ¢ a stejnolehlosti se sttedem v pocatku
a koeficientem r.

MozZnosti komplexnich ¢isel ovSem zdaleka nekon¢i u transformaci znamych ze
sttedoskolské geometrie, aniZ by se ovSem jejich algebraické vyjadieni stalo néjak
zvlast’ slozitym. Dynamické ztvarnéni téchto transformaci pomoci programu GeoGebra
vSak slozité je, protoze i1 v nejjednodussich ptipadech vyzaduje manipulaci s velkym
mnozstvim objektd. Vzhledem k tomu, ze ucelem téchto modeld je pouze ilustrace
moznosti, je mnohem vyhodné&j§i vyuzit uZz jednou vytecné odvedené prace
a promitnout 6. dil série Dimensions [13], kde je mimo jiné rozebrana transformace
z - z? + ¢, kdy je kazdému bodu Gaussovy roviny piifazeno ¢&islo rovné jeho druhé
mocniné ,,posunuté o obecné komplexni konstantu c.

Mnohonasobna aplikace transformace z — z? + ¢ rozdéli body Gaussovy roviny
na dvé mnoZziny: jedna z nich, obsaZzena v urcitém obrazci, tento obrazec nikdy neopusti,

byt je transformace opakovana donekonecna. Body vné tohoto obrazce se zato vzdaluji,
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a pii nekone¢ném opakovani transformace se samy do nekonecna dostanou. Tyto
obrazce se nazyvaji Juliovy mnoziny a jsou spolu s Mandelbrotovou mnozinou, o které
bude zminka dale, jednim z ptiklada ryze matematické krasy, ktera se diky své grafické
interpretaci dostala 1 mezi nematematickou vetejnost skrze fraktalové uméni. Jedna

z Juliovych mnoZin, pro transformaci z - z2 — 0,74 + 0,12i, je na obrazku 94.

Obr. 94: Juliova mno#ina pro transformaci z —» z> — 0, 74 + 0, 12i. (Zdroj grafiky: [13]).

a4

Pti zméné Cisla ¢ se méni tvar Juliovy mnoziny, a existuji takova c, pfi kterych
se mnozina rozpadne. Mandelbrotova mnozZina (obrazek 95 a,b) je pak mnoZina
komplexnich ¢isel voln¢ definovatelna jako ,,mnozina, kterd popisuje hodnoty c¢ pro
které je Juliova mnoZina videt, jinymi slovy pro které se Juliova mnozina nerozpadad na

mnoho (nepozorovatelnych) casti. “ [13]

Obr. 95a: Mandelbrotova mnozina. (Zdroj grafiky: [13]).

Obr. 95b: Detail Mandelbrotovy mnoziny. (Zdroj grafiky: [13]).
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Komplexni ¢isla maji v moderni matematice i mimo ni Siroké uplatnéni.
Ucebnice [5] obsahuje ve své zavérecné kapitole v ramci rozSifujictho uciva
geometrické ulohy feSené ryze skrz vlastnosti komplexnich Cisel probrané diive v knize
(a z velké casti 1 zde.) Stoji na nich fyzikalni obory elektrotechnika, kvantova teorie
i teorie chaosu. Fraktalové uméni je kapitolou samo pro sebe.

Grafickd prace s komplexnimi ¢isly ma kromé vétsi atraktivity pro studenty
1jiné vyhody, zejména upevnéni nékterych zakladnich poznatkl z analytické geometrie,
algebraické vyjadieni nékterych zakladnich geometrickych transformaci a vhled do

pfechodu mezi kartézskymi a polarnimi souradnicemi.
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4 7Zavér

Cilem této prace bylo v prvni fad¢ doplnit obsah vybéru dobie zpracovanych, ale
bohuzel rychle starnoucich ucfebnic z fady Matematika pro gymnazia, v druhé
poskytnout ¢tenafi mnoho matematickych hracek ke zvySeni zdbavnosti vyuky i uceni
matematice a provokaci fantazie. Ilustrace a modely v této praci prezentované zdaleka
nejsou vSechny, které by ucitel matematiky kdy mél pouzit, a nékterym mozna chybi
k dokonalosti jedna ¢i dvé rychlé upravy. To vsak neni chybou ¢i nedokonalosti —
pfedlozené hotové véci nejsou zdaleka tak vzruSujici jako ty nové a neznamé.
A v dnesni dob¢, kdy je matematika pro mnohé jen o malo vic nez pouhé mechanické
pocitani, je vzruSeni a fascinace kralovnou véd potieba vice nez kdy jindy.

Idedlni ctenaf pfijme tuto praci jako vyzvu, jako maly vzorek nekonecnych
moznosti, které grafickd podoba matematiky skyta. Zamysli se nad skutecnosti, ze
1 v matematice by mél student kromé novych poznatki nabyvat také nové zazitky.
Bohuzel, ne vsichni 1idé jsou schopni hned pii prvnim setkani ocenit krasu matematiky
ze vzorce e™ = —1. Mnoho z nich v$ak bude ochotno vzorci vénovat i pohled druhy.

Kviali velkému nartstu popularity prostfedi dynamické geometrie (napf.
programy Cabri, GeoGebra) v poslednich letech se prace nijak detailné nezabyva
geometrii a stereometrii, pro niz je tento software primarn¢ ur¢en. Bezpochyby bylo
v téchto oblastech matematiky mnohem méné véci k objeveni nez v jinych, které
s geometrii bezprostfedné nesouvisely — alespoil na prvni pohled.

Kalkulus, od limit po diferencialni a integralni pocet, se z uciva stfednich Skol
vytratil zcela. Jeho grafickd podoba ma také vlastni specializovany software. Z téchto
dvou hlavnich divodi neni v praci obsazen, byt i jeho graficka podoba si zaslouzi
velkou pozornost.

Stredoskolskd matematika, zejména na gymnaziich, by méla opustit soucasné
sméfovani k pragmatismu, tedy vyuZiti zejména ve finan¢nictvi a statistické analyze dat.
Tento pfistup nuti studenty vidét matematiku jako ndastroj k ukonim, které v dnesni
dob¢ stejné mohou prenechat svému financnimu poradci ¢i pocitaci. Bere jim divod se
ji zabyvat jinak neZ v ramci povinnosti a jakési iluze ptfipravy na budouci Zivot.

Moderni stfedoSkolska matematika by méla dat studentim pocit, Ze jejim

studiem pronikaji do tajemstvi samotného vesmiru. Méla by uspokojit nejen jejich
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potiebu poznani, ale i potfeby spoleCenské a estetické. Dlraz na graficky piistup je
jednou z moznosti, jak tuto moderni matematiku stvofit. Studenti uvidi a uveéfi.

A mozna také proziou.
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