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—
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České Budějovice, duben 2012



Prohlášeńı
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Anotace

KALIVODOVÁ, ANNA. Funkce dvou proměnných - sb́ırka řešených př́ıklad̊u, Jihočeská

univerzita v Českých Budějovićıch, Pedagogická fakulta, 2012.

Práce obsahuje řešené př́ıklady na definičńı obor funkce dvou proměnných. Každý

př́ıklad je podrobně vyřešen a doplněn o obrázek. Př́ıklady jsou řazeny dle tema-

tických celk̊u a dle obt́ıžnosti.

Kĺıčová slova: funkce, definičńı obor.

Abstract

KALIVODOVÁ, ANNA. Function of two variables - A Digest of Solved Examples.

University of South Bohemia, Faculty of Education, 2012.

This thesis includes solving the domain of the function of two variables. Each

problems solution is described in detail and supplemented with a picture. The problems

are sorted by thematically complex and difficulty.

Keywords: function, domain.
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3.16 Př́ıklad 16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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3.21 Př́ıklad 21 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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3.44 Př́ıklad 44 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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1 Úvod

Ve své diplomové práci jsem se rozhodla zaměřit na grafickou podobu definičńıho

oboru funkce dvou proměnných. Mysĺım si, že v učitelstv́ı matematiky je toto téma

pouze zběžně probráno, protože problematika je postavena na znalostech, kterými

by student vysoké školy měl disponovat ze školy středńı.

Slavný matematik 20. stolet́ı David Hilbert prohlásil:
”

Matematika by neměla být

pokládána za hotovou, dokud ji neučińıte tak jasnou, že ji m̊užete vysvětlit prvńımu

člověku, kterého na ulici potkáte.“ Proto jsem se snažila př́ıklady uspořádat od nej-

jednodušš́ıch znalost́ı po komplikovaněǰśı a podle tematických celk̊u. Obrázky de-

finičńıch obor̊u by měly pomoci student̊um pochopit závislost obou proměnných

a doplnit matematické zápisy definičńıch obor̊u.

Definičńı obory jsou vytvořeny v programu Classic Worksheet Maple 9.5. Sa-

motná práce v programu byla velice náročná. Formulace př́ıkaz̊u pro obarveńı

požadovaných ploch nebyla vždy jednoduchá. Pokud hraničńı př́ımky definičńıho

oboru splývaly se souřadnicovými osami, byly pro lepš́ı viditelnost o desetiny posunuty.

Nadefinováńı př́ıkladu 17, resp. obrázku (19) vypadá v Maple takto

> with(plots):

> p1:=plot(4, x=-4..0, color=white, filled=true):

> p2:=plot(-4,x=-4..0,color=white,filled=true):

> p3:=plot(4,x=0..4,color=cyan, filled=true):

> p4:=plot(-4,x=0..4,color=cyan,filled=true):

> h1:=plot([0.05,t,t=-4..4],color=red,linestyle=3,thickness=3):

> display(p1,p2,p3,p4,h1,scaling=constrained,labels=[" "," "]);

Nejobt́ıžněǰśı bylo nadefinováńı přerušovaných hranic, pokud se jednalo o křivku

mezi dvěma body. Př́ıkaz pro přerušovanou čár̊u poč́ıtal pouze hraničńı body a čára

přerušovaná nebyla. Musela jsem mezi těmito body nadefinovat několik samostatných

interval̊u po desetinných č́ıslech. Např́ıklad v př́ıkladu 23 v obrázku (32) vypadá na-

definováńı přerušované hranice takto

> h2:=plot(x^2,x=0.05..0.1,color=red,thickness=3):

> h3:=plot(x^2,x=0.15..0.2,color=red,thickness=3):

> h4:=plot(x^2,x=0.25..0.3,color=red,thickness=3):

> h5:=plot(x^2,x=0.35..0.4,color=red,thickness=3):

> h6:=plot(x^2,x=0.45..0.5,color=red,thickness=3):
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> z1:=plot(x^2,x=0.55..0.6,color=red,thickness=3):

> z2:=plot(x^2,x=0.62..0.65,color=red,thickness=3):

Samotná práce je vysázena v programu LATEX, konkrétně v programu TexMaker.

Zvolila jsem tento program, protože je vyvinutý pro práci s matematickým textem.

I tak má svá úskaĺı a zadáváńı nerovnic nebylo vždy jednoduché. Uživatel nekliká

na ikonky, ale ṕı̌se zdrojový kód.
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2 Definičńı obor funkce dvou proměnných

Základńı teorii k tématu jsem převzala a upravila z literatury [2] a [3].

Definice 1 (Funkce). Zobrazeńı f množiny A ⊂ R2 do množiny R (zapisujeme

f : A → R) se nazývá reálná funkce dvou reálných proměnných (zkráceně budeme

ř́ıkat jen funkce dvou proměnných). Č́ısla x, y se nazývaj́ı nezávislé proměnné. Č́ıslo

f(x, y) se nazývá hodnota funkce f v bodě (x, y) ∈ A nebo funkčńı hodnota funkce

f v bodě (x, y).

Definice 2 (Definičńı obor). Uvažujme reálnou funkci dvou proměnných. Necht’ A je

množina v R2. Prvky množiny A jsou dvojice reálných č́ısel (neboli body v rovině).

Funkce f s definičńım oborem A přǐrazuje každé dvojici (x, y) v A reálné č́ıslo

z = f(x, y).

Poznámka 3. Definičńım oborem funkce bývá nejčastěji oblast, resp. uzavřená ob-

last (tj. oblast a jej́ı hranice). Př́ıkladem oblasti je vnitřek elipsy, celá roviny xy atd.

Př́ıkladem uzavřené oblasti je kruh včetně hraničńı kružnice atd.

9



3 Řešené př́ıklady

3.1 Př́ıklad 1

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = 2x+ 3y − 1 (1)

Při řešeńı definičńıho oboru funkce (1) nejsme nič́ım limitováni. Nemáme tu žádná

omezeńı v podobě zlomku, odmocniny, funkćı.

Definičńı obor je na obrázku (1).

Obrázek 1: definičńı obor funkce F (x, y) = 2x+ 3y − 1
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3.2 Př́ıklad 2

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = x2 + 3 (2)

Kvadratická funkce je definována pro x ∈ R. Tud́ıž definičńım oborem funkce (2)

na obrázku (2) je prostor R2.

Obrázek 2: definičńı obor funkce F (x, y) = x2 + 3
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3.3 Př́ıklad 3

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = x2 + y2 (3)

Nejsou zde žádné omezuj́ıćı funkce. Tud́ıž definičńı oborem je celý prostor R2,

obrázek (3).

Obrázek 3: definičńı obor funkce F (x, y) = x2 + y2
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3.4 Př́ıklad 4

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
y

x
(4)

Zlomek je definován, pokud jmenovatel je r̊uzný od 0. Z toho vyplývá podmı́nka

x 6= 0.

Definičńı obor funkce je tedy na obrázku (4).

Obrázek 4: definičńı obor funkce F (x, y) =
y

x
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3.5 Př́ıklad 5

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
1

x
+

1

y
(5)

Z omezeńı pro zlomek vyplývaj́ı dvě podmı́nky

x 6= 0 ∧ y 6= 0.

Při grafickém znázorněńı vypust́ıme x-ovou a y-ovou osu, obrázek (5).

Obrázek 5: definičńı obor funkce F (x, y) =
1

x
+

1

y

14



3.6 Př́ıklad 6

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
x+ y

x− y
(6)

Výraz x− y je jmenovatelem ve zlomku. Tedy

x− y 6= 0

x 6= y. (7)

Definičńım oborem funkce (6) je R2 bez př́ımky x = y.

Grafické znázorněńı je na obrázku (6).

Obrázek 6: definičńı obor funkce F (x, y) =
x+ y

x− y
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3.7 Př́ıklad 7

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
xy

x+ y
(8)

Omezeńı definičńıho oboru funkce (8) máme v podobě jmenovatele ve zlomku. Jme-

novatel muśı být r̊uzný od 0. Tud́ıž

y 6= −x.

Z prostoru R2

”
vynecháme“ př́ımku y = −x. Definičńı obor je tedy na obrázku (7).

Obrázek 7: definičńı obor funkce F (x, y) =
xy

x+ y
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3.8 Př́ıklad 8

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
5x− 2y

1 + xy
(9)

Existenci zlomku zajist́ıme, pokud jmenovatel polož́ıme r̊uzný od 0. Odtud řeš́ıme

nerovnici

1 + xy 6= 0

xy 6= −1. (10)

1. x = 0

Nerovnice (10) je splněna.

2. x 6= 0

Nerovnici (10) uprav́ıme

y 6= −1

x
. (11)

Podmı́nka (11) znač́ı, že se muśıme vyhnout rovnoosé hyperbole.

Definičńı obor funkce (9) je sjednoceńım obou př́ıpad̊u - obrázek (8).
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Obrázek 8: definičńı oboru funkce F (x, y) =
5x− 2y

1 + xy
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3.9 Př́ıklad 9

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
1

(x− 3)2 + (y + 1)2 − 4
(12)

Zlomek je definován, pokud jmenovatel je r̊uzný od 0. Odtud řeš́ıme nerovnici

(x− 3)2 + (y + 1)2 − 4 6= 0.

Pokud ji přeṕı̌seme do tvaru

(x− 3)2 + (y + 1)2 6= 4,

dostáváme středovou rovnici kružnice se středem S = [3;−1] a poloměrem r = 2.

Tud́ıž definičńı obor funkce je prostor R2 bez kružnice (x− 3)2 + (y + 1)2 = 4.

Grafická podoba je na obrázku (9).

Obrázek 9: definičńı obor funkce F (x, y) =
1

(x− 3)2 + (y + 1)2 − 4
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3.10 Př́ıklad 10

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√
x2 + y2 (13)

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Z toho řeš́ıme nerovnici

x2 + y2 ≥ 0.

Ovšem výraz pod odmocninou nenabývá nikdy záporných hodnot. Pouze pro bod [0; 0]

je nerovnice rovna 0, ale tato hodnota je též př́ıpustná. Grafická podoba definičńıho

oboru je na obrázku (10).

Obrázek 10: definičńı obor funkce F (x, y) =
√
x2 + y2
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3.11 Př́ıklad 11

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√
x− y2 (14)

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Řeš́ıme nerovnici

x− y2 ≥ 0

x ≥ y2. (15)

Křivku y2 = x źıskáme překlopeńım paraboly y = x2 kolem osy I. a III. kvadrantu.

Nerovnici x ≥ y2 vyhovuje vnitřek paraboly, včetně křivky.

Gragická podoba definičńıho oboru funkce (14) je tedy na obrázku (11).

Obrázek 11: definičńı obor funkce F (x, y) =
√
x− y2

21



3.12 Př́ıklad 12

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√

4− x2 +
√
y2 − 9 (16)

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla.

Z prvńı odmocniny dostáváme podmı́nku

x2 ≤ 4,

tedy

|x| ≤ 2.

Dostáváme

x ∈ 〈−2; 2〉 .

Z druhé odmocniny dostáváme podmı́nku

y2 ≥ 9,

tedy

|y| ≥ 3.

Pro proměnnou y dostáváme

y ∈ (−∞;−3〉 ∨ 〈3;∞).

Známe již omezeńı pro proměnnou x i pro proměnnou y. Grafická podoba definičńıho

oboru funkce je na obrázku (12).
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Obrázek 12: definičńı obor funkce F (x, y) =
√

4− x2 +
√
y2 − 9
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3.13 Př́ıklad 13

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√
x− y2 +

√
x2 − y (17)

Definičńı obor funkce (17) omezuj́ı dvě odmocniny. Výrazy pod odmocninami muśı

být nezáporná č́ısla.

Z prvńı odmocniny dostáváme podmı́nku

x− y2 ≥ 0

y2 ≤ x. (18)

Křivku y2 = x źıskáme překlopeńım paraboly y = x2 kolem osy I. a III. kvadrantu.

Nerovnici (18) odpov́ıdá křivka a jej́ı vnitřńı část - obrázek (13).

Obrázek 13: y2 ≤ x

Z druhé odmocniny dostáváme podmı́nku

x2 − y ≥ 0

y ≤ x2. (19)
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Křivka y = x2 představuje parabolu s vrcholem v bodě [0; 0] , s osou v ose y. Nerov-

nici (19) odpov́ıdá parabola a vněǰśı část paraboly.

Pr̊unikem podmı́nek nerovnic (18) a (19) dostáváme konečnou podobu definičńıho

oboru funkce, která je patrná z obrázku (14). Křivky se prot́ınaj́ı v bodech [0; 0]

a [1; 1] .

Obrázek 14: definičńı oboru funkce F (x, y) =
√
x− y2 +

√
x2 − y
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3.14 Př́ıklad 14

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√
x2 + y2 − 9 (20)

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Upravujeme tedy nerovnici

x2 + y2 − 9 ≥ 0

x2 + y2 ≥ 9. (21)

Rovnice x2 + y2 = 9 je analytickým vyjádřeńım kružnice se středem v počátku,

tj. S = [0; 0] a poloměrem r = 3.

Do definičńıho oboru funkce (20) nálež́ı samotná kružnice a jej́ı okoĺı. Znázorněńı je

na obrázku (15).

Obrázek 15: definičńı obor funkce F (x, y) =
√
x2 + y2 − 9
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3.15 Př́ıklad 15

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√

36− 4x2 − 9y2 (22)

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Odtud řeš́ıme nerovnici

36− 4x2 − 9y2 ≥ 0

4x2 + 9y2 ≤ 36

x2

9
+
y2

4
≤ 1. (23)

Rovnice
x2

9
+
y2

4
= 1

představuje obecnou rovnici elipsy se středem S = [0; 0] . Osy elipsy jsou rovnoběžné

se souřadnými osami. Délka hlavńı poloosy a = 3 a délka vedleǰśı poloosy b = 2.

Z nerovnice (23) máme omezeńı definičńıho oboru funkce na elipsu a jej́ı vnitřek.

Což je patrné z obrázku (16).

Obrázek 16: definičńı obor funkce F (x, y) =
√

36− 4x2 − 9y2
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3.16 Př́ıklad 16

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√

(x2 + y2 − 1)(4− x2 − y2) (24)

Výraz pod odmocninou muśı být nezáporné č́ıslo. V tomto př́ıpadě řeš́ıme, kdy je

součin dvou č́ısel větš́ı nebo roven 0. Řešeńı se rozpadá na dva př́ıpady:

1. x2 + y2 − 1 ≥ 0 ∧ 4− x2 − y2 ≥ 0

Řešeńı prvńı nerovnice:

x2 + y2 − 1 ≥ 0

x2 + y2 ≥ 1. (25)

Výraz x2+y2 = 1 představuje kružnici se středem S v bodě [0; 0] a poloměrem

r = 1. Podmı́nce (25) vyhovuje kružnice a jej́ı vněǰśı část.

Řešeńı druhé nerovnice:

4− x2 − y1 ≥ 0

x2 + y2 ≤ 4. (26)

Výraz x2+y2 = 4 představuje kružnici se středem S v bodě [0; 0] a poloměrem

r = 2. Podmı́nce (26) vyhovuje kružnice a jej́ı vnitřńı část. Pr̊unik podmı́nek

(25) a (26) je na obrázku (17).

2. x2 + y2 − 1 ≤ 0 ∧ 4− x2 − y2 ≤ 0

Řešeńı prvńı nerovnice:

x2 + y2 − 1 ≤ 0

x2 + y2 ≤ 1.

Tedy kružnice se středem S = [0; 0] a poloměrem r = 1 a jej́ı vnitřńı část.

Řešeńı druhé nerovnice:

4− x2 − y1 ≤ 0

x2 + y2 ≥ 4.

Tedy kružnice se středem S = [0; 0] a poloměrem r = 2 a jej́ı vněǰśı část.

Pr̊unikem podmı́nek je prázdná množina.

Definičńı obor funkce je spojeńım uvedených dvou př́ıpad̊u. Z druhého př́ıpadu ne-

vyhovuj́ı žádné body z prostoru R2, tud́ıž grafické řešeńı definičńıho oboru funkce

je na obrázku (18).
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Obrázek 17: x2 + y2 − 1 ≥ 0 ∧ 4− x2 − y2 ≥ 0

Obrázek 18: definičńı oboru funkce F (x, y) =
√

(x2 + y2 − 1)(4− x2 − y2)
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3.17 Př́ıklad 17

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
y√
x

(27)

Definičńı obor funkce (27) je omezen zlomkem a odmocninou. Oboj́ı se vztahuje

k proměnné x. Vycháźıme tedy z nerovnice

x > 0,

což je v tomto př́ıpadě i řešeńı definičńıho oboru.

Grafická podoba definičńıho oboru funkce (27) je na obrázku (19).

Obrázek 19: definičńı obor funkce F (x, y) =
y√
x
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3.18 Př́ıklad 18

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
1√

x2 + y2
(28)

Omezeńı definičńıho oboru máme v podobě zlomku, kdy se jmenovatel nesmı́

rovnat 0, a odmocnině. Muśıme vyřešit nerovnici

x2 + y2 > 0.

Tuto nerovnici splňuj́ı všechny dvojice [x; y] reálných č́ısel, kromě dvojice,

resp. bodu [0, 0] .

Grafická podoba definičńıho oboru funkce (28) je na obrázku (20).

Obrázek 20: definičńı obor funkce F (x, y) =
1√

x2 + y2
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3.19 Př́ıklad 19

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
1√

x+
√
y

(29)

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Jmenovatel ve zlomku muśı být

r̊uzný od 0.

Z vnitřńı odmocniny vyplývá podmı́nka

y ≥ 0.

Budeme se pohybovat na nebo nad osou x.

Odmocnina ve jmenovateli je definována, pokud

x+
√
y > 0

x > −√y. (30)

Křivku x = −√y źıskáme překlopeńım křivky y = −
√
x kolem osy I. a III. kvad-

rantu. Graficky znázorńıme nerovnici

y > −
√
x,

což je obrázek (21).

Definičńı obor funkce (29) źıskáme překlopeńım útvaru z obrázku (21) kolem

osy I. a III. kvadrantu. Na překlopeném útvaru muśıme zkontrolovat, zda je splněna

podmı́nka z vnitřńı odmocniny funkce (29), tj. y ≥ 0. Podmı́nka je splněna. Grafická

podoba definičńıho oboru je na obrázku (22).
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Obrázek 21: y > −
√
x

Obrázek 22: definičńı obor funkce F (x, y) =
1√

x+
√
y
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3.20 Př́ıklad 20

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =

√
x2 − y +

√
x− y2

x
(31)

Existenci zlomku zajist́ıme podmı́nkou

x 6= 0.

Dále muśıme zajistit existenci odmocnin, tj. výraz pod odmocninou muśı být větš́ı

nebo roven 0.

Nejprve uprav́ıme prvńı odmocninu následovně

x2 − y ≥ 0

y ≤ x2. (32)

Křivka y = x2 je konvexńı kvadratická parabola s vrcholem v bodě [0; 0] . Podmı́nce (32)

odpov́ıdá obrázek (23).

Obrázek 23: x 6= 0 ∧ y ≤ x2
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Druhou odmocninu uprav́ıme následovně

x− y2 ≥ 0

y2 ≤ x. (33)

Podmı́nce (33) odpov́ıdá obrázek (24).

Obrázek 24: x 6= 0 ∧ y2 ≤ x

Grafická podoba definičńıho oboru funkce je pr̊unik útvar̊u z obrázk̊u (23) a (24).

Body, ve kterých se křivky prot́ınaj́ı, jsou [0; 0] a [1; 1] . Ovšem bod [0; 0] do de-

finičńıho oboru funkce (31) nepatř́ı.

Grafická podoba definičńıho oboru funkce (31) je na obrázku (25).

35



Obrázek 25: definičńı obor funkce F (x, y) =

√
x2 − y +

√
x− y2

x
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3.21 Př́ıklad 21

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =

√
y − x3

x
(34)

Na prvńı pohled jsou patrné dvě podmı́nky:

1. Zlomek je definován, pokud jmenovatel je r̊uzný od 0. Prvńı podmı́nka de-

finičńıho oboru zńı

x 6= 0.

2. Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla.

Řeš́ıme nerovnici
y − x3

x
≥ 0.

(a) y − x3 ≥ 0 ∧ x > 0

Z prvńı nerovnice dostáváme

y ≥ x3.

Podle podmı́nky x > 0 se budeme pohybovat napravo od osy y.

Grafem x3 je kubická parabola a muśı být splněna podmı́nka y ≥ x3.

Grafická podoba je na obrázku (26).

(b) y ≤ x3 ∧ x < 0

Budeme se pohybovat nalevo od osy y, s podmı́nkou y ≤ x3. Proto nás

nepřekvaṕı obrázek (27).

Spojeńım útvar̊u z obrázk̊u (26) a (27) dostáváme konečnou podobu definičńıho

oboru funkce (34). Podmı́nka x 6= 0 je v obrázku (28) znázorněna jako červená

přerušovaná čára. Samotná kubická parabola splňuje podmı́nky y ≥ x3, y ≤ x3,

tud́ıž je znázorněna červenou plnou čárou.
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Obrázek 26: y − x3 ≥ 0 ∧ x > 0

Obrázek 27: y ≤ x3 ∧ x < 0
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Obrázek 28: definičńı obor funkce F (x, y) =

√
y − x3

x
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3.22 Př́ıklad 22

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =

√
x2 − y2 − 1

x
(35)

Prvńı podmı́nka definičńıho oboru vyplývá z existence zlomku. Zlomek je definován

pokud jeho jmenovatel je r̊uzný od 0, odtud

x 6= 0.

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Pod odmocninou se nám vyskytuje

zlomek, který převad́ı řešeńı na situaci, kdy je zlomek větš́ı nebo roven nule.

1. x2 − y2 − 1 ≥ 0 ∧ x > 0

Rovnice x2 − y2 − 1 = 0 skrývá analytické vyjádřeńı hyperboly, se středem

v bodě S = [0, 0]. Hlavńı poloosa je rovna vedleǰśı poloose, tj. a = b = 1.

Pokud a = b, pak dostáváme rovnoosou hyperbolu.

Nerovnice vyjadřuje křivku a jej́ı vněǰśı část.

Situace je vyjádřena na obrázku (29).

2. x2 − y2 − 1 ≤ 0 ∧ x < 0

Prvńı nerovnice vyjadřuje hyperbolu z bodu 1. a jej́ı vnitřńı část.

Situace je vyjádřena na obrázku (30).

Definičńı obor funkce (35) je tedy sjednoceńım útvar̊u z obrázk̊u (29) a (30) a je

znázorněn na obrázku (31).
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Obrázek 29: x2 − y2 − 1 ≥ 0 ∧ x > 0

Obrázek 30: x2 − y2 − 1 ≤ 0 ∧ x < 0
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Obrázek 31: definičńı obor funkce F (x, y) =

√
x2 − y2 − 1

x
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3.23 Př́ıklad 23

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =

√
x− x2 − y2

x2 − y
(36)

Nejprve zajist́ıme existenci zlomku podmı́nkou

x2 − y 6= 0.

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Situace se rozpadá na dvě řešeńı:

1. x− x2 − y2 ≥ 0 ∧ x2 − y > 0

Nejprve uprav́ıme prvńı nerovnici:

x− x2 − y2 ≥ 0(
x2 − x+

1

4

)
+ y2 − 1

4
≤ 0(

x− 1

2

)2

+ y2 ≤ 1

4
(37)

Výraz (
x− 1

2

)2

+ y2 =
1

4

je analytickým vyjádřeńım kružnice se středem v bodě S =

[
1

2
; 0

]
a poloměrem r =

1

2
.

Nerovnici (37) vyhovuje kružnice a jej́ı vnitřek.

Upraveńım druhé nerovnice dostáváme:

x2 − y > 0

y < x2. (38)

Výraz

y = x2

je analytické vyjádřeńı kvadratické paraboly.

Grafické spojeńı podmı́nky (37) a (38) vid́ıme na obrázku (32).
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Obrázek 32:

(
x− 1

2

)2

+ y2 ≤ 1

4
∧ y < x2

2. x− x2 − y2 ≤ 0 ∧ x2 − y < 0

Po úpravách dostáváme(
x− 1

2

)2

+ y2 ≥ 1

4
∧ y > x2.

Podmı́nkám odpov́ıdá obrázek (33).

Spojeńım prvńıho a druhého př́ıpadu, tj. sjednoceńı útvar̊u z obrázk̊u (32) a (33)

dostáváme konečnou grafickou podobu definičńıho oboru funkce, tj. obrázek (34).

Body, ve kterých se parabola a kružnice prot́ınaj́ı, splňuj́ı zároveň rovnice(
x− 1

2

)2

+ y2 =
1

4
a y = x2, tedy jsou řešeńım rovnice 4. řádu. Jejich přesné

hodnoty urč́ıme pomoćı programu Maple. Použijeme k tomu př́ıkaz solve.

> rce1:=y=x^2;

2

rce1 := y = x

> rce2:=(x-1/2)^2+y^2=1/4;

2 2

44



Obrázek 33:

(
x− 1

2

)2

+ y2 ≥ 1

4
∧ y > x2

rce2 := (x - 1/2) + y = 1/4

> solve({rce1,rce2},{x,y});

3

{y = 0, x = 0}, {x = RootOf(_Z - 1 + _Z , label = _L3),

3 2

y = RootOf(_Z - 1 + _Z , label = _L3) }

> evalf(%);

{y = 0., x = 0.}, {x = 0.6823278038, y = 0.4655712318}

Z posledńıho řádku vyplývá, že body dotyku jsou [0; 0] a [0, 6823278038; 0, 4655712318] .
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Obrázek 34: definičńı obor funkce F (x, y) =

√
x− x2 − y2

x2 − y
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3.24 Př́ıklad 24

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =

√
x2 + y2 − x
2x− x2 − y2

(39)

Existenci zlomku zajist́ıme podmı́nkou

2x− x2 − y2 6= 0.

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Řešeńı definičńıho oboru funkce

se rozpadá na dva př́ıpady, kdy je zlomek větš́ı nebo roven 0.

1. x2 + y2 − x ≥ 0 ∧ 2x− x2 − y2 > 0

Při řešeńıch použijeme úpravu doplněńı na čtverec.

Řešeńı prvńı nerovnice vypadá následovně

x2 + y2 − x ≥ 0(
x2 − x+

1

4

)
+ y2 − 1

4
≥ 0(

x− 1

2

)2

+ y2 ≥ 1

4
. (40)

Podmı́nce (40) odpov́ıdá kružnice se středem S =

[
1

2
; 0

]
a poloměrem r =

1

2
a jej́ı vněǰśı část.

Druhou nerovnici uprav́ıme následovně

2x− x2 − y2 > 0

(x2 − 2x+ 1)− 1 + y2 < 0

(x− 1)2 + y2 < 1. (41)

Podmı́nce (41) odpov́ıdá vnitřńı část kružnice se středem S = [1; 0] a po-

loměrem r = 1.

Pr̊unik podmı́nek (40) a (41) je znázorněn na obrázku (35). Bod [0; 0] do

definičńıho oboru funkce nepatř́ı, v obrázku je znázorněn malým červeným

kolečkem.
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Obrázek 35: x2 + y2 − x ≥ 0 ∧ 2x− x2 − y2 > 0

2. x2 + y2 − x ≤ 0 ∧ 2x− x2 − y2 < 0

Analogicky uprav́ıme nerovnice ve druhém př́ıpadě:(
x− 1

2

)2

+ y2 ≤ 1

4
. (42)

Což z grafického hlediska je kružnice se středem S =

[
1

2
; 0

]
, poloměrem r =

1

2
a jej́ı vnitřńı část.

Druhou nerovnici uprav́ıme

(x− 1)2 + y2 > 1. (43)

Což z grafického hlediska je vněǰśı část kružnice se středem S = [1; 0] a po-

loměrem r = 1.

Množiny (42), (43) nemaj́ı žádný společný pr̊unik.

Definičńı obor funkce (39) je tedy obrázek (36).
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Obrázek 36: definičńı obor funkce F (x, y) =

√
x2 + y2 − x
2x− x2 − y2
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3.25 Př́ıklad 25

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
y

ex
(44)

Ve funkci (44) se vyskytuje zlomek. Zlomek je definovaný, když jmenovatel je r̊uzný

od 0. Tedy

ex 6= 0.

Exponenciálńı funkce je definována pro všechny hodnoty x. Tud́ıž i definičńı obor

funkce (44) je řešitelný pro x ∈ R.

Pro hodnoty y nemáme žádná omezeńı.

Grafická podoba je tedy na obrázku (37).

Obrázek 37: definičńı obor funkce F (x, y) =
y

ex
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3.26 Př́ıklad 26

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√
y · sinx (45)

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Pod odmocninou máme součin, tud́ıž

se nám řešeńı nerovnice

y · sinx ≥ 0

rozpadá na dvě situace:

1. y ≥ 0 ∧ sinx ≥ 0

Prvńı nerovnice nám určuje, že se budeme pohybovat na ose nebo nad osou x.

Grafem funkce sin je sinusoida. Podle naš́ı nerovnice nás budou zaj́ımat x-ové

souřadnice, pro které jsou
”
obloučky“ sinusoidy na ose nebo nad osou x.

Matematický zápis obrázku (38) by vypadal takto

x ∈ 〈0;π〉+ 2kπ, k ∈ R.

Obrázek 38: y ≥ 0 ∧ sinx ≥ 0

2. y ≤ 0 ∧ sinx ≤ 0

Nerovnice y ≤ 0 nám ř́ıká, že se budeme pohybovat na ose nebo pod osou x.
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A ze sinusoidy z nerovnice sinx ≤ 0 se budeme zaj́ımat o x-ové souřadnice,

pro které jsou
”
obloučky“ na ose nebo pod osou x.

Výsledek těchto dvou nerovnic je na obrázku (39) a matematický zápis by vy-

padal takto

x ∈ 〈π; 2π〉+ 2kπ, k ∈ R.

Obrázek 39: y ≤ 0 ∧ sinx ≤ 0

Konečná podoba definičńıho oboru funkce (45) je sjednoceńım útvar̊u z předchoźıch

dvou obrázk̊u - obrázek (40).
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Obrázek 40: definičńı obor funkce F (x, y) =
√
y · sinx
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3.27 Př́ıklad 27

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√
y − sinx (46)

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Tedy

y − sinx ≥ 0

y ≥ sinx. (47)

Grafem funkce sin x je sinusoida.

Hledáme y nad nebo na sinusoidě. Výsledek je patrný z obrázku (41).

Obrázek 41: definičńı obor funkce F (x, y) =
√
y − sinx
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3.28 Př́ıklad 28

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√
y · (sinx− y) (48)

Jediné omezeńı definičńıho oboru spatřujeme v odmocnině. Muśı platit

y · (sinx− y) ≥ 0.

Řešeńı se rozpadá na dva př́ıpady.

1. y ≥ 0 ∧ sinx− y ≥ 0

Z prvńı nerovnice v́ıme, že se budeme pohybovat na nebo nad osou x.

Druhá nerovnice po upraveńı na tvar

y ≤ sinx,

nás odkazuje na body pod sinusoidou. Gragický výsledek na obrázku (42).

Obrázek 42: y ≥ 0 ∧ y ≤ sinx

2. y ≤ 0 ∧ sinx− y ≤ 0

Po úpravách dostáváme nerovnice

y ≤ 0 ∧ y ≥ sinx.

Je zřejmé, že se budeme pohybovat na ose nebo pod osou x a p̊ujde nám o body

nad sinusoidou, jak je vidět na obrázku (43).
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Obrázek 43: y ≤ 0 ∧ y ≥ sinx

Sjednoceńım útvar̊u z obrázk̊u (42) a (43), dostáváme konečnou podobu definičńıho

oboru funkce (48) - obrázek (44).

Obrázek 44: definičńı obor funkce F (x, y) =
√
y · (sinx− y)
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3.29 Př́ıklad 29

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√
x · cos y (49)

Funkce cos y je definována na celých reálných č́ıslech.

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Odtud řeš́ıme nerovnici

x · cos y ≥ 0.

Řešeńı se rozpadá na dva př́ıpady:

1. x ≥ 0 ∧ cos y ≥ 0

Budeme se pohybovat na ose y nebo vpravo od osy y. Budou nás zaj́ımat

y-ové souřadnice, pro které je kosinusoida větš́ı nebo rovna 0. Grafická podoba

prvńıho př́ıpadu je na obrázku (45).

Obrázek 45: x ≥ 0 ∧ cos y ≥ 0

2. x ≤ 0 ∧ cos y ≤ 0

Budeme se pohybovat na ose y nebo vlevo od osy y. Budou nás zaj́ımat

57



y-ové souřadnice, pro které je kosinusoida menš́ı nebo rovna 0.Grafická podoba

druhého př́ıpadu je na obrázku (46).

Obrázek 46: x ≤ 0 ∧ cos y ≤ 0

Sjednoceńım obou útvar̊u dostáváme konečnou podobu definičńıho oboru funkce,která

je na obrázku (47).
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Obrázek 47: definičńı obor funkce F (x, y) =
√
x · cos y
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3.30 Př́ıklad 30

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = ln(xy) (50)

Logaritmus je definovaný, pokud jeho argument je kladné reálné č́ıslo. Tud́ıž řeš́ıme

nerovnici

xy > 0.

Řešeńı se rozpadá na dva př́ıpady:

1. x > 0 ∧ y > 0

Řešeńım je I. kvadrant, neboli otevřený výsek roviny vymezený x-ovou osou

a y-ovou osou.

2. x < 0 ∧ y < 0

Řešeńım je III. kvadrant prostoru R2.

Definičńı obor funkce je I. a III. kvadrant, tedy obrázek (48).

Obrázek 48: definičńı obor funkce F (x, y) = ln(xy)
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3.31 Př́ıklad 31

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = ln(4xy) (51)

Funkce ln je definována pro argumenty z intervalu (0;∞). Odtud řeš́ıme nerovnici

4xy > 0.

Řešeńı se rozpadá na dva př́ıpady.

1. x > 0 ∧ y > 0

Výsledkem je I. kvadrant bez hraničńıch os.

2. x < 0 ∧ y < 0

Výsledkem je III. kvadrant bez hraničńıch os.

Definičńı obor funkce je sjednoceńım prvńıho a druhé př́ıpadu. Grafickou podoba

definičńıho oboru vid́ıme na obrázku (49).

Obrázek 49: definičńı obor funkce F (x, y) = ln(4xy)
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3.32 Př́ıklad 32

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = ln x+ ln y (52)

Logaritmus je definovaný, pokud jeho argument je kladné reálné č́ıslo. Tud́ıž řeš́ıme

x > 0 ∧ y > 0.

Definičńım oborem funkce je I. kvadrant, obrázek (50).

Obrázek 50: definičńı obor funkce F (x, y) = ln x+ ln y
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3.33 Př́ıklad 33

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = ln(x+ y) (53)

Logaritmus je definovaný, pokud jeho argument je kladné reálné č́ıslo. Tud́ıž řeš́ıme

nerovnici

x+ y > 0.

Dostáváme podmı́nku y > −x, která na obrázku (51) definičńıho oboru funkce

vymezuje horńı polorovinu prostoru R2 omezeného př́ımkou y = −x.

Obrázek 51: definičńı obor funkce F (x, y) = ln(x+ y)
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3.34 Př́ıklad 34

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = ln
(
9x2 + 54x+ 4y2 + 45

)
(54)

Funkce ln je definována pro argumenty z intervalu (0;∞). Odtud muśıme vyřešit

nerovnici

9x2 + 54x+ 4y2 + 45 > 0.

Výraz na levé straně nerovnice doplńıme na čtverec a následně uprav́ıme

9x2 + 54x+ 4y2 + 45 > 0(
9x2 + 54x+ 81

)
+ 4y2 + 45− 81 > 0

9(x+ 3)2 + 4y3 > 36

(x+ 3)2

4
+
y2

9
> 1. (55)

Pokud by v nerovnici (55) bylo znaménko rovnosti, snadno bychom odhalili ana-

lytické vyjádřeńı elipsy se středem S = [−3; 0], hlavńı poloosou a = 2 a vedleǰśı

poloosou b = 3. V našem př́ıpadě je ovšem znaménko nerovnosti,tzn. definičńı obor

funkce je vněǰśı část elipsy. Grafické znázorněńı je na obrázku (52).
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Obrázek 52: definičńı obor funkce F (x, y) = ln (9x2 + 54x+ 4y2 + 45)
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3.35 Př́ıklad 35

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = ln(y − x2) + ln(9− y) (56)

Funkce ln je definována pro argumenty z intervalu (0;∞).

Z prvńıho logaritmu dostáváme nerovnici

y − x2 > 0

y > x2. (57)

Křivka y = x2 odpov́ıdá konvexńı kvadratické parabole, nerovnice jej́ımu vnitřku.

Z druhého logaritmu dostáváme nerovnici

9− y > 0

y < 9. (58)

Pr̊unik podmı́nek (57) a (58) je konečný definičńı obor funkce. Jeho grafická podoba

je na obrázku (53). Pr̊useč́ıky křivek splňuj́ı rovnice y = x2 a y = 9, jedná se tedy

o body [−3; 9] a [3; 9] .
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Obrázek 53: definičńı oboru funkce F (x, y) = ln(y − x2) + ln(9− y)
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3.36 Př́ıklad 36

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = ln (x · ln(x+ y)) (59)

Definičńı obor logaritmické funkce je interval (0;∞). Tud́ıž z vnitřńı závorky vyplývá

x+ y > 0

y > −x. (60)

Budeme se pohybovat v polorovině, která je znázorněna na obrázku (54).

Obrázek 54: y > −x

Z podmı́nky vněǰśıho logaritmu dostáváme

x · ln(x+ y) > 0.

Řešeńı nerovnice se rozpadá na dva př́ıpady:

1. x < 0 ∧ ln(x+ y) < 0

Při úpravě druhé nerovnice využijeme poznatku, že ln je záporný pro argu-
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menty z intervalu (0; 1). Hledáme tedy řešeńı nerovnice

0 < x+ y < 1

−x ≤ y ≤ 1− x.

Situace je znázorněna na obrázku (55), je zde poč́ıtáno již s podmı́nkou z ne-

rovnice (60).

Obrázek 55: y > −x ∧ x < 0 ∧ ln(x+ y) < 0

2. x > 0 ∧ ln(x+ y) > 0

Při úpravě nerovnice ln(x+y) > 0, využijeme stejného poznatku jako v předchoźım

př́ıpadě. Úprava bude následuj́ıćı

x+ y > 1

y > 1− x.

Spojeńım prvńıho př́ıpadu, resp. obrázku (55) a druhého př́ıpadu, dostáváme konečnou

podobu definičńıho oboru funkce. Definičńı obor funkce (59) je na obrázku (56).
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Obrázek 56: definičńı obor funkce F (x, y) = ln (x · ln(x+ y))
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3.37 Př́ıklad 37

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = ln
(
1− (x2 + y)2

)
(61)

Logaritmus je definovaný, pokud jeho argument je kladné reálné č́ıslo. Tud́ıž řeš́ıme

nerovnici

1− (x2 + y)2 > 0.

Výraz uprav́ıme na tvar

(1− x2 − y)(1 + x2 + y) > 0.

Řešeńı definičńıho oboru funkce se nám rozpadá na dva př́ıpady:

1. 1− x2 − y > 0 ∧ 1 + x2 + y > 0

Upraveńı prvńı nerovnice vypadá takto:

1− x2 − y > 0

y < 1− x2. (62)

Křivka y = 1− x2 je konkávńı parabola, posunutá po y-ové ose do hodnoty 1.

Upraveńı druhé nerovnice vypadá takto:

1 + x2 + y > 0

y > −1− x2. (63)

Křivka y = −1− x2 je konkávńı parabola, posunutá po y-ové ose do hodnoty

−1.

Spojeńım podmı́nek (62) a (63) dostáváme prvńı omezeńı definičńıho oboru

funkce. Z grafického hlediska se jedná o prostor mezi parabolami, jak je patrné

z obrázku (57).

2. 1− x2 − y < 0 ∧ 1 + x2 + y < 0

Analogickými úpravami závorek dostáváme konečné podmı́nky ve tvaru

y > 1− x2 a y < −1− x2.

Těmto podmı́nkám nevyhovuje žádný bod z prostoru R2, protože 1− x2 neńı

nikdy menš́ı než −1− x2.

Tedy konečný definičńı obor funkce je prostor mezi dvěma konkávńımi parabolami

znázorněný na obrázku (58).

71



Obrázek 57: 1− x2 − y > 0 ∧ 1 + x2 + y > 0

Obrázek 58: definičńı obor funkce F (x, y) = ln (1− (x2 + y)2)
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3.38 Př́ıklad 38

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = ln
x+ 1

2− y
(64)

Zlomek existuje, pokud jmenovatel je r̊uzný od 0, tedy

y 6= 2.

Funkce ln je definována pro argumenty z intervalu (0;∞). Odtud řeš́ıme nerovnici

x+ 1

2− y
> 0.

Řešeńı nerovnice se rozpadá na dva př́ıpady.

1. čitatel i jmenovatel kladńı

x+ 1 > 0 ∧ 2− y > 0

x > −1 ∧ y < 2
(65)

Prvńı př́ıpad má grafické řešeńı na obrázku (59).

2. čitatel i jmenovatel záporńı

x+ 1 < 0 ∧ 2− y < 0

x < −1 ∧ y > 2
(66)

Druhý př́ıpad má grafické řešeńı na obrázku (60).

Sjednoceńım obou útvar̊u dostáváme konečnou podobu definičńıho oboru funkce

graficky znázorněnou na obrázku (61).
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Obrázek 59: x > −1 ∧ y < 2

Obrázek 60: x < −1 ∧ y > 2
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Obrázek 61: definičńı obor funkce F (x, y) = ln
x+ 1

2− y
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3.39 Př́ıklad 39

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =

√
y − 2x2

ln(1− x2 − y2)
(67)

1. Existenci zlomku zajist́ıme podmı́nkou

ln(1− x2 − y2) 6= 0

1− x2 − y2 6= 1

x2 + y2 6= 0, (68)

tj. do definičńıho oboru funkce (67) nepatř́ı bod [0; 0] .

2. Funkce ln je definována pro argumenty z intervalu (0;∞),tedy potřebujeme

1− x2 − y2 > 0

x2 + y2 < 1. (69)

Podmı́nce (69) odpov́ıdá vnitřńı část kružnice se středem S = [0; 0] a po-

loměrem r = 1.

3. Odmocnina v čitateli je definována pro nezáporná č́ısla. Odtud řeš́ıme nerov-

nici

y − 2x2 ≥ 0

y ≥ 2x2. (70)

Podmı́nce (70) odpov́ıdá parabola a jej́ı vnitřńı část.

Pr̊unik podmı́nek (69) a (70) je definičńı obor funkce, jehož grafická podoba

je na obrázku (62).

Pro určeńı pr̊useč́ık̊u křivek muśıme vyřešit soustavu rovnic

x2 + y2 = 1

y = 2x2,

tedy rovnici

4x4 + x2 − 1 = 0.

Program Maple ukazuje, že máme dva dvojnásobné kořeny
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Obrázek 62: definičńı obor funkce F (x, y) =

√
y − 2x2

ln(1− x2 − y2)

> 4*x^4+x^2-1=0;

4 2

4 x + x - 1 = 0

> solve(%);

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

(-2 + 2 17 ) (-2 + 2 17 ) (-2 - 2 17 )

- -----------------, -----------------, - -----------------,

4 4 4

1/2 1/2

(-2 - 2 17 )

-----------------

4
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Dopoč́ıtáme y-ovou souřadnici

> y1:=2*(-1/4*(-2+2*17^(1/2))^(1/2))^2;

1/2

17

y1 := - 1/4 + -----

4

> y2:=2*(1/4*(-2+2*17^(1/2))^(1/2))^2;

1/2

17

y2 := - 1/4 + -----

4

Pr̊useč́ıky křivek jsou

[
−
√
−2 + 2

√
17

4
;−1

4
+

√
17

4

]
a

[√
−2 + 2

√
17

4
;−1

4
+

√
17

4

]
.
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3.40 Př́ıklad 40

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = ln [x ln(y − x)] + e2x−1 (71)

Exponent u exponenciálńı funkce nemá žádné omezeńı, tj. je definován pro x ∈ R.
Zaměř́ıme se na funkci ln, která je definována pro argumenty z intervalu (0;∞).

Z vnitřńıho logaritmu dostáváme podmı́nku

y − x > 0, tj. y > x.

Řešeńı vněǰśıho logaritmu bude o něco složitěǰśı. Muśıme vyřešit nerovnici

x · ln(y − x) > 0.

Úprava nerovnice se rozpadá na dva př́ıpady.

1. x > 0 ∧ ln(y − x) > 0

Prvńı nerovnice je zřejmá. Druhou uprav́ıme

ln(y − x) > 0

y − x > 1

y > x+ 1.

V grafické podobě
”
vybarv́ıme“ v I. kvadrantu prostor mezi osou y a př́ımkou

y = x+ 1, bez okrajových př́ımek - obrázek (63).

2. x < 0 ∧ ln(y − x) < 0

Uprav́ıme druhou nerovnici

ln(y − x) < 0

0 < y − x < 1

x < y < x+ 1.

V Gaussově rovině na intervalu x ∈ (−∞; 0)
”
vybarv́ıme“ prostor mezi př́ımkami

y = x a y = x+ 1, bez okrajových př́ımek - obrázek (64).

Obrázek (65) je spojeńım útvar̊u z předchoźıch obrázk̊u a zároveň i definičńım obo-

rem funkce (71).
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Obrázek 63: x > 0 ∧ y > x+ 1

Obrázek 64: x < 0 ∧ x < y < x+ 1
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Obrázek 65: definičńı obor funkce F (x, y) = ln [x ln(y − x)] + e2x−1
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3.41 Př́ıklad 41

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = xy (72)

Funkci (72) můžeme přepsat na

F (x, y) = ey·ln x.

Exponenciálńı funkce je definována pro všechna reálná č́ısla. Omezuje nás funkce

logaritmu v exponentu. Logaritmus je definovaný, pokud jeho argument je kladné

reálné č́ıslo. Tud́ıž máme omezeńı v podobě

x > 0.

Definičńı obor funkce je I. a IV. kvadrant, jak je patrné z obrázku (66).

Obrázek 66: definičńı obor funkce F (x, y) = xy
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3.42 Př́ıklad 42

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = y − arcsinx (73)

Omezeńı pro proměnnou y nemáme. Zaměř́ıme se na funkci arcsin, která je defi-

nována na intervalu 〈−1; 1〉. Omezeńı pro proměnnou x je tedy

− 1 ≤ x ≤ 1,

což je i definičńım oborem funkce (73).

Grafická podoba definičńıho oboru je na obrázku (67).

Obrázek 67: definičńı obor funkce F (x, y) = y − arcsinx
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3.43 Př́ıklad 43

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = arcsin(xy) (74)

Funkce arcsin je definována pro argumenty z intervalu 〈−1; 1〉. Odtud řeš́ıme nerov-

nice

−1 ≤ xy ≤ 1.

Při úpravě nerovnice tentokrát budeme rozeb́ırat tři př́ıpady.

1. Pokud x > 0, uprav́ıme nerovnice na tvar

−1

x
≤ y ≤ 1

x
.

Křivka y =
1

x
představuje rovnoosou hyperbolu. Nerovnićım odpov́ıdá obrázek (68).

Obrázek 68: x > 0 ∧ −1

x
≤ y ≤ 1

x
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2. Pokud x < 0, uprav́ıme nerovnice na tvar

−1

x
≥ y ≥ 1

x
.

Těmto nerovnićım odpov́ıdá obrázek (69).

Obrázek 69: x < 0 ∧ −1

x
≥ y ≥ 1

x

3. Pokud x = 0, dostáváme nerovnice

−1 ≤ 0 ≤ 1,

které jsou zřejmé svou platnost́ı.

Definičńı obor funkce je tedy sjednoceńım všech tř́ı př́ıpad̊u. Grafická podoba včetně

hranic je na obrázku (70).
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Obrázek 70: definičńı oboru funkce F (x, y) = arcsin(xy)
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3.44 Př́ıklad 44

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = arcsin(y + 4x) (75)

Funkce arcsin je definována pro argumenty z intervalu 〈−1; 1〉. Odtud plyne řešeńı

−1 ≤ y + 4x ≤ 1.

Jednoduchou úpravou dostáváme omezeńı v podobě

−1− 4x ≤ y ≤ 1− 4x.

Z grafického hlediska se jedná o pás mezi rovnoběžkami y = −1− 4x a y = 1− 4x.

Definičńı obor funkce je tedy na obrázku (71).

Obrázek 71: definičńı obor funkce F (x, y) = arcsin(y + 4x)
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3.45 Př́ıklad 45

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = arcsin(x2 + y2 + 1) (76)

Funkce arcsin je definována na intervalu 〈−1; 1〉. Odtud řeš́ıme a upravujeme

−1 ≤ x2 + y2 + 1 ≤ 1

−2 ≤ x2 + y2 ≤ 0.
(77)

Podmı́nce

x2 + y2 ≥ −2

vyhovuje celý prostor R2.

Podmı́nce

x2 + y2 ≤ 0

vyhovuje pouze bod [0; 0] .

Konečná podoba definičńıho oboru funkce, která splňuje podmı́nku (77), je znázorněna

na obrázku (72).
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Obrázek 72: definičńı obor funkce F (x, y) = arcsin(x2 + y2 + 1)
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3.46 Př́ıklad 46

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = arcsin(x2 + y2 − 1) (78)

Funkce arcsin je definována pro argumenty z intervalu 〈−1; 1〉. Odtud řeš́ıme a upra-

vujeme

−1 ≤ x2 + y2 − 1 ≤ 1

0 ≤ x2 + y2 ≤ 2.
(79)

Podmı́nce

x2 + y2 ≥ 0

vyhovuje celý prostor R2.

Křivka

x2 + y2 = 2

představuje kružnici se středem S = [0; 0] a poloměrem r =
√

2. Nás zaj́ımá oblast

menš́ı nebo rovna poloměru r =
√

2, což je kružnice a jej́ı vnitřńı část.

Konečná podoba definičńıho oboru funkce, která splňuje podmı́nku (79), je znázorněna

na obrázku (73).
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Obrázek 73: definičńı obor funkce F (x, y) = arcsin(x2 + y2 − 1)
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3.47 Př́ıklad 47

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = arcsin(x2 + y2 − 16) (80)

Funkce arcsin je definována pro argumenty z intervalu 〈−1; 1〉. Odtud

−1 ≤ x2 + y2 − 16 ≤ 1

15 ≤ x2 + y2 ≤ 17.
(81)

Křivka x2+y2 = 15 představuje kružnici se středem S = [0; 0] a poloměrem r =
√

15.

Křivka x2+y2 = 17 představuje kružnici se středem S = [0; 0] a poloměrem r =
√

17.

Podmı́nce (81) vyhovuje mezikruž́ı výše zmı́něných kružnic, včetně kružnic.

Grafická podoba definičńıho oboru funkce je na obrázku (74).

Obrázek 74: definičńı obor funce F (x, y) = arcsin(x2 + y2 − 16)
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3.48 Př́ıklad 48

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = arcsin
x+ y

x
(82)

Podmı́nkou

x 6= 0

zajist́ıme existenci zlomku.

Funkce arcsin je definována pro argumenty z intervalu 〈−1; 1〉. Odtud řeš́ıme nerov-

nice

−1 ≤ x+ y

x
≤ 1.

Řešeńı se rozpadá na dvě situace:

1. Pokud násob́ıme nerovnici č́ıslem kladným,tj. x > 0, znaménko nerovnosti

se nezměńı.

Úprava vypadá následovně

−x ≤ x+ y ≤ x

−2x ≤ y ≤ 0.
(83)

Podmı́nce (83) graficky odpov́ıdá prostor ve IV. kvadrantu mezi

osou x a př́ımkou y = −2x, obrázek (75).

2. Pokud násob́ıme nerovnici č́ıslem záporným,tj. x < 0, znaménko nerovnosti

se změńı.

Úprava vypadá následovně

−x ≥ x+ y ≥ x

−2x ≥ y ≥ 0.
(84)

Podmı́nce (84) graficky odpov́ıdá prostor ve II. kvadrantu mezi

osou x a př́ımkou y = −2x, obrázek (76).

Konečná podoba definičńıho oboru funkce je spojeńı podmı́nek (83) a (84). Grafická

podoba definičńı obor funkce (82) je na obrázku (77).
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Obrázek 75: x > 0 ∧ −2x ≤ y ≤ 0

Obrázek 76: x < 0 ∧ −2x ≥ y ≥ 0
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Obrázek 77: definičńı obor funkce F (x, y) = arcsin
x+ y

x
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3.49 Př́ıklad 49

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = arcsin
x+ y

x− y
(85)

Zlomek
x+ y

x− y
je definován, pokud x 6= y.(Podmı́nka vycháźı ze jmenovatele,

kde x− y 6= 0.)

Funkce arcsin je definována pro argumenty z intervalu 〈−1; 1〉. Z toho vyplývá,

že muśıme vyřešit nerovnice

−1 ≤ x+ y

x− y
≤ 1.

Pokud vynásob́ıme nerovnice kladným č́ıslem, znaménko nerovnosti se nám nezměńı,

pokud bychom ale vynásobili nerovnice záporným č́ıslem, znaménko se změńı. Bu-

deme řešit dva př́ıpady:

1. x− y > 0, resp. y < x

Vynásobeńım nerovnic výrazem x− y dostaneme nerovnice

−x+ y ≤ x+ y ≤ x− y.

Po úpravách máme omezeńı definičńıho oboru za podmı́nek

x ≥ 0 ∧ y ≤ 0 ∧ y < x.

Výsledkem je IV.kvadrant prostoru R2, včetně os, ale bez bodu [0; 0] , který

je znázorněn na obrázku (78).

2. x− y < 0, resp. y > x

Při úpravě nerovnic se změńı znaménko nerovnosti, dostáváme omezeńı

x ≤ 0 ∧ y ≥ 0.

Výsledkem je II. kvadrant prostoru R2, včetně os, ale bez bodu [0; 0] , který

je znázorněn na obrázku (79).

Konečná grafická podoba definičńıho oboru je sjednoceńı obou předchoźıch útvar̊u,

tedy obrázek (80).
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Obrázek 78: x ≥ 0 ∧ y ≤ 0 ∧ y < x

Obrázek 79: x ≤ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ y > x
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Obrázek 80: definičńı obor funkce F (x, y) = arcsin
x+ y

x− y
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3.50 Př́ıklad 50

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = arccos
x− 1

y
(86)

Definičńı obor bude omezen zlomkem a funkćı arccos.

Ze zlomku plyne

y 6= 0.

Funkce arccos je definována na intervalu 〈−1; 1〉, tud́ıž muśıme vyřešit nerovnice

− 1 ≤ x− 1

y
≤ 1.

Abychom správně upravili nerovnice, muśıme se zaměřit na dvě situace:

1. y > 0

Protože y > 0 neměńı se při úpravě nerovnice násobeńım proměnnou y znaménko

nerovnosti.

Tud́ıž po úpravě nerovnic dostáváme

y ≥ 1− x ∧ y ≥ x− 1.

Grafická podoba je na obrázku (81).

2. y < 0

Při úpravě násobeńı nerovnic proměnnou y < 0 se obrát́ı znaménka nerovnosti.

Tedy dostáváme

y ≤ 1− x ∧ y ≤ x− 1.

Grafická podoba je na obrázku (82).

Definičńı obor funkce (86) je tedy sjednoceńı útvar̊u z obrázk̊u (81) a (82). Konečná

podoba definičńıho oboru je znázorněna na obrázku (83).
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Obrázek 81: y > 0 ∧ y ≥ 1− x ∧ y ≥ x− 1

Obrázek 82: y < 0 ∧ y ≤ 1− x ∧ y ≤ x− 1
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Obrázek 83: definičńı obor funce F (x, y) = arccos
x− 1

y
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3.51 Př́ıklad 51

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = arccos
x

x+ y
(87)

Jako prvńı muśıme zajistit existenci zlomku.

Jmenovatel muśı být r̊uzný od 0. Tedy

x 6= −y.

Funkce arccos je definována pro argumenty z intervalu 〈−1; 1〉. Z toho vyplývá,

že muśıme vyřešit nerovnice

−1 ≤ x

x+ y
≤ 1.

Rozlǐśıme dva př́ıpady vynásobeńı nerovnic:

1. Pokud jmenovatel x+ y > 0, tedy y > −x, znaménka nerovnosti se nezměńı.

Po vynásobeńı dostáváme

−x− y ≤ x ≤ x+ y.

Z řešeńı prvńı nerovnice dostáváme

− x− y ≤ x

−y ≤ 2x

y ≥ −2x. (88)

Obdobně vyřeš́ıme druhou nerovnici

x ≤ x+ y

y ≥ 0 (89)

Grafická podoba prvńı části podmı́nek je na obrázku (84).

2. Pokud jmenovatel x+ y < 0, tedy y < −x, znaménka nerovnosti se změńı.

Po vynásobeńı dostáváme nerovnice

−x− y ≥ x ≥ x+ y.

Analogickým řešeńım jako v prvńım př́ıpadě dostáváme konečnou podobu

podmı́nek řešitelnosti ve tvaru

y ≤ −2x ∧ y ≤ 0.

Grafická podoba druhé části podmı́nek je na obrázku (85).
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Obrázek 84: y > −x ∧ y ≥ −2x ∧ y ≥ 0

Konečná podoba definičńıho oboru funkce je sjednoceńı útvar̊u z obrázk̊u (84) a (85),

což je na obrázku (86).

Podmı́nka y > −x, resp. y < −x, nemá v tomto řešeńı vliv - př́ımka y = −x
je na obrázćıch pouze kv̊uli lepš́ı orientaci.
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Obrázek 85: y < −x ∧ y ≤ −2x ∧ y ≤ 0

Obrázek 86: definičńı obor funkce F (x, y) = arccos
x

x+ y
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3.52 Př́ıklad 52

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) =
√
y − 2x+ 1 + arccos x2 (90)

Odmocnina je definována pro nezáporná č́ısla. Z toho vyplývá, že hledáme řešeńı

nerovnice

y − 2x+ 1 ≥ 0.

Po úpravě dostáváme omezeńı definičńıho oboru v podobě

y ≥ 2x− 1,

což vid́ıme na obrázku (87).

Obrázek 87: y ≥ 2x− 1

Funkce arccos je definována pro argumenty z intervalu 〈−1; 1〉. Odtud potřebujeme

−1 ≤ x2 ≤ 1.

Úpravou dostáváme omezeńı v podobě

−1 ≤ x ≤ 1,
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Obrázek 88: −1 ≤ x ≤ 1

které je na obrázku (88).

Konečná podoba definičńıho oboru funkce je pr̊unik obrázk̊u (87) a (88). Pr̊useč́ıky

př́ımek vyhovuj́ı rovnićım x = 1 a y = 2x− 1, resp. x = −1 a y = 2x− 1. Body,

ve kterých se př́ımky prot́ınaj́ı, jsou tedy [1; 1] a [−1;−3] . Grafickou podobu de-

finičńıho oboru vid́ıme na obrázku (89).
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Obrázek 89: definičńı obor funkce F (x, y) =
√
y − 2x+ 1 + arccos x2
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3.53 Př́ıklad 53

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = arcsin(2y − 2x− 3) · ln(y − x2 − 1) (91)

Funkce arcsin je definována pro argumenty z intervalu 〈−1; 1〉. Odtud řeš́ıme nerov-

nice

−1 ≤ 2y − 2x− 3 ≤ 1.

Uprav́ıme

2x+ 2 ≤ 2y ≤ 2x+ 4

x+ 1 ≤ y ≤ x+ 2.
(92)

Nerovnićım (92) odpov́ıdá pás mezi rovnoběžkami ohraničený př́ımkami y = x+ 1

a y = x+ 2. Rovinný pás je znázorněn na obrázku (90).

Obrázek 90: x+ 1 ≤ y ≤ x+ 2

Definičńı obor logaritmické funkce je interval (0;∞). Z řešeńı nerovnice

y − x2 − 1 > 0,
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vyplývá omezeńı v podobě

y > x2 + 1.

Rovnice

y = x2 + 1

představuje konvexńı parabolu,která má posunutý vrchol po y-ové ose do hodnoty 1.

Definičńı obor funkce omezený funkćı ln(y − x2 − 1) je na obrázku (91).

Obrázek 91: y > x2 + 1

Pr̊unikem obou obrázk̊u dostáváme konečnou grafickou podobu definičńıho oboru

funkce - obrázek (92). Pr̊useč́ıky paraboly y = x2 + 1 s př́ımkou y = x + 1 urč́ıme

pomoćı programu Maple.

>rce1:=y=x^2+1;

2

rce1 := y = x + 1

> rce2:=y=x+1;

rce2 := y = x + 1

> rce3:=y=x+2;

rce3 := y = x + 2
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Obrázek 92: definičńı obor funkce F (x, y) = arcsin(2y − 2x− 3) · ln(y − x2 − 1)

> solve({rce1,rce2},{x,y});

{y = 1, x = 0}, {y = 2, x = 1}

Pr̊useč́ıky jsou body [0; 1] a [1; 2] .

Také pr̊useč́ıky paraboly y = x2 + 1 s př́ımkou y = x + 2 urč́ıme pomoćı programu

Maple.

>solve({rce1,rce3},{x,y});

2

{x = RootOf(-5 _Z + _Z + 5, label = _L9) - 2,

2

y = RootOf(-5 _Z + _Z + 5, label = _L9)}

Maple nedává nám srozumitelné výsledky. Pr̊useč́ıky muśı splňovat zároveň rovnice

y = x2 + 1 a y = x+ 2. Po dosazeńı rovnice př́ımky do rovnice paraboly dostáváme

rovnici

x2 − x− 1 = 0.

Z programu Maple źıskáme x-ové souřadnice:
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> y:=x^2-x-1;

2

y := x - x - 1

> solve(y=0,x);

1/2 1/2

5 5

1/2 + ----, 1/2 - ----

2 2

Źıskali jsme x-ové souřadnice bod̊u. Pro źıskáńı y-ových souřadnic dosaźıme źıskané

hodnoty do rovnice př́ımky:

> y1:=1/2+1/2*5^(1/2) +2;

1/2

5

y1 := 5/2 + ----

2

> y2:=1/2-1/2*5^(1/2)+2;

1/2

5

y2 := 5/2 - ----

2

Hledané pr̊useč́ıky maj́ı souřadnice

[
1

2
+

√
5

2
;
5

2
+

√
5

2

]
a

[
1

2
−
√

5

2
;
5

2
−
√

5

2

]
.
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3.54 Př́ıklad 54

Určete definičńı obor funkce

F (x, y) = arcsin
x

y2
+ arccos(1− y) (93)

Existenci zlomku zajist́ıme podmı́nkou y2 6= 0, tedy

y 6= 0.

Funkce arcsin je definována pro argumenty z intervalu 〈−1; 1〉.
Odtud řeš́ıme

−1 ≤ x

y2
≤ 1.

Výraz y2 je vždy kladný, tud́ıž se nemuśıme zabývat dvěma př́ıpady násobeńım

nerovnic kladným nebo záporným č́ıslem. Podmı́nku uprav́ıme na tvar

−y2 ≤ x ≤ y.

Což graficky znázorńıme na obrázku (93).

Obrázek 93: y 6= 0 ∧ −y2 ≤ x ≤ y
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Funkce arccos je definována pro argumenty z intervalu 〈−1; 1〉.
Odtud potřebujeme

−1 ≤ 1− y ≤ 1.

Po úpravě dostáváme podmı́nky ve tvaru

0 ≤ y ≤ 2.

Což graficky znázorňuje uzavřený pás mezi hodnotami 0 a 2 na y-ové ose,

obrázek (94).

Obrázek 94: 0 ≤ y ≤ 2

Pr̊unikem útvar̊u z obrázk̊u (93) a (94) dostáváme konečnou grafickou podobu de-

finičńıho oboru funkce, obrázek (95).

Body, v nichž se křivky prot́ınaj́ı, jsou [4; 2] a [−4; 2] . Body dotyku křivek vyhovuj́ı

zároveň nerovnićım y2 = x, y = 2, resp. −y2 = x, y = 2.
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Obrázek 95: definičńı obor funkce F (x, y) = arcsin
x

y2
+ arccos(1− y)
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4 Přehled řešených př́ıklad̊u
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1 X X X X X X X X X

2 X

3 X

4 X

5 X

6 X

7 X

8 X

9 X

10 X

11 X

12 X

13 X

14 X

15 X

16 X

17 X X

18 X X

19 X X

20 X X

21 X X

22 X X

23 X X

24 X X

25 X X

26 X X

27 X X
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28 X X X X X X X X X

29 X X

30 X

31 X

32 X

33 X

34 X

35 X

36 X

37 X

38 X X

39 X X X

40 X X

41 x x

42 X

43 X

44 X

45 X

46 X

47 X

48 X X

49 X X

50 X X

51 X X

52 X X

53 X X

54 X X X
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2005. ISBN 80-7196-267-8.
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