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Anotace:

Hlavnim cilem moji bakalaifské prace na téma Extrémy funkci vice proménnych —
sbirka prikladid je vytvofit soubor feSenych piikladi, které by mohly slouzit studentim
Matematické analyzy II. k procvicovani. Prace se bude tykat funkci nejen dvou, ale i tii
proménnych. Pro lepsi ptehled budou jednotlivé ptiklady fazeny od nejjednodussich

po nejslozitéj$i. V moji praci se objevuji funkce nejen polynomické, ale i logaritmické,
derivaci. Pfi feSeni prikladd se také budou vyuzivat soustavy rovnic, jak linedrnich, tak

kvadratickych.

Kli¢ova slova: staciondrni bod, lokalni minimum, lok4lni maximum, sedlovy bod,

parcialni derivace.

Annotation:

The main goal of my bachelor work on the topic "Extremes of more-variable functions -
a digest of solved examples™ is to create a set of solved exercises, which could serve
students of Mathematical analysis Il for practicing. The work will be bearing on
functions with two, but even three variables For better understanding, the individual
examples will be arranged from the simpliest to the most complex. In my work appear
polynomic functions, but also logaritmic, goniometric, or exponential functions to
practice more difficult derivations too. During the solving of the examples will be used

systems of equations, linear, but also quadratic.

Key words: stationary point, local minimum, local maximum, saddle point, partial

derivative.
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1 Uvod

Moje bakalaiska prace je postavena na praktické casti vytvoreni sbirky piiklada
extrému funkci vice proménnych. Konkrétné se zaméiuji na lokalni extrémy funkei.
Prace obsahuje pouze nutnou teorii k porozuméni feseni uvedenych piiklada. Jak jiz
nazev napovida, jsou zde uvedeny funkce nejen dvou, ale i téi proménnych, které se fesi
obdobné.

Konkrétni postupy feSeni jsou uvedeny v prvni kapitole s nazvem Zakladni pojmy

a navod k feSeni prikladii. V dalsi ¢asti nasleduji fesené priklady funkci dvou
proménnych, které jsou Cerpany piedevsim z literatury [1] a [7], kde tyto piiklady
nejsou fesené a poskytuji pouze vysledek. Nasleduje kapitola s feSenymi priklady
funkci tii proménnych, jejich zadani jsem pievzala prevazné z literatury [4].

Ptiklady jsou fazeny od nejjednodussich po nejslozitéjsi, u nichz je také mozné
procvicit si slozené funkce. U jednotlivych piikladu jsou uvedeny také defini¢ni obory,
které jsou zde velice dulezité. Najdeme-li stacionarni bod, ktery nenalezi defini¢nimu
oboru, nema smysl lokalni extrémy funkce fesit dal, funkce lokalni extrémy v tomto
bod¢ nema.

Ucelem této prace je ukéazat prehledné a podrobné feseni piikladi, které jisté napomize

K GspéSnému porozuméni této latky ¢i jako cvi¢ebni pomiticka.



2 ZakKkladni pojmy a navod k feSeni prikladi

Tato uvodni pasaz je vytvofena na zaklad¢ podkladu z literatury [3], [6] a [9].

2.1 Navod (Stacionarni bod)

Bod, patfici do definiéniho oboru dané funkce, nazveme stacionarnim, jestlize prvni
parcialni derivace neexistuji nebo jsou rovny nule. Mohou nastat celkem tii ptipady,
kdy bud’ v§echny prvni parcialni derivace jsou nulové, vSechny neexistuji, nebo nékteré
jsou nulové a n€které neexistuji. Stacionarni body jsou body podezielé z extrému.
Abychom zjistili, zda je ve stacionarnim bod¢ skute¢né extrém, musime vysettit

parcialni derivace druhého fadu v tomto bodé¢.

2.2 Lokalni extrémy a sedlovy bod

Necht f je funkce definovana v intervalu (a, b). Rekneme, Ze funkce f ma v bodé

¢ € (a,b) lokalni maximum (resp. lokdlni minimum), existuje-li § > 0 tak, Ze pro
viechna x € (¢ — 6,¢ + 6) plati f(x) < f(c) (resp. f(x) = f(c)). Lokalni maximum
a lokalni minimum funkce f souhrnné nazyvame extrémy funkce f.

Sedlovy bod je bod, ve kterém ma funkce f v jednom sméru lokalni maximum

a v druhém sméru lokalni minimum.

2.3 Navod (Hessova matice)

Hessova matice druhého fadu se skladd z druhych parcidlnich derivaci dané funkce

9%F(xy) 9%F(xy)

0%x dy 9x .. .
a vypada takto: .H vu matici vytvarime proto, abychom mohli
ypad O g2pey)  92F(ry) €sso ci vyt e proto, abycho 0
ox dy 0%y

spocitat jeji determinant, ktery poté rozhodne o lokéalnich extrémech dané funkce.



V této praci budu pracovat i s funkcemi tii proménnych a proto uvadim i Hessovu

9%x ox dy 0x 0z

L2 r w7 i 62F X,¥,Z azF X,V,Z aZF X,V,Z 1
matici tfettho fadu: | (x.y.2) (ry.z) (x.y.2) |

dy 0x 9%y dy 0z )
\62F (xyz) 0*F(xyz) 0*F(xy,2) /

0z 0x 0z 0y 0%z

/62F(x,y,z) 0%F(x,y,z) 0%°F(x,y,2)

2.4 Diskuse podle Hessova determinantu (pro matice druhého radu)

0%F(x,y) 0%F(x.y)

v 9%F(x,y) 9%x dy 9x
Ozna¢me D, = | . | abD,= .
1 92x 2 82F(x,y) 98%F(x,y)
ox dy %y

Je-li D, >0, D; > 0 ma funkce v daném bodg¢ [X, Y] lokdlni minimum.
Je-li D, >0, D; < 0 ma funkce v daném bode¢ [X, y] lokdlni maximum.
Je-li D, < 0, ma funkce ve stacionarnim bod¢ [X, y] sedlo.

Je-li D, = 0, nelze o extrému touto metodou rozhodnout, je tieba zvolit jiny postup.

2.5 Diskuse podle Hessova determinantu (pro matice tietiho Fadu)

0%F(xy,z) 0%F(xyz) 0%F(xy,z)

92y dx dy 0x 0z
. y _|*Fyz)  9PF(xyz)  9%F(xy.2)
Dale ozna¢me D3 = 3y % 9%y ay 0z
*F(xy,z) 0*F(xyz) 0%F(xy.z)
0z 0x 9z dy 0%z

Je-liD; > 0,D, >0, D; >0, je vdaném bode¢ [X, Y, Z] lokdalni minimum.

Je-liD; < 0,D, >0, D; <0, je vdaném bode¢ [X, Y, z] lokdlni maximum.
Je-liD; e R, D, <0, D; € R, je vdaném bodé [X, Y, z] sedlo.

Je-liD; >0, D, € R, D; < 0, je vdaném bode¢ [X, Y, z] sedlo.

Je-liD; <0, D, € R, D; > 0, je vdaném bode¢ [X, Y, z] sedlo.

Nastane-li n€kterd z moZnosti vySe neuvedenych, nelze o extrému touto metodou
rozhodnout, je tfeba zvolit jiny postup.

V jinych neZ stacionarnich bodech lokélni extrémy byt nemohou.



3 Extrémy funkci dvou proménnych-reSené priklady

3.1 Priklad 1
Naleznéte lokalni extrémy funkce F(x,y) = x? — (y — 1)2.

([1], str. 303)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R

Provedeme prvni parcialni derivace:

OFg;,y)=2x OF((;;,y)z_z(y_l)
Prvni parcidlni derivace polozime rovny nule, abychom ziskali stacionarni body:
2x =10
—2(y-1) =0,

odtudx =0ay=1.

Funkce ma prave jeden stacionarni bod: [0, 1].

Nyni provedeme druhé parcidlni derivace:

0°F(x,y) _, 0%F(x,y) _
2x dyox

M = 0 azF(x,Y) _
ox dy 2y

Sestavime Hessovu matici:

9%F(xy) 0%F(xy)

9%x ayox | _ |2 0] _ Y 0 ) — . x
P |0 _ | =2-(-2)—0-0=—4 <0 = Funkce ma Vv bodé
0x 0y 02y

[0, 1] sedlovy bod.

3.2 Priklad 2
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = x% + (y — 1)2.

([1], str. 303)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R

Funkci upravime: F(x,y) = x%? + y? — 2y + 1.



Provedeme prvni parcialni derivace:

aFg;'y)=2x aF((;;,y)zzy_z
Prvni parcidlni derivace polozime rovny nule, abychom ziskali stacionarni body:
2x =0
2y —2 =0,

odtudx =0ay=1.
Stacionarni bod ma soufadnice: [0, 1].

Nyni provedeme druhé parcialni derivace:

0°F(x,y) _, 0%F(x,y) _
2x dyox
0°F(x,y) _ 0 0*F(x,y) _
0xdy 92y

Sestavime Hessovu matici:

0’F(xy) 0*F(xy)
8%x ayox | _ 12 Ol _ .5 n.n_ .
0 xy)  02FGey)| = | 0 2= 2:2—0-0=4 >0 = Funkce ma lokalni extrém.
0x oy 02y
%F (x,y) , v e
e | = 2 > 0 = Funkce ma v bodé¢ [0, 1] lokalni minimum.

3.3 Priklad 3
Naleznéte lokalni extrémy funkce F(x,y) = (x —y + 1)2.

([1], str. 303)

Defini¢nim oborem této funkce je D(ry = R?.

Prvni parcidlni derivace vypadaji takto:

OF (x,y) OF (x,y)
Tox - y+D oy

Pokud prvni parcialni derivace polozime rovny nule, dostaneme dvé soustavy rovnic

=2x-y+1D (=D

o dvou nezndmych:
2x—=2y+2=0
2y —2x—2=0.

10



Po vypocteni téchto dvou rovnic s¢itaci nebo dosazovaci metodou zjistime, Ze feSenim
jsou vSechny body, které lezi na ptimce ve tvaru: y = x + 1. Stacionarnich bodi je tedy
nekone¢né mnoho a vSechny lezi na piimce y = x + 1.

Dale spocteme druhé parcialni derivace:

0*F(x,y) _ . 0?F(x,y) _
92x 0xdy B

0°F(x,y) 5 9%F (x,y)
aan - azy =

Hessova matice:

2F(xy) 0*F(xy)

02%x dyox | _ 2 =2| _ ) (Y (D) —
A |_2 2| =2-2—-(=2)-(-=2) =0 = Nelze touto metodou
0x 0y 9%y

rozhodnout o0 lokdlnim extrému.

3.4 Priklad 4
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = x2 —xy + y? — 2x + .

([1], str. 303)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R

Funkci nemusime nijak upravovat, rovnou vypocteme jeji prvni parcialni derivace:

%};'w:Zx—y—Z %ﬁ;y)z—x+2y+1
Abychom dostali stacionarni body, opét polozime prvni parcialni derivace rovny nule:
2x—y—2=0
—-x+2y+1=0.

Resenim téchto dvou rovnic o dvou neznamych je jeden jediny bod — stacionarni bod:
[1, O]

Nyni spocitdme druhé parcialni derivace:

CFxy) _ CFy) _
02x oxdy
FPF@y) 0%F (x,y)
dyox 02y -

11



Hessova matice:

0%F(xy) 0*F(xy)

0%x dy 0x
0°F(xy) 09*F(xy)
ax 0y 9%y
extrém.
0%F(x,y)

02%x

3.5 Priklad 5

- |—i _;| =2-2—-(-1)-(~1) =3 > 0 = Funkce mé lokalni

| = 2 > 0 = Funkce ma v bod¢ [1, 0] lokdlni minimum.

Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = xy +x +y —x2 —y? + 2.

([4], str. 124)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R

Vypocteme prvni parcialni derivace:

$=y+1—2x %J;;y)=x+1—2y
Prvni parcialni derivace rovny nule:

y+1—-2x=0

x+1—-2y=0.

Resenim t&chto dvou rovnic o dvou neznamych je jeden jediny bod: [1, 1].

Nyni spoc¢itdme druhé parcialni derivace:

0°F(x,y)
92x
0°F(x,y)
dyox
Hessova matice:

9%F(xy) 0%F(xy)

02x dy 0x
0’F(xy) 0*F(xy)
0x 0y 02y

lokalni extrém.

2F(x,y)| _
02%x

0*F(x,y) _
oxdy

0°F(x,y) 5
9zy

=72 _J]=(2-(-2-1-1=3 >0 Funkee ma

= —2 < 0 = Funkce ma v bod¢ [1, 1] lokalni maximum.

12



3.6 Priklad 6
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = (x — 1) - (xy — 1).

([3], str. 469)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R

Vypocteme prvni parcialni derivace:

Prvni parcialni derivace rovny nule:
2xy—y—1=0
x2—x=0.
Druhou rovnici upravime do tvaru: (x — 1) - x = 0. Vidime tak, Ze x; = 1 ax, = 0.
Po dosazeni do rovnice prvni ziskdme y; = 1ay, = —1.
Ziskali jsme dva stacionarni body: [1, 1], [0, -1].

Nyni spoc¢itame druhé parcialni derivace:

IPF(,y) _ IFCY) oy
ozx Y oxdy x
0%F(x, 2
PFGy) o 0?F(x,y) _
dy 0x 92y

Hessova matice:
| 0%F (x,y) 0°F(x,y)|

0%x dyox | _ 2y 2x-1
92F(x,y) 0%F(x,y)| l12x—-1 0
0x dy 0%y

1) Dosazeni stacionarniho bodu [1, 1]:

2y 2x-11_ 12 1
2x —1 0 1 0
sedlo.

=20—1-1=-1 <0 = Funkce ma v bod¢ [1, 1]

2) Dosazeni stacionarniho bodu [0, -1]:

2y 2x—1| _
2x—1 0

v bodé¢ [0, -1] také sedlo.

|:i —01| =(-=2)-0-(-1):(-1) = -1 <0 = Funkce ma

13



3.7 Priklad 7
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = xy + 5;_0 + 2y_0’ kdex > 0,y > 0.

([1], str. 303)

Defini¢nim oborem této funkce je D(r) = {[x,y] € R?; x >0,y > 0}.
Zlomky vyskytujici se v zadani funkce pfevedeme na mocninné tvary, aby se nam lépe
derivovaly:

F(x,y) = xy+50x~1 + 20y~

Po vypocteni prvnich parcialnich derivaci dostaneme:

W=y—50x‘2= —% %);;w:x—ZOy‘z:x—i—g
Pro ziskani stacionarnich bodl, poloZzime tyto derivace rovny nule:
_0
xZ
20
X — ? =0

Z rovnice y — 2 =0 vyjadiime y, tedy y = 29 a dosadime do druhé rovnice.
y xZ xZ

.. 20
Dostaneme rovnici ve tvaru: x — ——

G2

= 0. Levou stranu upravime:

20 20 20x*  x-(125—x%)
(50)2 - X7250 *T2500° 125
2 x*

Resenim rovnice jsou dva body: 0 a 5, ale bod 0 nepatii do D Fy. Protoze vime,
. 50

’'Yy=5>y= 2.

Ziskavame jediny staciondrni bod [5, 2], ktery lezi v D (.

Po té spocteme druhé parcialni derivace:

0°F(x,y) _,_ 100 0°F(x,y) "
02x X T oxdy
0°F(x,y) 02F (x 40
Yy (,y):40y_3:_
y 0 9%y y?

14



Sestavime Hessovu matici:

0%F(x,y) 0%F(x,y) 100
0%x Oyox | _ |3 = Dosadime stacionarni bod [5, 2]:
PPFxy) *Fay| |1 2 Y
ax 0y 9%y y?
O,f é| = 08:-5—1:-1=3 >0 = Funkce ma lokalni extrém.
2
% = 0,8 > 0 = Funkce ma v bodé [5, 2] lokalni minimum.

3.8 Priklad 8
Naleznéte lokalni extrémy funkce F(x,y) = x3 —3xy +y2 +y —7.

([7], str. 115)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R

Provedeme prvni parcidlni derivace:

OF (x,v) OF (x,y)
=3x2—3 —— = -3 2 1
) X y 3y x+2y+
Prvni parcialni derivace polozime rovny nule a vypocteme stacionarni body:

3x2 -3y =0
—-3x+2y+1 =0.
Z prvni rovnice vyjadiime v,y = x2. Po dosazeni do druhé rovnice, dostaneme rovnici

ve tvaru 2x2? — 3x + 1 = 0. Redeni rovnice ziskdme pomoci diskriminantu: x; = 1,

1 . I v . [T ’ H
Xy =3 Ypsilonové soutadnice ziskime dosazenim x; a x, do rovnice y = x2.

Z téchto dvou rovnic ziskame celkem dva stacionarni body: [1, 1] a [%, i]

Druhé parcialni derivace:

0°F(x,y) 0°F(x,y)

T2 6x Rl 3
0%x 0x 0y

FPF@y) 0%F (x,y)
dyox o2y

15



Hessova matice:

0%F(xy) 0*F(xy)

02x dy dx | 6x —3| , .,
= =D im 1onarni :
F(ry) P F(xy) _3 5 osadime stacionarni body
ax 0y 9%y

1) Dosazeni stacionarniho bodu [1, 1]:
6x =3 _ | 6 =3| _ . o5 _ (_av./_2\ — 1Al
%% l=15% Tyl=6-2-(-3)(-3)=3 >0 = Funkee ma lokilni

extrém.

92F (x,y)
02%x

| =6>0 = Funkce ma v bodé [1, 1] lokdlni minimun.

2) Dosazeni stacionarniho bodu [%, i]:
6x 3| _ | 3 =3 _0.5 [ 2V.(_2) — _ , o
|_3 2|— |_3 2|—3 2—(-=3):(-3) = -3 <0 = Funkce ma v bodé

[~ ;1 sedlovy bod.

3.9 Priklad 9
Naleznéte lokalni extrémy funkce F(x,y) = (x +y — 5)* + 4.

(vlastni piiklad)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R

Provedeme prvni parcidlni derivace:

OF (x,y) ] 0F (x,y) 3
T_4 (x+y—5) T—4(x+y—5)
Prvni parcidlni derivace polozime rovny nule:
4-(x+y—-53=0ox+y—-5=0.
Stacionarni body lezi na pfimce ve tvarux + y —5 = 0.
Druhé parcialni derivace:
0°F(x,y) 5 0%F(x,y) )
T—].Z'(X-FY—S) W—lz (X+_’y—5)
0°F(x,y) 5 9°F(x,y)
W—lz-(x+y—5) Wzlz-(x+y—5)2

16



Hessova matice:
0%F(x,y) 0%F(xy)
2% ayox | _|12-(x+y—5)? 12-(x+y—5)?

?Fxy) ?*Fay|  [12-(x+y—5)2 12-(x+y —5)?
ax 0y 9%y

= 0 = tuto metodu nelze

pouzit.

Plati-1i, ze: [X, y] € piimky x + y — 5 = 0, pak F(x,y) = 0* + 4 = 4.

Plati-1i, ze: [X, y] € pfimky x + y — 5 = 0, plati tedy, ze x + y — 5 # 0. Proto je vyraz
(x+y—-5)*>0aF(x,y) >4

Funkce ma ve vSech stacionarnich bodech, které lezi na pfimce x + y — 5 = 0 lokalni

minima.

3.10 Priklad 10
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = x2 — xy + y? + 9x — 6y + 20.

([7], str. 115)

Defini¢nim oborem této funkce je D gy = R?,

Prvni parcialni derivace vypadaji takto:

—aFg;y)=2x—y+9 —aF((;;,y): —x+2y—6
Parcialni derivace polozime rovny nule:
2x—y+9=0
—-x+2y—6 =0.

Reseni téchto dvou rovnic o dvou nezndmych dostaneme naptiklad timto zpiisobem:

Z obou rovnic vyjadiime nezndmou y: y = 2x +9ay = xzj- Obé nezndmé porovname
(2x+9= xT%) a zjistime, ze x = —4. Cislo -4 pak dosadime do jedné z rovnic
y=2x+9ay =x7+6azjistime, zey = 1.

Resenim téchto dvou rovnic je tedy stacionarni bod: [-4, 1].
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Druhé parcialni derivace:

0*F(x,y) _ . 0?F(x,y)
92x 0x dy B

0°F(x,y) _1 9%F(x,y)
aan - azy =

Hessova matice:

%F(xy) 0*F(xy)

92x ayox | _ | 2 =11 _ 5 5 aN.(_1) — ,
s S _|_1 2|_2 2—(-1)-(-1) =3 >0 = Funkce md
ax oy 0%y

lokalni extrém.

92F (x,y)
02%x

| =2 >0 = Funkce ma v bodé [-4, 1] lokalni minimum.

3.11 Priklad 11
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = x3 + y3 — 3xy.

([7], str. 115)

Defini¢nim oborem této funkce je D gy = R?,

Utvoiime prvni parcialni derivace:

%2}1):33@—3)/ %ﬁ;w:f&yz—f&x
Ob¢ parcialni derivace polozime rovny nule:

3x2 -3y =0

3y?2—-3x =0.

Z prvni rovnice vyjadiime y: y = x? a dosadime do druhé rovnice. Ziskdme rovnici
ve tvaru x* — x = 0, vytkneme x: x - (x3 — 1) = 0. Zavorku rozloZime podle vzore¢ku
a’ —b3 x-(x—1) (x?+x+ 1) a odtud ziskame x; = 0, x, = 1. Ypsilonové
soufadnice zjistime dosazenim x do rovnice y = x2.

Po vyfeseni této rovnice dostaneme dva stacionarni body: [0, 0] a [1, 1].
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Provedeme druhé parcialni derivace:

0°F(x,y)
2x

0°F(x,y)
ayox

Hessova matice:

%F(xy) 0*F(xy)

02x ayox | _|6x —3
% F(xy) *F(xy)|  |-3 6y
ax oy 0%y

1) Dosazeni stacionarniho bodu [0, 0]:

6x -3
-3 6y -3

[0, 0] sedlovy bod.

1% 3|-0

2) Dosazeni stacionarniho bodu [1, 1]:

IFlxy)

0xdy

92F (x,
(x y)=6

0%y

| = Dosadime stacionarni body:

*0—(=3)(-3) =—-9 <0 = Funkce ma v bodé

6 —3|_ | 6 =3|_ . . o o
|_3 2|_|_3 6|_66 (=3)-(=3) =27 >0 = Funkce ma lokalni

extrém.

92%F (x,y)
02%x

3.12 Priklad 12

| =6>0 = Funkce ma v bodé [1, 1] lokdlni minimun.

Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = 6xy — x3 — y3.

([7], str. 115)

Defini¢nim oborem této funkce je D¢y = R?.

Utvotfime prvni parcialni derivace:

oF (x,y)

= 6y — 3x?
0x Y X

Obe¢ parcialni derivace poloZime rovny nule:

6y — 3x? =
6x —3y? = 0.

oF (x,y)

= 6x — 3y?

Po vyfeseni této rovnice dostaneme dva (stacionarni) body: [0, 0] a [2, 2].
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Provedeme druhé parcidlni derivace:

0*F(x,y) _ ¢ 0?F(x,y)
02x x oxdy

0°F(x,y) . 0°F(x,y)
dyox 97y -7

Hessova matice:

%F(xy) 0*F(xy)

0%x dy 0x —6x 6 , Y
= = Dosadime stacionarni body:
0%F(x,y) 0%F(x,y) | 6 —6y y
ax oy 9%y

1) Dosazeni stacionarniho bodu [0, 0]:

| —0:0—-6-6=-36 <0 = Funkce ma v bodé [0, 0]

sedlovy bod.
2) Dosazeni stacionarniho bodu [2, 2]:
—6x —12 6] _ B ,
6 —6y | _12| =(-12)-(-12)—6:-6 =108 > 0 = Funkce ma

lokalni extrém.

2
_a 5y )| = —12 < 0 = Funkce ma v bodé¢ [2, 2] lokalni maximum.

3.13 Piiklad 13
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = x3 + y? — 6xy — 39x + 18y + 20.

([7], str. 115)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R?.

Utvofime prvni parcialni derivace:
OF (x,y)

OF (x,y) 5
T—Bx —6y—39 T—Zy—6x+18

Obe¢ parcialni derivace poloZime rovny nule:
3x2—6y—39=0
2y —6x +18 =0.

Po vyfeseni této rovnice dostaneme dva (stacionarni) body: [5, 6] a [1, -6].
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Provedeme druhé parcidlni derivace:

0*F(x,y) _ ¢ 0?F(x,y)
02x x oxdy

9%F (x,y) 0%F(x,y)
aan azy

Hessova matice:

%F(xy) 0*F(xy)

02x dy dx | 6x —6| , .,
= =D im 1onarni :
?F(xy) 02F(ry) _6 2 osadime stacionarni body
ax oy 0%y

1) Dosazeni stacionarniho bodu [5, 6]:

o o= 7% 7°1=30-2-(~6):(~6) =24 >0 = Funkce m lokélni
-6 2 -6 2
extrém.

%| = 30 > 0 = Funkce ma v bod¢ [5, 6] lokalni minimum.

2) Dosazeni stacionarniho bodu [1, —6]:
|6x -6
-6 2
[1, —6] sedlovy bod.

|= |—66 _§|=6'2—(—6)'(—6)=—24>0 = Funkce ma v bodé

3.14 Priklad 14
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = x% - (1 + y?)

([8], str. 74)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R?.

Utvotime prvni parcialni derivace:

oF (x,y) _
ox

Obe¢ parcialni derivace poloZime rovny nule:
2x-(1+y*) =0
2x%y = 0.
Vyraz (1+y2) #0 =>x =0.Je-lix =0, paky € R.

oF (x,
uy) _ 232y

2x-(1+y3?) 3y

Existuje tedy nekone¢né mnoho stacionarnich bodu ve tvaru [0, y], kde y € R.
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Provedeme druhé parcidlni derivace:

0%F(x,y) X 0%F(x,y)
Tozx 2T “oxay %
0%F (x, 2
( y)=4xy 6F(x,y)= 42
aan azy

Hessova matice:
9%F(x,y) 0%F(x,y)
92x ayox | _ |2 +2y% 4xy

0% F(xy) 0*F(xy) 4xy  2x?
ox dy 0%y

= Dosadime stacionarni bod:

Dosazeni stacionarniho bodu [0, y]:
|2 +2y% 0

0 0
Protoze vSak vime, ze F(0,y) = 0ax?- (1 + y?) > 0 pro vSechna y a vSechna x # 0,

= 0 = Tuto metodu nelze pouzit.

ma funkce ve stacionarnich bodech [0, y] lokalni minima.

3.15 Priklad 15
y 1oz : . — oy — 2 2 4
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = x — 2y + Iny/x? + y2 + 3arctgx.

([2], str. 79)

Defini¢nim oborem této funkce je D(ry = {[x,y] € R?; x # 0}.

Funkci nejprve upravime, aby se nam lépe derivovala:

1
x — 2y +Inyx2 + y2 + 3arctg% =x—2y+ Eln(x2 +y?) + Barctg%

Utvofime prvni parcialni derivace:

oF (x,y) 1 1 1 1 x?+y2—-3y+x

Z. 2x+3 —— sy (=)=
dx 2 x%2+y? x 1+(%)2 v ( xz) x?% 4+ y?

0F (x, 1
(y): )

1
dy +2 x% +y? y+

—2x* - 2y*+y+3x
x% +y?

1
1+ (22 X

Obe¢ parcialni derivace poloZime rovny nule:

x2+y2—3y+x_0
x2 + y? B
—2x*—2y*+y+3x
x%+y?
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Podil je roven nule, jestlize Citatel je roven nule proto feSime rovnice:
x2+y2-3y+x=0
—2x% -2y 4+ y+3x =0.
Prvni rovnici vyndsobime ¢islem 2 a poté rovnice seCteme. Dostaneme tak rovnici
y = x, kterou dosadime naptiklad do prvni rovnice a ziskame tak kvadratickou rovnici
ve tvaru 2x? — 2x = 0, jejimz feSenim jsou dva kofeny x; = 0 ax, = 1.
Je-lixy, =0 =2y=0,je-lix,=1=2>y=1.
Ziskavame tedy dva body: [0, 0] a [1, 1], ale bod [0, 0] nepatii do D . Funkce ma tedy

jediny stacionarni bod: [1, 1].

Provedeme druhé parcialni derivace:

°F(x,y) (x+1) (X +y?)—(x* +y* =3y +x)-2x —x*+6xy+y°

92x (x2 + y?)2 - (x2 + y2)2
0°F(x,y) (2y—3)-(x*+y?)— (x> +y* =3y +x) -2y —3x°—2xy+3y°
0x dy (x%2 +y2)? (x? 4+ y2)?
0°F(x,y)  (=4x+3)-(x* +y?)? — (=2x* —2y* + y +3x) - 2x _ —3x% — 2xy + 3y
dy 0x (x%2 +y2)2 (x2 + y2)?
0°F(x,y)  (=4y+1)-(x* +y?)? — (=2x* —=2y* +y+3x) -2y x* —6xy —y*
92y (X% + y2)2 (% + y2)2

Hessova matice:

0%F(x,y) 0%F(x,y) —x24+6xy+y? —3x%2-2xy+3y?
02x dy 0x (x2+y?2)2 (x2+y2)2 , S
= = Dosadime stacionarni bod.
0%F(x,y) 0%F(x,y) —3x%2-2xy+3y? x%2—6xy—y?
0x 0y 0%y (x2+y2)2 (x2+y2)2

Dosazeni stacionarniho bodu [1, 1]:

—x*+6xy+y? 3% —2xy+3y* |-14641 -3-2+3 3 1
(? +y2)? G2+y22 | _|7 4 + |_| 2 "2/
7 +y7)? o7 +y7)? 4 4 22

=2 (=3 = (1) (=9 =-2<0 = Funkce ma v bodé [1, 1] sedlo.

2 2
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3.16 Priklad 16
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y) = e~ X -y*. 2y +x2)+2
(vlastni ptiklad)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R

Utvotime prvni parcialni derivace:

aj X, 2 —-X“— — X 2 + — |

—( y) =e 2 32 '( zx)'( yz xZ) (E xz yz)lzx - er_ Y .( yz xz )

aj X, 2 2 —xz— 2 — :Z 2 + 2 _ 2
( Y) —-x“=y° ( zy) . (zyz xZ) (e y ) . 4y = ye X ye . (ZV X )

Ob¢ parcidlni derivace polozime rovny nule:
—2xe™X V. (2y2 +x2—1) =0
—2ye™**Y* . (2y2 + x2 —2) = 0.
Vyraz e ™ -y? je pro libovolné x a y vzdy ruzny od nuly, dale feSime tyto rovnice:
x-(2y*+x2-1)=0
y-(2y?+x2-2)=0.
Jestlizex =0,paky =0,y =+1. Je-liy=0,pakx =0, x = +1.
Jestlize x # 0 Ay # 0, m&lo by platit, ze 2y% + x2 =1 A 2y? + x? = 2 = soustava
rovnic nema feSeni. Z tohoto plyne, ze funkce ma celkem pét stacionarnich bodu: [0, 0],

[0, 1], [O, -1], [1, O], [-1, O].

Provedeme druhé parcialni derivace:

0°F
Fr 20V (292 4 x2 — 1) — 2xe XV (=2x) - (2y2 4+ x2 — 1) — 2xe X"V 2x
= eV (2y? +x2 — 1) - (4x% — 2) — 4x?)
9°F —x2-y? 2 2 —x2-y? 2 2 —x2-y?
axay=0'e Y Ryr+x* - 1) - 2xe™ Y - (=2y) - 2y* +x* — 1) —2xe ¥V -4y
= 4xye ™ V" . (2y% + x% —3)
OZF 2_.2 2_4,2 2_q2
dyox 0-e™ XY -2y +x2=2)—2ye ™ V" - (=2x) - (2y? +x? = 2) —2ye ™"V - 2x
= 4xye ™" V" . (2y% + x% = 3)
aZF 2 .2 2_.,2 2_42
Fov —2e7*"TY 2yt 4+ x% —2) —2ye Y (=2y) - (Y2 4+ x2 —2) —2ye ™"V -4y

= e~ V" ((2y% + 22 — 2) - (4 — 2) — 8y?)
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1) Dosazeni stacionarniho bodu [0, 0]:

0%F(xy) 0*F(xy)

8%x ayox | _ |12 Ol _ 5.4, Aa.n_ , . .
ey ra| = lo al = 2:4—0-0=8>0 = Funkce ma lokalni extrém.
ax 0y 9%y

—62F (xy )| = 2 > 0 = Funkce ma v bodé [0, 0] lokalni minimum.

2) Dosazeni stacionarniho bodu [0, 1]:

’F(xy) O9*F(xy) 2

o oyex | 7o O =(-3)--H-0-0=2>0 = Funkee m:
?Fay) PFen| | o 8] e/ Ve e uikee ha
oxdy 9%y e

lokalni extrém.

62F(x y)|

S < 0 = Funkce ma v bodé¢ [0, 1] lokalni maximum.

3) Dosazeni stacionarniho bodu [0, -1]:

9%F(xy) 0%F(xy)

2
92x dy 0x T e ( 2) 8 16 )
= =|—=)-(—=) — . - =
0%F(xy) 0%F(xy) g -8 . ( e) 0-0 ik 0 Funkce ma
oxdy 2%y e

lokalni extrém.

2
oF (x 24 )| = % < 0 = Funkce ma v bodé [0, -1] lokalni maximum.

4) Dosazeni stacionarniho bodu [1, 0]:

0*F(xy) 9*F(x.y) L

0% Iyox | _| e :(_i).(Z)_0.02_3<0 = Funkce ma v bodé
0%F(x,y) 0%F(x,y) 0 2 e e e?

0x 0y 02y e

[1, 0] sedlovy bod.

5) Dosazeni stacionarniho bodu [-1, 0]:

’F(xy) 0*F(xy) i

02x ayox | | e _(_i _(g h.n_ 8 , .
crey x| T | o 2T e) e) 0-0=~--<0 = Funkce mav bodé
0x 0y 02y e

[-1, 0] sedlovy bod.
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3.17 Priklad 17
Naleznéte extrémy funkce F(x,y) = e?**3Y - (8x2 — 6xy + 3y?).

([1], str. 303)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R

Provedeme prvni parcialni derivace:

of (x, - =
(a y) e2X+3y .. (8X2 — 6xy + 3y2) + e2X+3y. (16X 6)’)
— p2x+3y. (16x2 —12xy + 6y2 + 16x — 6Y)
of (x, —6x + =
—e -3+ (8x2 — 6xy + + e ) x Y
(ay ) 2x+3y . 3. (8x2% — 6xy + 3y2) 23y (-6 6y)

= e?*3V.(24x% — 18xy + 9y? — 6x + 6Y)

Obé parcidlni derivace polozime rovny nule:
e?Xt3y . (16x2 — 12xy + 6y? + 16x — 6y) = 0
e?Xt3¥ . (24x% — 18xy + 9y? — 6x + 6y) = 0.
Vyraz e ™ -y? je pro libovolné x a y vzdy rizny od nuly, dale feSime tyto rovnice:
16x2 — 12xy + 6y% + 16x — 6y = 0
24x% — 18xy + 9y%? — 6x + 6y = 0.
Nejprve prvni rovnici vydélime ¢islem 2 a druhou rovnici ¢islem 3 a poté je od sebe
odecteme. Ziskame tak rovnici ve tvaru 10x — 5y = 0 neboli y = 2x. Ypsilon
dosadime do obou dvou rovnic:
16x2 —12x-(2x) +6-(2x)?+16x—6-(2x) =0
24x% —18x-(2x) +9-(2x)? —6x + 6 - (2x) = 0.
Po Gpravé obou rovnic dostaneme jednu a tu samou rovnici v tomto tvaru: 4x? + x = 0.

4x2+x=0<:)x-(4x+1)=0<:>x=0neb0x=—i.

Je-lix =0,paky = 0. Je-li x = —%, pak y = —%.
Tato funkce ma pravé dva stacionarni body: [0, 0], [— i, — %]

Provedeme druhé parcialni derivace:
0°F

g = e?**3¥ . 2. (16x2 — 12xy + 6y% + 16x — 6y) + e?**3¥ - (32x — 12y + 16)

= e2¥*+3Y . (32x2 — 24xy + 12y% + 64x — 24y + 16)
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0°F

= e?*3Y .3 (16x% — 12xy + 6y? + 16x — 6y) + e***3¥ - (—12x + 12y — 6)

0x dy
= e2¥*+3Y . (48x? — 36xy + 18y% + 36x — 6y — 6)
0°F _ 2x+3y 2 2 22043 _
ayax_e 2+ (24x% —18xy + 9y* — 6x + 6y) + ***3Y - (48x — 18y — 6) =
= e2¥*+3Y . (48x? — 36xy + 18y% + 36x — 6y — 6)
0%F

37y = e2X*t3Y . 3. (24x% — 18xy + 9y? — 6x + 6y) + €?**t3Y - (—18x + 18y + 6) =

= e2¥*3Y . (72x2 — 54xy + 27y% — 36x + 36y + 6)

1) Dosazeni stacionarniho bodu [0, 0]:

92F(xy) 0*F(xy)

62x 6y6x _ 16 _6 _ . e e _ )
2F(xy) 2F(xy)| ~ |l—6 6| = 16-6—(—6)-(—6) =60 >0 = Funkce ma
ax dy 8%y

lokalni extrém.

92%F (x,y)
02%x

= 16 > 0 = Funkce ma v bod¢ [0, 0] lokalni minimum.

. o 11
2) Dosazeni stacionarniho bodu [— o E]:

0%F(xy) 0%*F(x.y) 14 9
92x dy 0x ez e2 (14) (3) ( 9) 9 60
= =)' |=)-{\—=)" (——=)=—1—<0 =
0% F(xy) 0%*F(x,y) 2 3 e? 2e2 e? ( ez) et
ax dy 9%y e? 2e?

Funkce ma v bodé [— %, — %] sedlovy bod.

3.18 Priklad 18
Naleznéte extrémy funkce F(x,y)= 1 + sinx - siny na intervalu {0, 2m) X (0, 27).

(vlastni piiklad)

Provedeme prvni parcialni derivace:

af (x,y) af (x,y)

I = cosx * siny 3y

= sinx * cosy
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Ob¢ parcidlni derivace polozime rovny nule:
cosx * siny =0
sinx - cosy = 0.

1) Rovnice cosx * siny =0 & cosx =0 V siny = 0.

. 3
Je-li cosx = 0, pak x; = g,xz = 7”

Dosadime-li x; a x, do druhé rovnice, ziskame rovnici +cosy = 0. Odtud y, = %,

31
Y2 =
Je-lisiny = 0, paky; = 0,y, = m,y; = 2m.
Dosadime-li y;, y, a y3 do druhé rovnice, ziskdme rovnici +sinx = 0. Odtud

x, =0,x, = m,x3 = 2m.

Funkce ma celkem 13 stacionarnich bodu: [g, g], [g, 3;”], [3711, %], [35,37”], [0,0], [0, r],

[0,2m], [m, O],[m, m], &, 27], [2m, O], [2m, m], [2m, 2m].

Provedeme druhé parcialni derivace:

’Fle,y) O*F(xy) _

Friva sinx - siny 9xdy = COsXx * cosy
0°F(x,y) _ 0°F(x,y) .
W = COSX * COSY T = sinx * (—siny)

It . 7 s T T
1) Dosazeni stacionarniho bodu [5, E]:

9%F(xy) 0%F(xy)

9%x ayox | _|—1 0] _ AN 1N ) — .
P | 0 _1| =(-1):(-1)—0:-0=1>0 = Funkce ma
0x 0y 02y

lokalni extrém.

2
% = —1 < 0 = Funkce ma v bodé [g, g] lokalni maximum.

; . roo T 3T
2) Dosazeni stacionarniho bodu [5, ?]:

0%F(x,y) 0%F(x.y)
92x ayox | |1 O
?F(xy) PFxy)| |0 1
0x 0y 02y

=1:1—-0:-0=1>0 = Funkce ma lokalni extrém.
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2
_a Floy )| =1 > 0 = Funkce ma v bod¢ [ —] lokaIni minimum.

3) Dosazeni stacionarniho bodu [3—” E]

02F(xy) 0*F(xy)

8%x ayox | _ |11 O] _ 4.4 .0 _ , 1 .
ren eem| = | . 1| =1-1-0-0=1>0 = Funkce ma lokalni extrém.
ax oy 0%y

2
_a Floy )| =1 > 0 = Funkce ma v bod¢ [ —] lokalni minimum.

4) Dosazeni stacionarniho bodu [2 ;]

92F(xy) 0*F(xy)

02x dy 0x _ -1 0 o o o ’
92F(xy) 0%F(xy) _| _1|—( 1):(-1)—0:-0=1>0 = Funkce mi
6X6y 62y

lokalni extrém.

0%F (x,y)

o —1 < 0 = Funkce ma v bod¢ [— ] lok4Ini maximum.

Ostatnich 9 podezielych bodu ([0, 0], [0, «], [0, 27], [r, 0],[x, «], [, 27], [27, O],

[2m, m], [2m, 2m]) lze vyiesit najednou: x-ové soufadnice jsou bud’ 0, m, 27, tudiz druhé
derivace podle x, které jsou stejné jako druhé derivace podle y, budou vzdy rovny nule.
SmiSené derivace jsou vzdy stejné a nenulové. Hessova matice bude tedy vzdy zdporna

a vSech 9 stacionarnich bodt jsou sedla.

3.19 Priklad 19
Naleznéte extrémy funkce F(x,y)=xy - In(x? + y?).

([4], str. 124)

Defini¢nim oborem této funkce je D(r) = {[x,y] € R?; [x,y] # [0,0]}.
Provedeme prvni parcialni derivace:

of (x,y) s 1 s 2x%y
T—y ln(x +y)+xy m ZX—y ln(x -|':)/)-|'Wy2
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of (x,y)

1
% =x-ln(x2+y2)+xy-m-2y=x-ln(x2+y2)+

2

2xy
x2 + y?

Ob¢ parcialni derivace polozime rovny nule:

2x%y
y-ln(x2+y2)+m=0
2xy?

x-ln(x2+y2)+m=0

Prvni rovnici vyndsobime nezndmou y, rovnici druhou vyndsobime neznamou x:

2x2%y?

2 n(x? 2 =0
y? - In(x +y)+x2+y2
2x2y2
2 . n(x2 2 -0
x% - In(x +y)+x2+y2

Nyni od sebe ob¢ dvé rovnice odecteme:
y?-In(x? + y2) — x% - In(x? + y?) = 0.
Vytkneme vyraz In(x? + y?):
In(x? +y?)- (y2—x2%) = 0.
Souc¢in je roven nule, je-li In(x? + y2?) =0 v (y? — x2) = 0.

1) In(x?+y?) =0 x2+y2=1.
Upravime: x? = 1 — y? a dosadime do prvni rovnice a poté upravime:
2-(1-y%)-y
‘In(1—y?+yH) + =0,
y-In(1-y*+y?) d—yD)+ 72

2y — 2y3
y.lnl_l_uzo,
1
2y —2y° =0,

OdtUd yl = 0, y2'3 = il.

Vime, ze x? = 1 — y?, proto x; , = £1,x3 = 0.

Ziskavame tyto stacionarni body: [+1, 0], [0, 1].
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2) P—xH) =0 x?=y2
Opét dosadime do prvni rovnice a upravujeme:
2y%y
y:+y?

2y3
y - In(2y%) + 2_312 =0,

y - In(y? + y?) +

)

y-In(2y?) +y =0,
y -(In(2y?) + 1) = 0.
Vyraz je roven nule, je-liy = 0V In(2y?) + 1 = 0.
a) Je-liy =0, pak x = 0. Stacionarni bod [0, 0] vSak nepatii
do defini¢niho oboru, proto v tomto bod¢ neni Zadny lokalni extrém.
b) Rovnici In(2y?) + 1 = 0 budeme dal fesit:
In(2y?) = -1,
e”1 =2y2

Il
1+
S|~

y==

i x2 = v2 -4+ |L
Je-li x —y,pakx—i\/;.

Stacionarni body této funkce jsou: [+1, 0], [0, 1], [+ =, * %]_

1
v2e v
Druhé parcialni derivace:

0°F 1 2x 2-(x*+y?) —2x-2x _

—=0-1 2 2 . . P
9%x nG*+y)+y x2 + y? 2x+y x2+y2+ y (x% + y?)2

_ 2xy N 2xy  xy-(Qy*—2x*)  4xy 2xy® —2x%y
T x2 4 y2 o x2 4+ y2 (x2 + y2)2 T X2 4 y?2 (x2 + y?2)2 -

_Axy- (X +y?) +2xy® - 2x%y  2x°y + 6xy®
B (x? +y?)? (k2 +y?)?

31



0°F 1 2x 0-(x%2+y*)—2x-2
T-In(x*+y*) +y- 2y +x +xy- 459 Y _

0x dy - x2 +y?2 . P y2 2 + yZ)Z
2y? 2x? 4x2y?
:1 2 2 — =
D(X +y )+x2+y2+x2+y2 (x2_|_y2)2
2-(y?+x?) 4x2y?
:1 2 2 — =
D(X + y ) + X2 + y2 (xZ + y2)2
4x2y?
=In(x2+y) +2—————
n(x* +y°) + G2+ y7)2
0°F 1 2y 0-(x*+y?) —2y-2x
373 =1-1n(x2+y2)+x-ﬁ-2x+y-ﬁ+xy- . > =
y 00X X y X y (x + yZ)
2x? 2y? 4x2y?
:1 2 2 — =
n(x +y )+x2+y2+x2+y2 (x2+y2)2
2-(x*+y? 4x2y?
:1 2 2 — =
n(x + y ) + x2 _|_ y2 (xZ _|_ yZ)Z
4x2y?
= ln(xz +y2) + 2 —m
0*F 1 2y 2-(x*+y?)—2y-2y
aT=0-ln(x2+y2)+x- g 2'2y+X'ﬁ+X}/' . > =
y ety ety O+ y2)
_ 2xy N 2xy  xy-(2x*—2y%)  dxy N 2x%y — 2xy°®
T x2 + yz x2 + yz (xz + y2)2 T x2 + yz (xz + yZ)Z -
CAxy- (P +y?) +2x°y —2xy®  6x°y + 2xy°
B (x% +y?)? (k2 +y?)?
Hessova matice:
aZF(x’y) aZF(x,y) 2x3y+6xy3 l 2 + 2 + 2 _ 4x2y2
a2x ayox | _ @y’ n( +y7) 2 +yD)’
0%F(x,y) 0%F(x,y) B 4x2y? 6x3y+2xy3

In(x* +y?) +2 —
oxoy 9%y nx+ 5% o))’ D)’
1) Dosazeni stacionarnich bodu [+1, 0], [0, £1]:

9%F(xy) 0%F(xy)

9%x 6y6x_02______ £y e

?Fey) 2w — 12 0 =0:0—-2-2=-2<0 = Funkce maV téchto bodech
0x 0y 02y

sedlo.
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1

2) Dosazeni stacionarnich bodu [ N \/_] [-—= —E]'

0%F(xy) 0*F(xy)

8%x ayox | _ 12 0| _ 5.5 .0 _ , 1 .
F(ry)  02F(xy)| = | 0 2| =2:2—0-0=4>0 = Funkce ma lokdlni extrém.
0x 0y 9%y

. | lokalni minima.

8%F (x,y) 1
xy|—2>0=>Funkcemavb0deCh[r r] [—E,—E

1

3) Dosazeni stacionarnich bodi [_\/__ «/ﬁ] [ﬁ —E]

2F(xy) 0*F(xy)

02x dy 0x _ -2 0 o o o ’
92F(xy) 0%F(xy) _| _2|—( 2)(=2)—0-0=4>0 = Funkce mi
6X6y 62y

lokalni extrém.

62F(x y)|

—2 < 0 = Funkce ma v bodech [— — ] lokalni maxima.

1 A, —
Ze] V2e' +2e
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4 Extrémy funkci tfi proménnych-reSené priklady

4.1 Priiklad 1
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y,z) = x? + y2 + z%2 — 4x + 2y + 62.

([4], str. 125)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R3.

Prvni parcialni derivace vypadaji takto:

0F (x,y,2) dF (x,y,z) dF (x,y,z)
—ax =2x—4 —ay = 2y+2 —aZ =2z+6

Parcialni derivace polozime rovny nule:

2x—4=0
2y+2 =0
2z4+6=0.

Resenim t&chto tii rovnic o tiech neznamych je jeden jediny stacionarni bod: [2, -1, -3].

Druhé parcialni derivace:

0’F(x,y,2) _ ) 0°F(x,y,2) _ 0 0*F(x,y,2)
a2x oxdy oxoz

0?F(x,y,z) 0%F(x,y,2) 0%F(x,y,z)
dy 0x 92y dy 0z

0%F(x,y,2) 0°F(x,v,z) 0°F(x,y,2)
0z 0x 9z dy 0%z

Hessova matice tietiho fadu:

|62F(x,y,2) 92F(x,y,z) 0°F(x,y.2)
02x 0x 0y 0x 0z

0 O
2 2 2
0°F(x,y,z) 0 F(;c,y,z) 0°F(x,y,z) =lo 2 ol=2-2-2=8>0
dy 0x 0%y dy 0z
0%°F(x,y,z) 0%°F(x,y.z) 0%F(x,y.z) 0 2
0z 0x 0z dy 0%z

Hessova matice druhého fadu:

9%F(xy) 0%F(xy)

9%x ayox | _ |12 0] _, . a0 —
?F(xy) 9%F(x) _|0 gl =2:2-0:0=4>0
0x 0y 02y
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9%F (x,y)
0%x

| = 2 > 0 = Funkce ma v bod¢ [2, -1, -3] lokalni minimum.

4.2 Priklad 2
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y,z) = 2x2? + y? + 2x — xy — xz.

([7], str. 115)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R3.

Prvni parcialni derivace vypadaji takto:

OF (x,y,z) 0F (x,y,2)
— =ty -z —5 = -
oF (x,y,z) 3

0z N

Parcialni derivace poloZime rovny nule:
4x+2—-y—z=0
—2y—x =0
-x = 0.
Resenim t&chto tii rovnic o tiech neznamych je jeden jediny stacionarni bod: [0, 0, 2].

Druhé parcialni derivace:

0°F(x,y,2) _ A 0°F(x,y,2) L 0°F(x,y,2) _ 1
0%x B oxdy oxoz

0°F(x,v,z) 02F (x,y,2) 0°F(x,y,z)

_ = =2 — =90
dy 0x 92y dy 0z

0%F(x,y,z) 02F (x,y,2) 0°F(x,y,7)

SR orxy.z) _ SRR SR A
0z 0x 9z dy 0%z

Hessova matice tietiho fadu:

0%F(x,y,z) 0%F(xyz) 0%*F(xy,2)

02x 0x 0y 0x 0z 4 -1 -1
2 2 2
Trbws FFCwD 9TEYD|_| 4 2 0|=(0+0+0)—(2+0+0)=
dy 0x a4y dy 0z
0%F(x,y,z) 0%F(x,y.z) 0%F(x,y,z) -1 0 0
0z 0x 0z dy 0%z
=-2<0
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Hessova matice druhého fadu:

0%F(x,y) 0%*F(x.y)
azx 6y6x _ 4_ _1 _ . . o _
9%F(xy) 9*F(xy)| |_1 2| =4-2-(-D-(-1)=7>0
axay azy
2
TEED| = 4> 0= V bod [0, 0, 2] je sedlo.

4.3 Priklad 3
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y,z) = x? + 2y3 + z2 — 8xy — 4z +7.

(vlastni ptiklad)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R3.

Prvni parcialni derivace vypadaji takto:

OF (x,y,7) 0F (x,y,2)
— T =2x- — T = 6y%—
o x — 8y 3y 6y~ — 8x
oF (x,y,z
Hxy2) _, 4
0z
Parcialni derivace polozime rovny nule:
2x—8y =0
6y%2—8x =0
2z—4=0.
Resenim t&chto tii rovnic o tiech neznamych jsou dva stacionarni body: [63—4 , 13—6 , 2]
a [0, 0, 2].
Druhé parcialni derivace:
0°F(x,y,z) _ 5 0°F(x,y,2) _
2x oxdy
0°F(x,y,z) _ 0 0°F(x,y,2)
0x 0z ay 0z -
2
M — 12y 0*F(x,y,2) _
0%y dy 0z
PFayz) _ 0%F(x,,2) _
0z 0x 0z ay
0°F(x,y,z) _ 5
0%z B
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Hessova matice tietiho fadu:

0°F(xy,z) 0°F(xyz) 0°F(xy.2)
0%x ox dy ox 0z

. 5 ) 2 -8 0
0°F(x,y,z) 0°F(xy,z) 0°F(xy,z)
> =[-8 12y O
dy 0x 0%y 0y 0z
0%F(xy,z) 0°F(xyz) 0°F(x.2) 0 0 2
0z 0x 0z oy 0%z

1) Dosazeni stacionarniho bodu [63—4,13—6, 2]:
2 -8 0 2 -8 0
-8 12y 0|=(-8 64 0/=(256+0+0)—-(0+0+128)=128>0
0 0 2 0 0 2

Hessova matice druhého fadu:

0%2F(x,y) 0%F(x,y)
0%x dyox | _ 2 —8 . v _
2F(xy) 02F(xy)| |_8 64| =2-64 ( 8) ( 8) =64>0
6X6y 62y
0%F (x,y)
——|=2>0
0%x

, . 64 16 v
Funkce ma v bodé [?, 5 2] lokalni minimum.

2) Dosazeni stacionarniho bodu [0, 0, 2]:

2 -8 0 2 -8 0
-8 12y O0(=(-8 0 0/|=(0+0+0)—(0+0+128)=-128<0
0 0 2 0 0 2

Hessova matice druhého fadu:

9%F(xy) 0%F(xy)

92x ayox | _| 2 —8] _ ey ey
02F(xy) 02F(x) _|—8 0|—2 0-(—8)-(-8)=-64<0
6x6y azy
0%F (x,y)

=2>0=Vbodé]0,0, 2] je sedlo.

02%x

4.4 Priklad 4
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y,z) = 2x? + y? + 2z — xy — xz.

([4], str. 125)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R3.
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Prvni parcidlni derivace vypadaji takto:

OF (x,y,2) OF (x,v,z)
ox X—y—2Z T = 2y —
Parcialni derivace polozime rovny nule:
4dx—y—z=0
2y—x =0
2—x=0.

oF (x,v,z)
AR
0z

Ze tteti rovnice plyne, Ze x = 2, po dosazeni x do rovnice druhé zjistime, ze y = 1.

Po dosazeni x a y do prvni rovnice ziskame z = 7.

Resenim je jediny stacionarni bod: [2, 1, 7].

Druhé parcialni derivace:

0°F(x,y,2) _ 4 0°F(x,y,2) _ 1
2x oxdy
0°F(x,y,z) _ 0°F(x,y,z)
gy _
dy 0x 92y
0°F(x,y,2) —_1 0°F(x,y,z) 3
aZ aX az ay -
Hessova matice tfetiho fadu:
0°F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0°F(x,y,2)
0%x 0x dy 0x 0z
0%F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0%F(x,v,z) 4 -1
-1 2
dy 0x 2%y dy 0z 1 o0
0%F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0%F(x,v,z)
0z 0x 0z dy 0%z

~(2+04+0)=-2<0

Hessova matice druhého fadu:

38

0*F(xy) 9*F(xy)
02x dy 0x
0*F(xy) 9*F(xy)
0x 0y 02y
0%F(x,y) , N
| = 4 > 0 = Funkce mé v bodé [2, 1, 7] sedlo.

-1
0
0

0°F(x,y,z)
oxoz

0°F(x,y,2) _
dyoz

=-1

0%°F(x,y,z
(x,y )=0

0%z

=(0+0+4+0)—

:|_‘i —;|=4-2—(—1)-(—1)=7>0



4.5 Priklad 5
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y,z) = x3 + y2 + %22 —3xz — 2y + 2z.

([5], str. 510)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R3.

Prvni parcialni derivace vypadaji takto:

0F(x,y,z oF(x,y,z
—( Y )=3x2—3z —( Y )=Z—3X+2
0x 0z
0F (x,y,z
Fxyz)_, _,
dy
Parcialni derivace poloZime rovny nule:
3x2-3z=0
2y—2 =0
z—3x+2=0.

Z druhé rovnice zjistime, ze y = 1. Poté ze tfeti rovnice vyjadiime z. Dale feSime jen
dvé rovnice o dvou nezndmych:
3x2-3z=0
z—3x+2=0.
Resenim t&chto tii rovnic o tiech neznamych jsou dva stacionarni body: [1, 1, 1]
a2, 1,4].

Druhé parcialni derivace:

0°F(x,y,2) _ . 0°F(x,y,2) 0 0°F(x,y,2) _ 3
0%x - oxdy oxodz

0%F(x,y,2) 02F (x,y,2) 0%F(x,y,7)

TR E oFxyz) ToERE
dy 0x 92y dy 0z

0%F(x,y,z) 02F (x,y,2) 0%F(x,y,7)

——=-3 P ——=1
0z 0x 9z dy 0%z

Hessova matice tietiho fadu:

0%F(x,y,z) 0%°F(x,vy,z) 0%*F(x,y,z)
0%x 0x dy 0x 0z
0%F(x,y,z) 0%°F(x,vy,z) 0%*F(x,y,z) 6x 0 -3
=| 0 2 0
dy 0x 2%y dy 0z 3 0 1
0*F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0°F(x,y,2)
0z 0x dz dy 0%z
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1) Dosazeni stacionarniho bodu [1, 1, 1]:

6x 0 -3 6 0 -3
0 2 O0|=(0 2 0[=(012+0+0)—-(184+0+0)=-6<0
-3 0 1 -3 0 1

Hessova matice druhého fadu:

0’ F(xy) 0*F(x,y)

0%x ayox | _[6x O _ 16 O] _ . o o ~_
02F(x,y) 02F(x,y) —| 0 2 —|0 2 =6-2—-0:-0=12>0
6x6y 62y
0%F (x,y)
—|=6>0

0%x

V bodé [1, 1, 1] ma funkce sedlo.

2) Dosazeni stacionarniho bodu [2, 1, 4]:

6x 0 -3 24 0 -3
0 2 Of=[0 2 0/l=(24+0+0)—(184+0+0)=6>0
-3 0 1 -3 0 1

Hessova matice druhého fadu:

0%F(x,y) 0%F(x,y)
92x dy 0x :|6x 0 =|12
9%F(xy) 0%F(xy) 0 2 0
0x oy 02y
0%F (x,y)
0%x

V bodé [2, 1, 4] ma funkce lokalni minimum.

g|=12-2—0-0=24>0

=6x=6-2=12>0

4.6 Priklad 6
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y,z) = 3lnx + 2lny + 5lnz + In (22 —x — y — 2).

([6], str. 298)

Defini¢nim obor: Dy = {[x,y,z] € R?* x>0,y >0,2>0,22—-x—-y—-2z>0]}

Prvni parcidlni derivace vypadaji takto:

0F(x,y,z) 3 1 0F(x,y,z) 2 1

d0x :;_Zz—x—y—z 0z :;_ZZ—x—y—z
0F(x,y,z) 5 1

dy :E_ZZ—x—y—z
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Parcialni derivace polozime rovny nule:

3 1 — 0
x 22-x—y-—2z
2 1

Z_ =0
y 22-x—-y-—z

5 1

—— =0.

z 22—x-y-—z
Kazdou rovnici vynasobime spole¢nym jmenovatelem a ziskdme tak rovnice v téchto
tvarech: 66 —4x —3y—3z=0,44—-2x—-3y—2z=0a110-5x -5y — 6z = 0.
Déle tesime jako rovnici tfi rovnic a o tfech nezndmych pomoci dosazovaci nebo s¢itaci
metody.
Resenim tf rovnic o tfech neznamych je jeden jediny stacionarni bod: [6, 4, 10].

Druhé parcialni derivace:

0°F 3 1 0°F _ 1

0%x x? (22—-x-y-—12)* dy 0z (22 —x—y—2z)?
0*F _ 1 0°F _ 1

J0x dy 22—x—y—2)? 0z 0x (22 —x—y—2)?
0°F _ 1 0°F _ 1

0x 0z 22 —x—-y—2)? 0z dy (22 —x—y—2)?
0°F B 1 0°F 5 1

dy 0x 22—x—y—2)? 0%z z? (22—-x-y—2)?
0*F 2 1

d0%y _F_(ZZ—x—y—Z)Z

Hessova matice tfetiho fadu a dosazeni stacionarniho bodu [6, 4, 10]:

0*F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0°F(x,y,z)

1 1 1
0%x 0x dy 0x 0z T3 T3 "1
0°F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0*F(x,y,2)| | 1 3 1
dy 0x 2%y dy 0z |4 8 4
0%F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0%*F(x,y,z) 11 3
0z 0x dz dy 0%z 4 4 10
1 1 1
131 G O Gt O Gt S IS S N
4 8 4 12-8-20 5t 6 1920
1 1 3
4 4 10
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Hessova matice druhého fadu:

0%F(xy) 0*F(xy) 1

1
0%x ayox | _ |73 T4 _ 1
2F(xy) d%F(xy)| |_1 _ 3| %" 0
ax 0y 9%y
0%°F(x,y) 1
—y = =< 0
0%x 3

Protoze D; < 0, D, >0aD; <0, je vbodé [6, 4, 10] lokalni maximum.

4.7 Priklad 7
Naleznéte lokalni extrémy funkce: F(x,y,z) = x3+ 8y3 —z2 + 3xy + 2z + 1.

([4], str. 125)

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R3.

Prvni parcialni derivace vypadaji takto:

—aF(’;’xy' 2 _ 3x% + 3y —aF(g‘yy’ 2 _ 24y% + 3x
—aF(’;’Zy' D 2r42
Parcialni derivace polozime rovny nule:
3x2+3y =0
24y2+3x =0
—2z+2=0.
Ze tieti rovnice vypodéteme, Ze z = 1. Z prvni rovnice vyjadiime y: y = —x?

a dosadime do rovnice druhé. Ziskame rovnici ve tvaru
x-(B8x3+1)=0,

jejimz feSenim jsou x; = 0ax, = — %

Je-lix; =0,paky; =0, je-lix, = —%,pak Y, = —i.

Funkce ma tedy celkem dva stacionarni body: [0, 0, 1] a [— %, — i, 1].
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Druhé parcialni derivace:

°F _ 9°F
o2 ¥ axdy
0°F 92
= 3 N
aan azy
0°F 9%F
=0
0z 0x 9z dy

Hessova matice tfetiho fadu:

0°F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0°F(x,y,2)

0%x ox dy 0x 0z
0°F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0°F(x,y,2)

dy 0x 0%y dy 0z
0°F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0°F(x,y,2)

0z 0x 0z dy 0%z

1) Dosazeni stacionarniho bodu [0, 0,

0°F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0°F(x,y,2)

0%x 0x dy 0x 0z
0°F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0°F(x,y,2)

dy 0x 2%y dy 0z
0°F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0°F(x,y,2)

0z 0x 0z dy 0%z

Hessova matice druhého fadu:

82F(xy) 02F(x,y)

92x dy 0x _|0 3 =9
02F(xy) d*Fxy)| 13 ol

ox dy 2%y
2F(x,y)| _

02%x =0

Funkce ma v bode¢ [0, 0, 1] sedlo.

1]

2) Dosazeni stacionarniho bodu [— %, — i, 1].

0*F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0°F(x,y,2)

0%x 0x dy 0x 0z
0%F(x,y,z) 0%°F(x,vy,z) 0%*F(x,y,z)

dy 0x 2%y dy 0z
0°F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0%F(x,v,z)

0z 0x dz dy 0%z
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48y

6x 3
3 48y
0 0

0 0

3 0

0 -2

-3 3
3 —-12
0 0

0
0
-2

=18

0
0
-2

0%F _ 0
0x 0z
62
ayoz °
0°F B
02z

= —54



Hessova matice druhého fadu:

92F(xy) 0%F(xy)
9%x ayox | _ |—3 3| — 27
62F(x,y) azF(x!y) 3 _12
ax 0y 9%y
0°F (x,y)|
0%x B

L o110 . -
Ve stacionarnim bodé¢ [— > 1] je lokalni maximum.

4.8 Priklad 8

Naleznéte lokalni extrémy funkce:
F(x,y,z) =x3—2x>+y2+22—2xy+xz—yz+3z+2.
(vlastni ptiklad)

Defini¢nim obor: Dy = {[x,y,2] € R3}

Prvni parcialni derivace vypadaji takto:

OF (x,y,2) , OF (x,v,7)
T—3x —4x -2y +z T—Zz+x—y+3
oF(x,y,z

%:2}/—2){—2

Parcialni derivace polozime rovny nule:
3x2—4x—-2y+z=0
2y—2x—z =0
2Z2+x—y+3=0.
Ze tieti rovnice vyjadiime y (y = 2z + x + 3) dosadime do druhé rovnice a vyjde nam,
7e z = —2. Cislo -2 dosadime do rovnice y = 2z + x + 3 a dostaneme rovnici ve tvaru
y = x — 1. Tuto rovnici dosadime do rovnice prvni (3x? — 6x = 0) a vyjdou nim dva
kofeny: x; = 0ax, = 2. Jestlizex = 0, paky = —1. Je-lix = 2, paky = 1.
Mame tedy dva stacionarni body: [0, -1, -2], [2, 1, -2].
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Druhé parcialni derivace:

0°F bx— 4 0°F B
2x X oxdy
0°F B 0°F
dyox 2y -
0°F 92F

= 1 = —
0z 0x 0z 0y

Hessova matice tfetiho fadu:

0%F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0%F(x,v,z)
0%x ox dy 0x 0z
0%F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0%F(x,v,z) 6x —4 -2
= -2 2
dy 0x 2%y dy 0z 1 -1
0%F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0%F(x,v,z)
0z 0x 0z dy 0%z
1) Dosazeni stacionarniho bodu [0, -1, -2]:
0%F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0%F(x,v,z)
0%x 0x dy 0x 0z
0%F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0%F(x,v,z) -4 -2 1
=|-2 2 -1
dy 0x 2%y dy 0z 1 -1 2
0%F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0%F(x,v,z)
0z 0x 0z dy 0%z
Hessova matice druhého tfadu:
0°F(xy) 9*F(x.y)
92%x ayox | _ -4 —2| _ _
?F(xy) 0P F(xy)| |—2 2| =12
0x 0y 02y
PFa| _ ST 1 91
| = 4 = V bodé [0, -1, -2] je sedlo.
2) Dosazeni stacionarniho bodu [2, 1, -2]:
0*F(x,y,z) 0*F(x,y,z) 0°F(x,y,z)
0%x 0x dy 0x 0z
0%F(x,y,z) 0%°F(x,vy,z) 0%*F(x,y,z) 8 -2 1
=|-2 2 -1
dy 0x 2%y dy 0z 1 -1 2
0*F(x,y,z) 0°F(x,y,z) 0°F(x,y,z)
0z 0x dz dy 0%z
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1
-1
2

=-18

=18

0%F _q
0x 0z
62
oy oz
0%F B
02z




Hessova matice druhého fadu:

8%F(xy) 0*F(xy)

02x dy 0x _| 8 —2| — 12
02F(xy) 02Fxy)| =2 21
ax 0y 9%y
0°F(x,y)| _ 8

0%x a

Protoze D; > 0, D, >0 a D5 > 0, je ve stacionarnim bod¢ [2, 1, -2] lokalni minimum.
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5 Zavér

Cilem této prace bylo vytvofit sbirku feSenych piikladd na jedno z nejdilezitéjsich
témat matematické analyzy, totiz extrémy funkci vice proménnych. V pribéhu psani
bakalafské prace jsem si zadroven procvicila spoustu jinych témat, jako je urovani
defini¢nich obord, feseni soustav, logika pfi feSeni podminek, pocitani determinantd,

JO A

¢i parcialni derivace. Doufam, ze to pomtize ¢tenarim pii jejich studiu tohoto tématu.
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