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Anotace

Tato diplomova prace se zabyvd tématem rovinnych mechanismd,
soustteduje se na vymezeni dané oblasti, vycet jednotlivych moZnosti
matematického popisu mechanismii a moznosti jejich modelovani s vyuzitim
vypocetni techniky. Zejména se jednd o program Geogebra, v némz je vytvoiena
vétSina schémat a modell uvedenych mechanismi. Vytvoifené modely jsou
zaznamenany na pfilozeném CD. Dilezitou kapitolou prace jsou mechanismy
pouzivané ke kresleni rovinnych ktivek, zakoncenou mechanismy pro kresleni

piimky.

Annotation

This work thesis is dealing with planar mechanisms. It’s concentrated on
definition the topic, enumeration methods of mathematical description of
mechanisms and occasion of simulation with usage information technology. It’s
going mainly on GeoGebra program, in which were created most of schemes and
models mechanisms. Created models are recorded on attached CD. Important
charter of this theses are mechanisms used to draving planar curves, ending with

mechanisms used to drawing straight line.



Uvod

K vybéru rovinnych mechanismii jako tématu moji diplomové prace mé
vedlo hned nékolik divodi. Jedna se oblast prostupujici n€kolika védnimi obory
zahrnujici i oba moje studijni obory — matematiku a fyziku, dale pak historii a
informatiku. S trochou nadsazky si dovoluji tvrdit, Ze rozvoj mechanismil se
promita 1 do vylozené¢ humanitnich disciplin, jelikoz dle mého nazoru ovlivnil
vyvoj spole€nosti, tzn. socidlnich, kulturnich ekonomickych a demografickych
vztahl. Toto téma mne oslovilo i kvili moZnosti pracovat s matematickym
programem GeoGebra, jehoz popularita neustale roste a 1 mé si okamzité ziskal.
M¢l jsem moznost béhem praxe provadéné vramci studia vyuzit program
Geogebra ve vyuce na gymnaziu a byl jsem mile pfekvapen kladnou odezvou
studentti. Napadla mne otdzka, s jakym Uspéchem by se dal tento program vyuzit
k tvorbé materialti napiiklad z oblasti fyziky. Jednim z prvotnich impulsti byla
tedy 1 snaha ovéfit moznosti vyuziti tohoto programu v oblasti pro niZ nebyl

primarn¢ urcen.

Nezasvéceny Ctendi bude mozna piekvapen, jak hluboko do minulosti se
tdhne vyskyt a vyvoj mechanismi. Podobné¢ jako jind odvétvi ma i toto sva
vyznamnéjSi historicka obdobi, na zacatku mé diplomové prace jsem se tedy
pokusil vyzdvihnout alespoii nékteré pozoruhodné mechanismy a zafizeni

pracujici na mechanickém principu.

Dalsi casti prace je pak prehled rtiznych pocitacovych programi, jichz je
mozno vyuzit pfi matematickém vySetfovani mechanismi. Ptehled obsahuje
komerén¢ vyuzivané i voln€¢ dostupné programy, znichZz ne vSechny jsou
primarné¢ uréeny pro analyzu nebo modelovani mechanismi. Samostatnym
oddilem je Gisek zaméfeny na program GeoGebra. Mym cilem zde bylo predstavit
tento nastroj Ctenafi nevtiravou formou tak, abych podal zakladni informace a
pfitom nekopiroval dila jinych autord, kterych je vzhledem k rostouci oblibé
GeoGebry velky pocet. Odkazuji tedy na prace, které se zabyvaji charakteristikou

tohoto programu a jeho vyuziti ve vyuce.



Pti hlub$im studiu tématu jsem narazil na mnozstvi metod a uhli pohledu,
jimiz 1ze k problematice pfistupovat. Z technického hlediska jde mnoho z téchto
metod nad radmec vyuky na stfedni Skole a piekracuje i ramec této prace. Jedna se
zejména o metody dynamického vySetfovani mechanismu, metody kinematické 1
dynamické syntézy nebo oblast vénovanou poznatkim o chovani redlnych
mechanisml a materialovému inZenyrstvi. Pfesto vSak jsou tyto metody soucasti
nauky o mechanismech a pfipadalo mi nevhodné, alespont se o nich nezminit.
Matematicky aparat vyuzivany pii popisu mechanismu je velice obsahly a rtizné
obtizny, od vektori, pfes geometrické metody, operace s maticemi az po
diferencialni rovnice a operatory. Vet$i cast je vénovana homogennim

soufadnicim a maticovym metodam, pro jejich nize zminované prednosti.

Vzhledem k §ifi tohoto odvétvi, jsem se konkrétné zaméfil pouze na
mechanismy slouzici ke kresleni rovinnych kiivek a moznost jejich simulace ve
zvolenych pocitaovych programech. Myslenka na konstrukci takovych
mechanismu sahéd zpét az do 19. stoleti a jako takova tedy neni nikterak nova.
Piivodni mechanismy se uplatiiovaly v ranych vynélezech jako parni stroj, pozdéji
automobil, kde bylo mechanismu zapotiebi k transformaci sil a pohybt,
k pteneseni hnaci sily z motoru na kola, k pfevedeni posuvného pohybu na
otaCivy a naopak. Odtud tedy plynula potfeba mechanismu kresliciho rovnou ¢aru.
Existovali ale i mechanismy vyuzivané v geometrii a topologii pravé pro kresleni
kiivek, vynaseni soufadnic apod. Nékteré takové mechanismy ve své praci rovnéz
popisuji.

Pfi pohledu na konstrukci nejriznéjSich specializovanych stroja,
robotickych manipulator a hydraulickych ramen je zfejmé, Ze jejich konstrukce
maji svlj ptvod praveé v rovinnych mechanismech. Existuje obrovské mnozstvi
literatury vénované pokroCilym prostorovym mechanismiim s mnoha stupni
volnosti pohybu a jejich modelovani za pomoci profesionalnich nastroji, avsak

relativné obtizn¢ se hleda préce, ktera by komplexné postihovala pravé rovinné

mechanismy.



V zéavéru diplomové prace se pokousim o celkové shrnuti poznatki, které
jsem pii studiu tohoto tématu ziskal, zhodnoceni privodnich obtizi, ptip. uspéchi

a o vysloveni domnének ohledné budoucich perspektiv tohoto tématu.



1. Historie

Za dobu nejvétsi slavy mechanismit bychom mohli bezesporu prohlasit
obdobi primyslové revoluce, déjiny jejich vyvoje jsou ale mnohem delsi a
pestiejs$i. Vzpomenime alesponn Archimédiiv Sroub (obrazek 1) ureny k Cerpani

vody, tkalcovské stavy (obrazek 2), jefaby nebo vojenské vrhaci stroje.'

Obrazek 2 (prevzato z www13)

Diikazy o pouziti riznych mechanismt se dochovali na mnohych kresbach
a umeéleckych dilech, naptiklad kronikéat Petr de Ebulo zobrazuje na jedné svoji
iluminaci pouziti jednoduchého vahadlového vrhaciho stroje (obrazek 3) pfi

obléhani Neapole roku 1191.

! Zcela nové svétlo na schopnosti starovékych narod( z oblasti stavby a pouZivani mechanisml
vrha nalez a rekonstrukce tzv. Mechanismu z Antikythéry. Jednalo se o soustavu nékolika desitek
ozubenych bronzovych kol a podle odbornik( mohl slouZit k vypoctu pohybu nebeskych téles.
(Hadrava, Hadravova 2007) Na adrese [www?7] je video zachycujici chod rekonstruovaného
mechanismu.
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Obrazek 3 (prevzato a upraveno podle www14)

Za zminku stoji 1 orloj na Staroméstkém namésti’ z 15. stoleti a vsichni
jisté znaji kresby nejriiznéjSich mechanismti Leonarda da Vinci jen o malo
starSich. Dfevoryt Wilhelma Hoffmana (obrazek 4) z roku 1609 zobrazuje dalsi

revoluéni mechanismus, a sice musketu s mechanickou spousti.

Obrazek 4 (prevzato z www15)

A tim se pomalu dostavame k 18. stoleti a ke skotskému mechanikovi a
vynalezci Jamesi Wattovi, jehoz jméno nese jeden z mechanismi zminovany
v moji i ve vSech podobnych pracich. V 19. stoleti je parni stroj zastinén objevy

z oblasti elektrotechniky a fotografie, vyjimku tvofi napiiklad vyndlez

’0 prazském orloji, se kromé jinych publikaci, mizeme do¢ist napfiklad ve ¢lanku Zdislava Simy
(2009). Clanek odkazuje i na dalsiho autora badatelsky spojeného s orlojem. Kromé popisu
jednotlivych ¢asti orloje, uvadi i prekvapiva fakta o stafi orloje.
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bubinkového revolveru. Na pocatku 20. stoleti zpisobuje Henry Ford bezmadla
dalsi primyslovou revoluci zavedenim montdzni linky do procesu vyroby
(www16). Renesanci zazivaji mechanismy ve druhé poloviné 20. stoleti

s rozvojem robotiky, ale jejich uplatnéni je, jak ukazu nize, mnohem Sirsi.

Co se ty¢e mechanismii pouzivanych pro kresleni kiivek, Tiamina (2007)
zminuje napfiklad Archiméda v souvislosti s mechanismem uréenym ke
konstrukei elipsy (obrazek 19), jez funguje na principu tzv. prouzkové konstrukce
elipsy. Déle zminuje Leonarda da Vinci, nebo nizozemského statnika a politika
17. stoleti Johana de Witta. Jednu z nejvyznamnéjSich praci pak publikoval roku
1877 Sir Alfred Bray Kempe pod nazvem How to Draw a Straight Line, ackoliv
na jeho jméno narazite pravdépodobné Castéji v souvislosti s ,,problémem Ctyt

barev*, o jehoz dikaz se pokusil o dva roky pozdéji.

Podobné mechanismy byli naprosto nezbytné jeste¢ ve druhé poloviné 20.
stoleti, né€kolik péknych vyobrazeni pantografii a koordinatografii firmy G. Coradi
z Zurichu uvadi Hruska (1952). V této dob¢ dochazi k rozvoji moderni vypocetni
techniky, pficemz nelze opomenout dilo ceskoslovenského profesora Antonina

Svobody (Durnova 2007).

2. Programy pouZzivané k navrhu a analyze mechanismii

Existuje mnozstvi specializovanych pocitaCovych programi, které jsou
urceny k tvorbé modelti rovinnych mechanismt a jejich analyze. Nejvice mne
oslovily zejména SAM — The Ultimate Mechanism Designer’ a Geometry
Expressions®, oba dva jsou velice silné nastroje. Nicméné jejich nevyhodou miize
byt (stejné jako u vétSiny podobnych programti) vysoka potizovaci cena licence
pohybujici se v prvnim piipadé v fadu desitek tisic korun, u druhého jmenovaného

jsem cenu nenalezl.

3 http://www.artas.nl/
* http://www.geometryexpressions.com/
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Obrazek 5

Na obrazku 5 je ukadzka analyzy ctyiclenného mechanismu s ndhodné
zvolenymi parametry v programu SAM — The Ultimate Mechanism Designer.
Z obrazku je patrné usporddani uzivatelského rozhrani s preddefinovanymi
nastroji vcetné grafu zobrazujictho hned nékolik veli¢in, coz ukazuje na
propracovanost ovladani i na mnoZzstvi jednotlivych funkci. Bohuzel se mi
s pomoci tohoto softwaru podatilo ziskat pouze numerické vysledky a graficky
urcené funkcni zavislosti pohybu jednotlivych ¢leni mechanismu na Case, nikoliv
vSak rovnice popisujici pohyb jednotlivych ¢lent. Rozhodl jsem se tak tento

program pro dal$i praci nevyuzit.

Hodné rozsiteny a v technické praxi k podobnym ucelim pouzivany je
dalsi komer¢ni produkt — nastroj Simulink tzce spojeny s programem Matlab.
K numerickym vypoctim je mozné pouzit napiiklad program Maple (Karger,
Kargerova 2000). Grepl (2007) uvadi krom¢ Maplu, Matlabu a piislusnych
toolboxii jesté program ADAMS.
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Jen pro zajimavost uvadim program Linkage Mechanism Simulator, ktery
je urcen pro nekomeréni vyuziti a je volné dostupny, nicmén¢ nabizi velmi malo

funkci, a proto jsem o jeho vyuziti dale neuvazoval.

V minulosti se mi osvédcil program z oblasti dynamické geometrie (DGS)
zvany GeoGebra’, ktery spliiuje hned n&kolik piedpokladii pro vyuziti
v pedagogické praxi — je snadno ovladatelny, nabizi mnozstvi nastroji a

pokrocilych funkei, podporuje mnoho jazyka a jeho zakladni verze je zdarma.

Alternativou k tomuto programu by mohl byt naptiklad EucliDraw® nebo

Algodoo’ (dtive znamy jako Phun).

Program Phun (ver. 5.28) jsem okrajov¢ pouzil diky zajimavé moZznosti
vyuzit nastroj zobrazujici rovnici trajektorie zvoleného bodu mechanismu, tento
nastroj (sluzba) Aleph for Phun je dostupny pouze na internetu®. Phun byl zfejmé
vyvinut pro podporu vyuky mechaniky obecné, pro konstrukci piesnych
mechanismt se zcela konkrétnimi parametry se vSak dle mého nazoru piili§
nehodi, coz se muselo odrazit i na pfesnosti nize uvedenych rovnic. Nicméné
soubory generované (a¢ ve stejném formatu) jeho pokrocilejSim nastupcem
nejspi$ nejsou kompatibilni s nastrojem Aleph for Phun, a proto jsem sahl po
starSi verzi.

K teSeni rovnic nebo napfiklad maticovych transformaci je mozné
s uspéchem vyuzit program wxMaxima, nize uvadim nckteré priklady vyuziti.
Program je jednoduchy na obsluhu a jist¢ obstoji i v porovnani s nékterymi

zpoplatnénymi programy.

2.1GeoGebra

Pro vytvoteni modelli rovinnych mechanismi jsem si z vySe uvedenych
divodi vybral program GeoGebra, v némz jsem rovnéz vytvoiil vétSinu schémat,

ktera jsou zde uvedena.

> http://www.geogebra.org/

6 http://www.euclidraw.com/

7 http://www.algodoo.com/

® http://nash.sip.ucm.es/ALEPH/index.html
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Tento software si ziskal ve svété velkou popularitu, vznikly a vznikaji
sdruzeni GeoGebra Institut, konaji se konference, ale oblibenost tohoto programu
dokazuje 1 velké mnozstvi digitalnich materialt vytvarenych pedagogy a studenty,

ktefi nejsou takto organizovani’.

Na obrazku 6 je zékladni obrazovka — uzivatelské rozhrani programu,
aktudln¢ je zapnutd funkce Ukazovatko, coz signalizuje modry ctvereéek a
napoveéda zobrazujici se automaticky vedle panelu nastroji. Velikou ptednosti je
pak moznost zadavat algebraické vyrazy do pole oznaceného Vstup a celd fada
preddefinovanych piikazii ukryvajicich se pod Sipkou vpravo dole. GeoGebra se
ale neustdle vyviji, takZze posledni verze nabizeji dokonce podporu dvou
skriptovacich jazykG — Javascript a GGBScript. Pro bliz§i seznameni se
s programem doporucuji nejen manual, ale i nékteré¢ diplomové prace a vyukové
materidly zabyvajici se pfimo vyukou matematiky s vyuzitim programu

GeoGebra'®,

i | B
¥ GeoGebra L= | B
Soubor Upravy Zobrazit Perspektivy Nastaveni Nastroje Okno Napoveda
- [N J "
Pl / Al e @ @ 4 N-, ABC || 232 ||| «B | Ukazovatko
3 £| 5 ) e 2 il %l v " ) v 2
Algebraicke okno [=)El] |Nakresna
Volné objekty
Zavislé objekty
14
o
1 o 1 2 3 4 5
Wstup: K3

Obrazek 6

? http://www.geogebratube.org/

Oyziti pocitacl ve vyuce matematiky na zakladni skole -
http://theses.cz/id/c8yt80o/Diplomova_prace_Macha.pdf
GeoGebra ve vzdélavani matematice -
http://www.fd.cvut.cz/personal/voracsar/Havelkova_DP.pdf
Dvacitka rfeSenych uloh v programu GeoGebra -
http://www.gymkrom.cz/web/ict/materialy/Dvacitka_GGB.pdf
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3. Zakladni pojmy

Dftive nez se budu vénovat jednotlivym mechanismim, je potieba vymezit
zakladni pojmy a predstavit metody, pouzivané pii popisu jednotlivych

mechanismu.

Jak uvadi napiiklad Zahorec a Caban (1992) nebo Brat (1981) stroje,
konstrukce a zafizeni urCené¢ k riznym operacim se souhrnné oznacuji jako
soustavy téles. ,,Teorie sloZzeni soustav téles se zabyva jejich popisem, metodami
vytvareni a rozboru.“ (Brat 1981: 36) V anglicky psané literatuie se pouzivaji
oznaceni mechanical linkage nebo pouze linkage, ve smyslu fetézce. Toto
oznaceni uziva uz Kempe (1877). Jednotlivé prvky, nebo chcete-li tclesa
soustavy, se nazyvaji cleny. (Brat 1981) Jeden z ¢lenti, ke kterému budeme

vztahovat pohyb ostatnich ¢lend, nazveme rdm (Zahorec, Caban 1992).

Pozdéji se ve svych tivahach a ptikladech omezim pouze na rovinné
soustavy, které, jak uvadi La§, Hlavac¢ a Vacek (2001) musi spliovat tyto

podminky:

- vSechna télesa maji rovinu symetrie,
- vSechny vazby jsou rovinné,

- silové zatiZeni tvofi rovinnou silovou soustavu.

3.1 Cleny

Jsou to v podstaté¢ stavebni kameny kazdého mechanismu. Déle v textu
presn¢ definuji vyznam pojmi kinematicky fetézec a jemu nadfazeny pojem
mechanismus, stim potom koresponduje tvrzeni Nortona (1999), ktery jako
stavebni kameny mechanismu oznacuje ony fetézce (linkages) a dale definuje
jednotlivé ¢leny jako: ,,...tuha télesa, kterd jsou osazena nejméné dvéma uzlovymi
body, coz jsou mista pro piipojeni k ostatnim clenam.* (Norton 1999: 24) Autor
déli ¢leny soustavy podle poctu uzlovych bodl na binarni, ternarni a kvaternarni,
vizte obrazek 7. Zahorec a Caban (1992) pouZzivaji obdobné rozdéleni, bindrni
¢leny oznacuji jako €leny druhého stupné, ternarni jsou ¢leny tfetiho stupné, atd.
Obecné pak plati, Ze: ,,Clen, ktery je se sousednimi &leny spojen s kinematickymi

dvojicemi, je s-tého stupné.* (Zahorec, Caban 1992:7)

-16 -



Binarni ¢len Ternarni ¢len Kvaternarni ¢len

Obrazek 7 (Norton 1999: 24)

3.2 Kinematické dvojice

Pojem kinematické dvojice (KD) miizeme chéapat v zasadé¢ dvojim
zpusobem. Literatura shodné¢ uvadi, ze: ,,Dva cleny, které jsou navzajem
pohyblivé vazany (spojeny), a to tak, ze je pohyblivost jednoho vic¢i druhému
omezena, tvoii kinematickou dvojici.*“ (Brat 1981: 36) Muzeme se ale setkat i
s oznac¢enim vazba (Zéhorec, Caban 1992) nebo s anglickym ekvivalentem joint
(Norton 1999), ¢imz se dostavame k dalSimu vyznamu tohoto terminu. Pod
pojmem kinematicka dvojice totiz Castéji rozumime druh onoho spojeni mezi
&leny fetdzce''. Jedno z moznych rozdéleni KD je podle Zahorce a Cabana (1992)
na nizsi, jejichz Cleny se dotykaji v ploSe a vyssi, jejich Cleny se dotykaji v bode

v

nebo na piimce. Brat (1981) uvadi ptiklady nésledujicich nizsich KD:

a) rotacni

b) posuvna

¢) Sroubova

d) valcova (cylindricka)
e) sféricka

f) ploché (rovinova)

Oproti tomu Jancina, Pekarek a Starecek (1982) rozliSuji pouze rotacni,

valivé a posuvné nizs$i KD a vyss$i dvojice oznacuji jako smykové.

" pokud dany mechanismus nebo i samostatnou kinematickou dvojici zkoumame z hlediska
kinematiky, neuvazujeme materidlové vlastnosti jednotlivych prvkd dvojice, tzn. ani pfipadné
pUsobici tfeni.
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Kinematické dvojice rozdélujeme téz na tiidy. Rikame, Ze dvojice je j-té

tridy, jestlize ubira relativnimu pohybu obou ¢lenii j stupiiii volnosti.

Ma-li kinematicka dvojice i stupnit volnosti, je vzajemnda poloha obou
Clenut dvojici tvoricich urcena i souradnicemi, které nazyvame souradnice

kinematickeé dvojice. Brat (1981:38)
Piehled kinematickych dvojic, jejich znaceni a schémata naleznete
v ptilohach 1 a 2.
3.2.1 Pohyblivost soustavy — stupné volnosti

,Podle poctu a druhu kinematickych vazeb se pohyblivost plivodné
nevazanych (volnych) téles snizuje. Pohyblivost soustavy urcuje pocet stupiiii
volnosti pohybu (PSVP).*“ (Zahorec, Caban 1992: 6) Jak tito autoii dale uvadéji
PSVP definujeme jako pocet nezavislych soutadnic délkového nebo uhlového

rozméru, kterymi je jednoznac¢né uréena poloha uvazované soustavy.

Las, Hlava¢ a Vacek (2001) publikuji vazbovou rovnici, ¢ili vztah pro
vypocet stupiiti volnosti rovinné soustavy a jejich rozd€leni v zavislosti na této

hodnoté.
n=3m—-1)—-2(r+p+v)—o

Pismeno n oznacuje pocet stupiii volnosti soustavy, m je pocet téles soustavy
véetné ramu (ten byva znacen jako téleso Cislo 1), ostatni pismena oznacuji pocty

rovinnych vazeb soustavy (r rotacni, p posuvné, v valivé, o obecng).
Déleni soustav podle velikosti n (obrazek 8):

n <0 staticky neurcité nepohyblivé

n=0 staticky urcité nepohyblivé

n>0 pohyblivé (z toho n =1 — mechanismy)
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n=-1 n=0 n=1

Obrazek 8 (Norton 1999: 33)

Poloha télesa v prostoru zavisi na Sesti nezavislych soufadnicich, tii

oznacuji polohu a tfi orientaci télesa (Eulerovy 1'1h1y).12 (Zéhorec, Caban 1992)

3.3Kinematické retézce

Spojime-li nékolik clenii (téles) kinematickymi dvojicemi, dostaneme
kinematicky retézec. Kinematické retézce délime podle riiznych hledisek na
oteviené, uzaviené a smisSené, jednoduché a sloZené, rovinné, sférické a

prostorove.
(Brat 1981: 38)

Jednoduché kinematické fetézce obsahuji pouze Cleny prvého a druhého
stupné, ostatni fetézce nazyvame sloZené. Pro zavedeni ostatnich typl rozdé€leni je
potieba definovat pojem kinematicka smycka, coz jak uvadi Brat (1981: 38) je:
»Prostorovy mnohouhelnik (obrazec), jehoz strany jsou v kinematickém
schématu'® tvoreny &leny fetdzce a jehoZ vrcholy jsou tvofeny kinematickymi

(13

dvojicemi, se nazyva kinematicka smycka,...” Vyobrazeni ptikladu takové

smycky je na obrazku 9.

2 Karger, Kargerova 2000 pisi o pouzivani robot( s vice nez Sesti stupni volnosti.
B Obrazky 3, 4, 5 a jim podobné se nazyvaji kinematické schéma.
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Obrézek 9 (Brat 1981: 38)

Na obrazku 10 jsou vyobrazena schémata otevieného, uzavieného a

smiSeného kinematického fetézce.

— A

Obrazek 10

Nejriiznéjsi kinematické fetézce a mechanismy miizeme nalézt
v predmétech denni potieby — stojany, véSaky; ruénim naradi — kleste, niizky; ve
strojich a zatizeni — bagry, jetaby, zdvizné ploSiny; dokonce i ve vlastnim téle,

v priloze €. 3 jsem se pokusil zkompilovat alespon nékteré z nich.

3.4 Mechanismy

Slovo mechanismus se v soucasnosti uplatiiuje v nejriznéjSim kontextu,
Casto muze oznaCovat i zcela abstraktni objekty, duSevni pochody a filosofické

nazory.

Ve svém puvodnim smyslu, a tak je tento termin pouzivan i zde, oznacuje

zatizeni slouzici k transformaci pohybu a pienosu sil. (Norton 1999)

Definice mechanismu jednotlivych autor se v zésad¢ neli$i a mize byt

formulovéna i nasledujicim zptasobem. Upevnime-li n¢ktery ze ¢lenti uzavieného
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kinematického fetézce, dostaneme mechanismus. (JanCina, Pekarek, Starecek

1982) Pevny ¢len mechanismu se nazyva ram. (Brat 1982)

Zarizeni, ktera vzniknou z ostatnich typu kinematickych retézcu tim, Ze se
nektery jejich clen stane ramem, budeme nazyvat vazané kinematicke retézce, ..., i

kdyz se v technické praxi casto mluvi o mechanismech i v tomto piipadé. **
(Brat 1982: 40)

Rozdgleni mechanismii obecné je velmi rozsahlé'”, pro potieby této prace
si vystaim rozd€élenim na rovinné a prostorové, jednoduché a slozené
mechanismy. Ve vétSim poctu jsou zde uvedeny jmenovité Ctyiclenné
mechanismy (obrazek 11), napiiklad pantograf, Wattiv a Tchebicheffiv

mechanismus, popsané nize.
Jako samostatnou kapitolu bychom mohli oznacit tzv. diferencialy, coz:

... jsou soustavy téles se dvema stupni volnosti (n = 2). Jejich pouziti byva
teles a jejich analyza presahuje ramec skript predmétu technické mechaniky

(Zeman, Las 2001: 92).

V navaznosti na definici mechanismu pomoci kinematickych fetézcti uvadi
Brat (1981: 40) nasledujici: ,,Byl-li pivodni fetézec jednoduchy, mluvime o

Jjednoduchém mechanismu, byl-li slozeny, mluvime o sloZzeném mechanismu.*

Rovinnym mechanismem budeme dale rozumét zatizeni slozené z pevnych
¢asti, pohyblivé spojenych, jehoz veskery pohyb je realizovan v plose. Ve vétSing
pripadi jsou této spojeni realizovana vylucné rotaénimi kinematickymi dvojicemi,
jejichz osy otaeni jsou vSechny navzajem rovnobézné a kolmé na plochu, v niz je

uskutec¢niovan pohyb.

Rovinnym pohybem télesa rozumime piipad, kdy se vSechny jeho body

pohybuji v navzijem rovnobéznych rovinach. (Jones 1919)

Hy kapitolach tykajicich se kresleni kfivek, rovnéz oznacuji slovem mechanismus soustavy, jez
svoji konstrukci odpovidaji definici vdizaného mechanického systému.

B Zajemce o tuto problematiku timto odkazuji naptiklad na obsahlou publikaci N. Sclatera (2007),
ktera je bohaté ilustrovana a obsahuje od nejjednodussich strojd, pres zde uvedené mechanismy,
az po soucasneé vyvijena zatizeni.
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Jako prostorovy oznafime takovy mechanismus, jehoz alespoii jeden ¢len
kona pohyb mimo plochu urc¢enou pohybem ostatnich ¢lentl, pfipadné (s ohledem
na Jonesovu definici rovinného pohybu) na mechanismus jehoz ¢leny se pohybuji

v navzdjem raznobéznych rovinach.

4. Matematické vySetfovani mechanismi

K matematickému vySetfovani mechanismt existuji dva hlavni pfistupy,
z hlediska kinematiky a z hlediska dynamiky. U obou pak rozliSujeme analytické

a syntetické feSeni s mnozstvim rozlicnych metod.
4.1Kinematické vySetfovani mechanismii

4.1.1 Kinematicka analyza

,PI1 kinematické analyze mechanismtli vySetfujeme vztah mezi polohou,
rychlostmi a zrychlenimi hnanych a hnacich ¢leni. Déle vySetfujeme tvar drah,

prabéh rychlosti a zrychleni bodi ¢lentt mechanismu.* (Zahorec, Caban 1992: 23)

V podstaté jde o stanoveni zdvislosti polohy, rychlosti, zrychleni (natoc¢eni
uhl, uhlové rychlosti, thlové zrychleni) zkoumanych ¢lenti a bodi v zavislosti od

pohybu hnaciho ¢lenu. (JanCina, Pekarek, Starecek 1982)

Existuje mnozstvi metod kinematického vySetfovani, které se daji rozdélit

do tfech hlavnich proudu:

- analytické metody,
- grafické metody,

- experimentélni metody.
4.1.1.1 Analytické kinematické metody

Tyto metody jsou zamerené hlavné na vyuziti poznatku analytické
geometrie, tenzorového a maticového poctu, komplexnich proménnych, ... , jsou

spojené se souradnicovymi systémy a vedou ke skalarnim rovnicim pro hledané

veliciny.
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(Zéhorec, Caban 1992:25)

Zahorec a Caban (1992) dale uvadéji, ze porovnanim jednotlivych
analytickych metod se jako nejefektivnéjsi jevi vektorovy pocet, jelikoz je mozné
resit ulohy v explicitni form¢ a vyhnout se tak algebraickym rovnicim vysokych

v o 16
stupnu.

Pii analytickém vySetfovani postupujeme tak, Ze nejprve rozkryjeme
vztahy mezi veli¢inami urcujicimi polohu hnanych ¢lenti v zéavislosti na poloze
hnacich ¢lenti, coz se nazyva uloha polohy, jez byva jak uvadi Zahorec a Caban
(1992) zpravidla nejtézsi cast celého feSeni. Vztahy pro rychlost a zrychleni pak

dostaneme z rovnosti

Q
Il

e
Il

=

4.1.1.1.1 Geometrickd metoda

Tato metoda se uplatiiuje dobfe pii feSeni jednoduchych rovinnych
mechanismi. Spocivd vétSinou tak, Ze obrazec dany kinematickym schématem
(modelem) rozdélime na vhodné (pravouhlé) trojuhelniky, v kterych figuruji
zadané 1 hledan¢ délkové a thlové veliCiny, jako strany a thly trojuhelnika a ty
vyfeSime trigonometricky. Tato metoda tedy byvd ncékdy oznacovana jako

trigonometrickd) (Zahorec, Caban 1982).

Cilem je nalézt tolik vztahii mezi polohovymi veli¢inami hnanych a

hnacich ¢lent, kolik je neznamych. (Jancina, Pekarek, Starecek 1982)

4.1.1.1.2 Vektorova metoda

Je to vSeobecnd metoda urcend k feSeni rovinnych i prostorovych
mechanismi. Polohy jednotlivych ¢lenit jsou vyjadieny schematicky vektory,
jejichz krajni body lezi v mistech kinematickych dvojic. Na obrazku 10 je ptiklad
kinematického schématu jednoduchého ctyf¢lenného mechanismu a jeho

znazornéni vektorovym cCtyfuhelnikem. Vektorové obrazce -charakterizujici

1 Existuji i jiné zde neuvedené analytické metody, Jancina, Pekarek a Starecek (1982) zminuji
naptiklad jesté metodu prevodové funkce.
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mechanismus se pii pohybu mechanismu méni, ale ziistavaji uzaviené'’. Z &ehoz
plynou tzv. podminky uzavienosti. Vhodnym primétem do soutfadnicovych do
soufadnicovych os Ize vétSinou ziskat potfebné skalarni geometrické vztahy mezi

soufadnicemi jednotlivych clendl, tyto tvofi soustavu transcendentnich rovnic,

W 4

Obrazek 11

Pro jednoduchy rovinny mechanismus, jehoz kinematické schéma je
popsano uzavienym vektorovym mnohothelnikem vySe na obrazku, plati

podminka uzavienosti, kterou lze napsat ve tvaru'®:

4 — -
Z [ =0
i=1

’ . 7 19 v . r
Pokud promitneme jednotlivé vektory do os x, y zvolené~ soufadnicové

soustavy dostaneme dv¢ skalarni rovnice.

4

x: Zlicosq)i =0
i=1
4

y: Zlisin(pl =0
i=1

v vyjma pfipadu, kdy dojde k rozpojeni kinematickych vazeb
18 P . , . v ; . er s . .

Pro obecny rovinny mechanismus o N ¢lenech budou mit nasledujici rovnice stejny tvar, ale
sumarizace bude od 1 do N.
' Volba soufadnicového systému (umisténi poc¢atku soutfadnicového systému) mize zasadnim
zpUsobem ovlivnit sloZitost FeSeni daného problému. V tomto pfipadé by zfejmé bylo vhodné
umistit pocatek kartézské soustavy souradnic do pocatecniho bodu vektoru ;.
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Rovnice pro x-ovou a y-ovou slozku rychlosti pak dostaneme derivaci podle ¢asu:

4
Z([l cos @; — l;¢, sin (pi) =0

i=1

4
Z([l sin ¢; + ;¢, cos (pi) =0

i=1

Rovnice pro zrychleni dostaneme dalsi derivaci

4.1.1.1.3 Maticova metoda

Ptfednosti maticové metody, resp. formulace problému pomoci matic, je
srozumitelnost tohoto zdpisu pro pocitace, zcehoz plyne mozZnost vyuzit
k analyze za pomoci maticového pfistupu téméf libovolny pocitacovy program

z kategorie CAS (Computer Algebra System).

Jak jiz bylo vySe uvedeno, pro popis kinematickych fetézci a vazanych
mechanickych systémt (mechanismil) Ize s uspéchem pouzit polohové vektory,

maticové metody tuto myslenku dale rozvijeji*’.

Na obrazku 12 je otevieny kinematicky fetézec, kde bod 4 je pevné
spojeny, ale umoziuje rotaci mechanismu v roving, bod C se otac¢i okolo bodu B o
uhel ¢,, ktery se otaci okolo bodu 4 o thel ¢;. Pokud pouziji pro popis polarni
soufadnice, situaci to zna¢n¢ zjednodusi. Takze je snadné popsat polohu bodu C
vzhledem k bodu B, pfi rotaci bodu B se vSak otaci i soufadnicovy systém s timto
bodem spojeny a urceni polohy bodu C vzhledem k zakladnimu soufadnicovému
systému se sttedem v bodé 4 uz tak jednoduché neni. Tim narazim na problém

transformace soufadnic pfi pfechodu mezi jednotlivymi systémy.

20 Maticovym metodam je vénovana prace V. Brata (1981), ve které se vSak autor zaméruje
predevsim na netrividlni prostorové mechanismy.
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o

Obrazek 12

Situaci se zjednodusi, pokud se zamétime nejprve na vzajemné natocenti

dvou souradnicovych systémil kolem totozné osy z.

Obrazek 13 (Grepl 2007)

Na obrazku 13 jsou soutfadnicové systémy a, b reprezentované osami x, y a
pocatkem v bodé O) vzajemné pootocené o uhel ¢. Zname-li soufadnice bodu M
v systému b, muzeme (napf. na zakladé znalosti o podobnosti trojuhelniki) urcit

jeho soufadnice v systému a, jak uvadi napt. Grepl (2007):

Xg = COS QXp — Sin @y
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Vo = Sin@x, + cos @y,
Tyto dvé rovnice piepiSeme do maticového tvaru

U J}C]Z] _ [cosgo —sin (p] [xb

_ M
sing  cos¢g yb] = Rual

kde ™, a r™; jsou polohové vektory bodu M v soufadnicich systému a resp. b,
Ry, je rotacni matice ze systemu b do a. (Grepl 2007: 20)

Tim jsme ziskali polohovy vektor bodu M v systtmu a. Z definice
okamzité rychlosti jako zmény polohy v ¢ase, miizeme ziskat vztah pro vypocet
rychlosti pohybu bodu M derivaci vektoru r™, podle ¢asu. Je§té jednou uvadim
vypoCet polohového vektoru, tentokrdt pro ilustraci pouziti zkratek
goniometrickych funkci (kosinus — ¢, sinus — s), jez se v literatufe ¢asto vyskytuje.

MR M =[C‘P —S@ M

a bal b sQ cQ b
Pii derivaci vektoru r™, je potieba mit na paméti pravidlo pro derivovani
soucinu dvou vyrazl. Je ziejmé, ze veliina rychlost je rovnéZ reprezentovana

vektorem, tecky nad pismeny oznacuji podle konvenci derivaci podle Casu.

.M _ M _ M . M
r a=Vv a_Rbar b+Rbar b

Jak uvadi Grepl (2007) systém b je v tomto piipade spojen s télesem M, tudiz

polohovy vektor r™}, je v Gase konstantni, tzn. ™y, = 0 a vypodet se zredukuje na

vztah:
VMa:RbarMb
kde
o[G0 ool o e 1ls 0]

a derivace ¢ je v postaté thlova rychlost w, indexy z naznacuji, Ze osa otaCeni ma

smeér osy Z.

_ 0 _(p _ 0 —Wy
“"a‘[qv O]‘[wz 0]

Derivaci rota¢ni matice mizeme potom podle Grepla (2007) zapsat takto:
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I.{ba = Rba-Qba

Dvé postupné rotace

Uvazujeme jeste¢ dvé po sob€ jdouci rotace télesa. Budeme je chapat jako

vzajemné transformace mezi tfemi soufadnicovymi systémy.

M¢jme tedy systém c (pevné spojen s télesem), ktery je natoen vici b a ten je
natocen vuci a (nehybny systém, ram). Analogicky pfedchozim tivahdm mitizeme
psat:
Ia = Rbarb
rp = Repre
Ir,= Rbarb = RbaRcbrc = Rcarc

Dostavame tedy dulezity vztah pro rotaci mezi systémy a a c. ZdlUraziujeme, Ze

zalezi na potadi nasobeni rota¢nich matic.

Rca = RbaRcb

Vidime, Ze celkovou rotaci lze vyjadfit pomoci dil¢ich rotaci.

Derivaci posledni rovnice ziskdme vztahy podstatné pro vypocet (tihlové)

rychlosti a zrychleni dvou systémi ¢, @ pomoci dil¢ich matic.

Transformace v roviné

Nejprve se opét soustfedime na ndzorny rovinny piipad. Uvazujeme dva
soufadnicové systémy. NaSim cilem bude vyjadfit polohu bodu M v systému a
zname-li jeho soutadnice v systému b. Oba systémy jsou vii€i sobé pootoceny a
posunuty. Poznamenejme, ze ackoli se jedna o rovinnou ulohu, budeme jiz

vSechny skroty a matice psat v prostorovém tvaru (tedy vSechna z =0

Se znalosti rota¢ni matice mizeme snadno psat:

rMa = RbarMb + rOba
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kde vyznam jednotlivych matic je tento:

x M cp —sp 0™ [xq0P
o=y e ol <bd
Zlq 0 0 11tzdy z1,

Maticovy zépis v poslednim ptipad¢ se viditelné 1iSi, doSlo k rozsifeni
transformacni matice. Toto rozsifeni zna¢i piechod ktzv. homogennim
souradnicim.  Motivaci  pro  zavedeni  homogennich  soufadnic  ve
dvojdimenziondlnim prostoru mize byt snaha najit feSeni vSech vzajemnych
poloh dvou pifimek, tzn. rozSifeni o nevlastni body (lezici v nekonecnu).
Homogenni soufadnice jsou pouzivané zejména v projektivni geometrii,

pocitacové grafice, nebo napt. pti analyze pohybu mechanismti.

Diivodem je skute¢nost, ze pomoci nasobeni transformacnich matic
jednotlivych zékladnich pohybi lze ziskat vysledny pohyb mechanismu (Brat
1981). Zakladnimi pohyby oznacuje Brat (1981) otoceni a posunuti ve smérech
soufadnicovych os. Timto maticovym ndsobenim se miZzeme vypotadat s riznymi

typy transformaci (zobrazeni).

Mnou uvedeni autofi k divodim pro zavedeni homogennich soufadnic
neuvadeji vétSinou nic nebo jako napf. MartiSek (2002: 158): ,,Homogenni
souradnice vyuzijeme k vyhodnéjsimu vyjadreni transformaci v roviné.* Problém
v pouziti klasickych kartézskych soutradnic vSak nastane v pfipadé posunuti o
vektor. V roviné nelze toto zobrazeni (X, y) — (X + uy, y + u,) realizovat
nasobenim vektoru soufadnic matici typu 2x2, proto pocitame v homogennich

soufadnicich.

Ptechod od kartézskych k homogennim soutadnicim vypada takto: M(x, y)

— My(x, y, w), kde M}, je zapis bodu v homogennich soufadnicich.

Obecné muzeme vyjadiit vztah pro pfechod mezi soufadnicemi bodu M
v soufadnicovych systémech a, b spojenych srozdilnymi télesy ndasledujici

transformacni rovnici (Brat 1971):
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Xam Qg1 Q12 W13 A1 Xpy
Yam _ Q1 Qpp Q23 Q42 Ypm
Zgy Q31 Q3 A3z Q43 ZpMm
1 0 0 0o 1 1
Samotnou transformac¢ni matici mtizeme rozdé¢lit na Ctyii Casti, koeficienty a;; az
az; urcuji otoceni, zvétSeni nebo zkoseni a koeficienty a; az a3 uruji posunuti,
fadek nul jako nulovy vektor a jedni¢ka v rohu jsou posledni dvé oblasti. Toto

rozdéleni ndm umozni napiiklad jednodussi zéapis rozsahlé transformacni matice

jako matice typu 2x2, jejiz jednotlivé prvky vsak jsou dalsi matice.

Kromé¢ rotacni transformace, potfebujeme znat jest¢ translacni

transformac¢ni matici;

1 0 wy
Posunuti o vektor u = (uy, u,) T@=0 1 u,
0O 0 1

Muzeme najit 1 dalsi transformacni matice pro ostatni typy linearnich zobrazeni,

vétsSinu uvadi Martisek (2002).

Nyni mizeme zkusit slozit nékolik transformaci a sledovat, jak bude
vypadat vyslednd transformacéni matice. Napfiklad co vznikne sloZzenim dvou
posunuti. K vypoctim jsem pouzil program wxMaxima (obrazek 13), nejprve
jsem zadal obé transformac¢ni matice s rozdilnym vektorem posunuti a posléze je
jednoduchym ptikazem maticové vyndsobil. Z tvaru vysledné transformacni

matice je zfejmé, ze celkova transformace je opét posunuti.
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(%11) T1: matrix(
[1,0,ull,
[0,1,u2],

[0,0,1]

)i

10 wm

(%0l) [0 1 u=z

o0 1

(%$1i2) T2: matrix(
[1,0,v1]1,
[0,1,v2]1,

[0,0,1]

) 7

1 0 wi

(%02) [0 1 wz

00 1

(%13) Ti*TZ2;
10 uwivi

(%03) |0 1 uzvz

Obrazek 13

Na obréazku 14 jsou jiz pouze vysledky, vlevo vidime vysledek nasobeni dvou
rotaci o rizny thel, vysledek opét ndpadné pripomina rota¢ni matici. Vpravo pak
je vysledek nasobeni rota¢ni a translacni matice vysledkem je stejnolehlost se

sttedem v pocatku a koeficientem cos(9).

r*E; r*T;
CHJ]CIIEHI 5(¢]SI:EHI 1] c(8) 4] ]
5(-1]]5(5] CI:-1]:IC|:E|‘:| 4] 4] c(g) 0O

0 0 1 0 0 1

Obrazek 14

4.1.1.2 Grafické analytické metody

Pii grafickém feSeni postupujeme clen od Clenu, zpravidla zainame u
¢lenu hnaciho a jednotlivé kinematické veli¢iny fesime ve vhodné zvoleném bodé
kazdého clenu, jehoz pohyb rozklddame na skutecné nebo myslené soucasné

konané pohyby. (Zéhorec, Caban 1992)

Zahorec a Caban (1992: 40) dale uvadéji, ze: ,,Vyznam grafickych metod

pro vlastni kinematické vySetfovani mechanisml klesd, stale vic se uplatiiuji

-31-



analytick¢ metody,...“ Nevyhodou grafickych metod je rovnéz nutnost fesit
kazdou kinematickou veli¢inu v mnoha bodech mechanismu i relativni nepiesnost

takto ziskanych vysledka, kterd zavisi i na poloze mechanismu?®'.

4.1.1.3 Experimentalni analytické metody

O experimentalnich metoddch uvadi Zahorec a Caban (1992: 25)
nasledujici:

Experimentalni metody jsou zaloZené na méreni ruznych parametrii
pohybu pri provozu skutecnych mechanismu nebo na jejich modelech. Spojeni
vypocetni techniky s méricimi pristroji ... umozZiiuje méreni rychle se menicich

parametrii pohybu, zvySuje se presnost méreni.

4.1.2 Kinematicka syntéza

Kinematicka syntéza je odvétvi kinematiky postupujici takiikajic opacnym
smérem nez kinematickd analyza. Jejim ukolem je totiz na zdkladé¢ znamych
parametri — technologickych a funkénich pozadavkti navrhnout odpovidajici

mechanismus, tento proces se nazyva inverzni uloha polohy.
Zahorec a Caban (1992) rozd€luji tento postup do tfech zakladnich krokii:

- Volba typu mechanismu — kloubovy, vackovy, hydraulicky (Sclater
2007) — v zavislosti na tcelu pouziti mechanismu.

- Volba struktury a kinematickych dvojic mechanismu — jednoduchy,
slozeny mech.

- Volba konkrétnich rozmért mechanismu

Hlavnim odvétvim této oblasti je kinematicka syntéza kloubovych a

vackovych mechanismi. (Zahorec, Caban 1992)

Vackové mechanismy mohou realizovat libovolny pohyb bodu nebo télesa

presne, kloubové mechanismy s 1 SVP jen priblizne. Kloubové mechanismy

2t Napfiklad parallelogram v degenerativni poloze, kdy vSechny ¢leny splyvaji v pfimce.
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s vetsim poctem SVP mohou realizovat takovyto pohyb opét presné, cehoz se

vr s . o o r o . ’ o 22
vyuziva u mechanismii prumyslovych robotii a manipulatorii.

(Zahorec, Caban 1992: 58)
4.1.2.1 Geometricka syntéza kloubovych mechanismut

Pokud jiz mame uréeny typ mechanismu, potiebujeme urcit jeho rozméry
tak, aby zavislost mezi polohou s hnan¢ho a polohou q hnaciho ¢lenu anebo
Clenska zavislost popisujici drahu urcitého bodu nékterého clenu, méla dany

priibéh

s=f(a).9 < q < 4,
resp. napf.
y=fx),x, <x < x.

Nalezeni presné funkéni zavislosti muze byt neocekdvané obtizné a funkce
generovand nami navrzenym mechanismem se nemusi shodovat s piedepsanou
funkei, v obecném ptipad€ pak Ize ucinit pouze piiblizné fesSeni. (Zahorec, Caban

1992).

Pocetni metody vyuZzivané v geometrické syntéze muzeme rozdélit do

dvou skupin:

- Kolokaéni metody — Jejich podstatou je navrZzeni mechanismu tak, aby
spliioval pozadovanou funkci pouze v nékolika diskrétnich bodech.
JanCina, Pekarek a Star¢ek (1982) uvadéji fteSeni nékterych
mechanismi pro 2 nebo 3 zadané body. Tyto metody jsou realizované
pocetné i graficky.

- Metody nejmensSich odchylek — Tuto skupinu jsem takto nazval,
protoze vSechny obsazené metody si kladou urc¢it¢é podminky na
odchylku ziskané a pozadované funkce. Tzn., aby tyto odchylky byli
minimalni, pfip. aby integral odchylek (integral druhych mocnin

odchylek) nabyval minimalnich hodnot (zahorec, Caban 1992)

2 Karger, Kargerova 2000 uvadéji nékolik pfikladd rozdéleni manipulatord podle poctu SVP (3, 5,
6, vice) v zavislosti na jejich pouZiti.
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4.2 Statické feSeni soustav

At rovinné, ¢i prostorové mechanismy jsou ve skuteCnosti soustavy
pruznych téles, které maji své materidlové vlastnosti, ptedevs§im hmotnost, odkud
vyplyva i ptuisobeni dalSich fyzikalnich veli¢in na jednotlivé ¢leny mechanismu.
Na mechanismus v klidu i1 v pohybu plisobi gravitace ve formé tihové sily, urcité
sily piisobi 1 mezi jednotlivymi ¢leny, z materidlovych vlastnosti jednotlivych

¢lent plyne chovani realnych mechanismii.

Cilem statického reseni nepohyblivych soustav téles je vySetieni reakci
v kinematickych vazbach pro dané akcni (zatezné) sily a danou polohu. U
pohyblivych soustav téles se vysetiuji reakce v zavislosti na poloze a pridavné
akcni sily (silové dvojice) tak, aby soustava teles byla v rovnovaze. Pridavné akcni
sily musi predstavovat tolik neznamych nezavislych parametru, kolik ma soustava

stupnii volnosti (Zeman, Las 1991: 93)

Pii statickém feSeni mechanizmi rozliSujeme podle Zahorce a Cabana

(1992) dva ptipady:

- Mechanismus je v klidu — Urcujeme ucinky reakc¢nich sil ve vazbach,
ale 1 pfidavné uc¢inky potiebné pro udrzeni mechanismu v klidu. Je jich
prave tolik, kolik stupiiti volnosti pohybu mechanismus ma a musi byt
pfifazeny tém clenlim, které konaji nezavisly pohyb. Vyjimku tvofi
mechanismus s redlnymi vazbami, které mohou mit vliv na pohyblivost
soustavy (jeji snizeni). Pii statickém feSeni nepohyblivych soustav a
mechanizmii v klidu vétSinou uvazujeme idealni kinematické vazby.
Redlné vazby svymi ucinky zpusobi, ze se ulohy o rovnovéaze vétSinou
stavaji staticky neurcitymi. Neptesnosti ve vysledcich jsou pak dani za
podstatné zjednoduseni vypoctu.

- Mechanismus je vpohybu — V tomto piipadé se soustfedime na
pfiblizné feSeni stavu rovnovahy, pfi zanedbani setrvacnych silovych
ucinkli pohybujicich se soucdsti mechanismu. Pii statickém feSeni
mechanizmu za pohybu je ve vétSing€ piipadl potieba pasivni odpory

v realnych vazbach respektovat. I zde je vSak ucelné problém
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zjednodusit jejich zanedbanim, pokud miZeme ptedpokladat jejich

maly vliv na rovnovéhu soustavy.

Statické feSeni soustavy vytvaiime na jejim statickém modelu, ktery je
rozSitenim modelu kinematického o udaje potfebné k statickému feSeni (napi. o
soufadnice té¢ziSt' Clend, koeficienty pasivnich odport apod.) (Zahorec, Caban

1992).

Nejobecnéjsi metodou statistického Feseni je metoda uvolnovani. Je
zalozena na vete: Ma-li byt soustava téles v rovnovdze, musi byt v rovnovdze
kazdé jeji uvolnené téleso nebo uvolnéna skupina téles.  Uvolnéni  téles  si
predstavime myslenymi rezy, vedenymi kinematickymi dvojicemi nebo pricné
pruty. Ucinek ostatnich téles a rdmu, s nimiz bylo uvolnéné téleso v soustavé
vazano kinematickymi dvojicemi, vyjadiime reakcnimi silami (reakcemi). Pri
prechodu na sousedni uvolnené téleso respektujeme zdakon akce a reakce zmeénou
smyslu vnitinich reakci (v kinematickych vazbach mezi telesy). Pro kazdé
uvolnéne téleso nebo uvolnénou skupinu téles piseme podminky rovnovahy. U
soustav téles bez pasivnich odporu podminky rovnovahy predstavuji soustavu

linearnich algebraickych rovnic (Zeman, Las 1991: 93).

Jelikoz jsou pohybové rovnice formulovany pomoci zobecnénych
zrychleni popisujicich jednotlivé pohyby téles, je potfeba doplnit pro jejich
vyjadfeni na kinematickém stavu hnaciho clenu rovnéz zdvihové zévislosti a
pievodové funkce. Po vylouceni reakci, tak dostaneme jedinou vlastni pohybovou
rovnici mechanismu, ve které vystupuji pouze kinematické veli¢iny q, q, ¢
popisujici pohyb hnaciho ¢lenu. Opét se zde hodi podotknout, Ze zohlednéni

realnych vazeb mlize mit negativni dopad na feSitelnost.
4.3Dynamické vySetfovani mechanismi

Pri navrhu konstrukci a vizeni mechanickych (mechatronickych) soustav
velmi casto vystacime s kinematickym modelem. Typickym prikladem miize byt
Fizeni stacionarniho prumyslového robotu, napr. pri svarovani. Bude-li

pozadovana rychlost pohybu relativne mala a pohony robotu dostatecné
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predimenzované, pak budou dynamické sily zanedbatelné a pro rizeni lze pouZit
pouze kinematiku.
(Grepl 2007: 92)

Cilem dynamického vySetfovani soustav téles, je na rozdil od
kinematického vySetfovani zahrnuti, i silového piisobeni mezi jednotlivymi ¢leny
mechanismu.

Pod dynamickym modelem tu ve vSeobecnosti rozumime soustavu
vzajemn¢ vazanych, dokonale tuhych téles, ktery obsahuje vSechny podstatné
parametry vySetiovaného strojniho zafizeni potiebné pro fizeni dynamiky daného
problému (napt. geometricky- hmotové veli¢iny, charakteristiky pruzné- tlumicich
prvki, akéni silové Gcinky apod.) (Zahorec, Caban 1992)

Ulohy dynamicky pak vy3e uvedeni autofi rozdéluji na dva typy:

a) Piipady, kdy vySetfujeme silové poméry odpovidajici ptedepsanému

(vypocitanému) pohybu.

b) Pfipady, kdy vySetiujeme pohyb c¢leni soustavy na zakladé¢ znamych
silovych ucinkd.

Typ a) se pak nazyva dynamickou analyzou mechanismii a typ b)
dynamickou syntézou mechanismi. Grepl (2007: 95, 96) to oznauje piimou a
nepiimo ulohu dynamiky. Zaroven uvadi tfi metody pro sestaveni dynamického
modelu:

- metoda Lagrangeovych rovnic druhého druhu (analyticka dynamika)

- metoda uvoliovani vychdzejici z druhého Newtonova zdkona

(vektorové dynamika)

- metoda redukce pouzitelnd pievazné pro 1D problémy (typicky

rotorové a pievodové soustavy)

Po definici dynamického modelu je dalsim bodem sestaveni
matematického modelu, ktery je tvofeny systémem pohybovych rovnic,
vazbovych zavislosti (t.j. vztahy mezi geometrickymi a kinetickymi veli¢inami
vyskytujicimi se v pohybovych rovnicich) a vztahy pro pasivni odpory v realnych
vazbach. (Zahorec, Caban 1992)

Pro sestaveni pohybovych rovnic miizeme pouzit rizné metody, jez lze

rozdé¢lit v postaté takto
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- metody vektorové mechaniky, vychazejici ze vztahi mezi vektorovymi

veli¢inami

- metody analytické mechaniky, vychdzejici zenergetické bilance

(vyjadrené skalarnimi veli¢inami)

Zahorec a Caban (1992) uvadéji, ze kdyz vylouc¢ime z pohybovych rovnic
zavislé geometricko — kinematické veliiny, zlstane v pohybovych rovnicich
soustavy s n stupni volnosti jen n nezavislych soutadnic, kdyz pak jesté z téchto
rovnic vylou¢ime vSechny reakce vazeb, dostaneme systém pohybovych rovnic,
udavajicich vztahy mezi akénimi silami a veli¢inami pohybu (rychlosti,
zrychleni), tzv. viastni pohybové rovnice. Re$enim uréime zakladni veliGiny
pohybu, coz je dillezitym predpokladem pro vySetfovani kinematickych a silovych

pomerii ostatnich ¢lenii soustavy.

4.4Kmitani mechanickych soustav
Obsah této kapitoly by jisté¢ vydal za samostatnou knihu a jde zcela nad
ramec této prace. Kmitani mechanismi miizeme témét vzdy oznacit jako
nezaddouci jev, pii kterém dochdzi k energetickym ztraitdm a nadmérnému
opotiebeni mechanismu.”
Védni disciplina zabyvajici se materidlovymi vlastnosmi jako jsou

pevnost, pruznost, deformace se nazyva elastostatika (Zeman, Las 1991).

5. Mechanismy pouZzivané pro kresleni kiivek

Moderni vypocetni technika, mulize jisté pfinést mnoho pozitivniho do
kazdé oblasti lidského konani, nejinak je tomu v matematice a piibuznych
oborech. Tvorba technické dokumentace je dnes realizovdna snad uz jediné
pomoci pocitatli a specializovaného programového vybaveni, narysovani

ptesnych algebraickych kiivek se tak stalo zcela automatizovanou zéleZzitosti.

Pokud bychom vsak byli nuceni sestrojit naptiklad nekterou z kuzelosecek

klasicky s pomoci pravitka a kruzitka s co nejvétsi moznou piesnosti, bylo by

% Zevrubné o této problematice pojednava Zéhorec a Caban (1992).

-37 -



k tomu zapotiebi velkého poctu krokil, mnozstvi pomocnych konstrukei i znacna

manualni zru¢nost.

V minulosti se uplatnovaly rizné pomiicky — zafizeni a mechanismy,
jejichz ucelem bylo zrychlit a zefektivnit konstrukce pouzivané v geometrii. Prvni
dvé zde uvedené pomucky sice neslouzily k nakresleni kiivky, ale vzhledem
k jejich historické piislusnosti k tématu, mi pfiSlo nevhodné se o nich alespoil

nezminit.

Potteba mechanismti, jejichz Cleny, piipadné uréené body nebo i jediny
bod opisuji urcitou predepsanou kiivku, nesahd pouze do tizké oblasti geometrie
nebo matematiky a neni tudiz véci zastaralou a piekonanou, ale v daleko vétsi
mife se vaze k technické praxi. Mohlo by se zdat, Zze 1 zde mechanismy ztraceji
své uplatnéni jsouce nahrazovany elektronickymi soucéstkami. Oproti nim vSak
mechanické konstrukce vykazuji vys$Si odolnost napiiklad proti mechanickému,

tepelnému nebo elektromagnetickému poskozeni a mohou tak leckde konkurovat

vV

5.1 Mechanismy pro kresleni kuzelosecek

5.1.1 Paralineal

Sestrojeni rovnobézek s pomoci pravitka a trojuhelniku, je obecné zndmy
postup. Pokud vSak neni nakresna v klidu (na lodi, v letadle, apod.), mize byt
obtizn¢ tuto konstrukci provést. (Hruska 1952). Nejen tyto situace mélo
zjednodusit pouziti paralinedlu (obrazek 15), coZ jsou v podstaté dvé pravitka (I a
IT) udrzovana v rovnobézné poloze dvojici stejné dlouhych tahel upevnénych
vbodech A, B, C, D tvoficich vrcholy rovnobéznika. Dokazovat, Ze pifimky
sestrojené pomoci paralinedlu jsou skutecné rovnobézné, povazuji za
bezpfedmétné, jelikoz tento dikaz plyne ze samotné definice paralinedlu

(pantografu).
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i o/C

Obrazek 15 (Hruska 1952: 23)

5.1.2 Reduk¢ni odpichovatko

Tento nastroj (obrazek 16) slouzil k zvétSovani a zmensovani usecek
v racionalnim poméru® p : ¢ a jejich déleni na cely podet stejnd velkych dild.
Jedna se o dv¢ stejné dlouha ramena opati‘ena na koncich hroty a pohyblivé
spojena v bod¢ O, ktery déli jejich délku v poméru:

A0 CO
OB 0D

QT

Z podobnosti trojihelnikit AOC a BOD pak plyne i nasledujici vztah

AC p
DB g
jehoz upravou dostaneme
jAc| = |DB|Z
q

Redukénim odpichovatkem se dala rozdé¢lit nejen Usecka, ale i obvod

kruznice. Nastavovani redukéniho poméru se délo pomoci stupnic na obou

stranach tohoto odpichovatka (jedna pro useCku, druha pro kruznici) (Hruska

1952). Pokud se rozhodneme pouzit redukcni odpichovatko k rozd€leni obvodu

kruznice (o znamém poloméru) na » stejnych €asti, zdaleka ne vzdy se nam to

podaii pfi nastaveni déliciho poméru pomoci celych ¢isel. Hruska (1952) uvadi

jako ptiklad rozdéleni kruznice na Sest stejnych ¢asti, # je tedy 6, ale délici pomér

24 v s v
tzv. redukéni pomér
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na stupnici pro usecku je 1 : 1. Kdybychom se rozhodli rozdélit kruznici na 4 ¢ésti
(n = 4), museli bychom nastavit pomér 1 : V2 (obrazek 17). V dalsich piipadech
tomu bude podobn¢, aby tedy bylo odpichovatko piesné a jeho pouziti mélo

smysl, bylo potieba jej ocejchovat dvéma stupnicemi.

Obrazek 16 (Hruska 1952: 28)

k

r+/2

Obrazek 17

5.1.3 Elipsograf
Jak je patrné z nazvu, elipsograf je pfistroj pouzivany k nakresleni elipsy.

Bylo vynalezeno mnoho pristrojit tohoto druhu. Veétsinou byly vsak
vyrobeny pouze jednou svym vyndlezcem. Pokud jsem mohl zjistiti dotazem u
odbornych firem, dnes se po tovarnicku vyrabi pouze elipsograf zaloZeny na
sestrojeni elipsy posunovanim koncu usecky stalé délky po osach (HruSka 1952:

37).
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Na obrazku 18 je schéma a vyobrazeni elipsografu, na obrazku 19 pak jeho
model vytvoreny v programu GeoGebra. Tato konstrukce elipsy byva oznacovana
jako rozdilova prouzkova konstrukce elipsy (Pech 2004), jelikoz vzdalenost bodl
A, B je rovna rozdilu délek hlavni a vedlejsi poloosy elipsy a pomoci prouzku
papiru, na jehoz hranu vyznacime body A, B, T mizeme ptikladanim bodl A, B

na dvé kolmé osy sestrojit libovolny pocet bodt elipsy.

T/kkaxg

%-

a=>5
b=3
P I P, |
i
/ \
\ J
\\.
e __/,./
Obrazek 19

5.1.4 Parabolograf

Na obrazku 20 je dal$§i zmechanismi pro kresleni kiivek zvané

parabolograf, v levém hornim rohu obrazku je patrné schéma tohoto pfistroje. Na
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obrazku 22 je model parabolografu v GeoGebie, oranzovou barvou jsou vyvedeny
Cleny mechanismu, ¢erna kiivka pfedstavuje mnozinu bodd kfivky opisované

mechanismem, zelené body piedstavuji jednotlivé polohy bodu M.

Princip jeho pouziti je nasledovny, piimka spojujici body Va T je teCnou
kreslené paraboly a tvofi ram konstrukce. Rameno QM je vzdy kolmé na ram
konstrukce, po kterém se pohybuje a je spojeno v bod¢ Q otocnou vazbou s pakou
OVM, Body QVM sviraji pravy thel. Bod M se mize soucasné pohybovat po
piimce prochazejici body QT 1 po rameni MV. Posouvanim bodu Q se nastavuje

parametr paraboly. (Hruska 1952)

Obrazek 20 (Hruska 1952: 36)

Pokud z bodu M spustime kolmici na osu paraboly a piedstavime si cely
obrazek pootoceny o 90° tak, Ze teCna paraboly piedstavuje osu y, bod V lezi
v pocatku soustavy soutadnic a bod P lezi vkladném sméru osy x, snadno

nahlédneme, Ze rovnice paraboly ve tvaru y? = 2px koresponduje se vztahem
IMP|?* = |TV|*> = |TM| - |TQ| = |VP| - |TQ|

kde |TQ| = 2p.
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Obrazek 21

Pro lepsi predstavu uvadim popsané schéma (obrazek 21). Pfi rozboru
situace vyuzivam nékteré vlastnosti paraboly a matematické véty”> zmifiované
v mnoha matematickych publikacich. KuZelose¢kdam a jejich vlastnostem se ve

své praci vénuje naptiklad prof. Pech (2004).

Obrazek 22

» Na webovych strankach http://www.gvp.cz/~vinkle/mafynet/GeoGebra/index.html jsou
matematické véty a priklady nejen z oblasti kuzelosecek. Priklady jsou vytvoreny rovnéz
v programu GeoGebra.
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Abych si situaci zjednodusil, zvolil jsem orientaci modelu v roving tak, ze
vrchol V paraboly jsem umistil do pocatku soustavy soufadnic, osa paraboly o
splyva s osou x soufadnicového systému a piimka V7 tvofici rdim mechanismu je
totozna s osou y. Soutradnice bodu Q ud¢€lujiciho mechanismu pohyb jsem oznacil

0, O a soutadnice bodu M jednoduse x, y.

Nyni hledam vyjadieni zavislosti polohy bodu M v zavislosti na poloze
bodu Q. Soufadnice Q;, je na zacatku pevné zvolena a béhem pohybu
mechanismu se neméni, ptimka QTM zistava rovnobézna s osou o = x a diky
tomu je 0, = y. Pravouhlé trojuhelniky QTM a VMT jsou podobné podle véty o
ttech shodnych tihlech. Pokud tedy oznac¢im QT = Q,, VT = Q,, MT = x, z poméri
odpovidajicich si stran jednoduchou Gpravou dostaneme vztah y° = x-Q;, ktery

napadné pfipomina rovnici shodné orientované paraboly.

Hrot zasazeny v bodé M tedy kresli skute¢né parabolu s vrcholem v bodé

V, teCnou VT a parametrem p = %ITQ l.

5.1.5 Affinograf a koordinatograf

V ptiloze €. 4 je vyobrazen mechanismus firmy Coradi slouzici ke kresleni
obrazci lezicich v afinit. V pfiloze &. 5 je detailni’® pravouhly koordinatograf a
v ptiloze 6 pak polarni koordinatograf téZe firmy. Oba tyto pfistroje slouzily

k pfesnému vynaseni a odecitani soutradnic.

5.2 Pantograf

Pantografovy mechanismus je v technické praxi velmi rozsifen i v dnesni
dobé mulzeme najit spoustu piikladi jeho aplikaci. Timto pojmem byvaji
oznacované 1 nékteré typy zelezni¢nich lokomotiv, jejichz sbéra¢ proudu je
obdobny ¢tyiclenny mechanismus, v pfiloze ¢. 3 vlevo dole, je typicka ukazka
vyuziti pantografového mechanismu v pfedmétech denni potieby. V pfiloze ¢. 9
jsou pak ukazky modernich pantografii pouzivanych pro obrabéni dieva a

gravirovani (jejich konstrukce se od nize popsaného schématu pfilis nelisi).

*® Oznaceni detailni je v tomto pripadé chapano jako presny.
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Na obrazku 23 je schéma pantografu. Jak je patrné, jedna se o Ctyiclenny
mechanismus, jednotlivé klouby (rota¢ni kinematické dvojice) jsou oznacené
pismeny 4, B, C, D, pticemz tyto klouby tvoii vrcholy rovnobéznika. Spojime-li
bod F (libovoln¢ umistény na ¢lenu 1) s bodem D, protne tato myslend pifimka
spojnici bodti AB, jak je tomu na obrazku 12. Trojuhelniky DFC a DBZ jsou
podobné, z ¢ehoz vyplyva, nasledujici rovnost

DZ DB _ Fonstant
DF — CF — konstanta
Bod D upevnime na plochu, do bodu F" umistime hrot a do bodu Z tuzku,
opisujeme-li pak hrotem v bod¢ F' libovolny obrazec, kresli tuzka zasazena v bodé
Z obrazec jemu podobny, stejn¢ orientovany, ale zmenSeny v poméru zmenseni z.
_ DB DZ (A
“=CF " DF CF
Zaménime li tuzku a hrot v bodech Z a F bude pantograf obraz naopak

zvétSovat a to v poméru 1 : z. (Hruska 1952)

Na obrazcich 24 a 25 jsou vyobrazeny piehledné konstrukce dvou
pantografii. Obrazek 24 zda se koresponduje s uvedenym schématem, zatimco na
obrazku 24 je na prvni pohled patrné odlisné uchyceni, divodem je omezeni

plynouci z konstrukce tak, jak je uvedena na obrazku 23.

Blizi-li se pomér zmenseni 1, pfiblizi se k sobé body F a Z natolik, Ze tato
konstrukce ztraci praktické vyuziti pro které byla navrzena, protoze by kresba

(ryti, soustruzeni) zasahovala do ptedlohy.
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Obrazek 23

Obrazek 24 (Hruska 1952: 31)

Tento nedostatek byl odstranén odliSnym uchycenim pantografu v bod¢ Z,
bod F opisuje ptedlohu a hrot umistény v bodé D vytvati obraz, tak jak je

znazornéno na obrazku 23 .
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Obrazek 25 (Hruska 1952: 31)

5.3 Mechanismy pro kresleni rovné ¢ary

Tento oddil je jiz vénovan problematice narysovani ¢asti ptfimky — rovné
cary. Ackoliv se zdé tento kol naprosto trividlni, jelikoz jsme zvykli pouZzivat
napiiklad pravitko nebo dnes uz mozna spise n¢jaky matematicky software, miize
nastat problém uz pii samotné definici ,,rovné Cary*“. Otazka vyuziti vypocetni
techniky, spolehlivosti jejich metod je v tuto chvili naprosto bezpfedmeétna.

Odpovédi na otazku ,,Co je to rovna cara?* muze byt celd fada, ne vSechny
definice vedou k feSeni problému, jak ji sestrojit, na coz poukazuje napftiklad jiz
Kempe (1877), kdyZ se obraci k Euklidovym Zakladum geometrie. Po Euklidovi,
jak znamo, je pojmenovand velice rozsahld oblast geometrie, jejiz krasa a
jednoduchost spocivaji v moznosti feSit geometrické ulohy pouze s pomoci
pravitka a kruzitka (pfimky a kruznice), jenze zde prave vyvstava otdzka, jak
ziskat dokonale rovné pravitko. Vynecham Kempeho tvahu o technologické
presnosti vyroby danych soucastek, faktem vSak ziistava, ze narysovat kruznici,
nebo jesté lépe — ziskat zdroj relativné rovnomérného otacivého pohybu je o
poznani snaz§i, nez dobrat se pohybu pifimocarému. Pfi hledani definice pfimky
vétSinou narazime na slovni spojeni ,,nekone¢né dlouhd dokonale rovna kiivka™ a

ani Euklidovy definice (rtzn¢ piekladané) zde pftiliS nepomohou. Piece jen
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piimka jako délka bez sirky nebo nejkratsi spojnice dvou vzdalenych bodii
nedavaji dostate¢né mantinely. Pfimku Ize ale definovat i jako prisecnici dvou
rovin, nebo jako mnozinu vSech bodi majicich od dvou rtznych bodl lezicich
v téze roving stejnou vzdalenost (osa Usecky). Nasly by se urcité 1 dalsi a neotielé
zpusoby, jak definovat rovnou ¢aru potazmo ptimku, polopiimku — tenky svételny
paprsek, trajektorie volného padu, atd.

Myslenky ohledné konstrukce ,,dokonale rovné cary” se zcela zjevné
objevuji v takto vyznamné mite v obdobi Casove velice vzdaleném od dob Euklida
a dalSich feckych myslitelt, ale i tak za nimi zfejmé stala ryze prakticka potieba
na aplikace v dynamicky se rozvijejicim pramyslu 19. stoleti a hledani feSeni se

tak soustiedilo na oblast rovinnych mechanismu.

5.3.1 Wattlv mechanismus

Kempe (1877) uvadi, ze prvni, kdo se pfiblizil k feseni tohoto problému,

byl praveé James Watt, ktery sestrojil mechanismus zndzornény na obrazku 26.

Obrazek 26

Mechanismus je v bodech 4 a D pfipevnén k rdmu, vzdalenosti AB a CD
jsou stejné velké a &erveny bod”’ (trasovaé, kreslici hrot) umistény uprostied
useCky BC opisuje pii pohybu mechanismu kiivku ve tvaru sttedové soumérné

osmicky, kterou mizeme v literatufe najit pod oznacenim Wattova kiivka nebo

v anglicky psané literature byva oznacovan jako tracer, tracing point.
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Wattova leminiskata. Oblast okolo stiedni ¢asti této kiivky muize relativné presné
nahradit ¢ast ptimky, jedna se ovSem pouze o aproximaci, nebot’ jak uvadi Kempe
(1877), jednotlivé segmenty uzaviené algebraické kiivky nemohou obsahovat
piimku. Obrazek 27 je ukdzkou vyhodnoceni dané kiivky néstrojem Aleph vcetné

jeji rovnice, kterd potvrzuje, ze se jedna o kiivku Sestého stupné.

ALEPH has obtained an APROXIMATE PICTURE
The locus is (or is contained in)

it
.5p

Obrazek 27

Wattliv mechanismu se pod nazvem Wattiv pfimovod uplatnil naptiklad
v mechanismu fizeni a zavéSeni ndprav osobnich automobilid, kde se pouziva

dodnes [www8&],[www9].

5.3.2 Dal$i mechanismy aproximujici pfimocary pohyb

Ptedchozi mechanismus byl, jak uvadi Kempe (1877), prvni ztady
mechanismt aproximujicich v n¢jaké Casti pohybu urcitého svého bodu pfimocary
pohyb, nebyl ovSem jediny. Sam Kempe (1877) uvadi priklady dalSich dvou

nesouci jména svych vyndlezci Richarda Robertse (obrazek 28) a profesora
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Tchebicheffa (obrazek 29). Na obrazku 29 vlevo je konstrukce modelu
v programu GeoGebra, vpravo je stejna konstrukce v programu Phun. Robertstiv
mechanismus je v dolnich bodech uchycen k ramu, jak naznacuje Srafovani, hrot

uprostied (znazornény &ervend) se pohybuje po vyznacené kiivee®,

Z 2

Obrazek 28

Tchebicheffiv. mechanismus mulze vzdalené pfipominat Wattlv
mechanismus, jelikoz se k jeho konstrukci dostaneme pouhym piesmyknutim

jednotlivych ¢lent.

AN

)

& O

Obrazek 29

%8 Zdanlivé neopodstatnény oblouk uprostred je soucasti druhé vétve krivky odpovidajici
teoretickému preklopeni mechanismu do spodni poloroviny a nekoresponduje s redlnym
kmitavym pohybem do stran. Bohuzel se mi jej vzhledem ke konstrukci modelu nepodafilo
odstranit.
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Na obrazku 30 je opét analyza mechanismu pomoci programu Aleph for
Phun. I zde, podobné jako v ptipadé¢ Wattova mechanismu se jedna o kiivku
Sestého stupné.

ALEPH has obtained an APROXIMATE PICTURE
The locus is (or is contained in)

The locus equation is

the sextic 1034573256690817 - 103342845727800%x — T709057434570000%x"2 -
TT3010228000000%=x"3 + 192744300000000*x"4 + 467060000000000*x"53 +
121000000000000%x"6 — 3110832093729200*%y — 1630175633120000%x*y +
467894568000000*x"2*y + 2916654400000000%x~3*y + 1140040000000000*x"4*y -

1357073532370000*%y"~2 + 4024800812000000*x*y~2 + 3739828600000000*x"~2*y"2 +
534120000000000*x"3*y™2 + 363000000000000*x"4*y"2 + 35259401368000000*y"3 +
2916654400000000*x*y~3 + 2280080000000000*x~2*y~3 + 3F547084300000000*y"42 +
4e7060000000000*x*y"™4 + 363000000000000*x~2*y~4 + 1140040000000000*y"3 +
121000000000000%y"6& == 0

Obrazek 30

Dalsi takové mechanismy prezentuje Sclater (2007), vizte obrazek 31, na
levé stran¢ je Four-bar (=CtyiClenny) mechanismus, jeho konstrukce vykazuje
velmi malou odchylku opisované kiivky na relativné dlouhém useku této drahy.
Na pravé stran¢ je pak mechanismus nazvany D-stroke, podle tvaru kiivky kterou
opisuje hrot tohoto mechanismu a jeho ptednosti, jak uvadi Sclater (2007), je

rychly ptechod po zakiivené ¢asti trajektorie oproti pohybu v jeji rovné ¢asti.

Zde uvedené mechanismy nejsou samoziejmé jediné, nasla by se tfada

dalsich, tyto ovSem obsahuji i jiné druhy kinematickych dvojic napiiklad posuvné.
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Obrazek 31 (Sclater 2007: 86)

5.3.3 Peaucelliertiv-Lipkiniv mechanismus

Tento mechanismus nese jména obou svych objeviteld®, Kempe (1877)
uvadi, Ze prvnim, kdo mechanismus objevil, byl francouzsky dustojnik
Peaucellier, ale jeho feSeni nebylo uznano jako spravné a témer upadlo
v zapomnéni, nez jej ,,znovuobjevil* rusky student Lipkin a po jeho ocenéni byl
Peaucellier rehabilitovan, tolik historie. Faktem zistava, Ze je tento mechanismus

(obrazek 32) oznacovan jako prvni generujici rovnou ¢aru — usecku.

Program GeoGebra nabizi mezi svymi nastroji moznost ovétit vztah dvou
objektl, proto jsm si polozil otazku, zda by nebylo mozné pii vhodné volbé
umisténi mechanismu v systému soufadnic zkonstruovat piimku rovnobéznou
s domnélym smérem usecky generované timto mechanismem a nasledné ovéfit,
rovnobéznost obou téchto objektil. Jak jsem ale zjistil, program dokéze uvedenou
mnozinu pouze zobrazit. Pokusil jsem se tedy sestrojit model mechanismu
v programech Phun a SAM, ale ani v jednom z nich se mi nepodafilo dodrzet nize
uvedené¢ podminky, kladené na rozméry jednotlivych ¢lent. V programu Phun
jsem mél navic problémy s vicendsobnymi spoji v bodech C, D a E, i kdyz se mi

podatilo model sestrojit, nechoval se tak, jak jsem pfedpokladal, nastroj Aleph for

Py anglicky psané literature je oznacovan podle svoji konstrukce jako Peaucellier-Lipkin Cell,
slovo Cell oznacuje celu, komoru,... Byvaji tak oznacovany i jiné mechanismy podobné konstrukce.
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Phun rovnéz nedokazal vzniklou kiivku vyhodnotit, uvadim tak pouze obrazek
modelu vytvofeny v GeoGebie (obrazek 32). Nezbyva tedy nez analytické

vysetieni mechanismu tak, jak ukazuje Kempe (1877).

Obrazek 32

Tento mechanismus je na prvni pohled slozitéjsi, nez nckolik
predchazejicich, sam Kempe (1877) jej pii svém rozboru rozdélil na dvé casti,
jejihz fungovani popsal oddélené. Ptidrzim se jeho postupu a nejprve se zamétim
na stfed mechanismu, tzn. na body 4, B, C a schéma prozatim zjednodusim podle

obrazku 33.
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Obrazek 33 (Kempe 1877: 14)

Jak je vidét body 4 a B jsou pevné spojené s ramem a bod C se pohybuje po
kruznici o poloméru |BC| = |4B|, nebo jak uvadi Kempe, po kruznici ACR. Piimky
PM a P’M* jsou kolmé na ptimku prochazejici body MRBAM". Jelikoz bod C
opisuje kruznici nad primérem AR, je podle Thaletovy véty trojuhelnik ACR
pravouhly. A podle véty o podobnosti trojahelnikii se shodnymi thly, jsou zjevné

trojuhelniky ACR a AMP podobné. Potom plati rovnost % = % mezi pomery

délek stran. Jednoduchou upravou dostaneme AC-AP = AM-AR, kde AM a AR jsou
konstantni (jak je patrné z obrazku 33), odtud vyplyva, Ze i soucin na levé strané
je konstantni. Pokud tedy navic body 4, C, P lezi na jedné pfimce, je pfimka PM
kolma na ptimku prochazejici body M’ABRM, to samé¢ plati pro opacnou stranu a

body P’'M".

Obrazek 34 (Kempe 1877: 15)
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Obrazek 34 zobrazuje druhou c¢ast uvedeného mechanismu. VSechny
usecky (€leny) si pii pohybu zachovavaji svoji délku, je tudiz ziejmé, ze body O,
C, P lezi neustale na jedné piimce. Bod E je totozny s prisecikem spojnic
protilehlych vrcholt F, G a C, P. Pomoci Pythagorovy véty snadno zapiSeme
vztahy:

OF’ = O’ + EF’,
FP’ = EP’ + EF°,
jejich vzajemnym odectenim dostaneme:
OF —FP’ = OF’ —EP’.

Pravou stranu rovnice upravime podle vztahu 4° — B> = (4 + B):(4—B) a

dostaneme:
OF’ — FP* = OC-OP,

jelikoZz jsou vzdalenosti OF a FP konstantni, musi byt i soucin na pravé strané

konstantni.

Ptenesenim obou téchto ptipadi do jednoho obrazku tak, aby bodu O
odpovidal bod 4 a body C se piekryvaly, pficemz bod C se bude pohybovat po
kruznici, jak je uvedeno na obrazku 33, ziskdme ptivodni mechanismus, ale jiz je

jasné, Ze pti pohybu mechanismu opisuje bod P rovnou ¢aru — usecku.

Kempe (1877) ve svém dile tento princip opakuje u dalSich mechanismd,

které tak vznikaji fetézenim razné velkych smyéek ve tvaru papirového draka.

5.4 Kempeho zevSeobecnujici véta (Kempe’s Universality

Theorem)

Jméno Sira Alfreda Breye Kempeho byva spojovano nejcastéji s dvéma na
prvni pohled rozdilnymi oblastmi matematiky, tim prvnim miZze byt tzv. Problém
Ctyt barev a tim druhym jsou zde prezentované rovinné mechanismy.

V souvislosti s mechanismy se dostal do povédomi skrze svou matematickou vétu

nazyvanou Universallity Theorem.

%0 Kempe (1877) skutec¢né tyto dalsi odvozené konstrukce nazyva kites = draci.
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How to Draw a Straight Line nebylo prvni Kempeho pojednani o
mechanismech, o rok diive v roce 1876 mu vy3el ¢lanek®’, ve kterém vyslovuje
doménku, Ze &ast libovolné kiivky v prostoru R? dané polynomialni rovnici 1ze
nakreslit pomoci rovinného mechanismu, jeji platnost pro dvojdimenzionalni
prostor zde také dokazal. Podaftilo se mi najit dva soudobé diikazy avSak pouze
v elektronické podobs. Starsi z nich je dilem M. Kapoviche a J. J. Millsona™, ten
mladsi je praci T. J. Tabbotta®. BohuZel nedokazu posoudit jejich spravnost a

nemohu se tak relevantné vyjadfit k jejich obsahu.

6 ReSené ulohy
V této posledni kapitole chci predstavit dvé ulohy souvisejicich s tématem
Rovinné mechanismy, jez by bylo mozné vyuzit pfi vyuce na stiedni skole.

a) Urcete rozsah pohybu hnaciho a hnaného ¢lenu mechanismu na obrazku

35.

d=5

Obrazek 35

*! Bohuzel se mi nepodafil zjistit ndazev onoho sborniku (dila), v némz tento ¢lanek vysel. Zde
uvadim odkaz kde je ¢lanek k dispozici: http://courses.engr.illinois.edu/tam212/aml_PLMS-1875-
Kempe-213-6.pdf

32 http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0040938301000349

** http://web.mit.edu/tabbott/www/papers/mthesis.pdf
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Resent:

b)

U mechanismu hledame mezni polohy, kdy se obrazec mechanismu

zredukuje na trojuhelnik, vizte obrazky 36a, 36b

Obrazek 36a

Na obrazku 36a je obecny trojuhelnik, z né¢hoz pomoci kosinovy véty
vypocteme velikost uhlu CDA, odtud pak dopliikovy uhel do pfimého
uhlu. Z obrazku 36b je patrné ze druhou mezni polohu nabyva hnany ¢len
pro uhel 180°, tim mame dan rozsah jeho pohybu. Hnaci ¢len neni ve svém

pohybu nijak omezen.
Obrazek 36b

Na kloub mechanismu piisobi tlakova sila o velikosti 10N ve sméru kolmo
dolti, tak jak je znazornéno na obrazku 37. Body A4, D tvoii ram
mechanismu a jsou pevné spojené s podlozkou. Jak velkou silou plsobi

mechanismus na piekazku?
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F=10M

AL RDY

Obrazek 37
Reseni:
Silu rozlozime vektorové do dvou slozek na slozku ve sméru vektoru AB a
na slozku vektoru BC, ktera jedina nas zajima. Z pravouhlého trojuhelnika se

znamymi thly a jednou znadmou pieponou lehce vypocitame velikost druhé

ptepony, tj. velikost sily piisobici kolmo na ptekazku podle vztahu:

|FBC| =10 - tg300
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Zavér

Mechanismy zcela nepochybné zaujimaji vyznamnou pozici v zivoté
kazdého z nas, jsou soucasti mnoha predméti, s nimiz denné pfichazime do styku.
Jakkoliv se zdaji byt jednoduché a vSedni, jejich pfesny matematicko-fyzikalni
popis byva mnohdy obtizny, zejména oprostime-li se od modelovych situaci a

snazime se obsahnout vSechny aspekty jejich redlného chovani.

Pravé modelovani mechanisml za pomoci vypocetni techniky a nastroje
k tomu ur€ené jsou jednim z okruhd prostupujicich napti¢ celou touto praci.
Véfim, Ze se mi podafilo uvést vedle feknéme tradi¢nich a ovétenych i moderni a
méné znamé programy, tak aby si Ctenaf zajimajici se blize o tuto problematiku
mohl vybrat optimalni cestu k hlub§imu poznéavani. Vycet, ktery zde uvadim, neni
zdaleka vycerpavajici, ale domnivam se, Ze je relativné dobrym obrazem soucasné
situace na poli modelovaciho softwaru, pouzitelného pro tvorbu modela

rovinnych mechanisma.

Pii psani mé diplomové prace jsem pouzil v podstaté dva tyto nastroje
Phun a GeoGebra. Oba maji zcela jist¢ své prednosti, nicméné jejich piimé
porovnani neni dost dobfe mozné. Phun zaujme na prvni pohled
pfeddefinovanymi materidlovymi vlastnostmi prostfedi a jednotlivych objekti a
zd4 se tedy jako dobrd volba pro nejrtiznéjsi technické (fyzikalni) simulace.
GeoGebra pii porovnani nabizi velké mnozstvi nastroja, urcitou ,,Cistotu*
zpracovani a hlavné piesnost pii praci. Pravé piesnost je jednou z véci, které Ize
Phunu vytykat, kvili vzdjemnym kolizim a absenci soufadnic je zejména u
jednotlivé objekty véetné vazeb vykazuji ur€itou pruznost a na modelu jsou pak
patrné vibrace, které mohou zpisobovat zcela neo¢ekavané chovani modelu. Ani
tak bych ale Phun (Algodoo) uplné nezatracoval, vypliiuje totiz jinak prazdné
misto v segmentu simulacnich néstroju, které jsou voln¢ dostupné a maji relativné
vysoky vzdélavaci potencial. Program Geogebra tedy vysel z celého porovnani
velmi dobie, 1 kdyZ se v oblasti modelovéani rovinnych mechanismi nemtze métit

se specializovanymi programy.
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Dalsi velkou kapitolu mé prace tvoii kategorizace jednotlivych metod
matematického popisu mechanismti. Pii studiu tohoto okruhu jsem zjistil, Ze
navzdory velké Skdle moznosti jak nahlizet na danou problematiku se zdaleka ne
vSechny metody, které se pouzivaji k analyze prostorovych mechanismt, se hodi
k popisu rovinnych mechanismli a naopak. Vhodna volba pouzité metody tak
muze mit rozhodujici vyznam na slozitost feSeni. Jako témét univerzalni se pak
jevi maticova metoda, a to pro jeji jednoduchy zéapis srozumitelny vypocetni
technice, jejiz vyuziti v analyze a syntéze mechanismii a mechanickych systému

je nutnosti.

Ke konci prace jsem se soustfedil na mechanismy slouzici ke kresleni
rovinnych kiivek. Zde se mi podafilo najit a popsat relativné velké mnozstvi
rovinnych mechanismt, ackoliv ne vSechny spliiovali podminku, aby takovy
mechanismus obsahoval pouze rota¢ni kinematické dvojice. Domnivam se, Ze to
mou praci obohatilo. Celd teorie ohledné rovinnych mechanismii je velice
zajimava a jméno Sira A. B. Kempeho je s ni neodmyslitelné spojeno, proto jsem
si neodpustil poznamku ohledn¢ diikazu jeho véty, ackoliv jsem tuto myslenku ve

sv¢ praci nikde nerozvijel.

V samotném zéavéru jsem uvedl dvé jednoduché ulohy, které mohou byt
bez problémil vyuzity pii vyuce matematiky na stiedni Skole. Jak jiz bylo feCeno
v uvodu, téma této diplomové prace prolind mnoha technickymi obory, je proto
pon¢kud nesnadné najit zde tlohy, které neplisobi demotivujicim dojmem kvili
jakémusi fyzikalnimu nadechu. Tim chci naznacit, Ze 1 mozna zde se nachazi
prostor pro dalSi praci. Napiiklad soubor uloh v programu GeoGebra z dané

oblasti fesitelnych prostiedky stiedoskolské matematiky.

Zpracovavané téma pro mne bylo mnohdy neprobadanou oblasti plnou
novych poznatkli a sama (ne)zkuSenost s tvorbou prace tohoto formatu byla
urcitou vyzvou. Ackoliv se domnivam, Ze se mi podafilo do ur€ité miry Gspésné
splnit zadané ukoly, necitim plné uspokojeni z odvedené prace, jelikoz citim, ze
jsem se mnohdy jen letmo dotknul kapitol, které by mozna staly za hlubsi

prozkoumani.
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