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Abstrakt

Prace obsahuje sbirku tloh na posloupnosti a ¢iselné rady na strednich skolach. Tato
problematika je velice rozsahla a prace se prevazné zameéfuje na vyuziti posloup-
nosti a fad ve slovnich tlohach, které jsou tématicky rozdéleny podle zaméreni
jednotlivich tloh. Ulohy jsou ¢lenény z pohledu historického, z pohledu aplikace
v planimetrii a stereometrii, aplikace ve finanéni matematice, atd. V ¢asti véno-
vané posloupnostem je uvedena navic kapitola vénovana prikladtim z matematickych

olympiad pro stiredni skoly.

Klicova slova

Posloupnost, aritmeticka posloupnost, geometricka posloupnost, limita posloupnosti,

(nekonecnd) ¢iselna fada, (nekonecnd) geometrické fada.

Abstract

The dissertation is comprised of list of tasks with the sequences and set of numbers
used to the high schools. This issue is very extensive and the dissertation is focused
on application of the sequesces and set of numberss in word mathematic tasks which
are thematicly devided into particular tasks according to their specialization. The
tasks are classified from the point of historical view as well as from the point of
application view - in planimetry and stereometry, in financial mathematics etc. In
the part dedicated to sequences is stated extra chapter focused on excersises from

mathematic olympics for high schools.

Keywords

The sequence, the arithemtical sequence, the geometrical sequence, the sequence

limit, the infinite set of numbers, the infinite geometric series.
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Kapitola 1
Uvod

Téma posloupnosti a ¢iselné fady jsem si vybrala hlavné proto, Ze si myslim, ze je tato
oblast matematiky velice zajimava a na stfednich skolach nékdy trochu opomijena a
probrany pouze jeji zaklady. Velké mnozstvi soucasnych stiedoskolskych ucebnic se
této casti prilis nevénuje, a proto i rada prikladt uvedenych v mé praci je cerpana
z ucebnic vydanych v 80. - 90. letech. Prace obsahuje sbirku resenych prikladt
doplnénych nazornymi obrazky k pochopeni zadani. Ptiklady jsou urceny zaktm
stfednich skol.

Prace mé dvé hlavni ¢asti - Posloupnosti a Ciselné fady, které se dale déli na pod-
kapitoly. Obé hlavni ¢asti nejprve obsahuji teoreticky zaklad, vysvétleni potfebnych
pojmu a vztaht, které jsou pozdéji vyuzity pfi vypoctech.

Cést vénovana posloupnostem obsahuje prvni podkapitolu nazvanou Historické
ulohy, kde je na nékolika prikladech, nékdy starych az tisice let, ukazano, jak to diive
matematici neméli viibec jednoduché. Do dalsich kapitol jsou priklady rozdéleny po-
dle tématu a to z hlediska zjistovani vlastnosti posloupnosti, pouziti v planimetrii
a stereometrii, v technicky a prirodovédné zamérenych tlohach, atd. V zavéru této
¢asti je uvedena podkapitola obsahujici priklady z matematickych olympiad pro
sttedni skoly a podkapitola zaméiena na obtiznéjsi tlohy, které se obvykle na stied-
nich skolach neprobiraji.

V ¢asti Ciselné fady je také prvni podkapitola nazvana Historické tlohy. Mezi
asi nejznaméjsi patii tloha Achilles a zelva. Nasleduje podkapitola zaméfena na
feSeni rovnic s nekonec¢nou ¢iselnou fadu nebo prepsani periodického ¢isla na zlomek.
V zavéru je podkapitola zamérena na tlohy obsahujici geometrickou reprezentaci

nekonec¢nych rad.



Kapitola 2

Posloupnosti

2.1 Pojem posloupnost

Definice 2.1

Posloupnost redlnych cisel se nazyva zobrazeni f: N — R. Nekonecnou posloup-
nosti se nazyva kazda funkce, jejimz definicnim oborem je mnozina vsech prirozenych
¢isel N. Konecnou posloupnosti se nazyva kazda funkce, jejiz defini¢ni obor je takova

podmnozina pfirozenych ¢isel {n € N;n < ng}, kde ng je pevné dané pfirozené ¢islo.

Funkéni hodnoty posloupnosti nazyvame cleny prislusné posloupnosti. Posloup-
nosti znacime symbolem {a,};2,, mnebo {a,};>. Pokud definiéni obor tvofi vSechna
piirozena ¢isla, lze pouzit jen zapis {a,}. Cislo a, se nazyva n-ty ¢len posloupnosti

{a,} a ¢islu n se 7ika index prvku.

Budeme-li dale hovotit o posloupnosti, budeme tim myslet nekonec¢nou posloup-

nost.

Posloupnost mtizeme urcit nékolika zptisoby. Jednim z nich je vycet jednotlivych
prvki posloupnosti ve tvaru aq,as, ..., a,, ktery se pouziva prevazné u konecnych
posloupnosti. U tohoto zptisobu zapisu je diilezité si uvédomit, ze zalezi na poradi,

ve kterém jsou c¢leny posloupnosti zapsany. Napi. posloupnost s vyctem prvki
3,5,8,10,13,15
se nerovna posloupnosti s prvky

15,3, 13,5, 10,8,



i kdyz obsahuje pfesné stejné ¢islice.[6]

U dalsiho zpiisobu urceni posloupnosti fikdme, Zze posloupnost je dana vzorcem

pro n-ty ¢len. Takto je urcena naptiklad posloupnost

n—11%
n n:l.

Posledni zptisob zadani se nazyva rekurentni urceni posloupnosti, kdy je zadan

prvni ¢len posloupnosti, resp. prvnich k ¢lenti posloupnosti a soucasné vzorec pro
vypocet (n+1)-tého ¢lenu, resp. (n+ k)-tého ¢lenu posloupnosti. Napf. nize uvedena

posloupnost je zadana rekurentné
ar =1,a9 = 3, Upio = DApi1 — Gp.

Pod pojmem posloupnost rozumime specialni funkci, graf posloupnosti budeme
sestrojovat stejnym zptisobem jako u jinych funkei. Grafem posloupnosti {a,}5°,
je mnozina bodu v roviné, které maji souradnice [1,aq], [2,as], ..., [n,a,]. P¥iklad

graficky zndzornéné posloupnosti je na obrazku 2.1. [§]

Obrazek 2.1: Graf posloupnosti {%n — 1}.

2.2 Vlastnosti posloupnosti

Jak uz jsme drive uvedli, posloupnost je specialni funkce. Proto i u posloupnosti lze

hovorit o vlastnostech jako je monotdénie a omezenost, jejichz definovani je analo-



gické s definicemi vlastnosti funkei.

Definice 2.2

Posloupnost {a,, }52 , se nazyva rostouci, pravé kdyz pro véechnan € Nplatia,.1 > a,.
Posloupnost {a,}5°, se nazyva klesajici, pravé kdyz pro vSechna n € N plati
i1 < Q.

Posloupnost {a,}>°, se nazyva neklesajici, pravé kdyz pro vSechna n € N plati
Apt1 = Q.

Posloupnost {a,}>2; se nazyva nerostouci, pravé kdyz pro vSechna n € N plati

any1 < ay. [9]

Prikladem rostouci posloupnosti je posloupnost kladnych celych ¢isel 0, 1, 2,

111

5 10 5 zadand vzorcem pro

3,... Prikladem klesajici posloupnosti je posloupnost

1 o
2nf

Prikladem neklesajici posloupnosti je posloupnost 1,2,5,5,7,9,11,11,13, ... Prikla-

n-ty clen

dem nerostouci posloupnosti je posloupnost 8, 7, 6, 6, 5, 2, ...

Definice 2.3
Posloupnosti rostouci a klesajici se souhrnné nazyvaji ryze monoténni posloupnosti.

Posloupnosti neklesajici a nerostouci se nazyvaji monoténni posloupnosti.

Definice 2.4

Posloupnost {a,}>°, se nazyva konstantni, pravé kdyz pro vSechna n € N plati

Apy1 = Qp. 9]

Prikladem konstantni posloupnosti je posloupnost 5, 5,5, ..., tj. {5}52,. Existuji

i posloupnosti, které nejsou monoténni. Mezi takové patii napiiklad posloupnost

e 111
n 27 37 47 "¢

122 1, jejiz prvni ¢leny jsou -1

Definice 2.5

Posloupnost {a,}22, se nazyva zdola omezena, pravé kdyz existuje ¢islo k € R tak,
ze pro vsechna n € N plati a,, > k.

Posloupnost {a,}> | se nazyva shora omezend, pravé kdyz existuje ¢islo K € R tak,

ze pro vSechna n € N plati a,, < K.



Definice 2.6
Posloupnost {a,}°, se nazyva omezend posloupnost, jestlize je zaroven zdola a
shora omezena. Jinak feceno, je-li posloupnost omezena, potom existuje ¢islo M € R

takové, Ze pro vSechny ¢leny této posloupnosti plati
la,| < M. [7]

Posloupnost mize mit obé pfedchozi vlastnosti (monoténnost, omezenost) nebo
jen jednu z nich nebo nemusi spliiovat podminky ani pro jednu z téchto vlastnosti.

Prikladem posloupnosti, kterda neni ani monoténni, ani omezena, je posloupnost

{2y,

2.3 Aritmeticka posloupnost

Definice 2.7
Posloupnost {a,}2%; se nazyva aritmetickd, pravé kdyz existuje takové ¢islo d, zZe
pro n € N plati

Qpy1 = Qp + da

neboli

Qpi1 — Qp = d.

Cislo d se nazyva diference (aritmetické posloupnosti). [6]

Prikladem aritmetické posloupnosti je posloupnost

3n—117
2 n:l7

ktera je graficky znazornéna na obrazku 2.2.

Véta 2.1
Necht je aritmeticka posloupnost {a,}>° ; ddna prvnim ¢lenem a; a diferenci d, 1ze

jeji n—ty clen vyjadrit vzorcem
a, =a; + (n—1)d. (2.1)

Dukaz:

Vyse uvedenou vétu dokdzeme pomoci matematické indukce.

10
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Obrazek 2.2: Graf aritmetické posloupnosti {3”2’ 1 }:;1'

1. Necht n =1 : Vztah pro dané n plati

aq :a1+(1—1)d.

2. Dokéazeme, zda véta plati i pro n + 1:
Uni1=a;1+ (n+1—1)d=a; +nd (2.2)
Nyni vyjdeme z definice aritmetické posloupnosti. Vime, ze plati
api1 = a, +d. (2.3)

Do vztahu (2.3) dosadime za a,, rovnost (2.1), o které predpokladame, ze je

pravdiva. Potom dostaneme rovnost
np1=a+(n—1d+d=a;+nd—d+d=a; +nd.
Timto jsme dokazali, Ze vzorec (2.1) plati pro kazdé ptirozené ¢islo n. [§]

Predchozi vétu 2.1 miizeme zobecnit a to tak, aby platila pro libovolné dva cleny

arimetické posloupnosti.

Véta 2.2

Pro libovolné dva ¢leny a,., a, aritmetické posloupnosti {a, }°°; plati

as = a, + (s —r)d.

11



Dukaz:

Pti dokazovani této véty vyjdeme ze vztahu uvedeného ve vété 3.1, podle které plati
as = ay + (s — 1)d,
a, = ay + (r —1)d.

Pokud od sebe tyto dvé rovnosti odecteme a upravime, dostaneme pozadovany vztah

as—a,=(s—1)d—(r—1)d=sd—d—rd+d=sd—rd=(s—r)d. [§]

Aritmeticka posloupnost s diferenci d urcena vzorcem pro n—ty ¢len je
an, =a; + (n—1)d,
ktery mtzeme upravit na takovy tvar
a, =dn+ (a —d), (2.4)
ktery je analogicky s rovnici funkce
y=oaxr+Db, (2.5)

kde a,b € R a pro a = 0 je funkce konstantni a pro a # 0 je funkce linearni.
Porovname-li vztahy (2.4) a (2.5), mizeme o aritmetické posloupnosti s diferenci
d tici, ze pro d = 0 predstavuje konstantni funkci a pro d # 0 linearni funkeci.
Nyni mtzeme vyslovit nasledujici véty o omezenosti a monotonnosti aritmetické

posloupnosti. [6]

Véta 2.3
Aritmetickd posloupnost {a,}>° ; s diferenci d je rostouci pro d > 0 a klesajici pro
d < 0.

Véta 2.4

Pro aritmetickou posloupnost {a, }°°, s diferenci d plati:
e Je-li d > 0, pak je zdola omezend, ale neni shora omezena.

e Je-li d < 0, pak je shora omezené, ale neni zdola omezena.

12



e Je-li d =0, pak je shora omezena i zdola omezena. [6]

Daéle se u aritmetickych posloupnosti zavadi soucet prvnich n ¢lenti posloupnosti,

ktery je popsan v nasledujici vété.

Véta 2.5
Pro soucet s, prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti {a,}°,, tj. pro a; + as +
...+ a, plati
n
Sn =5 (a1 + ay).
Dikaz:

Napise vzorec pro soucet prvnich n ¢lenii a jesté jednou tento vzorec se scitanci

v opac¢ném poradi
Sp =01+ a0+ ...+ 0ar + Qrgp1 + ...+ Qp,

Sp=0Qn +ap_1+...+as+as_1+ ...+ a.
Pritom 7, s jsou celad kladna cisla, pro ktera plati 1 < r < n—-1, 2 < s < n,
r+s=n+1.

28, = (a1 +ay) + ...+ (ar +a5) + (a1 +as-1) + ... + (an + a1) (2.6)

Vezmeme-li nyni dva libovolné ,sousedni“ s¢itance z (2.6), tj. napf. a,+as a a,41 + as_1
a ukazeme, ze se sobé rovnaji

Gy = Qpy1 —d
s = Gs_1 + d
r + a5 = Qg1 + As—1

Odtud plyne, ze kazdy z n s¢itanct v (2.6) je roven napf. a; + a,,. Mizeme tedy psét
2s, = n(a; + a,),

n
Sp = §(a1 + ay,).

Timto je vztah dokazéan. [5]

13



2.4 Geometricka posloupnost

Definice 2.8
Posloupnost {a, }5°, se nazyva geometrickd, pravé kdyz existuje ¢islo ¢ takové, ze
pro vSechna n € N plati

n+1 = Angq,

neboli pro a,, # 0
(41

Qn

Cislo ¢ se nazyva kvocient geometrické posloupnosti. [6]

U geometrické posloupnosti {a, }22; mohou nastat specialni situace pro hodnoty
ai1,q = 0. Je-li prvni ¢len a; roven nule pro vSechna n € N, potom je ziejmé, zZe
i n—ty clen a, je roven nule. Je-li kvocient ¢ roven nule, potom i kazdy c¢len geo-
metrické posloupnosti je roven nule kromé prvniho ¢lenu. Proto tyto nestandartni
situace budeme v nasledujicich tvahach vynechavat a budeme predpokladat, ze pro

geometrickou posloupnost plati ai, ¢ # 0. [6]

Prikladem geometrické posloupnosti je posloupnost

{27)

ktera je graficky znazornéna na obrazku 2.3.

Véta 2.6

V geometické posloupnosti {a,}> ; s kvocientem ¢ pro kazdé n € N plati
an = a1q" " (2.7)

Dukaz:

Vétu dokazeme pomoci matematické indukce.

1. Nechf n = 1. Potom ziejmé plati rovnost

0
a; = a1q = ax.

2. Predpokladame, ze uvedena véta plati pro vSechna pfirozena cisla n. Nyni

14
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Obrézek 2.3: Graf geometrické posloupnosti {22775} .

ovérime, zda tvrzeni plati také pro n + 1:

n+1—1 _ n

ap+1 = a19q arq .

Podle definice geometrické posloupnosti plati

Ap1 = Ang.

Do uvedené definice za a,, dosadime vztah (2.7), o kterém predpoklddame, zZe
je pravdivy
n—1+1

n—1 n
ap+1 = a1q q = a1q = ai1q .

Podle matematické indukce plati vzorec (2.7) pro vSechna n € N. [§]

Véta 2.7
Necht r, s jsou libovolna prirozena ¢isla, geometrickd posloupnost {a, }> ; s kvocien-
tem ¢. Potom plati

S—T
s = Gsq

15



Dukaz:

Podle véty 2.6 plati pro ¢leny geometické posloupnosti a,, as nasledujici vztahy

as = a1q’" ",
a, = alqr_1
odtud pak lze vyjadrit
as = alqr—lqs—r _ (alqr—l)qs—r — aﬂrqs—r' [6}

Geometicka posloupnost {a, }>°, s kvocientem ¢ (¢ > 0) definovana vzorcem pro
n—ty clen je

n—1
a, = a1q

a po jednoduché upravé ziskame vyraz

aq n
ap = —q,
q

ktery je analogicky s rovnici exponencialni funkce
y = ka”,

kde £ € R a a > 0. Takto definovand geometrickda posloupnost predstavuje expo-
nencialni funkci o jedné proménné n a definiénim oborem N. Nyni mtizeme vyslovit

véty o vlastnostech geometrické posloupnosti.

Véta 2.8

Geometricka posloupnost {a,}>° | s kvocientem ¢ (g, a; # 0) je
e rostouci prave tehdy, kdyz a; > 0,¢ > 1 nebo a; < 0,0 < ¢ < 1;
e klesajici pravé tehdy, kdyz a; > 0,0 < ¢ < 1 nebo a; < 0,q > 1;
e konstantni pravé tehdy, kdyz ¢ = 1.

Véta 2.9

Geometricka posloupnost {a,, }°2; s kvocientem ¢ (g, a; # 0) je

e omezend pravé tehdy, kdyz |q| < 1;

16



e zdola omezend, ale neni shora omezena praveé tehdy, kdyz a; > 0,q > 1;
e shora omezend, ale neni zdola omezena praveé tehdy, kdyz a; < 0,q > 1;
e neni ani shora ani zdola omezena pravé tehdy, kdyz ¢ < —1. [6]

Véta 2.10
Necht {a,}°, je geometrickd posloupnost s kvocientem ¢. Potom soucet prvnich

n C¢lentt posloupnosti

a) proq=1je
Sn = Na;
b) pro g #1je
q" -1
Sp=a
n 1 q—l

Dukaz:

a) Pro kazdé n € N plati rovnost a,, = a; a potom je

Sp =a; +ag+ ...+ a, =na.

b) Soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti vyjadiime tak, Ze podle véty

2.6 je kazdy clen urcen prvnim c¢lenem posloupnosti a; a kvocientem ¢, potom

Sp=a1+aq+ag® + ... +ag" (2.8)

qsn = a1q + a1q* + a1q° + ... + a1q", (2.9)

a po odecteni vztahu (2.8) od (2.9) dostaneme
sn(q—1) = a1q" — ay,

ktery miizeme upravit do pozadovaného tvaru, protoze v predpokladech mame

uvedeno, ze q # 1. Nakonec tedy dostaneme

17



2.5 Limita posloupnosti

Definice 2.9'
Rikdme, Ze posloupnost {a,}>°, ma limitu a, jestlize k libovolnému &islu e > 0

existuje takové prirozené ¢islo ng, Ze pro vSechna n > ng je |a, — a| < e.

JaeR* Ve>03nyeNVYneN:n>ny = |a, —a| <e

Znacime
lim a, = a.
n—oo
[Cteme: Limita a,, jdouci k nekone¢nu je rovna a.] 9]

Definice 2.10

Maé-li posloupnost {a,}22, kone¢nou (vlastni) limitu, nazyva se konvergentni,

lim a, = a, kde a € R. [9]

n—oo
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Obréazek 2.4: Posloupnost {(—1)" - 2}°°, pfi zvoleni libovolného ¢ (napt. ¢ = 1,5)
je pro vSechna n > ng vétsi nez zvolené e. Posloupnost je tedy divergentni. [11]

Definice 2.11
Maé-li posloupnost {a,}>2 ; nevlastni limitu nebo limita neexistuje, nazyva se diver-
gentni,

lim a, = £o0o0 nebo lim a, = neexist. [10]
n—0o0 n—o0

!Oznaceni R* predstavuje uspoifddéni na rozsifené mnoziné realnych éisel, tj. R* € (—oo, 00).
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Véta 2.11

Kazd4 posloupnost {a,}22, mé nejvyse jednu limitu. [5]
K podrobnéjsimu nastudovani lze dikaz této véty nalézt napr. v [10], [5].

Véta 2.12

Kazda konvergentni posloupnost je omezena. [10]

U predchozi véty 2.12 je nutné si uvédomit, ze se jedna pouze o implikaci a ne
o ekvivalenci. Mlizeme najit takovou posloupnost, ktera je omezené, ale neni konver-
gentni, tj. nema konec¢nou limitu nebo limita posloupnosti neexistuje. Jako ptiklad
muzeme uvést posloupnost {(—1)"}, kterd pro lichd n ma limitu rovnu ¢islu -1 a
pro suda n mé limitu rovnu ¢islu 1. Tato posloupnost musi byt ziejmé divergentni,
protoze se jeji ¢leny neblizi k zadnému jedinému ¢islu. Posloupnosti tohoto typu se

zpravidla nazyvaji oscilujici. [9]

Véta 2.13

Kazda omezena a monoténni posloupnost je konvergentni.

[ u véty 2.13 si musime uvédomit, Ze tvrzeni je pouze implikace, a Ze obé pod-
minky (monoténie a omezenost) musi platit soucasné. Pokud bude posloupnost
napiiklad pouze monoténni, nezaruc¢uje nam to, ze bude i konvergentni. Prikladem
takové posloupnosti je posloupnost {2"}5°,, kterd je sice rostouci posloupnost, ale

diverguje k oo. [10]
Dikazy k vétam 2.12 a 2.13 naleznete napi. v [10].

Véta 2.14

Jestlize posloupnosti {a,}>2 ;, {b,}°°; maji vlastni limity (jsou konvergentni),

lim a, = a, lim b, = b,
n—0o0 n—oo

potom ma limitu i posloupnost

lim (a, +b,) =a+b, lim ka,=%ka prokeR, Ilim |a,|=|al,
n—o0

n— oo n—oo

. .a
lim a,b, = ab, lim — = —

pro by, b # 0. 9]
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Véta 2.15:
Necht

lim a, = a, lim b, = a,
n—oo n—oo

a necht {c,} je takova posloupnost, ze pro kazdé n plati a,, < ¢,, < b,. Potom

lim ¢, = a.
n—oo

Véta 2.15 tedy 1ikéa, ze lezi-li posloupnost ¢, mezi konvergentnimi posloupnostmi

a, a b,, které maji tutéz limitu a, pak i posloupnost ¢, je konvergentni a ma také

limitu a. [9]

Véta 2.16
Ptehled dulezitych limit

lim Vn=1

n—oo

lim /a=1 proa>0

n—oo

lim (1 + 3)" _ et
n—oo n
1
lim =% —
n—soo N

n

lima—:O proa € R

n—oo M

|
lim = =0 [10]

n—oo N
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2.6 Historické ulohy

Ulohy 1 a 2 pochézeji z Rhindova (téz Ahmosova) papyru nalezeného v egyptskych
Thébach v poloviné 19. stoleti. Papyrus pochéazi z doby asi 2 000 let pfed nasim

letopoc¢tem. Ulohy jsou pieformulovany tak, aby byly srozumitelné v dnesnim jazyce.

Priklad 1:

Rozdél jedno sto bochnikt chleba mezi pét osob tak, aby druhy dostal o tolik vic
nez prvni jako tfeti vic nez druhy, ¢tvrty vic nez treti a paty vic nez ¢tvrty. Navic
prvni dva maji dostat sedmkrat méné nez tti ostatni. Kolik méa dostat kazdy z nich?
1, s. 147]

Reseni:
Ze zadani vyplyva, ze mnozstvi chleba, které dostanou jednotlivi icastnici, tvoii ro-
stouci aritmetickou posloupnost. Oznac¢ime-li prvni ¢len posloupnosti a; a diferenci

d, potom plati

prvni dostal ...... ap,
druhy dostal ...... ay +d,
treti dostal ...... a1 + 2d,
¢tvrty dostal ...... a1 + 3d,
paty dostal ...... ay + 4d.

Podle zadanych podminek sestavime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

a1 + (a1 +d) + (ay + 2d) + (a1 + 3d) + (a1 + 4d) = 100
(CLl + Qd) + ((11 + 3d) + (CLl + 4d) = 7[&1 + (CLl + d)]

a; + 2d = 20
11@1 = 2d

Soustava rovnic ma pravé jedno feseni a to

9 1
—12.  d=9-.
“= g 6
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Potom chléb musel byt rozdélen mezi icastniky nasledovné

2 5 1 1
1§’ 106’ 20, 2967 385 bochniki.
Priklad 2:
Sedm lidi ma po sedmi kockach, kazda kocka sezere sedm mysi, kazda mys sezere
sedm klasti, z kazdého klasu mize vyrist sedm méric je¢mene. Kolik je vseho dohro-

mady? [23, s. 71]

Reseni:
Uloha vede na soucet geometrické posloupnosti s kvocientem ¢ = 7 a prvnim ¢lenem

a; = 7. Potom
1—q¢"  _ 1-16807

O 1-7

Ve starém Egypté vSak neznali vztah pro soucet geometrické posloupnosti a postu-

povali pfes posloupnost soucti
s ="71=7
So=T-(147) =56
s3=T(1+7+7%) =399
sS4 =T (1+T74+7+7) = 2800
s5 =T (14+T7T4+T7T+ 7+ 7% =19607.

Vseho dohromady je 19 607.

Ze stfedovéké Evropy si uvedeme tilohu ze sbirky Ulohy pro zdokonaleni rozumu
ginochi od Alcuina (asi 735 - 805). Alcuin byl organizator kol a autor fady ucebnic
matematiky, ptisobil na dvore francouzského krale Karla Velikého. Na posloupnosti

obsahuje sbirka pouze dvé tlohy, my si uvedeme jednu z nich. [19]

Priiklad 3:

Jeden zebiik mél sto pricli. Na prvnim sedél jeden holub, na druhém dva, na tietim
ti1, na étvrtém Ctyfi, na patém pét, a tak na vSech piiclich az do stého. Rekni, kdo
muzes, kolik bylo celkem holubii. [24, s. 22]

ReSeni:

7 dnesniho pohledu ihned vidime, Ze tloha vede na soucet aritmetické posloupnosti,
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jejiz prvni clen je a; = 1 a diference d = 1. Soucet vypocitame podle vzorce

Sp =

. (al + an);

|3

100

Tehdy ale takové znalosti o posloupnostech neméli. Alkuin uvadi navod k feSeni

spocivajici v tom, ze s¢ita odpovidajici si dvojice ze zacatku a konce zebriku, tj.
1. pricka + 99. pricka = 100 holubi
2. pricka + 98. pricka = 100 holubt

3. pricka + 97. pricka = 100 holubt

a padesaty a sty pricel nemaji zadny do paru.
Celkovy pocet holubi je tedy 5050.

Nésledujici iloha pochéazi od indického autora Nardjana ze 14. stoleti. Reseni této
ulohy vedlo k vytvoreni rekurentni posloupnosti, ktera je obdobna se znamou Fi-

bonacciho posloupnosti.

Priiklad 4:

Krava kazdorocné rodi tele - jalovicku. Kazda z téchto jalovicek, pocitajic ¢tvrtym
rokem svého zivota, rodi na pocatku roku také jalovicku. Kolik bude celkem hlav
krav a telat po 20 letech? [19, s. 87|

Reseni:

V prvnim roce existovala jedna krava a telatko, které se narodilo na zacatku roku,
tj. dvé hlavy. Na pocatku druhého roku byly tfi hlavy, na pocatku tretiho roku
byly ¢tyti hlavy. Na pocatku ¢tvrtého roku se ale pocet hlav zvétsil o dveé, protoze
jak krava, tak jalovice z prvniho roku dala po teleti, celkem tedy bylo 6 hlav. Na
pocatku patého roku se pocet hlav zvysil o tfi hlavy a celkem jich bylo uz 9.

Pocinaje ¢tvrtym rokem lze pocet hlav ve stadu vyjadrit rekurentnim vztahem
(p = Qp—1 + Ap—3

s pocatecnimi podminkami a; = 2, as = 3, ag = 4.
Na zacatku 20. roku bude ve stadu 2 745 hlav.
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2.7 Uziti posloupnosti ve (slovnich) tlohach

2.7.1 Ulohy na vlastnosti posloupnosti

n o0
n+1 et

Priklad 5:

Urcete, zda posloupnost

je rostouci a omezena. [15, s. 576]
Reseni:
VypiSeme si dva po sobé jdouci ¢leny posloupnosti a,, a a,1

n n+1 n+1
Ap41 = - .
n+1 (n+1)+1 n+2

Ay —

Musime ovéftit, zda pro vSechna pfirozena ¢isla n plati nerovnost a, < a,i1, tj.

p — Apy1 < 0.

n n+1_n2+2n—n2—2n—1_ -1

n+1 n+2 (n+2)(n+1) _(n+2)(n+1)<0

Ap — Apy1 =

Rozdil kazdych dvou po sobé jdoucich ¢lent posloupnosti je zaporny, proto je tato
posloupnost rostouci.

Podle véty 2.12 staci dokazat, ze zadana posloupnost konverguje a tim bude dokazano,
ze je i omezena. Vypocteme limitu zadané posloupnosti a pokud vyjde vlastni limita,
je tato posloupnost konvergentni.

n

lim =1

11m .

33 1=

Posloupnost méa vlastni limitu, je tedy konvergentni a i omezena.

Priiklad 6:
Je dana posloupnost {a,} ;, a, = log3"™. Vyjadtete ji rekurentné. [6, s. 67]

Reseni:
Nejdfive si vyjadiime, jakému vztahu se rovna (n+ 1)—ty ¢len. Pro kazdé ptirozené
¢islo n plati

Uniq = log 3"
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Podle pravidel pro pocitani s logaritmy vztah upravime takto
any1 = log 3" = log(3™-3) = log 3" + log 3 = a, + log 3.
Zadanou posloupnost {a,}> ;| lze rekurentné urcit vztahem
a; = log 3, (pt1 = ap, + log 3.

Priklad 7:
Urcete soucet vSech lichych éisel n, pro kterd plati 7 < n < 793. [15, s. 577]

Reseni:
Zadana nerovnost plati pro ¢isla 7,9,11,13,...,791,793. Kazdé druhé ¢islo mezi

hodnotami 7 a 793 je liché, proto pocet lichych ¢isel mezi ¢isly 7 a 739 urcime

793 — 7

=393
2

K ziskanému ¢islu 393 musime pricist jesté ¢islo jedna, které predstavuje ¢islo 7, které
do dané nerovnosti musime také zahrnout. Lichych ¢isel je 394, tj. n = 394. Potom
soucet vsech téchto lichych ¢isel vypocitame podle vztahu pro soucet aritmetické

posloupnosti

n
Sy = 5 (a1 + ap)

394
Sn, = 157600

Soucet vSech lichych ¢isel splnujici zadanou podminku je 157 600.

Priklad 8:
Urcete realné ¢islo x tak, aby ¢isla ay, aq, ag tvorila tii nasledujici ¢leny aritmetické

posloupnosti. [13, s. 67]

a) a; =12+ 1, a0 =2° +4r + 4, a3 = 16

b) a; =sinz, as = sin (:1: + %), as = sin (:1: + g)
Reseni:?

a) Podle definice 2.7 plati pro kazdé dva po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloup-

nosti a,+1 — a, = d, kde d je diference dané posloupnosti. Potom musi platit

2Reseni neni ptrevzato z publikace [13]
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rovnost
a9 — aq :d:ag—ag. (216)

Zadané hodnoty jednotlivych ¢lentt posloupnosti dosadime do vztahu (2.16),

upravime a vyjadiime hodnotu neznamého c¢isla x.

2 +dr+4— (2 +2) =16 — (2 + 4z + 4)

2 +7r —8=0 = T = -8, x5 =1

Uloha mé dvé feSeni. Pro hodnotu 2; = —8 ma4 aritmeticka posloupnost nésle-

dujici cleny

a =1 +1=(-8)>-8=56
ag =a> +4r+4=(-8)*—-4.8+4=36
a3:16.

Pro hodnotu x5 = 1 méa aritmetickd posloupnost nasledujici ¢leny

a=r4+r=12+1=2
ay =1 +4r+4=124414+44=9
CL3:]_6.

Zda zjisténé hodnoty tvori skutecné cleny aritmetické posloupnosti, ovérime

zkouskou
pro x; = —8 36 — 56 = —20 = 16 — 36,
pro xo =1 9-2=7=16—-09.
Oveéfili jsme, ze pro obé ¢isla 1 = —8, x5 = 1 plati vztah (2.16).
Uloha ma dvé FeSeni a to pro realné ¢isla z; = —8, 25 = 1.

Podle definice 2.7 plati pro kazdé dva po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloup-
nosti a,,1 — a, = d, kde d je diference dané posloupnosti. Potom musi platit
rovnost

ay —a; =d = as — as. (2.17)

Zadané hodnoty jednotlivych ¢lenti posloupnosti dosadime do vztahu (2.17) a
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ziskame

() s =sin (e 5) = (sn (o )
Sl | T 1 SINxY = S1n | * B Sl | T 1

K tpraveé rovnice pouzijeme souctovy vzorec goniometrickych funkei
sin(a + ) = sinacos B + cos asin f a vyjadfime hodnotu neznamého ¢isla .
. T .om , s .
sin z cos + coszsin - —sinz =sinz cos o + cosrsin o —

. s T
— smxcosz —|—Cosxsmz

TSIH.CC—FTCOSQ?—SHI.’L':COS.T— TSIH.CE— TCOSLE

\/ﬁsinx—sinx—k\/ﬁcosx—cosx =0
(\/E— 1) (sinx 4 cosz) =0

sinz = —cosx

sin x

COsX

7
X, =:rr+2k'rl‘

Obrazek 2.5: Znizornéni feSeni rovnice sin x + cosz = 0.

Na obrazku 2.5 vidime, ze tloha méa dvé feseni a to z; = %W + 2km a

Ty = ;IW + 2km. Pro hodnotu z; = %TF + 2km ma aritmetickd posloupnost

27



nasledujici ¢leny

3. V2

a; =sin—-m =
4

2

. (3 ™ .
GQZSIH(Z—J:?T—FZ):SIIHT:O
(3 o 5 V2
a3 = SIn (Zﬂ'-i- 5) = sin ZT(‘ = —7.

Pro hodnotu x5 = %7? + 2km mé aritmetickd posloupnost nasledujici ¢leny

7 V2

a =sin-7=——

4 2
7
ap = sin (Zﬂ' + %) =sin2r =0
. 7 n T . 9 V2
az=sin| -7+ = | =sin-m = —
’ 42 4 2
Zda zjisténé hodnoty tvori skutecné cleny aritmetické posloupnosti, ovérime
zkouskou
3 V2 V2 2
= - 2k -—— == —
pro x; 47T + 2k 0 5 5 5 0
7 V2) V2 V2
= - 2k O—-{—-—F|=—=—7-0
pro xs 47T + 2KRT ( 5 > 5 5

Oveérili jsme, Ze pro obé ¢isla 1 = %W +2km, kg = %’ﬂ' + 2k7 plati vztah (2.17).

Uloha ma dvé feseni a to pro realné ¢sla z; = %7? + 2km, k9 = %71' + 2km.

Priklad 9:
Urcete realné cislo x tak, aby ¢isla aq, as, as tvorila tii nasledujici ¢leny geometrické
posloupnosti. [13, s. 68]
a) ap =1+ 2logz, as =3 —4logz, a3 =3 +logx
b) ay = 1, a9 = 2:1:, as = 2x+2 + 12
3

Resenti:

a) Podle definice 2.8 plati pro kazdé dva po sobé jdouci ¢leny geometrické posloup-

3Reseni neni ptevzato z publikace [13]
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n+1

nosti “7= = ¢, kde ¢ je kvocient dané posloupnosti. Potom musi platit rovnost

a a
aq a9
Zadané hodnoty jednotlivych ¢lenti posloupnosti dosadime do zadani a upra-

vime

3—4logr  3+logx
1+2logz 3 —4logx
(3 —4logz)(3 —4logz) = (34 logz)(1+ 2logx)

14log? z — 31logz +6 = 0

prox >0

Zavedeme substituci t = log x a vypocitame hodnoty ¢, ts

3
14t =31t 4+ 6 =0 = t1:2,t2:ﬂ.

Nyni dopocitame hledané hodnoty neznamého c¢isla x z definice logaritmu,
ktera rika

y =log, x & x=a".

Potom

2=logz = r, = 10?

3
= log x = Ty = 101

Uloha mé dvé Feseni, protoze oba vysledky vyhovuji definiénimu oboru loga-
ritmu, x1, 72 > 0. Pro hodnotu z; = 10 mé geometricka posloupnost nésle-

dujici ¢leny

ay=1+2logz =1+2logl10? =5
ay =3 —4logx =3 —4log 10> = =5
as=3+logx =3+logl0* =5

Pro hodnotu z» = 1011 méa geometrickd posloupnost nasledujici ¢leny
: 10

ap =1+ 2logx = 1+2log1013*4 ==

15

ay =3 —4logzr = 3—410g1013*4 =

45
as:3+log:c:3+10g10%:ﬂ
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Zda zjisténé hodnoty tvori skutecné c¢leny geometrické posloupnosti, ovérime

zkouskou
-5 5
ro x; = 10? — =—-1=—
p 1 5 _57
4 15 3 45
pro xo = 1014 ﬁzizﬁ.
7 7

Overili jsme tedy, Ze pro obé éisla z1 = 102, 29 = 1071 plati vztah (2.18).

2 s v s 3
Uloha m4 dvé feseni a to pro realnd ¢&isla z; = 102, 25 = 1071,

Podle definice 2.8 plati pro kazdé dva po sobé jdouci ¢leny geometrické posloup-

nosti 7;—“ = ¢, kde q je kvocient dané posloupnosti. Potom musi platit rovnost

B_y== (2.19)
a1 a9

Zadané hodnoty jednotlivych ¢lent posloupnosti dosadime do vztahu (2.19) a

upravime

237 - 2w+2 + 12
- 5

(27)* =427 =12 =0

Zavedeme substituci z = 2% a vypocitame hodnoty z1, 2o
22 —42-12=0 = 21 =6,20 = —2.

Nyni dopocitame hledané hodnoty neznamého c¢isla x tim, ze exponencialni

rovnici zlogaritmujeme
6=2"

log, 6 = log, 2*
x = log, 6
—2=2"

Tato rovnice nema feseni, protoze obor hodnot exponencialni funkce jsou pouze
kladné realna ¢isla.

Uloha mé tedy pouze jedno feseni. Pro hodnotu z = log, 6 ma geometrické
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posloupnost nasledujici ¢leny

(11:].
ay = 2% =2leb —g

az = 2""? 412 = 282672 4 12 = 36.

Zda zjisténé hodnoty tvori skutec¢né cleny geometrické posloupnosti, ovérime

zkouskou
~ 36

6
Oveéfili jsme, ze pro hodnotu x = log, 6 plati vztah (2.19).

6
— =6
1

Uloha ma jedno Teseni a to pro realné ¢islo = = log, 6.

Piiklad 10:
V aritmetické posloupnosti zname prvni ¢len a; = 18 a diferenci d = —5. Urcete pro

v8echna pfirozena ¢isla n tak, aby platilo a,, + a,+3 = —189. [13, s. 68|

Reseni:*

Podle véty 2.1 plati, ze n—ty ¢len aritmetické posloupnosti lze vyjadrit vzorcem
a, =a; + (n—1)d. (2.20)
Podle vzorce (2.20) pfepiSseme n—ty a (n + 3)—ty ¢len posloupnosti

anb=a1+(n—-1)d=a;+nd—d
apiz =a1+ [(n+3) —1]d=a, +nd +2d

Nyni vztahy pro jednotlivé ¢leny posloupnosti dosadime do zadaného vztahu

Gn + ap3 = —189 a zjistime, pro ktera n tato rovnost vyhovuje

ap+nd—d-+a, +nd+2d =—189
2-1842-(=5)-n—5=—189

31 —10-n = —189

n =22

“Reseni neni ptevzato z publikace [13]
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Abychom si byli jisti, ze zadané hodnoty posloupnosti skutecné vyhovuji pro ¢leny

posloupnosti ass a ass, provedeme zkousku

a, =a;+ (n—1)d =184+ 21-(=5) = —87
aprz =a;+ [(n+3) —1]d = 18 + 24- (=5) = —102
= —87 —102 = —189

Uloha mé jedno Feeni pro n = 22.
Priklad 11:
Urcete prvni ¢len a diferenci aritmetické posloupnosti, ve které plati:

a; +az = 2
as +a; =—8 [13, s. 68]

Reseni:*
Podle véty 2.1 je n—ty ¢len aritmetické posloupnosti vyjadien a, = a; + (n — 1)d.

Potom si pomoci tohoto vztahu mizeme vyjadrit cleny as, as, a7, tj.
as = a1 +d, az = ay + 2d, ar; = ay + 6d.

Ptedchozi vztahy dosadime do zadané soustavy rovnic o dvou neznamych a zjistime
hledané hodnoty d a a;.
aq + aq + 2d =2

a1+d+a1+6d:—8

alzl—d
21—d)+7d=—-8 =  d=-24
a=1—-d=1—(-2,4) =34

Pro ovéreni, ze jsme pocitali spravné, provedeme zkousku, vypocitané hodnoty

dosadime do prvni zadané rovnice
ay+az3=3,4+3,4—2-2,4=2.

Vysledek se shoduje s pravou stranou zadané rovnice, vypocet je spravné. Zadana

posloupnost méa prvni ¢len roven a; = 3,4 a diferenci d = —2, 4.
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Priklad 12:

Urcete prvni ¢len a kvocient geometrické posloupnosti, ve které plati:

a1+ ao — ayg = —110
as +az —as = —220 [13, s. 68]

Reseni:®
Podle véty 2.6 je n—ty ¢len geometrické posloupnosti vyjadfen a, = a;- ¢"!. Potom

si pomoci tohoto vztahu mtzeme vyjadrit ¢leny as, as, as, as, tj.
_ _ 2 _ 3 _ 4
a2 = a4, az = ar-q-, a4 = ar-q-, as = ay-q .

Predchozi vztahy dosadime do zadané soustavy rovnic o dvou neznamych a zjistime

hledané hodnoty ¢q a a;.

a, + a1q — a1q3 = —110
a1+ a1g” — ar1g” = —220

~110 (2.21)
—220 (2.22)

ar(1+q—¢*)
a1q(1+q—¢%)

Vydélime-li predchozi dvé rovnice, ziskdme hodnotu kvocientu ¢

arq(1+q—¢q°)  —220

a(l+q—¢) 110’

q=2.

Nyni dopocitame prvni ¢len posloupnosti a; dosazenim zjistété hodnoty g do rovnice
(2.22)
2a;(1+2—2%) = —220 = ay = 22

Pro ovéreni, Ze jsme pocitali spravné, provedeme zkousku, vypocitané hodnoty

dosadime do prvni zadané rovnice
ay + ay — ag = 22+ 22-2 — 22-2° = —110.

Vysledek se shoduje s pravou stranou zadané rovnice, vypocet je spravné. Posloup-

nost ma prvni ¢len roven a; = 22 a kvocient g = 2.

®Reseni neni prevzato z publikace [13]

33



Priklad 13:

Rozhodnéte, zda dané posloupnosti jsou konvergentni, nebo divergentni. Pokud maji

vlastni nebo nevlastni limitu, urcete ji. [12, s. 461]

a)
b)

c)

(2"
{2+ 1715

{(=2)"}174

ResSeni:

a)

Vypiseme si nekolik ¢lenii této posloupnosti
2,4,8,16,32, ...

Je zfejmé, ze se jedna o geometrickou posloupnost s prvnim c¢lenem a; = 2 a

. an, o . v . . ,
kvocientem ¢ = 7“ = 2. Jelikoz ale |g| > 1, je tato posloupnost divergentni
a ma nevlastni limitu

lim 2" = 0.
n—o0

Vypiseme zase nékolik ¢lenti této posloupnosti
3,3,3,3,3, ...

Vidime, ze tato geometricka posloupnost je konstantni, jeji kvocient se rovna

q = 1. Tato posloupnost je konvergentni a méa vlastni limitu rovnu

lim =(2+1") = lim 2+ lim 1" =2+1=3.

n—oo n—0o0 n—oo

Vypiseme nékolik prvnich ¢leni této posloupnosti

—2,4,-8,16,—32, ...
Je zfejmé, Ze se jednd o geometrickou posloupnost s prvnim ¢lenem a; = —2 a
kvocientem g = = = —2. Jelikoz ale [g| > 1, je tato posloupnost divergentni.

Geometricka posloupnost nemé nevlastni limitu, protoze pro liché hodnoty n se
limita posloupnosti rovna —oo a pro sudé hodnoty n se limita této posloupnosti

rovna +o00. Takova posloupnost se nazyva oscilujici.
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2.7.2 Ulohy na dtikazy posloupnosti

Priklad 14:
Dokazte, ze kazda posloupnost, ktera je soucasné geometricka i aritmeticka, je kon-
stantni. [2, s. 32]

Reseni:
Vyjdeme z predpokladu, ze pro posloupnost {a,}>°, podle definic aritmetické a

geometrické posloupnosti musi platit
Qpy1 = Gp +d A Gpi1 = nq pro vsechna n € N
Obé rovnice maji stejnou levou stranu, proto mizeme vytvorit novou rovnici

a, +d = a,q

a,(1—q)=—d
—d
n =T .
_d
ay = —q —
Po tpravé rovnice jsme zjistili, ze kazdy n—ty ¢len posloupnosti se rovna konstanté,

protoze diference d a kvocient ¢ jsou realna cisla.

Priklad 15:
Dokazte, ze pro kazdé dvé konvergentni posloupnosti a,, a b, plati vztah uvedeny ve
véte 2.14

lim (a, + b,) = lim a, + nh—>nolo b, =a+Db. 5] (2.23)

n—oo n—oo
Reseni:
Podle predpokladu plati
la, —al <& = g pro vSechna n > ng (2.24)
b, — b <&y = g pro vSechna n > ng (2.25)

7 definice limity posloupnosti vyplyva, Zze musi platit

JdJaeRVYe>03nyeNVneN:n>ny=|(a,+b,) —(a+0)] <e.  (2.26)
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Nerovnost ze vztahu (2.26) upravime pomoci znamé trojihelnikové nerovnosti

|k 4+ 1| < |k| + |l], kterd je platna pro vSechna k,[ € R, a dostaneme
[(an +b,) — (a+0)] = |(an —a) + (b — b)| < |an — af + |b, — b|
Z predpokladi (2.24) a (2.25) vyplyva

\(an+bn)—(a+b)]§|an—a\+\bn—b|<g+%<g.

Timto jsme pomoci definice limity posloupnosti dokazali, ze pro kazdé n > ng je
vztah (2.23) platny.

Priklad 16:
Dokazte, ze geometricka posloupnost {¢"}> ,, pro niz je ¢ € (—1, 1), je konvergentni

a jeji limita je rovna nule. [6, s. 108]

Resenti:

Podle definic 2.9 a 2.10 limity konvergentni posloupnosti musime dokazat, ze plati
Ve>03dngo e NVneN:n>ny=|[¢" —0|<e (2.27)

Nyni obé strany nerovnosti |¢"| < e zlogaritmujeme. Hodnoty na obou stranach
nerovnosti jsou kladné, proto jejich logaritmy existuji. Logaritmus se zakladem 10

je rostouci funkce, proto znak nerovnosti ziistane zachovan.
log |q|" < loge.

Po aplikaci véty o logaritmu mocniny ziskdme nerovnost, ze které uz snadno vyjadiime

neznamou n

nlog|q| < loge
log e

n>——
log |q

kde |¢| < 1

Vztah (2.27) plati pro Yn > ng, kde ng je pfirozené ¢islo z intervalu
1 1
( ogas7 oge +1>.
log |q| " log |]
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Priiklad 17:
Utvofme posloupnost s prvnim ¢lenem 49, jejiz kazdy dalsi ¢len vznikne z pred-

chazejiciho tak, ze do ,,jeho stredu” vlozime dvojcisli 48:
49,4489, 444889, 44448889, . . .

Dokazte, ze kazdy c¢len této posloupnosti je druhd mocnina prirozeného cisla.
[18, s. 29|

ResSeni:

Je zfejmé, ze n—tym clenem této posloupnosti je ¢islo
a, =44 ...488...89,

které ma na prvnich n mistech ¢tyrky, na dalsich (n — 1) mistech osmicky a na konci

devitku. Obecné lze n—ty ¢len vyjadrit
ap =4 (10" 41072 4+ ..+ 10") + 8 (10" "+ 10" + ...+ 10") + 9.

Prvni zévorka v piechozim vztahu 10%"~!+10?""2 + ...+ 10" piedstavuje geometric-
kou posloupnost, jejiz prvni ¢len je b; = 10>*~! a kvocient je roven ¢, = %0. Potom
jeji soucet je roven

10" —1 10" —1
sp = 10*""— .

10
Druhd zavorka v pfedchozim vztahu 10' + ... 4+ 1072 + 10" ! piedstavuje také
geometrickou posloupnost, jejiz prvni ¢len je ¢; = 10 a kvocient je roven ¢. = 10.

Potom jeji soucet je roven

10"t —1
e =10————.
° 9
Nyni n—ty clen vyjadiime jako
10" —1 10"t —1 4-10%" +4-10" + 1 2:10" + 1) °
a, = 4-10" —|—8-10T+9: +9 i :( 3+ ) .

Cislo % je prirozené ¢islo, protoze pro vSechna n je ciferny soucet ¢isla 2- 10" +1
délitelny tfemi. Proto n—ty ¢len a,, dané posloupnosti je pro kazdé n druhd mocnina

prirozeného cisla.
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Priklad 18:

Dokazte, Ze soudet prvnich n lichych ¢isel je n?. [13, s. 69]

Reseni 1:
Po sobé jdouci lichéa ¢isla 1,3,5,7, ... predstavuji aritmetickou posloupnost, o které

vime, ze plati
a; =1 A a, =2n—1 A d=2.
Potom soucet této posloupnosti uré¢ime snadno podle vzorce
n
Sp = §(a1 + ay).
Potom

sn:g(l—i—?n—l)

Sp = n>.

Soudet prvnich n lichych ¢isel je skuteéné n?.

Reseni 2:

Jiny zptsob, jak dané tvrzeni dokazat, je pomoci figuralnich ¢isel. Figuralni ¢islo
je Cislo dané poctem kaminkt v obrazci. Toto tridéni ¢isel podle tvari zacali jako
prvni pouzivat Pythagorejci ve starovékém Recku. Pokud kaminky uspofadame, jak
je znazornéno na obrazku 2.6, obsah ¢tverce se rovna souctu prvnich n lichych ¢isel,

tj. n2.

n L] L] L]
L] L] L]
L] L] L]

Obrazek 2.6: Odvozeni vztahu pro soucet prvnich n lichych cisel.
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2.7.3 Ulohy s technickou a pFirodovédnou tématikou

Priklad 19:

Stroj ma mit 6 rychlosti, minimalni otacky 25, maximalni otacky 500. Urcete pocet
otacek na jednotlivych stupnich rychlosti, maji-li tvorit aritmetickou posloupnost.
(3, s. 111]

Reseni:
Pocet ¢lenti posloupnosti urcuje pocet stupni rychlosti, prvni ¢len posloupnosti tvori

minimalni hodnotu otacek a posledni ¢len tvori maximéalni hodnotu otacek stroje.
n =0, a, = 25, ag = 500

Abychom urcili pocet otacek na jednotlivych stupnich a tyto otacky tvorily arit-
metickou posloupnost, musime zjistit diferenci d. Vyuzijeme vzorec pro n-ty ¢len

aritmetické posloupnosti, kde zndme vSechny hodnoty kromeé hledané diference.
a, =a;+ (n—1)d

500 = 25 + (6 — 1)d
475 = 5d
d=95

Pocet otacek na jednotlivych stupni bude nésledujici posloupnost 25, 120, 215,
310,405, 500.

Priklad 20:
Frézka o Sesti rychlostech ma nejmensi pocet otacek za minutu 25, nejvétsi pocet
otacek za minutu 500. Pritom pomér poctt dvou ,sousednich® otacek je konstantni.

Urcete ho. [5, s. 75]

Reseni:

Pomér poc¢tit dvou sousednich otacek je konstantni, proto pocty otacek musi tvorit
prvnich Sest ¢lenti geometrické posloupnosti, v niz je prvni ¢len roven a; = 25 a Sesty
¢len je roven ag = 500. Hledany pomér otacek predstavuje kvocient g této posloup-

nosti. K jeho urceni vyuzijeme vztahu pro n—ty ¢len geometrické posloupnosti

n—1
Ap = a1°q .
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Potom plati
ag = ay- q5

500 5
— 20 =  ¢=/"0.

a
5 U6
q e —

aq N %
Kvocient ¢ priblizné vypocitame tak, ze zlogaritmujeme obé strany rovnice a upra-

vime podle pravidel pro pocitani s logaritmy.
log ¢ = log v/20

1
logq = 5-10g20
logq = 0,26 = q=1,82

Pomeér poc¢tu dvou sousednich otacek je priblizné 1, 82.

Priklad 21:

Traktor jede po pfimé silnici rychlosti 10 m-s~!. V okamziku, kdy projizdi mistem
M, vyjizdi z tohoto mista tymz smérem osobni auto, které za prvni sekundu ujede
3 m a za kazdou nasledujici sekundu o 2 m vice nez za predchéazejici sekundu. Vy-
poctéte, za kolik sekund auto dohoni traktor. [12, s. 468]

ResSeni:

Traktor ujede drahu s; v metrech za n sekund
sy =v-t=10n.

Ciselné hodnoty drah (v metrech), které ujede osobni auto za jednotlivé sekundy,

tvorfi ¢leny aritmetické posloupnosti, kde
(11:3, d:ag—a1:5—3:2.

Draha s,, kterou ujede osobni auto, nez dohoni traktor, se rovna souc¢tu prvnich

n ¢lent aritmetické posloupnosti a plati
1 1 1
Sp = En(al +a,) = in[al +a;+ (n—1)d] = §n(2a1 +nd — d).
Po dosazeni a; = 3,d = 2 dostaneme

$p = 2n + n?.
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Kdyz osobni auto dohoni traktor, museji se jejich hodnoty ujetych drah rovnat
St = Sa

10n = 2n + n?
n?—8n =0
n(n—8) =0 = ny = 0,1y = 8.
Prvni koten n; = 0 odpovida casu 0 s, tj. kdy osobni auto i traktor vyjizdéli ze stej-

ného mista M. Druhy kofen n, = 8 odpovida casu 8 s a znamend dobu, za kterou

osobni auto dohoni traktor.
Osobni auto za danych podminek dohoni traktor za 8 sekund.

Priiklad 22:

Pruzna koule odskakuje po odrazu od vodorovné roviny do % vysky, ze které dopadla.
Po kolika odrazech dostoupi vysky mensi, nez je desetina vysky, z niz byla spusténa?
[4, s. 270]

Reseni:

Je-li v vyska, z niz byla koule spusténa, potom plati:

po prvnim odrazu bude ve vysce v; = 2v,

po druhém odrazu bude ve vysce vy, = %vl,

po tiretim odrazu bude ve vysce vz = %vg,

po n—tém odrazu bude ve vysce v, = %vn_l.
7 predchoziho vypisu je ziejmé, ze vysky vy, v9,vs, ..., v, tvoil geometrickou pos-

. 4 p 4 2 qws . ;
loupnost s kvocientem ¢ = ¢ a prvnim ¢lenem a; = zv. Vyjadtime si nyni vztah pro

n—ty ¢len této posloupnosti

n—1 n

Nyni spocitame, po kolika odrazech se dosahne vysky, ktera se rovna desetiné ptvodni

vysky v, tedy



Polozime-li oba vztahy pro n—ty c¢len do rovnosti, vypoc¢itame hodnotu n. Plati

po zkraceni hodnotou v, o které vime, ze musi byt kladné ¢islo, dostaneme exponen-

1[4\
10 \5/) "7

kterou vyresime zlogaritmovanim obou stran rovnice

cialni rovnici

1 L_ 1 i
0g 15 =" log ¢

—1=n-(log4 — log5)

1 1
" log5 —log4  0,09691

= 10, 3189. (2.28)

Proménna n mize byt pouze prirozené ¢islo. Proto z rovnice (2.28) vyplyva, ze vyska

rovna %v neni mezi vyskami, kterjch se po odrazech dosahuje. Hodnota %v neni

mezi ¢leny geometrické posloupnosti. Pokud bychom ale vzali horni celou ¢ast® ¢isla

10, 3189, ziskali bychom tak index ¢lenu, od kterého bude koule vzdy odskakovat do
1

vysky mensi nez ;5v.

[10,3189] = 11

Od jedenactého ¢lenu posloupnosti, tj. po 11 odrazech, bude koule odskakovat do

vysky mensi nez desetina piivodni vysky v.

Priiklad 23:

Téleso padajici volnym padem urazi za prvni sekundu drahu 5 m. Kazdou dalsi
sekundu urazi o 10 m vice nez v predchozi sekundé. Jakou drahu téleso urazi za 10
sekund? [15, s. 592]

Reseni:

Drahy, které téleso urazi v jednotlivych sekundach,
5,15,25,35,45, . ..

predstavuji ¢leny rostouci aritmetické posloupnosti, jejiz prvni ¢len je roven a; = 5
a diference d = 10. Potom nés zajima, jaky bude soucet prvnich deseti ¢lent s;( této

posloupnosti. Abychom mohli pouzit vzorec pro soucet prvnich n ¢lend aritmetické

5Horni celd &ast realného ¢isla x predstavuje nejmensi celé éislo, které je vétsi nebo rovno &islu .
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posloupnosti

Sy = g(al + a,), (2.29)

musime nejprve zjistit hodnotu desatého ¢lenu této posloupnosti.
an:al—i-(n—l)d = CL10:5+910:95

Po dosazeni hodnoty a1y = 95 do vzorce (2.29) dostaneme

10

Téleso za 10 sekund urazi drahu 500 m.

Priklad 24:
Volné padajici téleso vykonda v prvni sekundé dréhu % g, v kazdé nasledujici sekundé

drdhu o g vétsi nez v piedeslé. Jakou drahu vykond téleso za t sekund?” [22, s. 146]

ResSeni:

Drahy v jednotlivych sekundéach tvofi aritmetickou posloupnost, v niz plati

1
Soucet drah za t sekund je hledana draha s,. Plati tedy

n( . ) t /1 n
Sp=—=(a1+a,)==|=zg+a,].
o\ 2\ 29

K dokonceni vypoctu potiebujeme jesté zjistit hodnotu n—tého ¢lenu

1 1
an:a1+(n—1)d=§g+(t—1)q:tg—§g,

Potom draha s,, je rovna

VRN U N B
=559 +t9—59) =39

Téleso proleti za t sekund drahu % gt? cm.

Priklad 25:
Teplota Zemé roste s hloubkou na kazdych 33 metrt priblizné o 1°C. Jaka teplota

2

"Ptitom g ~ 981 cm- 572, o &isle t predpokladame, Ze je pfirozené.
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bude priblizné na dné dolu hlubokého 1 090 metri, je-li v hloubce 100 metri teplota
11°C? [11, s. 31]

Reseni:®

Zvysujici se hodnoty teploty po 33 metrech predstavuji ¢leny aritmetické posloup-
nosti, v niz prvni ¢len je a; = 11 a diference je d = 1. Musime urcit rozdil hloubek,

abychom védéli na kolika metrech se zvysuje teplota Zemé, tj.
1090 — 100 = 990 metri.

Nyni jesté musime spocitat, kolikaty clen posloupnosti odpovida hloubce 1 090
metri, tj.
990 : 33 = 30.

Zjistili jsme tedy, Ze teplota se ttficetkrat zvysi, nez bychom se dostali do pozadované
hloubky 1 090 metrt. K této hodnoté musime pricist jesté prvni ¢len posloupnosti

(vychozi teplotu). Potom podle vzorce pro n—ty ¢len aritmetické posloupnosti plati
a, =a; + (n—1)d,

as) = 11—|—301 =41.

V hloubce 1 090 metri bude teplota Zemé 41°C.

Priklad 26:

Jisty druh bakterii se rozmnozuje v pfiznivych podminkéach tak, ze kazda baktérie
se za pul hodiny rozdeéli na dvé. Kolik bakterii by vzniklo takto z jedné baktérie za
12 hodin? [5, s. 80]

Reseni:’

Pocet bakterii vzniklych kazdou pil hodinu predstavuje rostouci geometrickou pos-
loupnost, jejiz prvni ¢len je a; = 1 a kvocient ¢ = 2. Potom pocet bakterii vzniklych
za 12 hodin je ¢len posloupnosti ass. Podle vzorce pro n—ty ¢len geometrické posloup-
nosti plati

an = a1q" = Qo5 = 1-2%4 = 2%,

Po 12 hodinéach vznikne z jedné bakterie 22* bakterii.

8Reseni tilohy neni pievzato z publikace [11].
9Reseni tlohy neni prevzato z publikace [5].
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2.7.4 Posloupnosti v planimetrii a stereometrii

Priklad 27:
Zjistéte, zda existuje konvexni n—uhelnik, jehoz nejmensi vnitini thel méa velikost

100° a kazdy néasledujici thel je o 10° vétsi nez predchéazejici. [12, s. 467]

Reseni:
Ze zadani je ziejmé, ze vnitini tthly konvexniho n—thelniku tvoii po sobé jdouci
¢leny aritmetické posloupnosti, pro kterou plati
a; = 100 d= a1 — a, = 10.
n—ty ¢len posloupnosti tvoii nejvétsi vnitini thel n—uhelniku, pro ktery plati

a, =a;+ (n—1)d =100+ (n — 1)10 = 90 + 10n.

Soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti, které tvoii vnitini thly n-tthelniku,

se rovna
1 1 1
5u = (a1 + an) = 5n(100 + 90 + 10n) = Sn(190 + 10n). (2.30)

Z jednoho vrcholu n—uhelniku vychazi n — 3 thlopricek, které rozdéli n—uhelnik na
n — 2 trojuhelnikt. Kazdy trojuhelnik mé soucet vnitinich thla 180°. Proto soucet

velikosti vnitfnich thli konvexniho n—uhelniku je také roven
Sp = (n —2)180. (2.31)
Porovnanim vztahi (2.30) a (2.31) dostaneme rovnici

1
57@(190 +10n) = (n —2)180
n?—1T+72=0 =n; =8Any =09.

Kofeny n a ns jesté nejsou koneénymi vysledky. Do vypoctu budeme muset zahrnout

podminku, Ze velikost kazdého vnitfniho tthlu konvexniho n—thelniku nesmi byt
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vétsi nez 180°. Staci abychom tuto podminku zkoumali u nejvétsiho vnitiniho thlu a,,
90 4+ 10n < 180 = n <9.

7 této podminky tedy vyplyva, ze kofen ns nevyhovuje a tiloha ma pouze jedno
feseni a to n = 8. To nam 1ika, ze podminkdm zadani vyhovuje konvexni osmithel-

nik, jehoz vnitini ahly jsou 100, 110, 120, 130, 140, 150, 160 a 170.
Podminkdm tlohy vyhovuje konvexni osmitihelnik.

Priklad 28:
Urcete velikost nejmensiho vnitiniho tthlu pravothlého trojuhelniku, vite-li, Ze ¢iselné
hodnoty délek jeho stran v centimentrech jsou t¥i po sobé jdouci ¢leny geometrické

posloupnosti. [12; s. 477]

Reseni:

Délky stran daného trojuhelniku tvorici geometrickou posloupnost oznacime a, b, c,
kde a < b < c. Nejmensi vnitini tthel trojuhelniku musi lezet naproti nejkratsi strané
daného trojuhelniku. Podle naseho oznaceni budeme urcovat velikost vnitiniho tthlu

«. Pro kvocient této posloupnosti potom musi platit

(2.32)

_b_c
=27 v

Strany pravouhlého trojuhelniku a, b, ¢ lze vyjadfit pomoci goniometrickych funkei
a = csina, b= ccosa.

Takto vyjadiené strany a,b dosadime do dfive uvedeného vypoctu kvocientu

b_c
a b

CCOS C

csin o € COS «

a po upravé dostaneme

cos? o = sin
.92 .
1 —sin“a = sina

sin®a +sina — 1 = 0.
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Upravou jsme ziskali kvadratickou rovnici, ve které pouzijeme substituci ¢ = sin o,

a zjistime, pro které t ma rovnice feseni.

_ —1++5
2

131 = 0,618 = sina = 0,618 = o = 38°10’

tg = —— = —1,618,
coz nevyhovuje, protoze funkce sin ma Dy € (—1,1).

Nyni si jesté dopocitame velikost tfetiho vnitini thlu 8. Ten vypocitame z pod-

minky, Ze soucet vnitfnich thld v trojihelniku se musi rovnat 180°.
v = 180° — 38°10" — 90° = 51°50

Velikost nejmensiho vnitiniho thlu « pravoihlého trojtihelniku je piiblizné 38°10/,
velikost tthlu 3 je 51°50/.

Priklad 29:
Délky stran pravouhlého trojuhelniku tvori tfi po sobé jdouci ¢leny aritmetické

posloupnosti. Obvod trojihleniku je 96 cm. Vypocitejte délky stran. [13, s. 69]

Reseni:!*
Predpokladame, ze plati a < b < ¢, potom si délky stran ptredstavujici tfi po sobé

jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti s diferenci d oznacime jako
a=0b-—d, b=0b, c=0b+d. (2.33)

Do vzorce pro obvod trojihelniku O = a+b+c dosadime za proménné a, b, c hodnoty

(2.33) a vypocitame hodnotu strany b.
(b—d)+b+ (b+d) =96

3b =96 = b=32

10Regeni tlohy neni prevzato z publikace [13].
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Diferenci d posloupnosti vypoc¢itdme z Pythagorovy véty ¢ = a? + b?, do které

dosadime zjisténou hodnotu b a za a, ¢ vztahy (2.33) a upravime.
(b+d)? = (b—d)?+ b
(32 +d)? = (32 — d)* + 1024

128d = 1024 = d=28

Potom délky stran trojuhelniku se rovnaji
a=0b—d=24cm, b= 32cm, c=b+d=40cm.

Priklad 30:

Délky hran kvadru tvori tii po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti, soucet
délek vSech hran kvadru je 84 cm. Vypocitejte povrch kvadru, vite-li, ze jeho objem
je 64 cm?. [13, s. 69]

Reseni: !’
Délky hran kvadru predstavujici t¥i po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti

s kvocientem ¢ oznacime jako
b
a=-, b=b, c=bq. (2.34)
q

Do vzorce pro objem kvadru V' = a- b- ¢ dosadime za proménné a, b, ¢ hodnoty (2.34)

a vypocitame hodnotu hrany b.

é-b-b-q:64
q

b =64 = bh=4

Kvocient ¢ posloupnosti vypocitame z druhé podminky ze zadani, tj. ze soucet délek
vsech hran kvadru je 84 cm
4(a+b+c) = 84.

Do tohoto vztahu dosadime zjisténou hodnotu b a za a, ¢ vztahy (2.34) a upravime.

b

4
(—+4+4q> =21
q
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1
4¢° —17q+4 =0 = Q1:4>C]2=Z
Pro rozméry kvadru jsme ziskali dvé feSeni:

I. Pro ¢q; = 4 plati:
b

a=->=1
a

b=4

c=0bq =16

IT. Pro ¢» = }L plati:

a=2L =16
q2

b=4

c=bqgp=1

Je vidét, Ze rozméry kvadru jsou u obou feseni stejné, jenom u feseni I. predstavuji
rozmeéry a, b, ¢ rostouci geometrickou posloupnost a u feseni II. prestavuji klesajici

geometrickou posloupnost.
Rozméry kvadru jsou 1 cm, 4 cm, 16 cm.

Priklad 31:

Povrch kvadru je S = 380 cm?, télesova tihlopiicka je u = 14cem a rozméry a,b,c
tvori tTi po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti. Vypoctéte hodnoty a, b, c.
[4, s. 263]

Reseni:
Jsou-li rozmeéry kvadru a, b, ¢ t¥i po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti s di-

ferenci d, potom tyto rozmeéry lze vyjadrit jako
a=b—d, b=b, c=b+d. (2.35)
Ze zadani vime, ze pro povrch kvadru a télesovou thlopticku plati rovnost
380 = 2(ab + ac + be), (2.36)

142 = a* + b* + . (2.37)

Dosadime-li do rovnic (2.36) a (2.37) za rozméry a,c hodnoty z rovnic (2.35),

dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych b, d.
380 =2[(b—d)b+ (b—d)(b+d) + b(b+ d)]
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196 = (b — d)* + b* + (b + d)*

190 = b% — bd + b* — d*> + b* + bd

196 = b® — 2bd + d* + b* + b? + 2bd + d°

190 = 3> — d?
196 = 3b% + 2d°?

Po odecteni poslednich dvou rovnic, dostaneme

6 = 3d? = di = V2, dy = —V/2.
Potom dopocitame neznamou b

190 = 3b* — 2, b? = 64, = bh=28.

U neznamé b nemuzeme pocitat s feSenim b = —8, protoze rozmér kvadru nemuze

byt zaporny. Pro rozmeéry kvadru jsme ziskali dvé feseni:

La=b—d;, =8—+/2
b=28
c=b+d =8++2

ILa=b—dy=8++2
b=38
c=b+dy=8—-+2
Je vidét, ze rozméry kvadru jsou u obou feSeni stejné, jenom u feseni I. predstavuji
rozméry a, b, c rostouci aritmetickou posloupnost a u reseni II. prestavuji klesajici

aritmetickou posloupnost.
Rozmeéry kvadru jsou 8 — /2 cm, 8 cm, 8 + /2 cm.

Priklad 32:

Ptdorysem ocelové konstrukce sloupu jsou strany deviti ¢tvercii, které jsou takto
usporadany: prvni ¢tverec o strané a; = 4 m je obrys pudorysu, druhy a dalsi ¢tverce
maji svoje vrcholy ve stfedech stran ¢tvercu predchazejicich (viz obrazek 2.7). Jak

velké strany maji paty a devaty ctverec? [4, s. 269
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Obrazek 2.7: Pidorys ocelového sloupu tvoreny vnorenymi ¢tverci.

Reseni:
Oznacime-li si obsah prvniho étverce S; = a?, obsah druhého &tverce Sy = %, obsah

tretiho ¢tverce S3 = %, ..., tvori tyto obsahy c¢tverci

Sl7 827837 54) s

geometrickou posloupnost s kvocientem ¢ = % Potom podle vzorce pro n—ty clen

geometrické posloupnosti urc¢ime obsahy patého a devatého ¢tverce

. n—1
ap = a14q )

N\
Ss = Siq* = a%q‘l =42 (‘) =1,

2
1\* 1
Sy = S1¢° = ajg® = 4* (5) =1

Potom hledand strana patého a devatého ctverce je rovna

1
as = 1m, agzé—lm.

Priiklad 33:

Délky stran a,b, ¢ trojuhelniku ABC' tvori tfi za sebou jdouci ¢leny geometrické
posloupnosti. Pro thly v trojuhelniku plati sina = %,sinfy = 0,9. Urcete velikost
thlu S. [15, s. 606]
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Obréazek 2.8: Obecny trojuhelnik ABC'.
Reseni:

Tento priklad bychom mohli ihned vytesit pomoci kalkulacky nebo tabulek s hodno-

tami goniometrickych funkci. Ukazeme si postup, jak se bez téchto pomticek obejit.

Tvori-li délky stran a, b, c po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti s kvocien-

tem ¢, lze je vyjadrit jako

b
a=-, b=, c="bq. (2.38)
q

Zname hodnotu dvou vnitinich thla, proto pro vypocet thlu 3 pouzijeme sinovou

vétu, do které za hodnoty a, ¢ dosadime vztahy (2.38).

a_sina
¢ sinvy
b 5
4 _ 6
b-q %
b ~ 510
b-¢2 69

Odtud uz snadno zjistime hodnotu kvocientu ¢

125
g 27
3V3
i=+3
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Sinovou vétu nyni pouzijeme jesté pro hodnoty «, b, za které dosadime vztahy (2.38).

a sina
b sinf
b 5
4 _ _6
b  sin
b 5
b-qg 6sinf

Potom vztah mezi thlem S a kvocientem ¢ je roven

, 5
sinf = A

Pro thel § jsme dostali dvé feseni:

Iq:M
. 1 5
5 3v3 3
sinﬁ:—~—\/_ :>sinB:£ = [ =60°
6 5 2
IL g = 23
5 —3v3 3
sinﬁ:aT\/_ :>sinﬁ:—§ — By = 240°

Vysledek (5 nelze, jelikoz soucet vnittnich thlt v trojihelniku se rovna pouze
180°.

Zda jsme pocitali spravné, miizeme ovérit zkouskou tak, ze dopocitame ze zadani
uhly a, vy

sina = g = a = 56°,
siny = 0,9 = v = 64°
a overime, ze soucet vnitinich ahla je 180°

96 + 64 + 60 = 180.

Uloha ma pouze jedno feseni a to B, = 60°.

Priiklad 34:
Délky stran trojuhelniku jsou tfi po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti.
Urcete jeho obvod, jsou-li dany poloméry r a p kruznic tomuto trojuhelniku po radé

opsané a vepsané. [21, s. 30|
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ResSeni:

Oznacme-li a < b < ¢ délky stran uvazovaného trojuhelniku a .S jeho obsah. Tvofi-li

strany trojuhelniku po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti s diferenci d, lze

je vyjadrit jako
a=0b—d, b=0, c=b+d.

Podle Heronova vzorce

at+b+c

S =+/s(s—a)(s—b)(s —c), kde s = 5

po dosazeni hodnot (2.39) dostaneme rovnost

S:\/S—b b <9—d>-<9+d):\/—§bm.

272 \2 9 4

Podle dalsich vzorct pro vypocet obsahu trojuhelniku plati

o _abe _(b—dp(b+d) b(EP- @)
4y 4r a 4r

a+b+c b—d)+b+ (b+d 3
soutire, @odabi0rd, 3,

Z rovnosti vztaht (2.40) a (2.42) po jednoduché upravé ziskdme rovnost

v — 4d* = 12p°.

Z rovnosti vztahti (2.41) a (2.42) po jednoduché tpravé ziskdme rovnost

b — d* = 6rp.

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

Timto jsme ziskali soustavu dvou rovnic (2.43), (2.44) o dvou neznamych, odecteme-

li rovnici (2.43) od ¢tyfnasobku rovnice (2.44), ziskdme vztah

b’ = 4(2rp — p?) = b=2y/(2r —p)p.

Obvod zadaného trojuhelniku vypocteme vzorcem O = a + b + ¢, potom

O=b-d)+b+(b+d)=3b=06+/(2r —p)p.

Obvod trojuhelniku dle zadanych podminek je roven 61/(2r — p)p cm.
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2.7.5 Uziti geometrické posloupnosti ve finanéni matematice

Geometrickd posloupnost se ¢asto vyuziva ve finan¢ni matematice k pocitani tloh
typu: vypocitat vzrist obyvatel, vzrist vkladu v bance nebo vzrist vyroby za dané
¢asové obdobi. Obdobné tlohy jsou samoziejmé i pro pokles napiiklad ceny néjakého
zbozi, vyroby, atd. Tyto hodnoty se obvykle vyjadiuji v procentech.

Oznacime-li pocateéni hodnoty v uvazované tloze ag, n pocet obdobi (zmén),
za néz probiha pravidelny vzrist nebo pokles, kone¢né hodnoty a, po n obdobich,
p pocet procent, o které pocatecni hodnota za dané obdobi vzroste nebo poklesne,

muzeme potom psat

ay, = ag- (1 + %) , jde-li o vzrist,

a, = Ao (1 — %) , jde-li o pokles.

Oba tyto vztahy muzeme jednotné zapisovat

n

a, = ag- 1",
pritom
r=1+ % =1+40,01p, jde-li o vzrist,
r=1--2"—1-0,01p, jde-li o pokles.
100
Hodnoty ag, ay, as, - - - jsou ¢leny geometrické posloupnosti, jejiz kvocient je roven

q=1r=1=x0,01p.
Vztah a, = ag-r™ se uziva pii vypoctu vkladu s troky (p%) po n trokovacich
obdobich, jestlize vklad ay se neméni. Ve finanéni matematice se cislo r nazyva

arocitel. [7]

Priklad 35:
Za jakou dobu klesne hodnota stroje na polovinu nakupni ceny, odepisuje-li se za

kazdy rok pouzivani 5% ceny stroje z predchoziho roku? [7, s. 410]

ResSeni:

Ozna¢me nakupni cenu stroje ag. Podle podminek v textu tlohy ma byt

1
an = Zao,

2
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tedy

%ao =ap-r", kde r=1— 1(5)—0 =0,95.
Z predchoziho vztahu vyjadiime
0,95" =0,5

Exponencialni rovnici vyfesime zlogaritmovanim obou stran rovnice a upravenim

podle zékladnich pravidel pro pocitani s logaritmy.

n-log 0,95 = log0, 5

~ log0,5
~ 1og0,95

n =14

n

Hodnota stroje klesne na polovinu nakupni ceny ptiblizné za 14 let.

Piiklad 36:
O kolik procent je tireba kazdy rok zvysit produktivitu prace, mé-li se za pétiletku
zvysit 1, 2—nésobné? [7, s. 411]

Reseni:
Ptredpokladame pravidelny rocni prirtistek produktivity prace, oznac¢ime produkti-

vitu prace na pocatku prvniho roku pétiletky ag. Podle zadani tilohy potom plati

P
S 2a0 = ag- 17, er +100

Predchozi rovnici 1ze vydélit hodnotou ag, o které ze zadani vime, ze nebude nulova.
r=+/1,2=23,8%

Rocéni zvySeni produktivity prace méa byt priblizné 3, 8%.

Priklad 37:
Urcete vysi vkladu, ktery za 20 let p¥i roéni Grokové mite 2, 5% vzroste na 30 000 K¢.
(Neuvazujte dan z aroki.) [15, s. 611]
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ResSeni:

Ze zadani ulohy zname nasledujici hodnoty
a, = 30000, n = 20, p=25.

Potiebujeme jen urcit poc¢atecni hodnotu ag, kterou zjistime dosazenim do vzorce a

jeho jednoduchym upravenim.

ay, = Qg <1+i>

100
2.5 20
30000 = ag- (1 + ﬁ)
30000 = ag- 1,025%
30000
40 = 1, 02520
ap = 18308, 30

Ptvodni vklad za danych podminek ¢inil 18 308,30 K¢.

Priklad 38:

Za pét let se pocet obyvatel ve mésté X zvysil o 12%. Jaky byl ro¢ni prirtstek?
(Pocitejte s presnosti na desetiny). [13, s. 71]

Reseni:!!

Ze zadani tlohy vime, Ze pocet obdobi n je rovno péti a vzrist p za pét let byl 12%,

potom pocet obyvatel po péti letech mtizeme vyjadrit jako

12
as = agp- (1 + m) . (245)

Pokud bychom ale pocet obyvatel po péti letech chtéli vyjadiit pomoci vzristu p za

jeden rok, ziskali bychom rovnost

12y 2.46
a5—ao'(+m>. ( )
Polozime-li vztahy (2.45) a (2.46) do rovnosti, mizZeme vypocitat hledany roc¢ni
prirtistek.

12 P
r’ =ap ([ 14+ — |, kde r =14 ——
ap T ao < +100>, er +100

HResen{ neni pievzato z publikace [13]
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Rovnici mtzeme kratit hodnotou ag, protoze urcité vime, ze ptivodni pocet obyvatel

nebyl nulovy. Potom

12
5

— 14+ =
"= 100
r— 112

r=1,023 = p=0,023 =2,3%

Ro¢ni prirtistek obyvatel byl 2, 3%.

2.7.6 Jiné

Priklad 39:

Sadafr prodal prvnimu kupujicimu polovinu vSech svych jablek a jesté ptl jablka,
druhému kupujicimu prodal polovinu zbylych jablek a jesté piil jablka, tfetimu zase
prodal polovinu zbylych jablek a piil jablka atd. Sedmému kupujicimu prodal polo-
vinu zbylych jablek a jesté ptul jablka, a to uz bylo vse, co mél. Kolik jablek mél na
zacatku? [1, s.151]

Reseni:
Pocet jablek, které mél sadai na zacatku si oznac¢ime proménnou x. Potom prvni
kupujici dostal

1
_ x; jablek.

x+1
2 2

Druhy kupujici dostal

1 z+1 1 r+1 .
5 (x— )4‘5 = 52 jablek.

Tteti kupujici dostal

1 z+1 r+1 +1 x+1'blk
— |\ xr — — - = aplek.
9 2 22 9~ 93

Tak bychom pokracovali, az sedmy kupujici dostal

x+1
97

jablek.
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Pocet vsech jablek, které mél sadar na zacatku lze vyjadrit rovnici

x+1+:17—|—1+:p+1+ +x+1
T =
2 22 23 27

kterou upravime na tvar

1 1 1 1
QZZ(SE—i—l) 5—1—?—1—?%-...4-? )

Druhé zavorka v rovnici predstavuje ¢leny geometrické posloupnosti, jejiz prvni ¢len

an+1

: 1 . . .
je a1 = 5 a kvocient je roven ¢ = ==

= % Potom soucet prvnich sedmi ¢lenti této

posloupnosti vypocitame podle véty 2.10 tak, ze

7
-1 1(3) -1
sn:alq ——(21) =1-27
qg—1 2 5-1
Potom plati
T o197 = p=197.
r+1

Sadar mél na zacatku prodeje 127 jablek.

Priklad 40:

V zahradé je 30 zahoni, kazdy z nich je 16 m dlouhy a 2,5 m Siroky. Pri zalévani
zédhont nosi zahradnik vodu ve védrech od pumpy, ktera je 14 m od okraje zahrady a
prochéazi mezi zéhony. Pfitom voda, kterou prinese najednou, staci k zaliti jednoho
zéhonu. Jak dlouhou cestu musi zahradnik ujit, aby zalil celou zahradu? Zacatek

i konec cesty je u studny. [1, s.149]

Reseni:
Aby zahradnik zalil prvni zdhon, musi ujit vzdalenost s; m, kde musi obejit cely
jeden zahon a dojit od pumpy k zahonu a zpét. Potom dostavame

s1 =14+ 16 +2,5+ 164 2,5+ 14 = 65.

Aby zahradnik zalil druhy zdhon, musi ujit vzdalenost sy m (viz obrazek 2.9), kde

dostavame

So=1442,54+16+2,5416+2,5+ 2,5+ 14 = 70.
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25m 25m

16 m

pumpa  14m

L~ e

Obrazek 2.9: Znazornéni cesty zahradnika k zaliti druhého zahonu.

Aby zalil tfeti zadhon, musi ujit vzdalenost s3 m, kde dostavame
53 =14+2,5+2,5+16+2,5+16+2,5+2,5+2,5+ 14 =T75.

7, predchozich hodnot jsme vypozorovali, ze pii kazdém dalsim zaliti zdhonu musi
ujit cestu o 5 m delsi nez predchazejici. Vzdalenosti, které musi zahradnik ujit, aby
zalil celou zahradu, predstavuji aritmetickou posloupnost, jejiz prvni ¢len je a; = 65
a diference se rovnd d = a,.1 — a, = 5. Potom soucet této posloupnosti bude

predstavovat celkovou vzdalenost, kterou musi zahradnik ujit
n n
Sy = §(a1 +a,) = §[a1 + (a1 + (n — 1)d)]

30- {65 4 (65 + 29-5
Sp = 165+ (2 i ) = 4125.

Pti zalévani celé zahrady ujde zahradnik 4 125 m.

Priklad 41:

Pro 31 slepic jsme nakoupili zasobu krmiva na néjakou dobu. Kazda slepice dostéa-
vala 10 1 krmiva kazdy tyden. Pritom jsme predpokladali, Ze se pocet slepic nebude
ménit. Ale protoze kazdy tyden ubyla jedna slepice, krmivo vystacilo dvakrat déle,

nez jsme ptuvodné predpokladali. Jak velka byla zasoba a na jak dlouho jsme krmivo
planovali? [1, s. 149]

Resenti:

Predpokladame, ze jsme nakoupili x 1 krmiva a toto mnozstvi krmiva meélo vystacit

na y tydnt. Pivodni pfedpoklad byl, Ze krmivo bude urceno pro 31 slepic po 10 1
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na jednu slepici za tyden, potom ziskavame rovnici
xr =31-10-y.

Spotteba krmiva ale byla nasledujici

1. tyden ......... 3101
2. tyden ......... 300 1
3.tyden ......... 290 1

V poslednim tydnu (po dvojnésobné dobé nez se predpokladalo) slepice spotifebovali
krmiva
2y —ty tyden.......... 310 — 10(2y — 1) = 310 — 20y + 101

Potom celkova zasoba krmiva se rovné
x = 310y = 310 + 300 4+ 290 + ... + (310 — 20y + 10)

Predchozi rovnice predstavuje aritmetickou posloupnost, jejiz prvni ¢len je a; = 310

a posledni 2y—ty clen je roven 310 — 20y + 10, potom soucet této posloupnosti je
n
Sn = —(a1 + ay,
2( 1+ ay)

Potom plati

2y- (310 + 310 — 20y + 10)

Soy = 5
2y- (310 + 310 — 20y + 10)

2
310y = (630 — 20y)y,

310y =

Protoze pocet tydnt nemiize byt rovno nule, mizeme danou rovnici vydélit promé-

nnou y. Potom dostaneme
31 =63 — 2y = y =16 = = = 310y = 4960.

Zasoba krmiva byla 4960 1 a byla planovana na 16 tydnt.
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Priiklad 42:

Zaci posledni tiidy se zavézali vykopat na $kolnim pozemku piikop a zorganizo-
vali na kopani brigadu. Kdyby cela brigada pracovala v plném poctu, prikop by
byl vykopan za 24 h. Ale ve skutecnosti nejprve kopal jen jeden ¢len brigady. Po
néjaké dobé se k nému pridal druhy, za stejnou dobu pak tfeti, za nimi po stejné
dobé ctvrty atd. az nakonec posledni. Ukézalo se, ze prvni ¢len brigady pracoval

jedenackrat déle nez posledni. Jak dlouho pracoval posledni ¢len brigaddy? [1, s. 150]

Reseni:

Predpokladejme, Ze posledni ¢len brigady pracoval x h, potom prvni ¢len brigady
pracoval 11z h. Pocet vSech zakid ve tfidé, ktefi se ztcCastnili brigady, oznacime
proménnou y. Potom celkovy pocet hodin prace je roven souctu y ¢lent klesajici
aritmetické posloupnosti, jejiz prvni ¢len je a; = 11z a posledni ¢len je a, = =z.

Soucet posloupnosti je roven

Sp = = (al + an)a

|3

Sp = %(llx + ) = 6xy.

7 dalsich idaju ze zadani vyplyva také rovnost
sp, = 24y.
Musi tedy platit
6ry = 24y.

Rovnici muzeme vydélit ¢islem y, o kterém vime, Ze nemtize byt rovno nule. Potom
dostavame
6 = 24 = x=4.

74k, ktery pfisel na brigddu posledni, pracoval 4 h.
Priklad 43:
Ocelové roury se skladaji do vrstev tak, ze roury kazdé vrstvy horni zapadaji do

mezer vrstvy dolni. Do kolika vrstev se slozi 90 rour, jsou-li v nejhotejsi vrstve

2 roury? Kolik rour je v nejspodné&jsi vrstve? [5, s. 79]
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Reseni:!?

Jednotlivé vrstvy rour predstavuji ¢leny aritmetické posloupnosti, o které plati
a; = 2, d=1, sn = 90.

Zajima nas hodnota n, tj. kolik vrstev vznikne pouzitim 90 rour, a hodnota posled-
niho ¢lenu posloupnosti a,, tj. pocet rour v nejspodné;jsi vrstve. Nejdrive si vyjadiime

n—ty c¢len posloupnosti
a,=a1+n—1Dd=2+n—-1=n+1.

Tento vztah dosadime do vztahu pro soucet prvnich n cleni aritmetické posloup-

nosti, upravime a vyjadfime hodnotu n.

Sp = —- (a1 + ap)

|3

90 == (24+n+1)

|3

n®+3n—180 =0 = ny = —15, ny =12

Protoze proménna n miize byt pouze prirozené ¢islo, feseni pro n; = —15 neexistuje.

Uloha ma tedy pouze jedno fefeni a to n = 12. Hodnota dvanéctého ¢lenu je rovna
app =2+11-1=13.
Roury se slozi do 12 vrstev a v nejspodnéjsi vrstvé je 13 rour.

Priiklad 44:
V poslucharné je 1 000 mist k sezeni. Sedadla jsou usporadana do 10 rad tak, ze

pocty sedadel v jednotlivych fadach tvori c¢leny aritmetické posloupnosti. V prvni
fadé je 46 sedadel. Kolik sedadel je v posledni fadé? [15, s. 592]

Reseni:

O zadané aritmetické posloupnosti zname nasledujici idaje

n = ].0, S10 = 1000, a; = 46

12Reseni neni prevzato z publikace [5]
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a chceme zjistit hodnotu posledniho (desétého) ¢lenu a,, = ajp. K tomu pouzijeme

vzorec pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti
n
Sp = —- (a1 + ay,).
5 (a1 + an)
Po dosazeni a kratké ipravé dostaneme
10

aip = 154

V posledni fadé je 154 sedadel.
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2.8 Zajimavé matematické problémy a posloup-

nosti

Piiklad 1: Problém Hanojskych veézi'?

Do drevéné desky jsou vsazeny tfi koliky. Na prvnim z nich je navleceno n diskt
navzajem ruznych praméru s otvory uprostied tak, ze tvori pyramidu (nejnize lezi
disk s nejvétsim préimérem). Ulohou je piemistit vSechny disky pomoci druhého
koliku na treti. Jeden tah znamena preneseni jednoho disku z vrcholu jedné pyra-
midy na vrchol druhé. Pfitom nesmi lezet disk s vétsim primérem na disku s mensim

priumérem. Kolik tahti nejméné musime provést? [2, s. 17]

Reseni:
Nejmensi mozny pocet tahti potfebny pro preneseni n diskd oznac¢ime symbolem a,,
a a; = 1. Pokud vynechame trivialni tlohu, ze je potfeba prenést pouze jeden disk,

a budeme predpokladat, ze n > 1, budeme postupovat nasledovné:

1. Z prvniho koliku pfeneseme n — 1 diski na druhy kolik, abychom uvolnili

nejvétsi disk ve spodu pyramidy na prvnim koliku. K tomu je t¥eba a,,_; tah.
2. Jednim tahem pfesuneme nejvétsi disk z prvniho koliku na treti kolik.

3. 7 druhého koliku pfeneseme pomoci prvniho n — 1 diskii na tteti kolik. K tomu

opét potrebujeme a,_; taht.

Po secteni provedenych tahti v predchozim postupu ziskdme rekurentné zadanou
posloupnost {a,}
a=1,a, =2a,_1 +1 pron > 1.

Vypiseme si né€kolik ¢lent této posloupnosti: 1,3,7, 15,31, ... Nas odhad je, ze vzorec
pro n—ty ¢len posloupnosti je

a, =2" — 1,
ktery ovéfime matematickou indukei.

1. Necht n=1:a0,=2"-1=1

3 Hanojské véze, patii mezi Gasté programatorské tilohy na cviceni rekurze. Casova slozitost této
tlohy je exponencidlni a roste velmi rychle. Hlavolam je zalozeny na staré legendé. Pti stvoreni
svéta bylo v jednom buddhistickém klastete ve starobylém asijském mésté na jednu ze tii jehel
umisténo 64 posvatnych diskt. Od té doby mnisi tohoto klastera prerovnavaji denné po jednom
disku pyramidu 64 posvatnych diskt na cilovou jehlu. Legenda tika, ze az mnichové premisti
posledni disk na cilovou jehlu, nastane konec svéta. Toho se ale jen tak obavat nemusime. Pro
n = 64 je potfebny pocet tahii roven asi 1,84- 10, tedy pokud napf. hra¢ piesune 1 disk za 3
sekundy, bude pfesun celé pyramidy trvat 1,84-10'? let.
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2. Predpokladame, ze pro Vn € N plati a,, = 2" — 1. Nyni ovérime, zda tvrzeni

plati i pro vSechnan +1 € N :

Uy = 2" — 1.

Pro rekurentné zadanou posloupnost {a,} plati

Unp1 =20, +1=2(2" —1) = 2" — 1.

Tim je vztah a,, = 2" — 1 dokazan.

Pro premisténi n diskl je nejméné potieba 2" — 1 tahii.

Piiklad 2: Vypocet druhé odmocniny realnych cisel
Najdeéte alespon jeden zptisob pro ptiblizny vypocet druhé odmocniny kladného real-
ného ¢isla a. [6, s. 110]

Resenti:

Nejprve zvolime libovolné kladné ¢islo 1, jehoz druha mocnina je vétsi nez ¢islo a.

Pro ¢islo z; tedy plati 22 > a = x; > +/a, protoZe obé ¢isla a i z; jsou kladnA.

Vime, ze plati
a a

\/5:%>x—1

Potom musi platit nerovnost
a
— < Va <. (2.47)
o

Uvazujme dale posloupnost {z,}5°, ktera je zadana rekurentnim vztahem

1
Tut1 = 5 <i + xn> . (2.48)

Potom muzeme Fici, Ze posloupnost {z,}>° ; mé nasledujici vlastnosti:
o Vn e N: = < \a <y,
e posloupnost je klesajici;
e posloupnost je omezena;
e posloupnost je konvergentni (podle véty 2.13).

U pocitani limity posloupnosti néas zajima jeji chovani pro ¢leny jdouci do nekonec¢na

(tedy pro hodné velkd n). Proto je zfejmé, ze posloupnosti {x,}2%, a {z,41}22,,
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které se od sebe lisi pouze o jeden clen, maji stejnou limitu ¢

lim z, = lim x,.1 = c. (2.49)
n—oo n—oo

Podle rovnosti (2.49) lze v rekurentnim vztahu (2.48) nahradit z,, hodnotou ¢ a tim

dostaneme

Timto jsme zjistili, Ze limitou posloupnosti {z,}°°; a {z,41}22, je iracionalni ¢islo

Ja.

Pro lepsi predstavu vypocitame podle vztahu (2.48) druhou odmocninu éisla 2. Je-li

1/2 3
= 2(2+> 2~ "

a =2, r; =2, potom

1/2 3\ 17
(2=t o1
s 2(g+2> g~ Lo
1/2 17\ 577
(2L =28 2 414216
x‘* 2(}—;+12) 108

Na tomto piikladu je vidét, Ze jednotlivé ¢leny posloupnosti konverguji k ¢islu /2

velmi rychle.

Priklad 3: Vypocet Ludolfova ¢isla 7

Recky matematik Archimédes ukéazal, ze pro é&slo 7 plati nerovnost

223 22
<< —.

1 7

K tomuto vztahu dospél tak, ze porovnaval délku kruznice s obvody pravidelnych
n—ruhelnikl, které jsou vepsany a opsany dané kruznici. Pokuste se tento postup

zopakovat a stanovit hodnotu 7. [11, s. 63]
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Reseni:

Budeme uvazovat jednotkovou kruznici (r = 1), jejiz obvod je roven 27. Ozna¢me
{0,}22, posloupnost obvodi pravidelnych n—thelnikit vepsanych do kruznice a
{0,,}22 | posloupnost obvodi pravidelnych n—thelniki opsanych kruznici. Z obrazku
2.10 je zfejmé, ze posloupnost {o0,}7°, je rostouci a omezena obvodem kruznice a
posloupnost {O,,}22; je klesajici a omezend opét obvodem kruznice. Podle véty 2.13
je kazda monoténni a omezena posloupnost konvergentni. Oba tyto pfedpoklady
posloupnosti {0, }°°; a {O,}22, spliiuji, mizeme tedy fict, Ze jsou konvergentni, tj.

maji vlastni limitu. Je mozné dokazat, ze pro Vn € N plati

o, < 2w < O, a navic lim o, = lim O, = 27. (2.50)

n—o0 n—oo
Nyni vyjadiime n—té ¢leny posloupnosti {0,}5°, a {O,}>°, z obrazku 2.11, na

n=3 n

"
'S

Obrazek 2.10: Znéazornéni pravidelného trojihelniku, ¢tyrahelniku a Sestitthelniku
opsaného a vepsaného kruznici.

kterém je znazornéna jedna strana pravidelného n—ihelniku opsaného a vepsaného
kruznici. Pro dalsi odvozeni je nutné si uvédomit, ze pravidelny n—uhelnik je mozné
rozdélit na n rovnoramennych trojihelniki, jejichz tihel proti strané daného n—uhelniku

7 . o
mé velikost %.
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Obrazek 2.11: Jedna strana pravidelného n—uhelniku opsaného a vepsaného
kruznici.

Z pravouhlého trojuhelniku APS plyne

180°
— =

sin

— |w|§
S
3

Z pravouhlého trojuhelniku C'QS plyne

180° 4= A,
tan == =—
n 1 2

Odtud pro délky stran n—uhelniku vepsaného a opsaného kruznici ziskame

180° 180°
a, = 2sin , A, = 2tan )
n n

A pro obvody uvazovaného vepsaného a opsaného n—uhelniku potom plati vztah

180° 180°
0, = 2nsin , 0, = 2ntan
n n

Dosazenim do vztaht (2.50) a po kratké upravé dostaneme

80° 180°
< 2w < 2tan
n n
80° 180°
< 7 < tan
n n

. . 180° . 180°
lim | sin = lim | tan =T.
n—oo n n—oo n

2sin

sin
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Pokud bychom postupné dosazovali za n stale vyssi hodnoty, urcili bychom ¢islo 7
na libovolny pocet desetinnych mist. Naptiklad pro 1000—thelnik ziskdme odhad

¢isla 7 s presnosti na 5 desetinnych mist
2-3,14158 < 27 < 2 - 3,14160 = T = 3,14159.

Pro srovnani ¢islo 7 s presnosti na deset ¢islic je m = 3, 1415926535.

Priiklad 4: Fibonacciho posloupnost

Fibonacci, vlastnim jménem Leonardo Pisansky (kol. 1170 —1250), byl jednim z nej-
vyznamnéjsich matematiki stifedoveéké Evropy. S Fibonacciho jménem se nejcastéji
setkavame v souvislosti s tzv. Fibonacciho ¢isly. Tyto ¢isla predstavuji rekurentné
zadanou posloupnost, ktera se objevuje v jedné tloze o ristu populace kraliki ve
Fibonacciho sbirce uloh Liber abaci. Tuto posloupnost jako prvni pojmenoval fran-
couzsky matematik Edouard Lucas (1842 — 1891), ktery ji oznacil jako Fibonacciho

posloupnost a jeji ¢leny Fibonacciho ¢isla. [19]

Uloha zni:

Jisty muz vlastnil jeden par kralikti. Tyto kraliky umistil do uzaviené ohrady. Jeho
pranim bylo zjistit, kolik part kralikd zplodi tento jeden par za jeden rok. Pricemz
se predpoklada, ze zadny kralik neuhyne ani se neztrati a ze jeden par dospélych
kralikt zplodi jeden par kraliki, ktefi dospéji za dva mésice a poté vSechny produk-

tivni pary zplodi po jednom péaru kralikt. [20, s. 277]

Reseni:
V ,nultém® mésici existuje jeden par kralikd. Néasledujici tabulka znazoriuje vyvoj

populace kralikii behem jednoho roku.

n |[0(1[23|4|5 |6 | 7|8]|9] 10|11 | 12
Sp |l 1[1]2]3[5| 8 [13/21 ]34 55| 89 | 144 | 233
N,|[|O|1]1/2]3 8 | 1212134 | 55 | 89 | 144
F,||1]12]3[5[8|13|21|34|55|89 | 144 | 233 | 377

Oznaceni:

Noonn.. pocet jednotlivych mésict

Spoein pocet starych ptavodnich parta kraliki

Ny...... pocet novych part kralikt

F,...... pocet vSech kralikti na konci k—tého mésice

70



Posledni radek tabulky lze vyjadrit jako soucet dvou predchézejicich ¢isel toho

samého radku a plati
F,=S,+N,=85,+S,1=F,1+ F, .
Cisla F, jsou zadana rekurentné a pfedstavuji nasledujici posloupnost
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,133, 377, . ..

Jednotlivé cleny predstavuji pocet dospélych part kralik v jednotlivych mésicich.

Potom po roce bude muz mit 377 kraliki.

Fibonacciho posloupnost ma radu riznych aplikaci a zajimavych vlastnosti, napft.
vztah Fibonacciho ¢isla a Pascalova trojihelniku (vice se dozvite v [18, s. 40]). My
si nyni uvedeme dvé slovni tlohy, které propojuji kombinatoriku a Fibonacciho pos-

loupnost.

V nésledujicich prikladech budeme Fibonacciho posloupnosti rozumét takovou

posloupnost, jejiz n—ty ¢len je F,, pro n > 2 zadan nasledovné

F, = F,_1 + F,_5 a poc¢atecni podminky jsou F} = 1, Fy, = 2.

Piiklad 4.1:
Urcete pocet zpiisobtl, jimiz se da vyjit schodisté o n schodech, jestlize se pti kazdém

kroku vyneché nejvyse jeden schod. [18, s. 38]

Reseni:

Na obrazku 2.12 je znazornén jeden zptusob, jak dané schodisté vyjit. Pocet zpi-
sobi, jimiz se da takto vyjit schodisté o n schodech, oznac¢ime proménnou p,. Tyto
zpusoby rozdélime do dvou disjunktnich mnozin podle toho, zda se slapne na prvni
schod, nebo zda se piekro&i. Slapne-li se na prvni schod, ztistava (n — 1) schodt,
které lze vyjit p,—; zpusoby. Pokud se ale prvni schod ptekroci, zustava (n — 2)

schodii, které lze vyjit p,_o zptusoby. Potom tedy plati

DPn = Pn—1 1+ Pn—2 A 1= 1,]92 = 2.

Potom ma posloupnost p,, stejny rekurentni vzorec i poc¢atecni podminky jako Fi-

bonacciho posloupnost, tj. p, = F,.
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Obrazek 2.12: Jeden zptisob, jak vyjit schodisté, pro n = 5.

Schodiste o n schodech se zadanymi podminkami se da vyjit F}, zpiisoby.

Priklad 4.2:
Urcete, kolika zptsoby je mozno vydlazdit obdélnikovou chodbu 2 x n, je-li k dis-

pozici neomezené zasoba obdélnikovych dlazdic 2 x 1. [18, s. 39]

Reseni:
Na obrazku 2.13 je znazornén jeden zpisob, jak vydlazdit zadanou obdélnikovou

chodbu. Pocet zpiisobtl vydlazdéni chodby délky n oznacime proménnou p,. Tyto

5

Obrazek 2.13: Jeden zptisob, jak vydlazdit obdélnikovou chodbu, pro n = 5.

zpusoby rozlozime do dvou disjunktnich mnozin podle toho, jak jsou umistény prvni
dlazdice. Je-li na zacatku chodby polozena svisle jedna dlazdice jako na obrazku
2.14 a), ztustava k vydlazdéni chodby jesté vzdalenost (n — 1). K tomu bude potieba
pn—1 dlazdic. Jsou-li na zacatku chodby polozeny vodorovné dvé dlazdice nad se-
bou jako na obrazku 2.14 b), zustava k vydlazdéni chodby jesté vzdalenost (n — 2).
K tomu bude potieba p,,_o dlazdic.

Potom tedy plati rovnost

DPn = Pn—1 1+ Pn—2 A 1= 1,]72 = 2.
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a) 1 n-1 b) 2 n2

Obrazek 2.14: Mozné zptsoby umisténi dlazdic na zac¢atku chodby.

Potom mé posloupnost p,, stejny rekurentni vzorec i pocatecni podminky jako Fi-

bonacciho posloupnost, tj. p, = F},.

Chodbu 2 x n lze vydlazdit F,, zpusoby.
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2.9 Ulohy z matematickych olympiad

Priklad 1:

Je déna posloupnost {a,}, kde

n2

:2—n_

Dokazte, Ze tato posloupnost ma nejvétsi clen a urcete ho. [5. roénik MO, 1. kolo

an

kategorie Al

Resent:

Pro vSechna prirozena cisla n plati a,, > 0. Pritom prvni ¢leny posloupnosti jsou

1 9 25
CL1:_7a2:]-7a3:_7a4:]-7015:

2 8 @,...

Pokusime se dokézat, ze se ¢leny této posloupnosti {a,} od ¢lenu a3 zmensuji, tj. ze
plati

Gp > Gpy1 Nebo ap, — apig >0

pro vSechny piirozena ¢isla n > 3.

Oznacime-li d = a,, — a,1, potom plati

n*  (n+1)>
on gnl

20— (n*42n+1)
o on+1 ’

2_9on—-1
q=r—n--
2n+1

d

Chceme dokazat, ze plati d > 0. To bude z predchozi rovnice platit, pokud dokazeme,
7e citatel + = n? — 2n — 1 zlomku z piedchozi rovnice je kladné éislo pro vSechny

n > 3. Citatel lze upravit na tvar
r=(n—1)7?-2,

kde pron > 3 je n—1 > 2. Druhé mocniny pfirozenych c¢isel vétsi nez 1 jsou vétsi nez
¢islo 2 a proto je ¢islo x kladné pro vSechny prirozena cisla n > 3. Potom skutecné
plati nerovnost a,, > a,+1 pro n > 3. Dokazali jsme tedy, ze ¢len a3 = % zadané
posloupnosti je skutecné jejim nejveétsim clenem.
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Priiklad 2:

Ptirozena ¢isla 1,2, 3 ..., n napsana v néjakém poradi oznacme ay, as, . . ., a,. Jestlize
je n ¢islo liché, je soucin (a1 —1)(ag —2) ... (a, —n) délitelné 2. Dokazte. [17. ro¢nik
MO, 2. kolo kategorie D]

Reseni:
Mezi ¢isly 1,2,3...,n je pfi lichém n lichych ¢isel o jedno vice nez sudych. Proto
v uspotfadani aq, as, . . ., a, stoji aspon jedno liché ¢islo ay na lichém misté k. Sudych

mist je totiz o jedno méné. Rozdil ay, — k je potom délitelny dvéma a proto i soucin

(ay — 1)(ag —2)...(a, —n) je délitelny dvéma.

Priklad 3:

Pokud (nekoneénd) aritmeticka posloupnost ptirozenych ¢isel obsahuje t¥eti mocninu
ptirozeného ¢isla, potom obsahuje nekoneéné mnoho takovych mocnin. Dokazte. [12.
ro¢nik MO, 1. kolo kategorie A]

Reseni:

Predpokladejme, ze aritmeticka posloupnost s diferenci d (d > 0) obsahuje moc-
ninu @, kde a je piirozené ¢&islo. Potom podle vlastnosti aritmetické posloupnosti
obsahuje také mocninu (a + kd)?, kde k je libovolné piirozené ¢islo. Pro diferenci d

plati a,+1 — a, = d, potom
(a+ kd)® — a® = kd[(a + kd)* + (a + kd)a + a®] = md pro m celé,

které lze upravit na tvar
(a+ kd)® = a® + md.

Tim jsme dokézali, ze kazdy ¢len posloupnosti lze vyjadrit jako tfeti mocnina pii-

rozeného c¢isla.

Priklad 4:
Budiz dana posloupnost {a,}, kde a,, # 0 pro kazdé ptirozené n. Jestlize tato pos-

loupnost {a,} ma limitu riznou od nuly, pak posloupnost {a“—il} ma také limitu,
pfi cemz
G,

lim =1.

Dokazte. [3. ro¢nik MO, 1. kolo kategorie A]
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Reseni:

Predpokladéame, Ze je dana konvergentni posloupnost {a, }. Vynechdme-li prvni ¢len
této posloupnosti, dostaneme posloupnost a, 1, ktera je také konvergentni posloup-
nosti a mé stejnou limitu jako posloupnost {a,}. Zajima nas ¢emu se tyto posloup-
nosti rovnaji pro hodné velika n, proto vynechani jednoho ¢lenu vysledek konver-
gence neovlivni. Podle véty 2.14, ktera tika, ze limita podilu je rovna podilu limit,
a za predpokladu, ze lima,, # 0, tudiz i lima,, 1 # 0, plati

an lim a,,

lim = — =1.
n—=00 Up41 lim a1

Priklad 5:
Z cifer nula, jedna je utvorena posloupnost 10100100010000. .., za n—tou jednickou
stoji n nul (n = 1,2, ...). Kolik jedni¢ek stoji na prvnim milionu mist této posloup-

nosti? Na kolikdtém misté stoji posledni z nich? [27. ro¢nik MO, 1. kolo kategorie C]

Reseni:
Uvazujeme zacatek dané posloupnosti az po n—tou jednicku a za ni stojici nuly,
kterych je pravé n. Oznac¢me a,, pocet cifer n v tomto koneéném tiseku dané posloup-

nosti, na kterém je n jednicek a 1 4+ 2+ 3 + ... + n nul. Plati proto

1 1
a, :n+§n(n+ 1) = §n(n+3).

Potom prvni ¢leny této posloupnosti budou
CL1:2, Cl2:5, &3:9,...

Je-li p pocet jednicek stojicich na prvnich k£ mistech dané posloupnosti, pak je k—ta
cifra bud p—tou jednickou, nebo je nékterou z p nul, stojicich za p—tou jednickou.
Musi tedy platit ap41 < k < a, a ¢islo p je témito nerovnostmi jednoznacné urceno

¢islem k. V nasem piipadé je k = 10°, hledany pocet p dostaneme z nerovnosti

p(p +3),

N —

1
5(p —1(p+2)<10°<

které upravime na tvar

1 2 3 2
<p—|—§) < 2000000, 25 < (p+§) .
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Hodnota r = /2000000, 25 lezi mezi hodnotami 1414,2 a 1414, 3. Pro p pak plati

nerovnosti
p+0,b<r<1414,3 A 1414,2 <r <p+1,5.

Tedy
1412, 7 < p < 1413,8

a protoze p je prirozené cislo, je p = 1413. To je pocet jednicek stojicich v dané
posloupnosti nejvyse na miliontém misté. Posledni z nich stoji na misté s poradovym
¢islem a,_1 + 1 = 998991.
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Kapitola 3

Ciselné fady

3.1 Zavedeni pojmu ciselna rada
Definice 3.1
Necht {a,}>°, je posloupnost redlnych ¢isel. Symbol

oo

a1+a2—|—a3+...:Zan

n=1

se nazyva nekoneéna fada. Cisla a, se nazyvaji ¢leny fady. Posloupnost {s,}>°,
definovana predpisem

S1 — Qq
So = ai + asg

S3 =ai +as+ as

sn:a1+a2+a3+...+an22ak

se nazyva posloupnost ¢astecnych soucti fady >~ | a,.

Definice 3.2
Rada )7 | a, se nazyva konvergentni, je-li prislusnd posloupnost ¢asteénych soucti
{5,152, konvergentni. V opa¢ném piipadé se fada nazyva divergentni.

Je-li fada )" | a,, konvergentni, potom existuje

lim s, = s
n—oo
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a nazyva se soucet fady. Piseme

%)
E ap, = S.
n=1

Divergentni fada nema soucet. Jinak feceno, fada - | a, diverguje k £oo, jestlize

posloupnost jejich ¢asteénych souct {s,}>2; diverguje k +oco. [10]

Véta 3.1

Necht {a,}>°, je geometrickd posloupnost. Potom k ni pfislusna rada

[e.9]

ay +aq+ag® + ... Fag"t = Z arq"”

n=1

1

se nazyva (nekone¢nd) geometricka fada.

Posloupnost ¢asteénych souctt {s,}>°; ma tvar
o 5, =a =L pro q # 1,
® 5, =n pro g =1.

Pokud |g| < 1, je geometrické fada konvergentni, protoze plati

a1

lim ¢" =0 = lim s, = .
n—00 n—00 —q

Pokud |g| > 1, geometrické fada diverguje. [10]

Véta 3.2

Jsou-li fady {a,}ro, {bn}o2, konvergentni a jejich soucty jsou s,, sp, potom Fada

[e.9]

(ava,, + Bby,) , a, B eR,

n=1

je také konvergentni a jeji soucet je as, + Bsp.
Pro a=1,5 =1 plati

Z((zn+bn) :Zan—l—an. [10]
n=1 n=1 n=1

Je tfeba si uvédomit, ze pokud urcujeme soucet kone¢ného poctu scitanci,
mizeme pouzit asociativni vlastnost operace scitani. Této vlastnosti vSak nelze

vyuzit, pokud budeme sc¢itat nekoneéné mnoho ¢isel. V tomto pripadé nejde o soucet
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v béZném smyslu slova, ale metodou vypoctu je ,limitovani“. [6]

3.2 Historické ulohy

Priklad 1: Achilles a zZelva

Uloha Achilles a Zelva patii mezi pomérné zndmé Zenonovy aporie (logické paradoxy).
V upravené formé tloha zni:

Achilles a Zelva spolu zavodi v béhu na 100 m, Achilles je rychlejsi a tak da Zelvé
naskok 10 m. Kdyz zavod zacne a Achilles se dostane na startovni misto zelvy, tj.
10 m z celkové trasy, zelva uz ma pred nim naskok v podobé jedné desetiny, tj. 1 m.
Kdyz se Achilles dostane na 11 m, zelva ma opét naskok 0,1 m. Cely zavod se tak
rozdéli i ¢asové na nekoneéné mnoho malych kousku (ale s neprazdnou délkou) a
jejich soucet bude nekonec¢ny. Achilles se k zZelvé stale priblizuje, ale nikdy ji nedo-

honi. V ¢em se Zenon ve své tvaze mylil?

Resenti:

Néaskok zelvy v jednotlivych tsecich tvori klesajici geometrickou posloupnost

1 1 1

10,1, —, —, ——, .. .,
10" 100" 1000

kterou lze secist vztahem pro soucet nekonecné geometrické rady, jejiz prvni clen je

a1 = 10 a kvocient je g = %0'

i ! —10+1+1+ L +
10m—-1 10 100 7

n=0

10 100 -
- —= =111

Sn

Zenon se mylil v zdkladni myslence, Ze nekonec¢na fada mize mit koneény soucet.

Achilles tedy Zelvu dohoni po ubéhnuti 11,1 m.

Priklad 2:

Kalif z Bagdadu dovolil jednomu matematikovi, aby si pral, co chce. Matematik se
zatvaril nevinné a tekl: ,Velky kalife, mam skromné prani. Odmén mé psSeni¢nymi
zrny, a to takto: Dej mi tolik pSeni¢nych zrn, kolik jich bude muset byt na posled-

nim poli Sachovnice, jestlize na prvni polozime jedno zrno a na kazdé nasledujici
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dvojnéasobek toho mnozstvi, které bude na predchazejicim poli.“ Kalif se zasmal a
ochotné souhlasil. Domnival se, Ze matematik nedostane ani tolik zrni, aby si mohl
upéci bochnik chleba. Velmi se vsak podivil, kdyz mu matematik vypocital, ze jeho

prani se neda splnit. Je to mozné? [14, s. 25]

Reseni:

Podle matematikovych instrukei je na prvnim poli Sachovnice jedno zrno, na druhém
poli budou 2 zrna, na tfetim poli budou 4 zrna, na ¢tvrtém poli bude 8 zrn, atd.
Pocet jednotlivych zrn na kazdém poli predstavuje ¢leny geometrické posloupnosti,
jejiz prvni clen je a; = 1 a kvocient posloupnosti je ¢ = “Z—:l = 2. Podle véty
3.1 je geometricka rada tvofena z této posloupnosti divergentni a jeji soucet jde
k nekoneénu, protoze |¢| > 1. Jenom pocet zrn na poslednim poli Sachovnice je
roven ¢islu 262 = 9 223 372 036 854 775 808.

Mohli bychom jesté ur¢it, kolik pytld se zrnim predstavuje 2%

zrni, kdyz jeden pytel
vazi 60 kg a jedno zrno vazi priblizné 0,04 g. Potom by jeden pytel obsahoval 1 500
000 zrn a zrna na poslednim poli Sachovnice by se vesla do 6 146 914 691 236 a
pul pytle. I toto cislo je jen tézko predstavitelné. Proto bychom mnozstvi zrn na
poslednim poli sachovnice mohli urc¢it poctem vagdnti, které naplni. Bézny vagon
uveze 50 tun nakladu, tj. 1 250 000 000 zrn. Potom 25 zrn by se muselo nalozit do
7 378 697 629,5 vagond.

Tvrzeni na konci tlohy, Ze se prani matematika ned4 splnit, je pravdivé.

Priklad 3:
Vypocitejte obsah obrazce utvoreného z nekonecné mnoha pravotuhelniki, jestlize se
délky jejich vodorovnych stran zmensuji v poméru 4:1 a délky jejich svisljch stran

se zvétsuji v poméru 1:2 (viz obrazek 3.1).! [19, s. 11§]

Resenti:

Obsahy jednotlivych pravothelniki predstavuji ¢leny nekonecné geometrické fady

48+24+124+6+...

1Uloha byla uvedena v traktatu O konfiguraci kvalit od italského matematika Nicole Oresme
(kol. 1323 - 1328). Text tlohy i jeji Feseni bylo upraveno podle dnesniho vyjadfovani a zépisu.
Stézejni myslenka Oresmeho dikazu zistala vSak zachovana.
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12
48 4

|

Obrazek 3.1: Obrazec tvofeny z nekone¢né mnoha pravothelniki. [19, s. 119

Tato rada je konvergentni, protoze jeji kvocient ¢ = % spliiuje podminku |¢| < 1.

Potom soucet této rady je

Zadana nekonecné fada m4 obsah 96 j2.

Piiklad 4: Odskodnéni vojikovi®

Vojék dostal odskodnéni za kazdou ranu, kterou utrpél v bitveé, a to podle téchto
pravidel: za prvni ranu 1 kopejku, za druhou ranu 2 kopejky, za treti 4 kopejky atd.
Kdyz se spocitala vSechna zranéni, vojak dostal jako odskodnéni 655 rubli a 35
kopejek?®. Kolik mél vojék ran? [1, s.153]

Reseni:
Ze zadanych tidaji sestavime rovnici, kde na levé strané mame vysi celkového
odskodnéni vojaka a na pravou stranu jsme dosadili vysi odskodnéni za jednotlivé

rany, kde neznama x predstavuje hledany celkovy pocet ran
65535 = 1 +2 427 +2° + .. +2°"L,

Hodnoty na pravé strané rovnice predstavuji ¢leny konecné geometrické rady, jejiz

soucet ziskame

gt —1
S =day-
1 q—l
2r-1.9 1 o 1
s§=————=2"—-1.
21

2Uloha pochézi z ruské uc¢ebnice Uplny kurs ¢isté matematiky, kterou v roce 1795 sestavil ucitel
specialni matematiky Jefim Vojtgachovskij.
3100 kopejek = 1 rubl
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Potom dostaneme rovnost
65535 = 2% — 1 = T =16

Vojak v bitvé utrzil 16 ran.

Piiklad 5: Koupé koné*

Kdosi prodal koné za 156 rubli. Nicméné kupujici se nakonec rozhodl koné nekoupit
a vratit ho majiteli se slovy: ,,Neni divod, pro¢ bych si mél nechat za tuto cenu
koné, ktery nestoji za takové penize.“ Na to mu prodavajici nabidl jiné podminky:
,Jestlize je podle tvého nazoru cena za koné vysoka, kup si jenom jeho hiebiky
z podkov; koné pak dostanes bezplatné. Hiebiku je v kazdé podkové Sest. Za prvni
hiebik mi dej pouze i kopejky, za druhy % kopejky, za tieti 1 kopejku, ...“
Kupujici byl velmi potésen nizkou cenou, chtél dostat koné zadarmo a tak prijal
podminky prodavajiciho. Myslil si pritom, ze nebude muset zaplatit dohromady vic

nez 10 rubli. Kolik pii této dohodé kupujici prodélal? [1, s.153]

Reseni:
Jednotlivda mnozstvi penéz za 24 hiebikti z podkov pfedstavuji ¢leny konecné geo-
metrické rady

1 1
Z+§+1+2+22+23+...+22‘H”.

Potom soucet tady je roven

q" —1
s =ay-
1 q—l
1 2%—1 1 3
_ 1 =222 = = 4104303° kopejek.
T e 1 g P

Kupujici by za 24 hiebikti a koné zdarma zaplatil 4194303% kopejek, coz je témeér
42 000 rubld.

4Uloha pochéazi z ruské aritmetiky od Magnického staré 200 let.
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3.3 Uziti fad ve (slovnich) tlohach

Priklad 6:

Zjistéte soucet nasledujici rady

i (21“ - 3%) . 12, 5. 491] (3.1)

Reseni:

Nejprve si vypiseme nékolik ¢lenti této rady

/1 1 11 11 11
;(27—37) = (§—§)+(§—§)++(2—n—3—n) + ...
Vidime, ze zadanou fadu miizeme rozdélit na dvé nekonecné rady, jejichz vlastnosti
budeme urcovat pro kazdou fadu zvlast.
Prvni rada

1 1 1

§+§+...+2—n+...
je nekonec¢na geometricka fada, jejiz prvni ¢len je a; = % a s kvocientem ¢, = %

Jelikoz |q,| < 1, je tato fada konvergentni a jeji soucet se rovna

1
2
Sq = =1
1—3
Druh4 rada
1 1 1
3 32 3n
je také nekonecna geometricka fada, jejiz prvni cClen je by = —% a s kvocientem

Q= % Jelikoz |qp| < 1, je tato fada opét konvergentni a jeji soucet se rovna

Zadanou fadu (3.1) tvori dvé konvergentni fady, proto i fada (3.1) musi byt konver-

gentni podle véty 3.2. Soucet fady (3.1) je souc¢tem obou dil¢ich tad

e s —1 I 1
S= 84+ Sp = 5= 3
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Dané fada (3.1) ma soucet 3.

Priklad T7:
Urcete soucet tady .
3 23” 16, s. 3]
n=1
Reseni:
Podle definice 3.1 uréime nejdiive n—ty ¢astecny soucet zadané rady a podle definice

3.2 provedenim limitniho pfechodu urc¢ime jeji soucet.

1 2 3 n
n=o Attt 3.2
=gt mtgte Tt (3.2)

Po vydéleni rovnosti dvéma ziskame

Sp 1 2 3 n
PR R T

(3.3)

Odecteme-li rovnici (3.3) od (3.2) dostaneme

Sp 1 1 1 1 n

§_§+§+§+"'+2_n_2n+1
s:2<1+l—|—l+...+i— n)
n 2 22 23 on on+1

Podle véty 3.2 mtizeme danou posloupnost ¢aste¢nych soucti rozdélit na dvé casti a
kazdou tesit samostatné. Prvni posloupnost ¢astecnych soucti predstavuje geomet-
rickou fadu s prvnim ¢lenem a; = % a kvocientem ¢ = % Protoze |q| < 1, vime, Ze
tato fada bude konvergovat

li =1 ! L L ! = % =1 3.4
A= (Gt ErE et Tt (3.4)

Soucet druhé posloupnosti ¢astecnych souc¢tit vypocteme pomoci limity

— 0. (3.5)

lim s, = lim
n—o00 " n—00 2”+1

Soucet zadané fady je roven souctu vyslednych hodnot rovnic (3.4) a (3.5)

oo

Z 2 9 lim (Sp1 + Sn2) = 2.
pt on n—o0o
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Priklad 8:

Urcete soucet nekonecné rady

1 1 1
log 2-log 4 + log4-log 8 et log 27 log 2n+1

oo 18, s. 41 (3.6)

Reseni:
Nejprve upravime n—ty ¢len této rady podle vlastnosti logaritmu, kdy plati

log, 2" = n - log, = a dostaneme

1 1 1

log 27-log 271 n(n + 1)' log?2’

Potom posloupnost s,, prvnich n ¢aste¢nych souctii se rovna

1 N 1 - 1 1 n 1
Sn: —_ —_ PR . — N .
1.2 23 nn+1)] log?2 n+1 log*2

Podle definice 3.2 se soucet fady (3.6) rovna

: n 1
lim 5, = ——- lim =—5_.
n—o00 log 2 n—oomn + 1 log 2
Nekonecna fada (3.6) ma soucet s = log%.
Priklad 9:
Rozhodnéte o konvergenci nekonecné rady
- 1
St prs 2] (3.7)
n
n=1

Reseni:
Uvedenou tadu si upravime podle zédkladnich vlastnosti logaritmi, kdy plati
In? = Ina—Inb a dostaneme

In2—mnl+m3—-In2+mm4—-m3+...+In(n+1) —Inn.

Vidime, Ze se ndm jednotlivé ¢leny fady odectou kromé ¢lenu —Inl a In(n + 1).

Hodnota logaritmu v jednicce je ale nula, takze ndm pro urceni konvergence, resp.
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divergence fady zustane jenom ¢len In(n + 1). Potom podle definice 3.2 plati

lim s, = lim In(n+ 1) = co.

Rada (3.7) ma nevlastni limitu, proto diverguje.

Priklad 10:

Dokazte, Ze harmonicks fada®
oo

E:% (3.8)

diverguje. [16, s. 7|

ReSeni 1:

Dtikaz provedeme odhadem prvnich 2" ¢lent této rady

51:1

1

52—1+§

—1+1+1+1— +1+1> +1+1—1+21
T S S E R S R R I 2
+1+1+1+1>1++2+ + +1+1 43
S§=84+—-+=+=-+- i i e e e -
STy T 7S 2'8'8"'8"s8 2

SN S S S S SN SN SRS
0= T T 0 T T2 13 14 15 16

T I I I I
216 16 16 16 16 16 16 16 2

n n
sn>s221+§.

Pokud pro index posloupnosti ¢aste¢nych souc¢tt plati n > 2", bude soucet prvnich n
¢lentt harmonické fady vzdy vétsi nez jakékoli predem dané ¢islo. Proto harmonicka

fada diverguje k nekonecnu.

K posouzeni konvergence, resp. divergence ¢iselné fady existuji tzv. kritéria kon-

5Harmonické se nazjva proto, Ze kazdy jeji ¢len je harmonickym primérem dvou sousednich
¢lent, tj. plati

1 1
1 Ap—1 + An41

an, 2

Harmonicka fada byla prvni fadou, u které se poprvé dokazalo, ze diverguje. Dikaz provedl fran-
couzsky matematik Nicole Oresme takovym zptsobem, ktery jsme si uvedli v feSeni tohoto prikladu.
[16]
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vergence, udavajici postacujici podminky pro konvergenci, resp. divergenci rady.
Mezi takova kritéria patii napt. srovnavaci kritérium, limitni srovnavaci kritérium,
odmocninové kritérium, limitni odmocninové kritérium, atd. Vice se o jednotlivych
kritériich konvergence dozvite napt. v [10], [16], [17].

Mezi tato kritéria patii také integralni kritérium, pomoci kterého si ukazeme dalsi
zpusob, jak dokazat divergenci harmonické fady. Integralni kritérium zni:

Nechf f je nezdporna a klesajici funkce definovand na intervalu (1, 0o). Nechf {a, } -~ ,
je posloupnost realnych ¢isel takova, Ze a, = f(n). Potom fada )~ | @, a nevlastni

integral [~ f(z)dz bud soucasné konverguji nebo sou¢asné diverguji. [10]

ReSeni 2:

Funkce f(z) = % je na intervalu (1,00) klesajici funkce. Pro hodnoty z = n je

f(n) = 1. Potom podle integralniho kritéria je fada konvergentni, resp divergentni,

jestli konverguje, resp. diverguje nevlastni integral floo f(z)dz. A plati

€T T—00 T—00

> d
/ @ _ nz]® = lim Inz — lim In1 = oo.
1

Nevlastni integral je roven nevlastni limité a proto diverguje. Ze znéni integralniho

kritéria vyplyva, Ze i nekonec¢na fada (3.8) diverguje. [17, s. 29]

Priklad 11:

Napiste jako zlomky s celo¢iselnym citatelem a jmenovatelem tato cisla:

b) b= 0,539 (13, s. 73]
Reseni:
a) Cislo a = 0,8 je ryze periodické ¢islo. Zadané ¢&islo lze piepsat do tvaru

0,8+0,08+ 0,008 ...

Vidime, Ze pfedchozi vypis ¢isla 0,8 tvoii nekoneénou geometrickou fadu, pro
kterou plati
An41 0,08

CL1:0,8 AN q = a :Wzloil.

6Reseni neni ptevzato z publikace [13]
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Tato fada je konvergentni, protoze |¢| < 1. Proto miZzeme urcit jeji soucet

ap 0,8 8

l—¢ 1-101 ¢

S =

Cislo a = 0,8 lze napsat jako zlomek §.
b) Cislo b = 0,539 je neryze periodické ¢islo, 53 je predperioda a ¢islice 9 je
perioda. Zadané ¢islo mizeme napsat ve tvaru

0,53 + 0,009 + 0,0009 + 0, 00009 + . ..

Vidime, ze ¢isla 0,009+ 0, 0009 + 0, 00009+ . . . tvori nekone¢nou geometrickou

fadu, protoze plati

ey 91071
a, 9-10-3

a; =9-1073 A =10"1.

Tato fada je konvergentni, protoze |¢| < 1. Proto miZeme urcit jeji soucet

ap 9.-1073

— =1072
l1—q 1-—10"1

S =

Cislo b = 0, 539 lze tedy napsat takto

5341 54 27

0,539 =0,53+ 1072 = = — ==,
' 90 F 100 100 50

Priklad 12:
Reste rovnice s nezndmou = € R
a) 7%, (Blogyx —2)' = 3
b) % (x+2)% =1 [13,s. 73]
Reseni:"
a) Leva strana rovnice pfedstavuje nekone¢nou geometrickou fadu s kvocientem
q = 3log, v — 2. Protoze prava strana rovnice je realné ¢islo, musi geometricka
fada konvergovat k tomuto ¢islu, aby zadané rovnost byla splnéna. Podle véty

3.1 musi byt splnéna podminka |¢| < 1, tedy

13log, x —2| < 1
1 <3logyx <3

1
3 < 3logyz < 1.
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Nyni vyjadiime levou stranu rovnice pomoci vzorce pro soucet nekonecné geo-

metrické fady a z dané rovnosti vypocitdme neznamou x

a1
Snil—qig
3loggz —2 1
1—(3log,z—2) 3
310g2x—2_1
1 —log,

3logoz —2=1—log,z,

rovnici jsme mohli vynéasobit jmenovatelem 1—log, =, protoze z podminky pro

kvocient plyne, ze log, z < 1, potom
lo 5
Tr = —
&2 1

a z definice logaritmu y = log, © < = = a¥ vypocteme hodnotu x

S
I
[\
NI

Rovnice mé feseni pro z = 21,
b) Levé strana rovnice predstavuje nekonecnou geometrickou radu
(z+22+ @+ +(x+2)°+...

Rada je uréena prvnim ¢lenem a; = (x + 2)? a kvocientem ¢ = (z + 2)%. Aby
fada byla konvergentni a mohla se rovnat redlnému c¢islu % na pravé strané

rovnice, musi kvocient spliiovat podminku
gl <1 = l(x+2)% <1 = r € (—3,-1).

Pro neznamou z z intervalu x € (—3,—1) je fada konvergentni a existuje jeji

soucet, potom
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(x+2)? 1
1—(z+2)? 3
w?+4r+4 1
22— 4r—3 3
422 + 162 + 15 =0
5 3
1'1——5,1'2——5

Uloha m4 dvé feseni, protoze ob& hodnoty 1 a x5 lezi v intervalu x € (—3, —1).

ot

a Ty = —

N[O

Rovnice mé feseni pro x; = —3

Priklad 13:

Reste v R rovnici
Vad-Vad Vs Wad =8 [12,5.492]
Resenti:

Definiéni obor funkci v nekonedném soucdinu na levé strané rovnice tvori vSechna

nezaporna realna ¢isla. Levou stranu rovnice upravime na tvar
3 3 3 3 3,3,.3 3
Vad Vad - Vad o Nt =gregiogse . oge . = grtats et
Pritom exponent cisla x tvoii nekonecnou geometrickou radu, protoze plati

0’1: /\ q: = =

§ 41
2 a,

NSNS

5.

Rada je konvergentni, nebot |¢| < 1 a miizeme urcit jeji soucet

To znamena, Ze leva strana rovnice se rovna ¢islu 2. Nyni staéi vyfesit jednoduchou
exponencialni rovnici

2 =8  pro viechna z € R].

Zadana rovnice ma jediné feseni x = 2.
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Priklad 14:

Reste rovnici s neznamou =z € R

2 — 4o+ 8% —162° +...=1.  [13,s. 73]

Reseni:”
Levou stranu rovnice tvori nekone¢na geometricka rada, jejiz prvni ¢len je a; = 2 a
jeji kvocient je ¢ = —2x. Aby zadana fada byla konvergentni, musi kvocient spliiovat

podminku |¢| < 1 a plati tedy

11
2x| < 1 = -, = .
|2| x€<2,2)

Po stanoveni podminek konvergence rady mutizeme spocitat jeji soucet

451

Sy =
1—gq

2
=1

1—2x

1
r=——
2

Uloha nemé FeSeni, protoze hodnota —% nepatii do intervalu x € (—%, %)

Priklad 15:

Dany zlomek zapiste pomoci nekonecné geometické rady

1
a) q
b) =, kde z € RA|z| <1 [13,s. 73]
Reseni:”

a) Zadany zlomek predstavuje vzorec pro soucet nekoneéné geometrické rady,

jejiz prvni ¢len je a; = 1 a jeji kvocient je roven g = %. Tato fada bude mit

3 9 27 3\
1+24+ 4284 = 2 .
ST ;(4)

b) Zadany zlomek opét predstavuje vzorec pro soucet nekonefné geometrické

tvar

fady, jejiz prvni ¢len je a; = 1 a jeji kvocient je roven ¢ = x. Podminka pro

konvergenci fady |¢| < 1 je splnéna omezenim definiéniho oboru neznamé z

"Reseni neni ptrevzato z publikace [13]
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v zadani ulohy. Tato fada bude mit tvar

[e.e]

1+x+x2+x3+...22(:ﬂ)"—1.

n=1

Priklad 16:

Jestlize s vyrazem 1 — 1+ 1 — 1+ ...% (az do nekone¢na) budeme pocitat podle
pravidel pro konecny pocet s¢itancii, mtzeme dostat rtizné vysledky, které ukazuji,
ze s takovou nekonecnou radou nelze vzdy pocitat podle pravidel o s¢itani kone¢ného

poctu ¢isel. Piesvédcte se o tom. [14, s. 147]

Reseni:
Lze postupovat nékolika zptsoby za pouziti jedné z vlastnosti s¢itani konecného

poctu cisel, a to asociativnosti.

1. V tomto pripadé pouzijeme asociativnost ke spojeni dvou jednotek, které se

odecitaji, pomoci zavorek a ziskame
S=1-H)+1-1)+(1-1)+...4=0+0+0+...=0.

Zjistili jsme, zZe soucet této fady je nula.

2. Druhy zptsob spojovani jednotek je takovy, ze pomoci zavorek spojime kazdé

dvé jednotky a zacneme az od druhé ¢islice
S=1-(1-1)-(1-1)—-(1-1)—...=1-0-0—-0—...=1.
Zjistili jsme, Ze soucet fady je jedna.
3. Jako posledni zptisob zvolime zéapis fady v tomto tvaru
1
S=1-(1-1+1-1+..)=1-S8 = 2521:>S:§.

Zjistili jsme, ze soucet fady je také %

Pro jednu fadu nam vysly tfi mozné hodnoty jejiho souctu. Je tedy ziejmé, ze pii
predchozich postupech jsme museli postupovat chybné a ani jeden vysledek neni
spravny. Timto jsme se presvédcili, ze opravdu vlastnosti pro konecény pocet cisel

nelze aplikovat na soucet nekonecné rady. Dana rada je divergentni, protoze k ni

8Mezi prvnimi matematiky, kteif zkoumali soudet této fady, byl i italsky matematik Guido
Grandi, po kterém se dnes tato fada nazyva Grandiho fada. [16, s. 8]
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prislusna limita posloupnosti ¢astec¢nych souctii neexistuje.
Pro lepsi predstavu si vypiSeme nékolik ¢lenti posloupnosti ¢astec¢nych souctt této
fady, kde uvidime, ze se ¢astecné soucty nepriblizuji k jednomu ¢islu, ale osciluji

mezi hodnotami 1 a 0.
S1 = 1
S9 = 1—-1=0

s3=1—-1+1=1
s=1—-14+1-1=0

Nez pokroc¢ime k dalsimu piikladu, pripomeneme si, jak prevadét realné ¢islo z desitkové
soustavy do jiné soustavy a opacné. Pro prevod celého ¢isla N do desitkové soustavy

plati vztah
N =an 1 2" 4 amoZ™ 4 s 2™+ a2+ ag 2P, (3.9)

kde Z je zaklad soustavy, ze které c¢islo prevadime, m je pocet fadovych mist a a;
je koeficient. Napiiklad ¢islo v osmickové soustavé prevedeme do desitkové soustavy
takto

(324)g = 3-8% +2-8' +4-8" =192 + 16 + 4 = (212),.

Pro prevod desetinného cisla N do desitkové soustavy plati vztah
N =n 1 Z™" a2 2™ 4 a2 a7 a0 27 da 27", (3.10)

kde Z je zaklad soustavy, ze které ¢islo prevadime, m je pocet fadovych mist, a;
je koeficient a n je pocet desetinnych mist. Naptiklad desetinné cislo ve dvojkové

soustavé prevedeme do desitkové soustavy takto
(11001, 11)g = 1-2* + 1.2 + 0- 22 + 0- 2" + 1- 20+ 1. 271 + 1.272 =

=16+8+1+0,5+0,25=(25,75)10.

Pokud bychom chtéli prevadét opac¢nym smérem, tj. z desitkové soustavy do jiné
libovolné soustavy, postupujeme tak, ze ¢islo (IV)ip postupné délime zakladem sous-

tavy, do které ¢islo chceme prevést, a zbytky po déleni sepisujeme v opacném potadi.
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Napriklad ¢islo 25 prevedeme do dvojkové soustavy takto

25:2=12 1
12:2=6 0
6:2=3 0
3:2=1 1
1:2=0 1

Dostali jsme rovnost (25);p = (11001),.

Casto se stava, ze realné ¢islo, které lze v desitkové soustavé zapsat pomoci
konecného poctu cifer, pro zapis ve dvojkové soustavé vyzaduje cifer nekonecné
mnoho. Napiiklad ¢islo (0,7);9 vychéazi ve dvojkové soustavé jako periodické ¢islo
(0,10110),. Jak ale postupovat, pokud bychom chtéli ovéfit, Ze jsme ¢islo pievedli
bez chyby? Vztahy (3.9) a (3.10) by ndm v tomto pfipadé nepomohli.

Priklad 17:
Ovéite, ze prevod cisel z desitkové soustavy do dvojkové soustavy byl spravny.

Prevedte zadané ¢islo zpét do desitkové soustavy a ovéite, zda se ¢isla shoduji.

a) (0,7)10 = (0, 10110),

b) (0,4)10

(0,0110)
Resenti:

a) Kazdou cifru, kterd neni periodickd prepiSseme standartné podle vztahu (3.10).
Periodické cifry zapiseme jako nekone¢nou geometrickou fadu tak, aby kazdy
¢len této rfady predstavoval umisténi v desetinném rozvoji, pokud bychom si
periodu vice rozepsali. Napiiklad cifra 1 je v &sle 0,10110 na 3. desetinném
misté, 6. misté, 9. misté, atd. Pti dalsi tipraveé nahradime nekonecné rady jejich

souctem podle véty 3.1.

(0,10110) = 1- 27" + 0+ > 1-2—(3+4k) + > 1-2-4(k+1) + 0=
k=0 k=0
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b) Postupujeme jako v pFedchozim piikladé. Kazdou periodickou cifru si pFepiseme

pomoci nekonecné geometrické fady a vypocitame jeji soucet.

(0,0110); = 0+ » 1-2—(2+4k) + > 1-2—(3+4k) + 0 =
k=0

0024k:

OOI'—‘
o |
—_
|

= i Z (2*4]C 4

k=0

|
|
Sl=

3.4 Ulohy na zajimavou geometrickou reprezentaci

nekonecénych rad

Priklad 18:

Do ¢tverce o stran€ a je vepsana kruznice. Do této kruznice je vepsan ctverec, do
ného opét kruznice a tak dale. Vypocitejte soucet obsahti vSech takto vzniklych
¢tvercu. [8, s. 79]

ResSeni:

Obréazek 3.2: Znazornéni zadani prikladu 18.

Je zfejmé, Ze prvni ¢tverec méa obsah a?. Na obrazku 3.2 je sestrojeny n—ty a
(n 4+ 1)—ni ¢tverec. Z obrazku je patrné, Ze obsah (n + 1)—niho ¢tverce se rovna
poloviné obsahu n—tého ¢tverce. Protoze plati

bn—i—l

1
b1:a2 VAN bn 25

=q,
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muzeme Tici, ze obsahy ¢tverct tvoii geometrickou posloupnost {b,,}. Jelikoz |¢| < 1,

jedna se o konvergentni nekonecnou geometrickou fadu, ktera méa soucet

Soucet obsahii vSech vepsanych ¢tverci je roven dvojnasobku obsahu prvniho ¢tverce.

Priklad 19:

Do rovnostranného trojuhelniku ABC' se stranou délky a je vepséan ¢tverec K LM N
tak, Ze strana KL je ¢asti usecky AB. Usecka KL je pak stranou dalsiho rovnos-
tranného trojihelniku, kterému je opét stejnym zptisobem vepsan ¢tverec atd. (viz

obrazek 3.3). Vypoctéte soucet obsahtt véech takto vzniklych ¢tverct. [12, s. 496]

Reseni:

a = 60°

Obrazek 3.3: Znazornéni zadani prikladu 19.

Ze zadéni vime, Ze |AB| = a. Déle ozna¢ime stranu |KL| = a1 a |[AK| = (a — ay).

Potom v pravothlém trojuhelniku AK N plati

tan 60° = IL
5((1—@1)
2
V3=
a — aq
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7 posledni rovnice vyjadfime proménnou a;

V3a — \/§a1 = 2a,
V3a

= ——
PERVE

a; = (2\/§—3> a.

Stejné bychom mohli vyjadfit vztah pro stranu ay ¢tverce vepsaného do rovnostran-

ného trojuhelniku K LP, kde bychom dostali rovnost
2
a=(2v3-3)a = (2v3-3) a
Délky stran c¢tvercti vepsanych do rovnostannych trojihelnikt tvotri geometrickou

posloupnost
an:<2\/§—3) a, kde n € N,

jejiz prvni clen je a; = (2\/§ — 3) a a kvocient je

_ Gpy1 (2\/3—3)2a B
e Vi3 =23 -3.

Soucet s obsahti vSech vzniklych ¢tvercti vypocteme takto

s:a%+ag+a§+...+ai+...

Dany soucet s predstavuje nekone¢nou geometrickou radu

D> s

n=1

kde s; = a? = (2\/3—3)2a2 = (21 — 12\/3) a’? a kvocient ¢, = (2\/§—3)2 =

(21 — 12\/3). Protoze plati |¢s| < 1, je Ffada s,, konvergentni a existuje jeji soucet
s1 (21 — 12\/3) a?

T1-¢ 1-21+12v3

_3(V3-1) ,
S—TCL.

S

3(V3=1) 2.

Soucet obsahii vSech takto vzniklych ¢tverci je ===
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Priiklad 20:
Spirala je tvofena polokruznicemi tak, Ze polomér kazdé nasledujici kruznice je
dvakrat mensi nez polomér kruznice predchézejici. Urcete délku spiraly, je-li pocet

polokruznic, které ji tvoii, neomezeny. [8, s. 77

A=[-r 0]

Obrazek 3.4: Znazornéni nekonecné spiraly k ptikladu 20.

Reseni:

Na obrazku 3.4 je zndzornéna cast nekonecné spiraly. Oznacime-li polomér prvni
polokruznice r, potom polomér druhé polokruznice je 7, polomér tfeti polokruznice
je 7, ... Tyto hodnoty jsou zfejmé ze soufadnic bodt C, D vyznacenych na obrazku
3.4, kde bod (' je stfed druhé polokruznice a bod D je stied tieti polokruznice.

Délky polokruznic tvotri nekonecnou geometrickou radu

O SO A
T
277478 ’

jejiz prvni ¢len je a; = 7r a kvocient ¢ = “% = 5. Jelikoz |g| < 1, existuje soudet
n

této fady. Potom
Sp = @ T 27r
" 1l-q¢ 1-1 ’

Délka spiraly je rovna 27r.

Priklad 21:

Do ¢tverce ABC'D o délce strany 1 je vepsan cCtverec A;B;C1D; tak, Zze body
Ay, B1,C1, Dy jsou postupné stiedy stran AB, BC,CD,DA. Obdobné vepiSeme
¢tverec As BoCy Dy do Etverce Ay B1C1 Dy atd. (viz obrazek 3.5). Vypocitejte soudet
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obvodu vSech takto vzniklych ¢tvercd. [6, s. 117]

Obrazek 3.5: Znazornéni zadani ptrikladu 21.

Reseni:’

Na obrazku 3.5 je znadzornéno nékolik vnotenych ¢tvercit do vychoziho ¢tverce ABCD.
Vypoéitdme nékolik obvodt prvnich étvercii. Ctverec ABCD s délkou strany 1 mé
obvod O = 4-1 =4, ¢tverec A; B,C1D; s délkou strany \/75 mé obvod Oy = 4- \/75 =
2v/2, ¢tverec Ay BoCyDs s délkou strany % ma obvod O3 = 4-% = 2,... Je zfejmé,
ze obvody jednotlivych ¢tverci tvori nekonecnou geometrickou fadu

A42V2424+V24+ 14 ...,

pro kterou plati

Qp41 2\/§ o \/§

a1:47 q = a = 4 2

Jelikoz |q| < 1, je tato fada konvergentni a mizeme vypocitat jeji soucet

aq 4

Sy = = 2:8+4\/§.

—_
|
=
—_
|
ot

Soucet obvodii za danjch podminek vzniklych ¢tverct je 8 + 4v/2.

Priiklad 22:
Vypocitejte délku ,nekonecné“ lomené cary, ktera se sklada s tisecek BBy, ByBs,
BsBy4, ByBs, ... Soufadnice krajnich bodu tsecek jsou By = [1,0], By = [1,1],

9Resen{ nen{ ptevzato z publikace [6]
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BB - [07 1]7 B4 - [07 %]7 B5 - [%7%]7 BG = [%7%]5 B7 - [}L’%L BB - [%172]7 [13,
s. 74]
y
B
1 i B,
B, B,
88
0.5 B
B, 5
0 By x
0 05 1

Obrazek 3.6: Lomena ¢ara slozend s tsecek BBy, BoBs, BsBy, ... k prikladu 22.

Reseni:!?
Na obréazku 3.6 je znazornéna cast nekonecné lomené cary, kterd tvori nekone¢nou

geometrickou radu

11111111 (3.11)
I 72’274747878"" N

Tuto fadu si mizeme rozdélit na dvé ¢asti (na dvé fady). Prvni fadu ) a,, tvori
jen tsecka Bj B, a vSechny usecky s ni rovnobézné, tj. BBy, BsBg, ... (na obrazku
3.6 zvyraznény modrou barvou). Tato fada ) a, ma prvni ¢len a; = 1 a kvocient
Qo = % Druh4 fada »_ b, je tvofena pouze tseckou ByBs a vSemi tseckami s ni
rovnobéznymi, tj. ByBs, B¢Bz,... (na obrazku 3.6 zvyraznény cervenou barvou).
Tato fada > b, ma prvni ¢len b; = 1 a kvocient ¢, = % Obé fady > a, a ) b, maji

stejnou hodnotu prvniho ¢lenu i kvocientu. Proto soucet fady 3.11 ziskame

S§n = 2- =2 = 4.

Délka zadané nekonecné lomené cary je 4 cm.

Piiklad 23:
V daném rovnostranném trojuhelniku ABC o strané a = 6 cm sestrojte kolmici
z vrcholu C' na stranu AB, patu kolmice oznacte B;. Bodem B; vedte rovnobézku

se stranou AC, prisecik této rovnobézky se stranou BC' oznacte . Patu kolmice

10Regen{ neni pievzato z publikace [13]
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z bodu C na stranu AB oznacte Bs, prusecik strany BC' a rovnobézky se stranou
AC' vedené bodem Bj oznacte Cy. Patu kolmice z bodu Cy na stranu AB oznaéte Bs,
prisecik strany BC' a rovnobézky s AC' vedené bodem Bjs oznacte (3. Tento postup
stale opakujte. Vypocitejte délku ,nekonecné“ lomené cary ACB;C1ByCsB3C5 . . .,

ktera vznikne uvedenym zptisobem. [13, s. 74]

Obréazek 3.7: Lomena ¢ara AC B;C1ByCyB3C5 ... k prikladu 23.

Reseni:!°

7 obrazku 3.7 je patrné, ze usecky, ze kterych se lomena cara sklada, tvori nekonec-
nou fadu »_ ¢, a ze tuto fadu mizeme rozdélit na dvé ¢asti a samostatné vypocitat
jejich soucet. Prvni fada »_ a,
T
a+-+-+=-+...
2 4 8
(na obrazku 3.6 zvyraznéna modrou barvou) je tvorena tseckou AC' a vSemi tiseckami
s ni rovnobéznymi, tj. B1C1, BoCsy, ... Prvni ¢len této fady je a; = a a kvocient

Qo = % Jelikoz |q,| < 1, je tato fada konvergentni a muzeme vypocitat jeji soucet

aq a
Snl = = 2a.

T1-q, 1-1

Druh4 fada > b,
V3 V3 V3B

—a+ —a+ —a+ ...

2 4 8
(na obrazku 3.6 zvyraznéna Cervenou barvou) je tvofena useckou C'B; a vSemi
useckami s ni rovnobéznymi, tj. C1 By, C5 B3, ... Prvni ¢len této fady je b; = %ga a

kvocient ¢, = 5. JelikoZ |g| < 1, je tato Fada konvergentni a mizeme vypocitat jeji
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soucet

STL: =
Tl-q 1-1

Potom soucet fady > ¢, je roven
Sp = Sp1 + Sn2 =24+ V3a=26+V36=12+ 6V3.

Délka lomené cary ACB;C1BsC5B3Cs. .. je rovna 12 + 6v/3 cm.

Priklad 24:

Ve ¢tverci ABC'D, |AB| = 6cm, postupné vyznacte ,,nekoneénou® lomenou ¢aru spo-
jenim nasledujicich bodu: A, B, S (stied BC'), S (stted AC'), S (stfed AB), Sy (stted
BSy), S5 (stted S153), Se (stted BS3), Sy (stted BSy), Ss (stied S45), . . . (viz obrazek
3.8). Vypocitejte délku ,nekonecné“ lomené ¢ary ABS155555, ... [13, s. 74]

D Cc
S, s,
Sg S,
SB S?

A S5 Sg Sg B

Obrazek 3.8: Lomena ¢ara ABS155539, ... k prikladu 24.

Reseni:!!

Je zifejmé, ze jednotlivé tisecky lomené cary tvori ¢leny nekonecné geometrické rady
> an, kterou si podle obrazku 3.8 mizeme rozdélit na 3 nekonecné fady a postupné
vytesit kazdou zvlast.

Prvni fada )b, je tvofena tsetkou AB a vSemi tiseckami s ni rovnobé&Znymi, tj.

S185, 5455, ... (na obrazku 3.8 jsou zvyraznény modrou barvou). Tato fada s kvo-

" Reseni nenf prevzato z publikace [13]
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cientem g, = % ma cleny

Potom jeji soucet je roven

Druh4 tada >’ ¢, je tvofena tseckou BS; a vSemi tseckami s ni rovnobéznymi, tj.

S953, 555, ... (na obrazku 3.8 jsou zvyraznény cervenou barvou). Tato fada méa
nasledujici ¢leny
3 3
3,3, =, —, ...
24

Z vypisu ¢lentl vidime, Ze prvni dva ¢leny se opakuji. Proto soucet této fady budeme
pocitat az od druhého ¢lenu a prvni ¢len a; = 3 pricteme az k souctu této rady.

Kvocient tady je q. = %, potom jeji soucet je roven

Treti fada > d,, je tvorena tseckou S3S4 a vSemi tseckami s ni rovnobéznymi, tj.
S657, 59510, - .. (na obrazku 3.8 jsou zvyraznény zelenou barvou). Tato fada s kvo-

cientem ¢q; = % ma cleny

3v5 3v5 3Vh
2 7 4 8

Potom jeji soucet je roven
3v5
2

Sp3 = = 3\/3

1
L=3

Na zavér musime secist vSechny tii fady dohromady a ziskdme celkovou délku lomené
Cary.
Sp = Sn1 + Sna + Sug = 124+ 6 + 3vV5 =21 + 3V5

Délka lomené cary ABS15553S, ... je rovna 21 + 3v/5 cm.

Priklad 25:

Sestavte nasledujicim zptusobem ,nekone¢nou” Sipku. V daném rovnostranném tro-
juhelniku ABC, kde a = 6¢m, sestrojte body K, L na strané AB tak, aby platilo
|AK,| = |K1Li| = | L1 B]. Sestrojte obdélnik KL, KsLs, kde |K1 K| = 2|K; L], tak,
aby s trojuhelnikem ABC mél spolecnou jen usecku K;iL;. Nyni na strané KL,
sestrojte body K3Ljz tak, aby platilo |KoK3| = |K3L3| = |LsLs|. Sestrojte dalsi
obdélnik K3L3K4Ly4, kde |K3K,| = 2|K3L3|, tak, aby s obdélnikem K7L KLy mél

spole¢nou jen usecku K3L3. Tento postup pri konstrukeci dalsich obdélnikti neustale
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opakujte (viz obrazek 3.9). Vypocitejte obsah plochy ,nekonecné* sipky, kterou tvori

dany trojuhelnik a obdélniky sestrojené uvedenym zptisobem. [13, s. 74]

P A

; —

]

» B

Obrazek 3.9: Znazornéni nekonecné sipky k piikladu 25

Reseni:!!
Obsah sipky S se sklada z obsahu trojuhelniku ABC' a obsahti obdélniku, které tvori

nekonecnou geometrickou radu. Tato fada méa nasledujici ¢leny

g 3. 8 8
9’81 729"
il — 1. Jelikoz |¢| < 1, je tato Fada

Prvni ¢len je roven a; = 8 a kvocient ¢ = =2
konvergentni a existuje jeji soucet, tj. soucet obsahii obdélniki

S
S
o0
I
©

Nyni staci jen dopocitat obsah trojuhelniku ABC a pticist k hodnoté souctu nekonecné

rady.
=/ a? —/36-9=13V3

. 6-3
av, \/_ 9\/§

5_2 2

Potom plati
S=s5,+5=9+9V3.

Sipka vytvotené dle zadanych podminek mé obsah 9 + 9v/3 ¢m

Priklad 26:
V krychli ABCDEFGH o hrané a = 6cm oznacte postupné Ay, By, C1, Dy stredy
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hran EF, FG,GH, HE. Ctverec A;B,C,D; tvoii podstavu dalsi krychle
A1B1C1D1E 1 F1G1H,, ktera je postavena na puvodni krychli. Oznacte postupné
Ay, By, Oy, Dy stiedy hran E\Fy, F\Gy, G1Hy, H E;. Ctverec Ay ByCyDs tvoii pod-
stavu dalsi krychle Ay BoCy Doy Fy(GoHoy, kterd je postavena na predchozi krychli.
Tento postup stéle opakujte (viz obrazek 3.10). Vypocitejte objem ,nekoneéné“
pyramidy, ktera takto vznikne. [13, s. 75]

Obrazek 3.10: Nekonecna pyramida tvofena krychlemi k ptrikladu 26.

Reseni:!?

Jednotlivé krychle na obrazku 3.10 predstavuji ¢leny nekonecné rady a hledany ob-
jem ,nekonecné pyramidy®“ je soucet této rady. Jeji prvni c¢len je objem krychle
ABCDEFGH o hrand a = 6cm, tj. a; = 6% = 216. Nyni potfebujeme zjistit hod-
notu kvocientu ¢ této rady, ktery se rovna poméru dvou sousednich ¢lenii. Proto

Pythagorovou vétou vypocteme hranu druhé krychle a pomoci poméru prvniho a

12Regeni neni pievzato z publikace [13]
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druhého ¢lenu fady urc¢ime kvocient.

@) - v

Potom objem druhé krychle se rovna ay = (3v/2)* = 27v/8 a hledany kvocient je

roven
a _21V8 _ VB

174 " 216 8
Jelikoz kvocient |¢| < 1, muzeme vypocitat soucet objemu krychli pomoci vztahu

pro soucet nekonec¢né geometrické rady

a 216 8:216  216(8++/8)  432(4+ v2)

Tl-g 1-5 8-\B 7 7

Objem nekone¢né pyramidy je w mS.

Priklad 27:
Do rovnostranného kuzele o strané rezu s je vepsana koule, nad ni druhé, treti, ...

(viz obréazek 3.11). K ¢emu se blizi soucet povrchi vepsanych kouli? [22, s. 173]

¥

SRR

Obrazek 3.11: Znazornéni fezu rovnostranného kuzele a do néj vepsané koule.

Reseni:
Oznacime-li po sobé jdouci poloméry vepsanych kouli 1, 79,73, . . ., ziskdme tim jed-

notlivé ¢leny nekonecné rady

S=dn(ri+ry+ri+...). (3.12)
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Ze zadani ale zname pouze hodnotu s. Proto si musime odvodit vztah mezi polomeéry

jednotlivych kouli a stranou fezu s. Oznacme si jesté vy, vy, v3, . .. vysky pomocnych
rovnostrannych kuzelt. Potom plati

1 V3

T = 31, U = >

3

Po dosazeni prechozich vztaht do vzorce pro vypocet povrchu koule (3.12) ziskdme

nekonecnou geometrickou rady

352 3s?
S=dr (22 425
W(36+324+ )

jejiz kvocient je roven ¢ = %. Kvocient |g| < 1, proto lze vypocitat soucet této fady

3s? 3
S:47ri1 = “7s%.
1—3 8

Soucet povrchil vepsanych kouli se blizi k ¢islu %TSQ.
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Kapitola 4
Zaveér

Cilem této préace bylo vytvorit studii o zajimavych posloupnostech a ¢iselnych fadach
pouzitych v prikladech pro zaky stfednich Skol. Moji snahou bylo ukazat témto
zakum (a nejen jim), Ze se této oblasti matematiky nemuseji obévat a Ze obsahuje
velké mnozstvi zajimavych aplikaci. U kazdého prikladu jsem uvedla mozné feSeni
s komentovanym postupem krokt. Predlozené postupy samoziejmé nejsou jediné
mozné, ale slouzi zakovi pochopit dany priklad a pomoci mu pfi feseni jinych ob-
dobnych tloh.

Zaznamenat vsechny zakouti rozlicnosti a pouziti posloupnosti a ¢iselnych rad
daleko presahuje rozsah této prace. Zamérila jsem se prevazné na priklady, které by
¢tenare mohly zaujmout a zvysit jeho zajem o tuto oblast matematiky. Idealni ¢tenar
vezme tuto praci jako startovni miistek a ponofi se vice do téchto taji matematiky.

K vytvoreni obrazki a grafti uvedenych v textu jsem pouzila programy pro geo-
metrii Geogebra a Cabri 3D v2. Samotnéd prace byla vysazena v jazyce LATEX

v programu TexMaker.
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