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Anotace

Hlavnim cilem této bakalafské prace na téma Diferencidlni rovnice s programem
GeoGebra je vytvofit piehlednou sbirku s feSenymi piiklady. Piiklady jsou nejprve
vyfeSeny pocetné¢ a poté nasleduje jejich graficka interpretace pomoci matematického
programu GeoGebra. Ilustrace piikladii nam zobrazuji zajimava feSeni. Dal$im cilem je
priblizit studentim program GeoGebra, jako ndstroj, s jehoz pomoci se da priklad
elegantn¢ vyiesit. Prace je rozdélena do tii kapitol, které se zabyvaji diferencialnimi
rovnicemi zakladniho typu, metodou separace proménnych a linearnimi diferencidlnimi
rovnicemi s konstantnimi koeficienty a nulovou pravou stranou. Jsou uvedené stru¢nou
zakladni teorii a poté feSenymi priklady. V téchto kapitolach je vybranad vétSina typt
prikladu, se kterymi se setka student v pfedmétu Matematicka analyza III. Proto je tato

sbirka vhodna jako studijni material pro studenty matematickych obort.

Kli¢ova slova: diferencialni rovnice, GeoGebra.

Abstract

The main aim of this bachelor thesis called Differential equations with GeoGebra is to
create a transparent collection of solved examples. Examples are numerically solved
first, followed by their graphic interpretation by using mathematical program GeoGebra.
Illustrations show us interesting solutions of examples. Another objective is to introduce
students the program GeoGebra as a tool through which you can elegantly solve the
example. The work is divided into three chapters, which deal with the basic type of
differential equations, the method of separation of variables and linear differential
equations with constant coefficients and zero right side. They are shown of the basic
theory and then resolved examples. In These chapters are selected types of examples
which meets student in Mathematical Analysis Il11. Therefore, this collection is useful as
a study material for students of mathematical disciplines.

Keywords: differential equations, GeoGebra.
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1 UVOD

Tato bakalatska prace je postavena predevsim na praktické ¢asti sbirky ptikladi na
téma Diferencialni rovnice s programem GeoGebra.

Prvni kapitola je zaméiena na diferencidlni rovnice zékladniho typu. V praci je
uvedena zamérn¢, aby si student osvezil ucivo z predeslych Matematickych analyz I. a
II. a byl pripraveny na ucebni latku Matematické analyzy III.

Prvni kapitola je uvedena nutnou teorii k porozuméni danych ptikladl a pak nésleduje
podrobny postup jednotlivych feseni, ktery je vZdy na konci ptikladu doplnén barevnym
grafickym znazornénim riznych feSeni rovnice. Jsou zde uvadény rizné typy ptikladu,

které jsou fazené podle obtiznosti.

Druha kapitola se zabyva metodou separace proménnych, kterd je opét uvedena
zakladni teorii. Kapitola je znovu rozd€lena na rizné skupiny piikladt. Snazila jsem
se, aby byly v kapitole zastoupeny vSechny typy funkci. Po nich nasleduji ptiklady,

u kterych nevznika technicka podminka a ptiklady s technickou podminkou.

Posledni kapitola se zabyva linearnimi diferencialnimi rovnicemi s konstantnimi
koeficienty a nulovou pravou stranou. Jsou zde zastoupeny vSechny mozné typy

fundamentalnich systéma.

Kazda kapitola je rozdélena na ptiklady bez pocatecni podminky a na piiklady
S pocatecni podminkou.

Kdyz jsem pouzivala program GeoGebra pro tvorbu ilustracnich obrazki, velice
mi pii praci s GeoGebrou pomohly internetové stranky [7], ve kterych jsou uvedeny

vSechny potiebné piikazy.

V praci jsou uvedené piiklady, které jsou prevzaté z literatury [1], [2], [3], [4],
[5], [6] a [8]. Dale tu jsou piiklady, kterymi jsem se inspirovala a pozménila jsem jejich
zadani a v neposledni fad¢ jsou tu vlastni ptiklady.

Prace obsahuje 47 obrazka vytvorenych v programu GeoGebra.



2 ZAKLADNI TYP

»Zéakladnim typem diferencialnich rovnic jsou rovnice tvaru
y =g,
tedy rovnice, ve kterych se nevyskytuje y. Pfi feSeni téchto rovnic vyuzivame neurcity

integral — feSenim je
y= f g(x) dx,

a to vcetné konstanty ¢ € R.

Diferencialni rovnice zédkladniho typu ma tedy nekonecné mnoho feseni.*

(Samkova, [5], s. 88)

Ptiklady jsou nejdiive vyfeSeny pocetné a poté nasleduje graficka prezentace
pomoci matematického programu GeoGebra. Grafickd podoba bude demonstrovana
na vybraném poctu riznych konstant c, které piiklad piehledné ukazou, jak se rovnice

chova pro konkrétni konstanty c.

Tato kapitola je Gerpana vyhradné z literatury [2], [4], [5], [6]. Pro podkapitolu
bez pocateéni podminky jsou z literatury pfevzata jen zadani neurcitych integralt
a nasledné je na né vytvoren piiklad. U podkapitoly s pocatecni podminkou uz jsou

z literatury [5] ptevzata kompletni zadani.
2.1 Bez pocatecni podminky

2.1.1 P¥iklad 1
[(2x + 3)2 dx ([6], str. 85)

Najdéte viechna FeSeni diferencialni rovnice y’ = (2x + 3)2.

Resenim rovnice budou viechny funkce ve tvaru: y = [(2x + 3)? dx.

Vypo¢&itame integral: [(2x + 3)% dx



5 4x3  12x2
= | 4x +12x+9dx=T+ > +9% +c=

3

X
=T+6x2+9x+c.

3
Vysledkem je: y = % + 6x% 4+ 9x + ¢, kde x € R,c € R.

Graficka podoba riiznych feSeni rovnice y* = (2x + 3)%,atoproc = —3,-1,0,1, 3.

e 6
0.__
| —— 41
3 R

Obr. 1: Grafické feseni ptikladu 2.1.1

Kitivky vyplni celou rovinu.

2.1.2 Priklad 2

[EZBL gy ([2], str. 5)

%3
x3-2x+1
x3

Najdéte vSechna ieSeni diferencialni rovnice y” =

Ze zadani ur¢ime podminku: x # 0.



x3-2x+1

Resenim rovnice budou viechny funkce ve tvaru: y = [ —— dx.
Creso . 3—2x+1
Vypo¢&itame integral: [ % dx
302 1 - - 2,1
=[Z-Z+=de=f1-2x2+x3dx=x+-+—+c.
x3  x3 0 x3 x  2x

Vysledkemje:y=x+%+%+c,kdex¢O,CER.

, o 1w . , x3-2x+1
Graficka podoba rtiznych feseni rovnice y* = — atoproc= -2,-1,0,1, 2.
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Obr. 2: Grafické feseni ptikladu 2.1.2

Kfiivky vyplni celou rovinu kromé pfimky x = 0.

2.1.3 Priklad 3
[ x-/x dx ([6], str. 84)

Najdéte viechna FeSeni diferencialni rovnice y’ = x - v/x.

Ze zadani ur¢ime podminku: x > 0.
Resenim rovnice budou viechny funkce ve tvaru: y = [ x - vx dx.

Vypocitame integral: [ x - vx dx

1
, . 1 2 2
ipravami dostaneme [ x - x2 dx=T+c=E-\/x5+c=§-\/x2-xz-x=
2



=§-x2-\/§+c.
Vysledkemjey=§-x2\/§+c, kde x > 0,c € R.

Graficka podoba riiznych feseni rovnice y" = x - Vx,ato proc =-3,-1,0,2,4.
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Obr. 3: Grafické feseni piikladu 2.1.3

Kfivky vyplni celou polorovinu x > 0.

2.1.4 Priklad 4
[x-V2+x2 dx (vlastni piiklad)

Najdéte v§echna FeSeni diferencialni rovnice y’ = x - V2 + x2.

Ze zadani nedostaneme zadnou podminku, protoze v nasem piikladu bude vyraz pod

odmocninou vzdy > 0.
Resenim rovnice budou viechny funkce ve tvaru: y = [ x - V2 + x2 dx.
Vypo¢&itame integral: [ x - V2 + x2 dx

pomoci substituce: 2 + x% =t

2x dx = dt
dx=E
2x

dostaneme: gfx/fdt.

11



1 1t 1 1
fx-\/2+x2dx =—ft5dt=E-T+c=§- t3+c=§- (2+x2)3 +c.
2

Vysledkem je y = z. J@2+x2)3+c,kdex €eR,c €R.

3

Graficka podoba riznych feSeni rovnice y" = x - V3 + x?,atoproc = —5,-2,0,2,5.
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B
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Obr. 4: Grafické teSeni piikladu 2.1.4

Kfiivky vyplni celou rovinu.

2.1.5 Priklad 5
[sin(3x + 4) dx ([6], str. 90)

Najdéte vSechna FeSeni diferencialni rovnice y” = sin (3x + 4).

Resenim rovnice budou viechny funkce ve tvaru: y = [ sin(3x + 4) dx.
Vypo¢&itame integral: [ sin(3x + 4) dx

_ —cos(3x +4)
B 3

Vysledkem je y = —§ -cos(3x +4) + ¢, kde x € R,c € R.

1
c= —g-cos(3x+4)+c.

Grafickd podoba riiznych feSeni rovnice y” = sin(3x + 4),atoproc = —-3,-2,0,1, 4.

12
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Obr. 5: Grafické teSeni piikladu 2.1.5

Kitivky vyplni celou rovinu.

2.1.6 Priklad 6

3
dx 2], str. 6
f 1+cos2x ([ ]' )
e % RT oy Lo, 3
Najdéte vSechna reSeni diferencialni rovnice y” = .
1+cos2x
< . . 3
Resenim rovnice budou viechny funkce ve tvaru: y = [ Trcomin

3
14+cos2x

Vypocitame integral: [
vyuZzijeme znalost vzorcii: cos2x = cos?x — sin?x,

1 = sin®x + cos?.

3 3 3
—dx = dx = d
_[ 1 + cos2x x ,[ 1 + (cos?x — sin%x) x f (1 — sin?x) + cos?x x

3 3 1
fcoszx + cos2x x f 2 - cos?x x fcoszx x

=2 gt
=5 tgxte

V}'/sledkemje:y=%tgx+c, kde x # g+k-1t,cEIR§.

Graficka podoba riznych feseni rovnice y” = ,atoproc =—-4,-2,0,2,4.

1+cos2x

13



Obr. 6: Grafické feseni ptikladu 2.1.6

Kfivky vyplni celou rovinu kromé pfimek x = g + km.

2.1.7 Priklad 7
[ x - cos3x dx ([4], str. 112)

Najdéte vSechna FeSeni diferencidlni rovnice y" = x - cos3x.

Resenim rovnice budou viechny funkce ve tvaru: y = [ x - cos3x dx.
Vypo¢&itame integral: [ x - cos3x dx

pouzijeme metodu per partes: [ f'(x) - g(x) dx = f(x) - g(x) — [ f(x) - g"(x) dx

sin3x
f’(x) = cos3x flx) = 3
gx) =x gx)=1
_sin3x fsin3xd _ x-sin3x 1 J 03y dx =
=3 X 3 x = 3 3 sin3x dx =
_ x-sin3x 1 ( cos3x) _ x-sin3x+cos3x+
-7 3 3 3 €T 73 9 ¢
Vysledkem je y = 323X 4 % + ¢, kde x € R,c € R.

3

Graficka podoba riiznych feseni rovnice y* = x - cos3x, ato proc = —8,—4,0,4, 8.

14



Obr. 7: Grafické teSeni ptikladu 2.1.7

Kitivky vyplni celou rovinu.

2.1.8 Priklad 8
3
fg_m dx ([6], str. 84)

ox v RN ST cry s . , 3
Napiste vSechna feSeni diferencialni rovnice y" = 35—

=

. » . s o , 3 3 3
Nejprve ur¢ime podminku: x # 0. (Dosahli jsme ji Upravou vyrazu: TS 2 o
X x3

Z vyrazu % jasn¢ podminka vyplyva.)
Resenim rovnice budou viechny funkce ve tvaru: y = [ 3\/% dx.
X
NP . 3
Vypo¢&itame integral: [ = dx
=f%dx=3f%dx= 3In|x| + c.

Vysledkem je y = 3In|x| + ¢, kde x # 0,c € R.

Graficka podoba riiznych feseni rovnice y” = 3\/%, atoproc =-3,-1,1,3,5.
X

15



5

Obr. 8: Grafické feseni ptikladu 2.1.8

Kitivky vyplni celou rovinu kromé pfimky x = 0.

2.1.9 Priklad 9

4x2
J oo dx (2], str. 8)
Cal o T A . . 4x?
Najdéte vSechna reSeni diferencialni rovnice: y” = 2;1.
Ze zadani ur¢ime podminku: 2x + 1 # 0
1
X # ==
2
4x?

Resenim rovnice budou vSechny funkce ve tvaru: y = [ P

<1z . . [ 4x?
Vypotitime integral: [ — dx
pomoci déleni polynomii (4x2): (2x + 1) vyjde vyraz 2x — 1 se zbytkem 1,

upravime integral do tvaru: [(2x — 1) + Tlﬂ dx a dopocteme:

f4x2 dx:f(Zx—l)dx+fﬁdx=f(2x—1)dx+1;f£dx=

2x+1 2x+1

=x2—x+ %-ln|2x+1|+c.

16



V}'/sledkemjeyzxz—x+%-ln|2x+1|+c, kdexqt—%,cEIR{.

4x2

2x+1’

Graficka podoba riznych feseni rovnice y” = atoproc =-4,-2,0,2,6.

-4
=
0— ]
» —
6 —
5 4 -3 —0/ 2 3 4
Obr. 9: Grafické teSeni ptikladu 2.1.9
v . . . 1
Kiivky vyplni celou rovinu kromé pfimky x = — >

2.1.10 P¥iklad 10
[—— dx ([4], str. 119)

x2-1

Napiste vSechna feSeni diferencialni rovnice y” = ——.

Ze zadani ur¢ime podminku: x> — 1 # 0

x # £l
Resenim rovnice budou vsechny funkce ve tvaru: y = [ xzx—1 dx.
s . 1. X
Vypotitame integral: [ —— dx

Nez se pustime do vypoctu, vidime, Ze v Citateli je derivace jmenovatele,
jen chybi v Citateli dvojnasobek x.

Podle véty: Necht’ funkce g ma spojitou derivaci, Vx € (a, b): f(x) # 0,

17



F'® gy =
pakff(x) dx =1In|g(x)| + c.

Citatel vynasobime Cislem 2, a aby se nezménilo feSeni, tak cely integral

. ; 1 vros
vynasobime - a dopocitame:

f X d_lf 2x d—11|2 1+
o =5 moy =5 Ik c.

Vysledkem je y = % ‘In|]x? — 1| + ¢, kde x # +1,c € R.

Graficka podoba riznych feSeni rovnice y” = ﬁ, atoproc =-7,—4,0,4,7.

T

Obr. 10: Grafické feseni ptikladu 2.1.10

Kiivky vyplni celou rovinu kromé piimek x = —1ax = 1.

2.2 S pocatecni podminkou

Pokud nechceme vSechna feseni diferencialni rovnice, ale chceme jedno konkrétni
feSeni, tedy feSeni, které splituje pocateCni podminku, tak toto feSeni nazyvame

partikularnim feSenim. (Samkova, 5)
U téchto ptikladi nas zajimd 1 konkrétni feSeni, které vyhovuje uvedené

pocatecni podmince. I pfesto jsem do obrazka dala 1 dalsi feSeni, abychom vidéli, jak

vypada celkova situace.

18



2.2.1 Priklad 1
Najdéte partikularni FeSeni diferencialni rovnice, které vyhovuje uvedené

pocateni podmince: y = cos(2x),y(0) = 3. ([5], str. 92)

Resenim rovnice budou vsechny funkce ve tvaru: y = [ cos(2x) dx.

Vypo¢&itame integral: [ cos(2x) dx

_sin(2x)
2

+c

sin(2x)

Vysledkem je: y = —— tc kde x € R,c € R.

Graficka podoba raznych feseni rovnice y” = cos(2x), ato proc = —-2,—1,0, 3, 5.

Kftivky vyplni celou rovinu.

My hledame konkrétni feSeni spliiujici podminku y(0) = 3. Tedy po dosazeni x = 0

vyjde y = 3.
y(0) =3
sin(2-0) +c=3
c=3
sin(2x)

Hledanym partikularnim feSenim je funkce y = +3,x ER.

V obréazku je feSeni tuéné zvyraznéno.

19
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Obr. 11:Grafické feseni ptikladu 2.2.1

2.2.2 Priklad 2
Najdéte partikularni FeSeni diferencialni rovnice, které vyhovuje uvedené

poéatecni podmince: y' = e’ 7%, y(6) = —e. ([5], str. 92)

Resenim rovnice budou viechny funkce ve tvaru: y = [ e’ dx.
Vypo¢&itame integral: [ e”* dx
=—e’ ™™ +c.
Vysledkem je: y = —e” ™ + ¢, kde x € R,c € R.
Graficka podoba riiznych feSeni rovnicey” = e’ %, atoproc = —4,-2,0, 1, 3.

Kitivky vyplni celou polorovinu x = 0.

My hledame konkrétni feSeni spliiujici podminku y(6) = —e. Tedy po dosazeni x = 6

vyjde y = —e.
y(6) = —e
—e’ % 4+c=—¢
c=0

20



Hledanym partikuldrnim feSenim je funkce y = —e”™*,x € R.

V obréazku je feSeni tuéné zvyraznéno.

Obr. 12: Grafické feSeni piikladu 2.2.2

2.2.3 Priklad 3

Najdéte partikularni FeSeni diferencialni rovnice, které vyhovuje uvedené

1
(x-6)2

pocate¢ni podmince: y’ = dx, y(7) = 1. ([5], str. 92)

Ze zadani ur¢ime podminku: x # 6.

1
(x-6)?

Resenim rovnice budou viechny funkce ve tvaru: y = [ dx.

1
(x—6)?

Vypo¢&itame integral [ dx

pomoci substituce: x — 6 = ¢

dx = dt

dostavame: [ tiz dt.

j : d-—flcu—Jt*dt— b= +
x—62 T )%™ T T T Ty e O

Vysledkem je: y = _x_i6 +c,kde x # 6,c € R.

1
(x—6)?’

Graficka podoba riiznych feseni rovnice y” = atoproc=-2,-1,0,2,4.

Kfivky vyplni celou rovinu kromé pifimky x # 6.
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My hledame konkrétni feSeni splitujici podminku y(7) = 1. Tedy po dosazeni x = 7

vyjde y = 1.
y(7) =1
Y +c=1
7—6
c=2

Hledanym partikuldrnim feSenim je funkcey = — ﬁ + 2,x € (6,0).

V obrazku je feSeni tu¢né zvyraznéno.

14 16 18

Obr. 13: Grafické feseni piikladu 2.2.3
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3 METODA SEPARACE PROMENNYCH

,,Tato metoda se pouziva pro diferencialni rovnice, ve kterych se vyskytuje y i y’,
a které se daji upravit do tvaru

Yy -9(y) = h(),
tedy vSechna y prevést na jednu stranu rovnice a vS§echna x na druhou.

Resenim takové diferencialni rovnice je y spliujici rovnici

fg(y)dy= fh(x) dx,

vcetné konstanty c, kterou sta¢i psat pouze na pravou stranu rovnice.*

(Samkova, [5], s. 93)

Postup je stejny jako u ptedchozi kapitoly.
Tato kapitola je ¢erpana vyhradné z literatury [2],[5], [6] a z vlastnich piikladd.
Neéktera zadani jsou kompletné prevzata, jen u malé Casti prikladi je zadani trochu

pozménéné.
3.1 Bez pocatecni podminky

3.1.1 Priklad 1

Najdéte viechna FeSeni diferencialni rovnice: y” - y? = cosx. ([6], str. 114)

Postupné feSime:

y - y* = cosx

fyz dyzfcosxdx

3
Y .
— =sinx+c¢
3

y3 = 3sinx + 3¢

y = V3sinx + 3c

prox € R,c € R.
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Resenim rovnice y* - y? = cosx jsou viechny funkce ve tvaru: y = V/3sinx + 3c,
kde x € R,c € R.

Grafick4 podoba riiznych feseni rovnice y” - y2 = cosx, atoproc = —4,-1,0,1,3, 5.

Obr. 14: Grafické feseni pfikladu 3.1.1

Kitivky vyplni celou rovinu.

3.1.2 Priklad 2

Najdéte viechna FeSeni diferencialni rovnice: y - y? = 2sinx. ([5], str. 97)

Postupné feSime:

y - y? = 2sinx

fyz dy = f 2sinx dx

3

Y = —2cosx + ¢
3
y3 = —6cosx + 3¢

y = ¥—6cosx + 3¢

y = /3¢ — 6cosx
prox € R,c € R.
Resenim rovnice y” - y? = 2sinx jsou viechny funkce ve tvaru: y = /3¢ — 6cosx,
kde x € R,c € R.

Grafick4 podoba riiznych feseni rovnice y” - y? = 2sinx, atoproc = —5,-2,0,1,3,8.
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Obr. 15: Grafické feSeni piikladu 3.1.2

Kiivky vyplni celou rovinu.

3.1.3 Priklad 3

Najdéte viechna FeSeni diferencialni rovnice: y -y = x3 + 6.

(vlastni ptiklad)

Postupné feSime:

y -y=x3+6

Jydy=Jx3+6dx

2 X4
7=Z+6x+c

4

x
y =7+12x+2c

x4
y=+=% 7+12x+26.

ProtoZe vyraz pod odmocninou z posledni rovnice musi byt = 0, dostdvame podminku:

4

X
7+12x+2620.

ReSeni nerovnice je slozité, nebot’ pro riznéa ¢ ndm vyjdou rizné x. Pro kazdé x

bychom méli jinou podminku. Podrobnéji podminku rozebereme s konkrétnim c.
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v 4
Resenim rovnice y” - y = x3 + 6 jsou vSechny funkce ve tvaru: y = i\/x? + 12x + 2c,

4
kde x?+12x+2c >0,c €ER.
Grafick4 podoba riiznych feseni rovnice y” - y = x3 + 6, a to pro

c=-6,—-40,3,7,10,16.

Obr. 16: Grafické feseni piikladu 3.1.3

Kiivky vyplni celou rovinu.

4
Nyni se znovu vratime k podmince: x? + 12x + 2¢ = 0, podrobnéji si ji nyni

rozebereme s konkrétni hodnotou ¢. Zvolime si ¢ = 0.

x4
7+12x+2-020

4

z +12x =0
> X =

x*+24x >0
x-(x3+24)=0
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Mohou nastat dva piipady (oba vyrazy budou bud’ kladné anebo zaporné), ve kterych
bude nerovnost platit:

pokud x < 0,tak x3 + 24 < 0 A pokud x > 0,tak x3 + 24 > 0
x3+24<0 x3+24>0
x3 < -24 x3>-24
x3 <3/-24 x> 3V-24

vyhovuji vx > 0

141
121

101

-101

Obr. 17: Podrobny nahled na feSeni pro ¢ = 0

Z obréazku je vidét, ze pro ¢ = 0 méa rovnice y* - y = x> + 6 konkrétni podminku,

atox - (x3+24) >0.

.....

c = 16.
x4
?+12x+2-1620
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x4
7+12x+3220

x* 4+ 24x+ 64 >0

Pokud si do matematického programu GeoGebra zadame levou stranu herovnice
(x* + 24x + 64) jako funkci, tak zjistime, Ze vechny hodnoty funkce jsou kladné.
Tudiz nerovnost x* + 24x + 64 > 0 je splnéna pro Vx € R.

v . 4 .
Reseni rovnice y = + \/ x? + 12x + 32 je definované na celém oboru R.

Obr. 18: Podrobny nahled na feseni pro ¢ = 16

3.1.4 Priklad 4

Cal o PR cor s . . 3 A
Najdéte viechna FeSeni diferencialni rovnice: y - y® = 2x° — Z' (vlastni priklad)

Postupné feSime:



x7 2x7 3
7

=T—ZX+C
21
y7=2x7—zx+7c

7 21
y = 2x7—Tx+7c

prox € R,c € R.

< o, 3. .
Resenim rovnice - y® = 2x°® — = jsou viechny funkce ve tvaru:

y = 7\/2x7—%x+7c,kdexER,cE]R{.

. e . 3
Graficka podoba riiznych feSeni rovnice y” - y© = 2x° — S atopro

c=-12,-5,-1,0,2,6,10.

) [ —

e 3

0

D

6

10— 2

T T T T T T 0 T T T T
=3 -25 -2 H1Pp |1 -05 0 05 1 1.9 25

Obr. 19: Grafické feSeni piikladu 3.1.4

Kitivky vyplni celou rovinu.
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3.1.5 Priklad 5

[«

Najdéte vSechna reSeni diferencialni rovnice: =

1
2 Vx

3

([6], str. 115)

Ze zadani uréime podminku: x > 0 A+/x # 0, z toho vyplyva, ze: x > 0.
‘ . 1
Zlomek 2= miizeme napsat jako y” - —. Pak postupné fesime:
o psatjakoy o= postup
1 1

f dy = f—dx
1 1 _L
fz-yZdyzfodx

Jy=2Vx+c 1)
y = (2vVx + ¢)2.

Protoze z rovnice (1) je zfejmé, ze leva strana je vzdy kladna, musi byt kladna

| prava strana rovnice. Z toho vyplyva, ze dostavame podminku pro x:

2Vx+c>0
pokud: ¢ > 0 pokud c =0 pokud c < 0
nerovnost plati automaticky pro Vx 2vVx >0 2Vx < —c
x€eR x>0 Vx < _<
C2
x < Z

RPN Y 1. ¥

ReSenim rovnice 25 = JRisou vSechny funkce ve tvaru: y = (2vx + ¢)?,
2

kdexE]Rproc>0;x>0prOC=0;x<c—prOC<O.

Graficka podoba riznych feseni rovnice — atoproc=-3,-2,-1,0,2,3.

2\/— \/—’
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1
—_

Obr. 20: Grafické feseni ptikladu 3.1.5

Kitivky vyplni pouze I. kvadrant.

3.1.6 Priklad 6
4

Najdéte vSechna FeSeni diferencialni rovnice: y” - N 9x% + 1.
y

(vlastni ptiklad)

Postupné feSime:

4
y  —=9x?+1

VA
4
f—dy=J9x2+1dx
V3
3
f4-y_5dy=f9x2+1dx

1
2 9x3
4-y T =T+x+c
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muZzeme upravit do tvaru: \/_ = 3% —x—¢ @

‘/_=_3x3+x+c @

3 2
y:(_3x3+x+c> '

V rovnici (1) jsme vyuzili znalost pfevracené hodnoty. Z rovnice (2) je zfejmé, ze leva

strana je vzdy kladna, proto totéZ plati i pro pravou stranu. Z toho vyplyva,

ze dostavame podminku pro x:

—— >0 3
3x3+x+c @)

Nerovnost bude platit, kdyz ¢itatel i jmenovatel budou kladné nebo oba dva budou

zaporné.

V naSem piipadé¢ z nerovnice (3) vyplyva, Ze se budeme zabyvat jen

jmenovatelem 3x3 + x + ¢, ktery musi byt zaporny, protoze &itatel je také zaporny.
3x3+x+c¢<0

2

< .o, 4 . y 8

Resenim rovnice y” - —— = 9x2 + 1 jsou viechny funkce ve tvaru: y = ( 3 ) ,
V3 3x3+x+c

kde ¢ € R a jsou omezené podminkou: 3x3 + x + ¢ < 0.

4

ﬁ=9x2+1,ato proc =-9,-4,0,2,7.

Graficka podoba riiznych feseni rovnice y” -
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Obr. 21: Grafické feSeni piikladu 3.1.6

Kitivky vyplni pouze polorovinu y > 0.

-8
3x3+x+c

Nyni se znovu vratime k podmince: > 0, kde se budeme zabyvat vyrazem

3x3 + x + ¢ < 0. Podrobnéji si ji rozebereme s konkrétni hodnotou c. Zvolime si
c =—4.

3x3+x+c<0

3x34+x—-4<0
Vhodné zvolenym x zjistime kofen nerovnice.
Dosadime za x = 1 a zkusime, zda neni nahodou kofenem:

3-13+1—-4=0.
x = 1 je kofen.
Vyraz (3x3 + x — 4) pijde vydélit vyrazem (x — 1):
Bx3+x—4):(x—1)=3x>+3x+4
—3x3 + 3x2
3x2+x—4
—3x? + 3x
4x — 4

—4x + 4
0
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Vyraz 3x3 + x — 4 lze tedy rozepsat na soudin:

3x34+x—4=(x—-1)-Bx?+3x+4)

L, D = b? — 4ac
D=3>—-4.3-4
D=-39 <0

vyraz nelze rozlozit,
vyraz (3x? + 3x + 4) bude vzdy kladny, protoZe se neda rozlozit. O podmince nam
tedy rozhodne vyraz (x — 1):
nastanou 2 ptipady — pokud x > 1 tak 3x3+x—-4>0
N pokud x < 1 tak 3x3+x—4<0.
My chceme 3x3 + x — 4 < 0, takZe pro ¢ = —4 je defini¢ni obor feseni:
Df = (—o0,1).

.........

3x3+x+¢<0
3x3+x <0
x-(3x2+1)<0
l, vyraz je vzdy > 0,
proto se budeme zabyvat jen vyrazem x.

Aby leva strana nerovnice byla < 0, musi bytix < 0.
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Obr. 23: Podrobny nahled na feSeni pro ¢ = 0

Pro ¢ = —4 je definiéni obor feSeni: Df = (—o0,0).

3.1.7 Priklad 7

Najdéte vSechna FeSeni diferencialni rovnice: y” - L =242, ([5], str. 95)

&y

Postupné feSime:

1
1 yz 2x°
6 1 3
2
1 2x3
VY=g te
Jy=2x*+3c (1)



Z rovnice (1) dostavame podminku pro x: 2x3 + 3¢ > 0

3
x°>—=c
2

Resenim rovnice y” - % = 2x? jsou viechny funkce ve tvaru: y = (2x3 + 3¢)?,

kde x > 3/—§c, c € R

Graficka podoba riiznych feSeni rovnice y = (2x3 + 3¢)?,atoproc = —2,-1,0, 1, 2.

Obr. 24: Grafické teSeni piikladu 3.1.7

Kiivky vyplni pouze polorovinu y > 0

3.1.8 Priklad 8

Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice: y” - 3%2 = 3x2%. ([5], str. 97)

Postupné fesime:
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Ize upravit do tvaru: elnly—2l — gx®+c (1)

nasledné upravime: ly — 2| = ex e (2)

y=2+e* -ef 3)
y=2+e: e*’
A zvolime novou konstantu: K := +e€ a dostaneme feSeni:
y=2+K-e* kdex € R K # 0.
Resenim rovnice y” - — = 3x? jsou vSechny funkce ve tvaru:y = 2 + K - e*’,
y—2
kde x e R,K # 0.

Graficka podoba riiznych feSeni rovnice y = 2 + K - e*’ ato pro
K=-9,-3,-1,1,2,5.
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Obr. 25: Grafické feseni piikladu 3.1.8

Kiivky vyplni celou rovinu kromé pfimky y = 2.

3.1.9 Priklad 9

Najdéte vSechna FeSeni diferencialni rovnice: y” - % = % ([5], str. 97)

Ze zadani ur¢ime podminku: x # 0.

Postupné feSime:

y -

3

x
1 3
f;dyzf;dx

In|y| = 3In|x| + ¢

<|r

Ize upravit do tvaru: elnlyl — g3lnlxl+c

eln|y| — e(ln|x|+ln|x|+ln|x|)+c
elnlyl = oln (Ix|-1x|-|x[)+c
elnlyl — eln|x|3+c

nasledné upravime: lyl = |x|® + e€

y=x3+e‘ prox eRc€ER.
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y = iec . X3
a zvolime novou konstantu: K := +e€ a dostaneme feseni:

y=K-x3 kdex # 0,K # 0.
Resenim rovnice y” - % = z jsou viechny funkce ve tvaru: y = K - x3,kde x # 0,K # 0.

Grafick4 podoba riiznych feSeni rovnice y = K - x3,atopro K = —4,-2,-1,1,2,5.

Obr. 26: Grafické feSeni piikladu 3.1.9

Kfivky vyplni celou rovinu kromé piimky x = 0.

3.1.10 Priklad 10

Najdéte vSechna FeSeni diferencialni rovnice: y' = e~ **), ([6], str. 114)

Rovnici upravime tak, aby byla pfipravena pro metodu separace promeénnych:

y' = e_x . e_y

39



a postupné fesime:

1 _
feTydy=Je *dx
feydyzfe_xdx

e¥ =—e*+c
Ize upravit do tvaru: Ine¥ =In(—e ™™ +¢)
y -lne =In(—e ™ + ¢)
nasledn¢ upravime: y=In(—e™*+¢)

y =In(c—e™). (1)

Z rovnice (1) vznikla podminka: c—e™™ > 0
—e*>—c
e < ¢ = 0dtud plyne, Ze ¢ > 0.
In(e™) < In(c)
—x - In(e) < In(c)
—x < In(c)
x > —In(c).
Resenim rovnice y* = e~**¥) jsou viechny funkce ve tvaru: y = In(c—e ™),
kde x > —In(c) pro c > 0.

Graficka podoba riznych feSeni rovnice y” = e~ *+Y) ato proc=1,3,6,8,11, 16.

Obr. 27: Grafické feseni piikladu 3.1.10
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Kiivky vyplni celou rovinu.

3.1.11 Priklad 11

Najdéte viechna FeSeni diferencialni rovnice: y - e¥ = 5x*. (vlastni ptiklad)

Postupné tfeSime:

y - e¥ =5x*

feydy=f5x4dx

e¥=x+c
Ize upravit do tvaru: Ine¥ = In(x® + ¢)
y -Ine = In(x° + ¢)

nasledné upravime: y = In(x> + ¢). (1)

Z rovnice (1) vznikla podminka: x> + ¢ > 0
x> > —c
x > 3—=c.
Resenim rovnice y" - e¥ = 5x* jsou viechny funkce ve tvaru: y = In(x® + ¢),
kde x > ¥/—c¢,c € R.

Graficka podoba riiznych feSeni rovnice y” - e¥ = 5x*,atoproc = —9,-3,0,1, 4, 10.
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Obr. 28: Grafické feseni prikladu 3.1.11

Kitivky vyplni celou rovinu.

3.1.12 Priklad 12

Najdéte vSechna FeSeni diferencidlni rovnice: y" = —2xy. ([6], str. 114)

Rovnici upravime tak, aby byla pfipravena pro metodu separace proménnych:

= —2x

’

y == —2x.

<k RN

Touto Gpravou bychom ztratili jedno feseni — nulovou funkci. (Nulova funkce je funkce,

ktera spliiuje: y = y(x) = 0 pro vSechna x € R, oznacuje se y = 0.)

1
—-d =f—2xdx
J 5@

Inly| = —x? + ¢

Postupné fesime:

Ize upravit do tvaru: elnlyl = g=x*+c

, v ’ —x2
nasledné upravime: ly| = e7*"*¢

42



y = feo—¥tc prox € R,c € R.
y=d4e ¥ . g€
y=tef-e™*

a zvolime novou konstantu: K := +e a dostaneme feSeni:
y=K- e‘xz,kdex €ER.K #0.
Nyni se vratime ke ztracenému feSeni; y = 0 (y(x) = 0 pro vSechna x € R):
y = 0 (Zkusime, jestli neni nahodou feSenim pivodni rovnice.)
y=0=0

a dosadime: 0 = —2 - 0, rovnice plati.

Protoze nulovou funkci mizeme zapsat jakoy = 0 - e’ x € R, viechna feseni
rovnice y* = —2xy jsou funkce ve tvaru: y = K - e~ kdex € R,K € R.

(pro K = 0 dostaneme y = 0)

Graficka podoba riiznych feseni rovnice y” = —2xy,atopro K = -5,-3,-1,0,1, 3,5.

Obr. 29: Grafické teseni piikladu 3.1.12

Kfivky vyplni celou rovinu.
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3.1.13 Priklad 13

Najdéte v§echna ieSeni diferencialni rovnice: y" = % ([6], str. 114)

Rovnici upravime tak, aby byla ptipravena pro metodu separace proménnych:

y-x=y
yox_
y

, 11
y 5 x

Urc¢ime podminku: x # 0.

Upravou rovnice bychom opét ztratili jedno feseni — nulovou funkci.

[oefte
y T

Postupné feSime:

In|y| = In|x|
Ize upravit do tvaru: elnlyl = elnlx|
nasledné upravime: ly| = emlxl+e
|y| — elnlxl . e€

lyl = Ix| - e€
y=2e - x,prox ERcER
a zvolime novou konstantu: K := +e¢ a dostaneme feSeni:
y=K-x,kdex #0,K # 0.
Nyni se vratime ke ztracenému feSeni: zkusime, jestli funkce y(x) = 0prox # 0
je feSenim.
y=0=0

, 0 . ,
dosadime: 0 = ~»rovnice plati.

Protoze 0 = 0 - x, vSechna feSeni rovnice y" = % muzeme napsat ve tvaru
y=K-x,kdex # 0,K € R.

Graficka podoba riznych feseni rovnice y” = %, atoproK =—-4,-2,-1,0,1,3,5.
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Obr. 30: Grafické fesSeni piikladu 3.1.13

Kitivky vyplni celou rovinu kromé pfimky x = 0.

3.1.14 Priklad 14
Najdéte vSechna FeSeni diferencialni rovnice: y" - v1 —x? =x - y. ([6], str. 114)

Rovnici upravime:

y V1 —x?
=x
y
o V1 —x?
y ———=x
y
.1 x
N
Uréime podminku: 1 — x2 > 0
—x2> -1
x% <1
x < +1.

Upravou rovnice bychom ztratili jedno feseni — nulovou funkci.
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Postupné feSime:

1 X

—d =f—dx
,fy Y V1 — x?

Inly|=—/1-x%2+c¢

Ize upravit do tvaru: eyl = g=Vi-x+c

nasledné upravime: ly| = e V17%¥**¢ prox € R,c € R.
y = ie—\/l—xz . e€
y = te€. e V1%

a zvolime novou konstantu: K := +e® a dostaneme feseni:
y=K e V1%’ kde x € (-1,1),K # 0.
Nyni se vratime ke ztracenému feSeni: zkusime, jestli funkce y(x) = 0 prox € (—1,1)
je feSenim.
y=0=0
dosadime: 0 - V1 — x2 = x - 0, rovnice plati.

V1—x2 v RN . ’, o v
1=x% 'vSechna feSeni rovnice y" - V1 — x2 = x - y miiZeme napsat

Protoze 0 =0-e~
vetvaruy = K - e V17** kde x € (—1,1),K € R.
Graficka podoba riznych feSeni rovnicey” - V1 — x2 = x - y,ato pro

K =-5,-2,-1,0,1,3,6.
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Obr. 31: Grafické feseni ptikladu 3.1.14

Kiivky vyplni pouze pas, ve kterém je x € (—1,1).

3.1.15 Priklad 15

Najdéte vSechna FeSeni diferencialni rovnice: y’' =y - cosx ([2], str. 76)

Rovnici upravime:

= CO0S X

y' +—=cosx.

ik RN

Touto upravou bychom ztratili jedno feseni — nulovou funkci. (Nulova funkce je funkce,

ktera splituje: y = y(x) = 0 pro v8echna x € R, oznacuje se y = 0.)

1
—-d =fcosxdx
J 5@

In|y| =sinx + ¢

Postupné feSime:

Ize upravit do tvaru: elnlyl = gsinx+c

nasledné upravime: ly| = eSinx+e
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Il
I+

eSinx¥+c » e R, ¢ € R.
esinx . ¢

e€ . gSinx

=R
n
=+ 1+

a zvolime novou konstantu: K := +e® a dostaneme feseni:
y=K-e5"* kdex € R,K # 0.
Nyni se vratime ke ztracenému feSeni: y = 0 (y(x) = 0 pro vSechna x € R):
y=0
y=0=0
dosadime: 0 = 0 - cos x, rovnice plati.

SInx '+ € R, vSechna feSeni

Protoze nulovou funkci mizeme zapsat jakoy = 0 - e
rovnice y” = y - cos x jsou funkce ve tvaru: y = K - eS'"* kde x € R, K € R.

(pro K = 0 dostaneme y = 0)

Graficka podoba rtiznych feSeni rovnice y” = y - cos x , a to pro

K =-4,-3,-1,0,2,4,5.

Obr. 32: Grafické feseni piikladu 3.1.15

Kiivky vyplni celou rovinu.
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3.2 S pocatecni podminkou

3.21 Priklad 1

Najdéte partikularni FeSeni diferencialni rovnice, které vyhovuje uvedené

poéiteéni podmince: 3y% -y = ——— |y (g) = 2. ([6], str. 115)

sinZx

Postupné tfesime:

) 1
f3y dy:f_sinzx dx

y3 = cotgx + ¢

y = 3/cotgx + ¢

prox # k-mc€R.

Resenim rovnice 3y? -y = — jsou vSechny funkce ve tvaru:

sin2x

y = 3/cotgx + ¢, kde x # k - m,c € R.

Grafick4 podoba rtiznych feseni rovnice 3y? - y" = —

, ato pro

sin2x
c=-5-2,0,1,4,8.

Kfivky vyplni celou rovinu kromé piimek x # k - m.

My hleddme konkrétni feSeni spliiujici podminku y (g) = 2. Tedy po dosazeni x = %

vyjde y = 2.

3’cotg§+c =2

cotgg +c=8
c=28
Hledanym partikuldrnim feSenim je funkce y = 3/cotgx + 8,kde x # k - m.
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Obr. 33: Grafické feseni piikladu 3.2.1

Detail zobrazujici konkrétni partikularni feseni.

]

]

]

4 1
]

]

]

31 I
]
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]

2 I
]

P=[m/2,2] \ |

]

1 I
]

]

0 |
1 2 X
]

]

]

]

1

1

Obr. 34: Podrobny nahled na feSeni splitujici podminku y (g) =2
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3.2.2 Priklad 2
Najdéte partikularni FeSeni diferencialni rovnice, které vyhovuje uvedené

pocate¢ni podmince: % =3x%,y(2) =1. (vlastni ptiklad)

Rovnici upravime tak, aby byla ptipravena pro metodu separace promeénnych:

Postupné feSime:

yT=x3+c
2
2\ly=x3+c

x3+c

Jy = 5 ()

3 x3 +c\°

Z rovnice (1) je zfejmé, ze leva strana je vzdy kladnd, proto totéz plati i pro pravou

stranu. Z toho vyplyva, ze dostavame podminku pro x:

x3+c
> > 0. (2)

Nerovnost bude platit, kdyz €itatel 1 jmenovatel budou kladné nebo oba dva budou

zaporné.
V naSem pfipad¢ z nerovnice (2) vyplyva, ze se budeme zabyvat jen Citatelem
x3 + ¢, ktery musi byt kladny, protoZe jmenovatel je také kladny.
x3+¢c>0
x3>—c
x> 3i—=c

. 3, \2
Resenim rovnice % = 3x2 jsou viechny funkce ve tvaru: y = (x 2+C) ,
kde x > V/—c,c € R.

Graficka podoba riiznych feSeni rovnice 5—? = 3x?%,atoproc =—-6,-2,0,1,3,4.
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Kiivky vyplni pouze polorovinu: x = 0

My hledame konkrétni feSeni spliiujici podminku y(2) = 1. Tedy po dosazeni x = 2

vyjde y = 1.
y(2)=1
23 +¢ 2_1
> =
23 +
c=1
2
8+c=2
c=—-6

5 \2
Hledanym partikularnim fe$enim je funkce y = (x . 6) ,kde x > i/—c.

V obrazku je feSeni tuéné zvyraznéno.

P=[21]

P=[2,1]

Obr. 35: Grafické feseni piikladu 3.2.2
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3.2.3 Priklad 3

Najdéte partikularni FeSeni diferencialni rovnice, které vyhovuje uvedené

pocateéni podmince: y” - % =e*y3)=0. ([5], str. 99)

Resené neexistuje, kdyz se podivame do zadéani ptikladu, je okamzité ziejmé, ze za y
nemuzeme dosadit 0.

Partikularni feseni vhledem k uvedené pocate¢ni podmince neexistuje.

Pro nas priklad si zvolime jinou po¢ate¢ni podminku: y(0) = e.

[5av=[era
—dy=]¢e*dx
y

Postupné feSime:

Inly| =e* +¢
Ize upravit do tvaru elnlyl = ge*+e
nasledné upravime ly| = e€™+¢

y =+e® * prox ER,c € R
y = ieex . e€
y = +e€- e
a zvolime novou konstantu: K := +e® a dostaneme feSeni:
y=K- e? kdex € R, K # 0.

Graficka podoba riznych feseni rovnice y” - % =e*,atoproK = —4,-2,-1,1,3,4.

Kfivky vyplni celou rovinu kromé pfimky y = 0.

My hledame konkrétni FeSeni splitujici podminku y(0) = e. Tedy po dosazeni

x =0vyjde y =e.

y(0) =e
K-e® =e
K-el=e

K=1

Hledané partikularni feSenim je funkce y = 1 - e¢”", kde x € R, K # 0.

V obrazku je feSeni tu¢né zvyraznéno.
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P=[0, €]

:‘21 _ 8
1
1
3 ]
4
P=[0, €]
j
0
-4 -2
\6

Obr. 36: Grafické feseni piikladu 3.2.3

16 14 12 10 8 6 0 2

3.2.4 Priklad 4
Najdéte partikularni FeSeni diferencialni rovnice, které vyhovuje uvedené

pocateéni podmince: y' = —0,3 - y,y(10) = 2e3. ([5], str. 99)

Rovnici upravime do potfebného tvaru:

Timto postupem jsme se piipravili o nulové feseni, ale v poc¢ate¢ni podmince

y(10) = 2e3 Zz4dna 0 neni. TudiZ to neni problém.

1
—-d =J—0,3dx
[

Inly|]=-03-x+¢

Postupné fesime:

Ize upravit do tvaru elnlyl = g=03-x+c

nasledné upravime ly| = e~03x+c
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-+

e 93¢ prox € R,c € R.

-0,3x , ,C

e e

= < <
Il
I+

c -0,3x

I
-+

e -e

a zvolime novou konstantu: K := +e a dostaneme feSeni:

y=K-e ¥ kdex € R, K # 0.
Graficka podoba riznych feseni rovnicey” = —0,3 - y, a to pro
K =-5,-3,-1,1,4,2e°.

Kiivky vyplni celou rovinu.

My hledame konkrétni feSeni spliiujici podminku y(10) = 2e3. Tedy po dosazeni
x = 10 vyjde y = 2e3.

y(10) = 2e3

K. e-0310 — 9,3
K-e™ 3 =2¢3

K = 2e®

Hledanym partikuldrnim feSenim je funkce y = 2e® - e7%3% kde x € R.

V obréazku je feSeni tuéné zvyraznéno.

60
5 40 P=[10, 2¢"3]
3 —
q—
11 —
gt — 20-
P = [10, 2¢"3]
25 20 15 =5 10 15 20 25 30

~40-

Obr. 37: Grafické feseni piikladu 3.2.4
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4 LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE
S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY A NULOVOU
PRAVOU STRANOU

Necht mame Y7_, ay - y® = ¢, kde y® je k-ta derivace funkce y
y©® =y a, €R.
Pak existuje vzajemné jednoznacna souvislost mezi tvarem feSeni rovnice

¥n_oar - y® = 0 amezi kofeny polynomu Y7_, ay - x¥.

jednonasobny realny kofen K; — tomuto kofenu je pFifazena funkce eX1 ¥
dvojnasobny realny koten K, — eXz*
— x-efz ¥
trojnasobny realny koten K; — eX3 ¥
— x - eKzx
— xz . eK3 X

komplexni kofeny b + ai — eb*

- cos(ax)
b —ai — e -sin(ax)
Reseni diferencialni rovnice je potom linedrni kombinaci ptisluSnych funkci za Sipkou.

([°1)

Tato kapitola je Cerpana vyhradné z literatury [1], [2], [3], [4] a [8].

4.1 Bez pocatecni podminky

41.1 Piiklad 1
2y’ +y -y=0 ([1], str. 416)

O feSeni rovnice rozhoduji kofeny polynomu 2x% + x — 1; tedy feSeni rovnice
2x2+x—1=0.

Vypocitdme diskriminant D:
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D = b? — 4ac
D=12—-4.2.(-1)

D =09.
D dosadime do vzorce pro vypocet kvadratické rovnice:
~b VD
X1 =—F—
12 2a
—-1++9
X1 = ——/—
12 2-2
-1+3
X =
1,2 2
X1, =—1,=
1,2 5
Resenim kvadratické rovnice jsou dva jednonasobné realné kofeny x; = —1ax, = %

Témto kofentim ptifadime funkci: e*1*a e*2*, Kotenum tedy budou odpovidat
x
ptislusné funkce: e™ a ez.

N . . —_ E
Reseni rovnice jevetvaru: y =A-e™*+ B-ez;x E R A, B € R

Graficka podoba:

X
Nastalo 9 ruznych piipadu jak graficky zobrazit feSeni rovnicey = A-e ™ + B - ez.

Koeficienty miizeme zapsat v téchto variantach:

A=0aB>0
A=0aB<0 B=0aA<O0 A<0aB<O
A=0aB=0

A<0aB>0

Z grafu vidime rizna feSeni rovnice, konkrétné pro usporadané dvojice koeficienti:

[4,B] = [0,7],[0,-7],[0,0], 5,0}, [-10,0], |25, [-1, =11, |3, -5] . [-12,2].
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[A, B]= [0, 7]
[0, -7]
[0, 0]
[, 0]
[-10, 0]

[-1.-1]

[-12, 2]

-10

Obr. 38: Grafické feseni piikladu 4.1.1

X
Linearni kombinace funkci e™ a ez vyplni celou rovinu.

Pro nazornou ukazku je v praci uvedena rozsifena graficka podoba. Pro jeji
nepiehlednost je uvedena pouze u prvniho ptikladu.

Z grafu vidime rizna feseni rovnice, konkrétné pro usporadané dvojice koeficientt:

[4,B] = [0,2],0,7], [0,14], [0,~7], [0, 30}, |0, - 2| . [0,0], |2, 0], [5, 0], [68, 0],

[-100,0],[1, 1, [5.3], [-1, =11, |5, 3] [18,—4], |3, 5], [-9, 20],
[-12,2].
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Obr. 39: Rozsitené grafické feseni piikladu 4.1.1

412 Priklad 2
Yy +3y =0 ([3], str. 167)

O feseni rovnice rozhoduji kofeny polynomu x? + 3x; tedy feseni rovnice
x%+3x=0.
Ze zadani rovnice 1ze rovnou vypocitat koteny:
x2+3x=0
x-(x+3)=0
x;=0
x, = —3.

ReSenim kvadratické rovnice jsou dva jednonasobné realn¢ kofeny x; = 0 a x, = —3.

Témto kofentim pritadime funkci: e*1™* a e*2*. Kofentim tedy budou odpovidat

piislusné funkce: e®* = 1 a e~ 3%,

Reseni rovnice je vetvaru: y = A+ B - e 3 xeRABER

Graficka podoba:
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Nastalo opét 9 riiznych piipadi jak graficky zobrazit feSeni rovnice: y = A + B - e™3%,

Koeficienty mtizeme zapsat v téchto variantach:

A=0aB>0
A=0aB<0 B=0aA<O0 A<0aB<O0
A=0aB=0

A<0aB>0

Z grafu vidime riizna feSeni rovnice, konkrétné pro uspotradané dvojice

koeficienti:[4, B] = [0,15],[0,— 3| [0,0],[2,0],[~3,0],(3,3], |- 2, -],

[1 1].1-13)
2 ] ] ] .
6_I
[A, B]= [0, 15] [-7/3, -7/13]
[0, -1/4]
[0, 0] [-1, 3]
[2, 0] :
[-3, 0] \
0 \ S~
4 -3 -2 -1 ’a’l 2 3 4 5 6

Obr. 40: Grafické feseni piikladu 4.1.2

Linearni kombinace funkci e%* a e 3% vyplni celou rovinu.

4.1.3 Priklad 3
y' =2y +y=0 ([4], str. 327)

O feSeni rovnice rozhoduji kofeny polynomu x? — 2x + 1; tedy feSeni rovnice
x?2—2x+1=0.

Vypocitdme diskriminant D:
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D = b? — 4ac
D=(-2?—4-1-1
D = 0.

D dosadime do vzorce pro vypocet kvadratické rovnice:

—b++D
M2 ="
2
X1,2 :E
x =1

Resenim kvadratické rovnice je jeden dvojnasobny realny kofen x; = 1.
Tomuto kofenu piifadime funkci: e*1*a x - e*1*,
Kofentim tedy budou odpovidat ptislusné funkce: e* a x - e*.

Reseni rovnice je ve tvaru: y = A-e* + B -x - e*;x € R,A,B € R.

Graficka podoba:
Nastalo 9 riznych piipadu jak graficky zobrazit feSeni rovnice: y = A-e* + B - x - e*.

Koeficienty miizeme zapsat v téchto variantach:

A=0aB>0
A=0aB<0 B=0aA<O0 A<0aB<0
A=0aB=0

A<0aB>0
Z grafu vidime riizna feSeni rovnice, konkrétné pro uspotadané dvojice
koeficientt:[4, B] = [0, 9], [0,—12],[0, 0],[10, 0], [-15,0],[3,8],[—5, —1],
[1,-4], [—1,1 .
32

61



[A, B]=[0, 9]
[0, -12]
[0, 0]
[10, 0]
[-15, 0]

[-5.-1]
[-1/3,1/2]

oV
1 2
_21
\
Obr. 41:Grafické feSeni ptikladu 4.1.3
Linearni kombinace funkci e* a x - e* vyplni celou rovinu.
4.1.4 Piiklad 4
y ' +4y=0 ([3], str. 167)

O feseni rovnice rozhoduji kofeny polynomu x? + 4; tedy fedeni rovnice
x2+4=0.

Z rovnice miiZzeme rovnou vypocitat kofeny:

X, = —2L.
Resenim kvadratické rovnice jsou komplexni kofeny x; = 2i a x, = —2i. Komplexni
kofeny jsou ve tvaru 0 + 2i.
Témto kofentim piifadime funkce:e?*1 - cos(ax) a e?*2 - sin(ax).
Kotentim tedy budou odpovidat piislusné funkce: e®* - cos(2x) = cos(2x)
a e% - sin(2x) = sin(2x).

Reseni rovnice je ve tvaruzy = A - cos (2x) + B - sin (2x); 4, B € R.
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Graficka podoba:
Nastalo 9 riznych ptipadi jak graficky zobrazit feseni rovnice:
y = A-cos(2x) + B - sin (2x).

Koeficienty mizeme zapsat v téchto variantach:

A=0aB>0 B=0aA>0
A=0aB<0 B=0aA<O0 A<0aB<O0
A=0aB=0

A<O0aB>0
Z grafu vidime riznd feseni rovnice, konkrétné pro usporadané dvojice

koeficientu: [4, B] = [0, 2], [0,-3], [0, 0], [4, 0], [-5, 0], [6,6], [-3, 5],

2-3 73]

[A, B]= [0, 2] 12
[0.-3] [3,-5]
[0, 0] 10+
[4,0]  [-7,1/2]
[-5, 0]

Obr. 42: Grafické feSeni piikladu 4.1.4

Linearni kombinace funkci cos(2x) a sin(2x)vyplni celou rovinu.

4.1.5 Priklad 5
y —4y +5y=0

([81)

O feSeni rovnice rozhoduji kofeny polynomu x? — 4x + 5; tedy feSeni rovnice

x> —4x+5=0.
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Vypocitame diskriminant D:

D = b? — 4ac
D=(-4)2-4-1-5
D = —4.

Pokud je D < 0 rovnice nema v oboru realnych ¢isel feSeni. Rovnice ma feSeni v oboru
komplexnich ¢isel.

D dosadime do vzorce pro vypocet kvadratické rovnice:

—b++D
I T
4 4+ —4
x1,2=T
4+ 2
X1,2 = )
x1:2+i
x2=2—i.

Resenim kvadratické rovnice jsou komplexni kofeny x; = 2 +iax, = 2 +1.
Komplexni kofeny jsou ve tvaru: 2 % i.

Té&mto kofentim piifadime funkce: e?*1 - cos(ax) a e?*2 - sin(ax).

Kofentim tedy budou odpovidat piislusné funkce: e?* - cosx a e?* - sinx.

Reseni rovnice je ve tvaru: y = A - e?* - cosx + B - e?* - sinx;x € R,4,B € R.

Graficka podoba:
Nastalo 9 riznych ptipadi jak graficky zobrazit feseni rovnice:
y=A-e%* cosx + B -e?*.

Koeficienty miizeme zapsat v téchto variantach:

A=0aB>0
A=0aB<0 B=0aA<O0 A<0aB<O0
A=0aB=0

A<0aB>0

Z grafu vidime rliznd feseni rovnice, konkrétné pro usporadané dvojice
koeficientt: [4, B] = [0,8], [0,~11], 0,0], [12, 0], [8, 0], 25, 13], [, ]

[4,-3],[-2,1].
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[A, BI= [0, 8] 6 ,

-8, 0] 4;
112, -1/5]
[-2,1]

) )
N

-4 -3 -2

Obr. 43: Grafické feseni piikladu 4.1.5

Linearni kombinace funkci e?* - cosx a e?* - sinx vyplni celou rovinu.

416 Priklad 6
Y =3y 3y —y=0 ([2], str. 81)

O feseni rovnice rozhoduji kofeny polynomu x3 — 3x2? + 3x — 1; tedy fedeni rovnice
x3—3x2+3x—1=0.

Vhodné zvolenym x zjistime kotfen rovnice.
Dosadime za x = 1, abychom zjistili, zda neni kofenem:

1°-3-12+3-1-1=0.

x1 = 1 je koten.
Vyraz (x3 — 3x% + 3x — 1) ptjde vydélit vyrazem (x — 1):
(x3=3x24+3x—-1):(x—1)=x2-2x+1

—x3 + x?
—2x%+3x—1
2x% — 2x
x—1
—x+1
0
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Vyraz x3 — 3x% + 3x — 1 lIze tedy rozepsat na soudin:
x3—3x2+3x—-1=(x—-1) (x> —-2x+1).

Z vyrazu x? — 2x + 1 zjistime dal$i kofeny tim, Ze vypo&itdme diskriminant D:

D = b% — 4ac
D=(-2)?*-4-1-2
D =0.
D dosadime do vzorce a dopocteme:
_—b+vVD
X12 = " oa
2
X12 = 2
x, = 1.

Vyraz x? — 2x + 1 lze tedy rozepsat na soucin:
x2—2x+1=(x—-1)(x—1),tedy
x2—-2x+1=(x—- 1%

Vyraz x3 — 3x% + 3x — 1 Ize tedy rozepsat na soudin:
x3-3x2+3x—-1=(x—-1)-(x—1)?
x3—=3x2+3x—1=(x-1)3.

ReSenim rovnice tetiho fadu je jeden trojnasobny realny koten x; , = 1.
Tomuto kofenu piifadime funkce: e¥1%, x - e*2%a x2 - e*2'*,
X

Kofentim tedy budou odpovidat pfislusné funkce: e*, x - e* a x? - e*.

Reseni rovnice je vetvaru: y = A-e*+B-x-e*+C- x*-e*;x € R, A,B € R.
Graficka podoba:

U ptikladu miizeme najit 27 rtiznych kombinaci koeficientl 4, B, C, kterymi se mize
graficky zobrazit feseni rovnice. Pro piehlednost se budeme zabyvat pouze 10-ti

piipady, jak graficky zobrazit feSeni rovnice.

Koeficienty mizeme zapsat v téchto variantach:
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A=0B>0C>0 B=0,A>0C>0 C=0A>0B<0
A=0B<0C(C<0 B=0A<0,<0
A=0,B>0(C<0

A<0,B>0,C<0
A>0B>0C>0
A<0,B<0,C<O0

Z grafu vidime rtizné feseni rovnice, konkrétné pro usporadané trojice koeficientt:

[4,B,C] = [0, 4,2],[0,—7,—8],[0,1,—12],[3,0, 7], [-5, 0, —6], E 0,— %] [5,—1,0],

[480][27 1][111][2 2 2
P ) l31 ) ) 31 3! 3'

2'2'2

[A B, Cl= [0.4, 2]
[0,-7,-8] [-2, 7/3, -1]
[0,1,-12]1 (172, 112, 1/2]

[5,0, 7] [-213,-213, -2/3]
[-5, 0, -6]

[5, -1, 0]

55 S5 == 36 C— T - - . \ols 1 15

Obr. 44: Grafické feseni piikladu 4.1.6

Linearni kombinace funkci e*, x - e* a x? - e* vyplni celou rovinu.

4.1.7 Priklad 7
Yy 4y =0 ([3], str. 167)

O feseni rovnice rozhoduji kofeny polynomu x3 + x2; tedy feseni rovnice

x3+x%2=0.
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Z rovnice muzeme rovnou vypocitat kofeny:

x3+x2=0
x2-(x+1)=0

x, =0,

x, = —1.

Resenim rovnice tietiho fadu je jeden dvojnasobny realny koten x; = 0 a jeden
jednonasobny realny koten x, = —1.
Témto kofenlim pritadime funkce:e*1*, x - e*1*a e*2* .

X

Kofentim rovnice tedy budou odpovidat piislusné funkce: e%* = 1, x - e%* = xae™.

Reseni rovnice jevetvaru:y =A+B-x+C-e*;x € R,A4,B,C €R.

Graficka podoba:
U ptikladu miizeme najit 27 riznych kombinaci koeficienti 4, B, C, kterymi se mtize
graficky zobrazit feSeni rovnice. Pro piehlednost se budeme zabyvat pouze 10-ti

ptipady, jak graficky zobrazit feseni rovnice.

Koeficienty miizeme zapsat v téchto variantach:
A=0,B>0,C>0 C=0A4A>0B<0
A=0,B<0,C<0 B=0,A<0,C<0
A=0,B>0,C<0

A<0,B>0,C<0
A>0B>0C>0
A<0,B<0,C<O0

Z grafu vidime rGzna feSeni rovnice, konkrétné pro uspotradané trojice koeficientl:
[4,B,C] = [0,3,4],[0,—2,—5],[0,6,—1],[2,0,9], [—1, 0,— ﬂ ,[-4,0,7],[6,—3,0],
[-5,1,0],[—6,8,—14],[5,5,5],[—3,—3,—3.]
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[A, B, CI=10, 3, 4]
[0, -2, -5] [-6, 8,-1/4]
[0,:6,-1]. 5, 5;5]
[2,0,9] [-3, -3, -3]
[-1, 0, -1/2]

[6, -3, 0]

Obr. 45: Grafické feSeni piikladu 4.1.7

Linearni kombinace funkci %%, x - 9% a x2 - e vyplni celou rovinu.

4.1.8 Priklad 8
y ' —2y"+9y ' —18y =0 ([3], str. 167)

O feseni rovnice rozhoduji kofeny polynomu x3 — 2x? + 9x — 18; tedy feSeni rovnice
x3—2x2+9x—18 =0.

Vhodné zvolenym x zjistime kotfen rovnice.
Dosadime za x = 2, abychom zjistili, zda neni kofenem:

23—-2-2249-2-18=0.

x, = 2 je koten.
Vyraz (x3 — 2x% + 9x — 18) ptijde vydé&lit vyrazem (x — 2):
(x3—2x24+9x—18): (x —2) =x2+9

—x3 + 2x?
9x — 18
—9x + 18
0

Vyraz x3 — 2x% 4+ 9x — 18 Ize tedy rozepsat na soudin:
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x3—2x24+9x—-18=(x—2) - (x2 +9).

Z vyrazu x? + 9 zjistime dal$i kofeny tim, Ze vypocitdme diskriminant D:
yr ] y yp

D = b? — 4ac
D=(0)2-4-1-9
D = —36.

Pokud je D < 0, tak vyraz nema v oboru realnych ¢isel feSeni. ReSeni ma
Vv oboru komplexnich cisel.

Dosadime do vzorce pro vypocet kvadratické rovnice:

—b £VD
2a
0++v-36
2

+6i

2

Xy = 31,

X23 =
X3 =

X323 =

x3 = —3l.
Vyraz x? + 9 Ize tedy rozepsatna soucin:
x2+9=(x+3i)- (x—3i).
Vyraz x3 — 2x% + 9x — 18 Ize tedy rozepsat na souéin:
x3—2x2+4+9x—18=(x—2) - (x + 3i) - (x — 3i).

Resenim rovnice tietiho fadu je jeden jednonasobny realny kofen x; = 2 a komplexni
koteny x, = 3i ax; = —3i.

Tomuto kofentim pfifadime funkce: e*1*, e?

*2 . cos(ax) a e?*s - sin(ax).
Kotentim tedy budou odpovidat ptislusné funkce: e2*, e%* - cos 3x = cos3x
a e% - sin 3x = sin3x.

Reseni rovnice je ve tvaru: y = A - e?* + B-cos3x + C - sin3x;x € R, A, B € R.

Graficka podoba:
U ptikladu miiZzeme najit 27 rtiznych kombinaci koeficientl 4, B, C, kterymi se mize
graficky zobrazit feSeni rovnice. Pro piehlednost se budeme zabyvat pouze 10-ti

ptipady, jak graficky zobrazit feSeni rovnice.
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Koeficienty miizeme zapsat v téchto variantach:
A=0,B>0C>0 B=0,A>0C>0
A=0,B<0,C<0 B=0,A<0(C<0
A=0,B>0,C<0

A<0,B>0,C<0
A>0B>0C>0
A<0,B<0,C<O0

C=0A>0B<0

Z grafu vidime rtizné feseni rovnice, konkrétné pro usporadané trojice koeficientt:

[4,B,C] = [0,3,1],[0,-2,-5],[0,4,-3],|2,0,5] [

6; O' - %:l ) [_11 O' 2]; [7r _4'r O]r

5
[—8,6,0], [— 2.2, —3] 18,7,5],[<2, 2, —2.]

[A,B,C]=[0,3,1] [7/2,0, 5]
[0,-2,-5] [-6,0,-3/2] [-5/3,2,-3]
[0,4,-3] [8,7, 5]
[-2,-2,-2] 8

N
N4

\

Obr. 46: Grafické teseni piikladu 4.1.8

Linearni kombinace funkci e?*, cos(3x) a sin(3x) vyp
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4.2 S pocate¢ni podminkou

4.2.1 Priklad 1
Najdéte partikularni FeSeni diferencialni rovnice, ktera vyhovuje uvedenym

pocate¢nim podminkam: y” —y — 6y =0,y(0) =0ay’'(0) = 1. ([2], str. 80)

O feseni rovnice rozhoduji kofeny polynomu x? — x — 6; tedy feSeni rovnice
x2—x—6=0.

Vypocitame diskriminantD:

D = b% — 4ac
D=(-1)%-4-1-(-6)
D = 25.
D dosadime do vzorce pro vypocet kvadratické rovnice:
_—b+VD
¥12 =7
_1+v25
¥12 =75
145
X12 = )
xllz = _2, 3
Resenim kvadratické rovnice jsou dva jednonasobné realné koteny x; = —2 a x, = 3.

Témto kofeniim pfifadime funkci: e***a e*2*. Kofentiim tedy budou odpovidat
piislusné funkce: e 2% a e3*.

Reseni rovnice je ve tvaru: y = A- e ™2* + B-e3*;x € R,A,B € R.

Graficka podoba:

Nastalo 9 riznych ptipadi jak graficky zobrazit feSeni rovnice y = A-e ™ + B - ez.

Koeficienty miizeme zapsat v téchto variantach:

A=0aB>0
A=0aB<0 B=0aA<O0 A<0aB<O0
A=0aB=0
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A<0aB>0
Z grafu vidime rliznd feseni rovnice, konkrétné pro usporadané dvojice koeficientt:
1 1 1 1
[4,B] = [0,2],[0,3], 0,01, 13,0, 7,01, [1.5].|-3.-9]. [, —3] . [-2. 15].

Linearni kombinace funkci e =% a e3%

vyplni celou rovinu.

My hledame konkrétni feSeni splitujici podminky: y(0) = 0ay’(0) = —1.
y=A-e?*+B-e3*

Po derivaci: y' = —2A4-e 2* + 3B - e3¥

Po dosazeni pocate¢nich podminek y(0) = 0 a y’(0) = —1 dostaneme soustavu dvou
rovnic o dvou neznamych:

A+B=0
—2A+3B=0
Postupnymi Gipravami dostaneme B = —% ad = %
Hledanym partikularnim fe$enim je rovnice: y = % ceTx — % - e3% kde x € R.

V obréazku je feSeni tuéné zvyraznéno.
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[A, B]= [0, 2]
[0, -3]
[0, 0]
[13, 0]
[-7, 0]

[-12,-9]

[-2, 15]

Obr. 47: Grafické feseni ptikladu 4.2.1
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5 ZAVER

Cilem této bakalarské prace bylo vytvofit ucelenou a ptehlednou sbirku, ktera se
zabyva Diferencidlnimi rovnicemi s programem GeoGebra. Kazdy ptiklad je nejprve
vypocitany a poté je graficky znazornény pomoci programu GeoGebra. V této praci
byla pouzita dostupna verze GeoGebra 4.2. Tato prace méla za kol tedy vyzdvihnout

feseni prikladi i jinak nez pocetné.

Kazd4a kapitola zacind strucnou teorii a ndsleduje souhrn feSenych ptikladi, ke
kterym musi student znat ucivo i pfedchozich Matematickych analyz 1. a Il. — napft.:
metody vypoctu neurcitého integralu. Ilustraéni obrazky ukazuji vybrana zajimava
feSeni a jejich zéavislost na konstant¢ c. Studentovi pomize dynamicky software

S predstavou, jak priklad vypada.

Sbirka jde vyuzit jako studijni material k pfedmétu Matematicka analyza III. Prace
se vyhradné¢ zaméfuje pouze na kapitoly diferencidlni rovnice zdkladniho typu, na
metodu separace proménnych a na linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi
koeficienty a s nulovou pravou stranou. Jenom pro kompletnost studijniho materialu
chybi v této praci kapitola Linearni diferencidlni rovnice prvniho tadu, které se tesi

pomoci integracniho faktoru.
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