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Anotace

Cilem prace je ukazat mozné vyuziti matematického programu GeoGebra pii feSeni
piikladii prabéhu funkci jedné proménné. Piiklady budou fazeny vzestupné podle
obtiznosti a vzdy budou vyfeSeny manualn¢ a nasledné¢ pomoci programu Geogebra,

doprovazené grafickym zobrazenim.

Annotation

The aim of this thesis is to show possibility of using mathematical program GeoGebra
in solving examples of course of functions of one variable. Examples will be sorted in
ascending order of difficulty and they will be always solved manualy and then by using

GeoGebra, all will be accompanied with graphical representation.
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1. Uvod

Tato bakalaiska prace se zabyva feSenim prabéhu funkci v programu GeoGebra. Jedna
se o matematicky program, ktery je nadpomocny v mnoha matematickych okruzich.
Téma mé prace bylo vybrano cilené. Pravé prabéh funkce je vhodny k poukéazéani toho,

jak lze vyuzit matematické programy v praxi — vV mé praci konkrétn¢ uziti GeoGebry.

Prace obsahuje sedm ptikladt setazenych vzestupné podle stupné obtiznosti. Kazdy
priklad bude spocitdin manualn¢. U kazdého kroku bude uvedeno, jakych teoretickych
znalosti jsme vyuzili k samotnému feSeni ptikladd. Nasledné bude kazdy ptiklad
vyfeSen v programu GeoGebra. V prvnim piikladu se ¢tenat seznami s ovladacimi
nastroji a spravnym nastavenim prosttedi GeoGebry tak, aby vyhovovalo feSeni
prabéhu funkci jedné proménné. Také budou popsany vSechny funkce programu, které
budou v praci pouzity. Veskeré vypocty budou podrobné okomentovany tak, aby tomu
¢tenatf porozumél a byl schopny na zéklad€ této prace vse aplikovat sam na jinych
piikladech. Kazdy krok bude doplnény grafickym znazornénim piimo z prostiedi

GeoGebry. Cela prace je fazena postupné a systematicky.

Cilem mé prace ma byt piiblizeni vybraného matematického programu GeoGebra
¢tenaiim a snaha o rozSifeni uzivani pocitacovych programil pii feSeni matematickych

problémil.



2. Priklad 1- f:y = x3 — 18x% + 81x
Je dana funkce: f: y = x> — 18x% + 81x. Vysetiete priibéh funkce.

1) Defini¢ni obor
Pfi urcovani definicniho oboru postupujeme dle definice defini¢niho oboru

(Petraskova, Zmeskalova, 2005 [2], str. 8)

D(f) =R

2) Sudost, lichost, periodi¢nost
Pro zjisténi sudosti, lichosti a periodi¢nosti vyuzijeme vlastnosti funkci, zejména
definici sudosti a lichosti funkce a definici pro periodi¢nost (Petraskova,

Zmeskalova, 2005 [2], str. 70)

f(=x): (—x)3—18(—x)? +81(—x) = —x3 —18x? — 81x

f(=x) # f(x) _, Nenisuda
f(=x)# —f(x) Neni licha

Funkce neni periodicka.

3) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost
Pii vypoctu limit pouZijeme vétu o limité¢ funkce vzniklé na zakladé€ aritmetickych
operaci (Frolikova, 1984 [1], str. 55).
Pii zjistovani spojitosti funkce budeme vychazet z definice o spojitosti funkce
v bod¢ a na intervalu. (Frolikova [1], 1984, str. 61)

lim x3 — 18x2% + 81x = lim x3

X—>00 X—00

18 81
(1__+_2)= o0(1—0+0) = oo
X X

18 81
lim x3 —18x% + 81x = lim x3(1——+—>: —0(1-0+4+0) = —o

xX——00 X——00 X x2

Funkce f je souctem a rozdilem spojitych funkci, tudiz je ve svém definiénim oboru

spojita.



4) Priuseciky s 0sou x a s osou y

X1 )
P(x): y=0 - x(x2—-18x+81)=0 = x=0, x=9
x(x—9)(x—-9)=0

P(y): x=0 — y=0 P, =[0,0]

5) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,
monotonie
Pii vypoctu 1. derivace pouzijeme vét o derivaci funkci vzniklych na zékladé
aritmetickych operaci (Frolikova, 1984 [1], str. 74).
Pfi urovani monotonie funkce pouzijeme vétu 0 vztahu 1. derivace a monotonie
funkce (Frolikova, 1984 [1], str. 78).
Pti urCovani lokalnich extrému se budeme drzet definice pro lokdlni extrémy a dale
vyuzijeme nutnou a postacujici podminku pro lokalni extrém (Frolikova, 1984 [1],

str. 79).

f'(x) =3x% —36x +81 =3(x%—12x + 27)

12 + /36
X —12x+27=0 — D:144—108=36 x;,=—-=""
2 N3
y, =9 —18-92 +81-9 y, =33 —18-3% +81-3
y, = 729 — 1458 + 729 Yy, = 27 — 162 + 243
y1 =0 y, = 108

Stacionarni body [9,0],[3,108]

Na zakladé¢ zjisténych stacionarnich bodi jsme si defini¢ni obor rozdélili do n€kolika
intervall, na kterych budeme zjistovat monotonii. V tomto piipadé jsme ziskali 3

intervaly (—oo,3), (3,9), (9, ).



Nyni budeme postupné zkoumat, jakého znaménka nabyva prvni derivace
V jednotlivych intervalech.

Po dosazeni nékterého vnitiniho bodu z intervalu I = (—o,3) do prvni derivace
zjistime, ze prvni derivace je kladna (f'(x) > 0), coz dle véty o vztahu 1. derivace a
monotonie funkce znamena, Ze se jedna na tomto intervalu o rostouci funkci. Pro
oznaceni rostouci funkce budeme pouzivat Sipku nahoru - 7.

To samé budeme aplikovat na zbylé dva intervaly. Po dosazeni jednoho wvnitiniho
bodu intervalu I = (3,9) do prvni derivace zjistime, Ze na intervalu [ = (3,9)
nabyva prvni derivace zaporné hodnoty (f'(x) < 0 ), tzn. funkce je klesajici. Pro
oznaceni klesajici funkce budeme pouzivat Sipku smérem dolt - .

Po dosazeni jednoho wvnitfniho bodu intervalu I = (9,00) do prvni derivace
zjistime, Ze na intervalu I = (9,0) nabyva prvni derivace kladné hodnoty (f'(x) >

0 ), tzn. funkce je rostouci.

( )

\_ 3 2 Y,

MAX = [3,108]  MIN = [9,0]

Vzhledem Kk tomu, ze derivace funkce f Vvbodé x = 3 méni znaménko (v levém
prstencovém okoli bodu 3 je znaménko prvni derivace kladné, v pravém zéporné),
tak funkce nabyva v bod¢ x = 3 lokalni maximum.

V bodé x = 9 derivace funkce méni znaménko (v levém prstencovém okoli bodu 9
je znaménko prvni derivace zaporné, v pravém kladné), coz znamend, ze funkce

nabyva v bod¢ x = 9 lokalni minimum.



6) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost
Pro vypocet druhé derivace se budeme drzet definice derivace vysSiho fadu
(Frolikova, 1984 [1], str. 106).
K urceni konvexnosti a konkavnosti pouzijeme definici konvexnosti a konkévnosti
na intervalu a dale vétu o vztahu 2. derivace funkce f a konvexnosti, konkavnosti
(Frolikova, 1984 [1], str. 108-109).
Pro zjisténi inflexniho bodu uzijeme véty o nutné a postacujici podmince pro inflexni

bod (Frolikova, 1984 [1], str. 109-110).

f(x)=2x—-12

2x—12=0 — x=6

y=63—18x62+81x%6

y =216 — 648 + 486 y =54

Bod podeziely z iflexe  [6,54]

Diky zjisténi bodu podezielého z inflexe jsme rozdélili defini¢ni obor na intervaly —
tentokrat na interval (—o0,6) a (6, ).

Kurceni konvexnosti a konkévnosti budeme pottebovat zjistit, jakého znaménka
nabyva druha derivace, po dosazeni n€kterého z vnitinich bodl intervali.

V ptipadé intervalu I = (—o0,6) po dosazeni nékterého vnitiniho bodu do druhé
derivace zjistime, ze druha derivace zde nabyva zapornych funkénich hodnot, coz
podle véty o vztahu 2. derivace funkce a konvexnosti/konkavnosti znamena, ze
funkce je na tomto intervalu konkavni — pro konkavnost bude pouzivat oblouk
nahoru - N

Po dosazeni jednoho z vnitinich bodi z I = (6,) do druhé derivace funkce f
vypocitame, Ze druha derivace zde nabyva kladnych funkénich hodnot, coZ znamena,
ze se jedna a funkci konvexni na daném intervalu. Pro konvexnost budeme pouzivat

znacku oblouk dolu - U.



A U

KONKAVNIi 6 KONVEXNI

G J

Vzhledem k tomu, ze v bodé x = 6 se méni konkavnost na konvexnost, tak funkce f

ma v tomto bode¢ inflexi.

7) Asymptoty

Dale je dulezité urCit asymptoty — piimky, které nam graf funkce usmériuji. Pfi
vypoctu se budeme drzet definice a nutné a postacujici podminky pro asymptoty
(Frolikova, 1984 [1]).

Obecna rovnice asymptoty se smérnici: y = k- x + q

o f(x) . x®—18x%2+81x
k = lim — = lim = limx? — 18x + 81 =
X—00 X X—00 X X—00
. 18 81 i
= limx? (1 Y + x_z) = ©0(1—-0+4+0) =0 = neniZzadna asymptota
X—00
o fx) . x®—18x?+81x o
k= lim —— = lim = lim x“—18x + 81 =
X—>—00 X X—00 X X——00
: 18 81 a1
= lim x? (1 — + x_2> = —0(1—-0+4+0)=—0 = neniZzadna asymptota
X——00

10



8) Obor hodnot

Pfi urCovani oboru hodnot budeme postupovat na zakladé¢ vét o vlastnostech
spojitych funkci na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 65).
Funkce f je na svém definicnim oboru spojita, tudiz zobrazuje defini¢ni obor na

interval. Funkce f ma limity v +oo rovny too. Podle véty o nabyvani mezihodnot je

tudiz obor hodnot interval (—oo. o).

H(f)=R

11



2.1.Vysetfeni funkce f: y = x3 — 18x% + 81x v programu
GeoGebra

V této praci budeme pouzivat matematicky program GeoGebra verze 4.2. Pii
vySetfovani prubéhu funkci vyuzijeme dvé nakresny a okno ,,CAS*. , Nakresna“ bude
slouzit k popisu postupu v okné ,,CAS*“. V ,Nakresné¢ 2 bude k vidéni graf funkce a
zobrazené dulezité body a intervaly, které vysetfime. Okno ,,CAS* slouzi diky svym

nastrojiim k usnadnéni rtiznych vypocti.

Po otevieni programu GeoGebra je na ploSe zobrazeno ,,Algebraické okno* a

,.Nakresna“.

Okno po otevireni programu GeoGebra

Soudbot Uprawy Zobrazit Nastavenl Nasyoje Omno Napovéds

Hr B . . 1 . R
L_r' .“ ,' " P - o '.. Pl ® - ARC Lt oi-o |

V' Agebraicks oeno A ¢ Nakrosas

Nejprve zavieme ,,Algebraické okno*, nebot’ ho nebudeme pouzivat a zbytecné

by zabiralo misto (krok ¢. 1).

Krok ¢. 1
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
DEEVEOERAND DO
L4 “-lgebraic%:é’okno ’ : v v ’ )
14
. T
4 3 2 1 0 1 2 3 P z T r .

12



Dale si otevieme, pro nas dulezité, okno ,,CAS®, a ,,Nakresnu 2. Na hornim

panelu néstrojii zvolime ,,Zobrazit“, kde zvolime ,,CAS* (krok €. 2) a dile stejnym

postupem zvolime ,,Nakresna 2 (krok ¢. 3)

Krok ¢. 2, krok €. 3

Soubor Upravy [Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

‘l .A ’ Algebraicke okno Ctrl+Shift+A \.\.7 A8 - ‘%’
=l —9| FH Tabuika Ctri+Shift+§ =l ]
ﬂ( I|x= CAS Ctri+Shift+K |2 2
' Nékresna Ctrl+Shift+1
Nékresna 2 Ctrl+Shift+2 3
Zdpis konstrukce Ctrl+Shift+L
o 2 3 4 5 6 7 £
Klavesnice
v Vstupni pole
¢ RozvrZeni ...
= Prekreslit Ctrl+F
Prepodcitat vSechny objekty Ctrl+R

V ,,Nékresné®, ktera je zobrazena uprostied, odstranime osy a to pomoci pravého

tlacitka mysi, kde klikneme na néstroj ,,Osy*, ¢imz je zruSime.

ZruSeni os v nakresnach

Souber Upraw Zobraot

1| Nieresna 2

2 [ Y . PR , |
x .A ‘.- L l_..‘v‘ .' :{_" PA ABC || 22 9Io
» GAS 5 | = Wakreane
|
1 (4 [
| ]
o
a
)
a2
Nakressa
+— Ouay
[l whza
[ — Navgatni panal
- -3 -3
Q Lups
OsaX  OsayY

Zotruat vbechny objety

Standardn natied Cirem

S Mairesna

-3
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Nyni méme pracovni plochu pfipravenou a miizeme postupovat v feSeni ptikladu.

Pripravena pracovni plocha

Souber Uprawy ZoSeaxt Masisveni Mistroje Okno Nigowdds

a) Defini¢ni obor
K zjisténi defini¢niho oboru neni v GeoGebie Zadny néstroj ani zadna funkce,

musime si ho tedy urcit na zakladé ptisluSnych znalosti.

b) Sudost, lichost, periodi¢nost

Nejprve si v okné ,,CAS* zapiSeme funkci. Po stisknuti tlacitka ,,Enter” se nam
funkce objevi v daném podokné, ¢imz si muizeme zkontrolovat, zda nase zadani
odpovidad pozadované funkci. U kazdého podokna je na levé strané malé bilé kolecko,
po jehoz stisknuti, se nam zobrazi dany graf funkce, ¢i rizné body. V naSem piipadé€ to
bude nyni graf funkce s predpisem f(x) = x3—18x2 + 81x. Poté prejdeme do druhého
podokna, kde ve funkci f misto x doplnime (- x). Opét po ,,0dentrovani* se nam objevi
funkce f(—x). Ve tfetim podokné zapiSeme funkci - f(x) tak, Zze zadame —(f(x)).
Nyni muzeme porovnat, zda funk¢éni hodnota vbodé -x (fj. f(—x)) neodpovida
funk¢ni hodnoté v bodé x (tj. f(x) ). Pokud nastane rovnost, tak funkce f je suda —
podle definice sudosti a lichost (Petraskova, Zmeskalova [2], 2005).

14



V ptipadé, ze f(—x) = —f(x), tak funkce f je licha — podle definice sudosti a
lichosti (Petraskova, Zmeskalova, 2005 [2]). Pokud neplati ani jedna z vySe uvedenych

rovnosti, coz je nas piipad, tak funkce f neni suda ani licha.

Sudost, lichost, periodi¢nost

Soubeor Uprasy Zobexft Nastwoeni tidstore Oino Niposdas

o HrSnsEE

) = A 00000000000000) - 182 000000 o f(x)
= f(-x)#f(x) = neni suda
-— f(_x) 100
- f(-x) # -f(x) = neni licha
;s -~ -f(x)

c) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost, priseciky, priseciky
S 0SouU x

Nyni budeme pokrac¢ovat vypoctem limit v krajnich bodech defini¢niho oboru.
Nejprve si v prvnim podokné opét zapiSeme nasi funkci a do ,,Nakresny 2 si zobrazime
graf pomoci malého bilého kolecka vlevo v podokné. Pokud se nam graf zobrazi do
»Nakresny“, staci na graf kliknout pravym tlacitkem mysi a zvolit ,,Vlastnosti“. Tim se
nam otevie okno ,,Vlastnosti®, kde si na hornim panelu v kolonce ,,Pro pokrocilé*
zvolime zobrazeni do ,,Nékresny 2* misto do ,,Nékresny*.

K zjisténi veSkerych funkci, jezZ GeoGebra nabizi, existuje okno ,,Napovéda®.
»Napovédu®“ si otevieme pomoci ikony s malym trojuhelnikem, kterd se nachazi
Vv pravém dolnim rohu (krok €. 4). Po jejim rozkliknuti se seznam zobrazi. My zvolime

nabidku ,,VSechny ptikazy* (krok ¢. 5). Nasledné se nam zobrazi seznam veskerych

funkei, ve kterém nalezneme tu, kterou zrovna potiebujeme.

15



Krok ¢. 4, krok €. 5

Qainw Uoaw Dol Mastseery Hasbos (hes hagweds

i .
B ol 4 als xegrs ¢
2l ndones

"o N ) Harreza

| " |

¢ | Wi e + Mamwueckd fatce |
T ——

LD EELE ER | B "P

= © Orskiwne mweeh e
Fovece & Aadane
- (ewaieny
Owaretw
=
Katskestha
* Lok
- Poratdpedannont
+ PARany pre cpteatnac
¢ Sren
- besprase
P Soeobcke myrisoe pro CAS
Swiniba
Tatabowy processr
Teat
Trenatyevce
» Uiror & Mation

v Tetannt oot sdonddy

the By @

My nyni potiebujeme funkce obsahujici limity, proto se v seznamu piesuneme
pod pismeno L. Z limit mame na vybér ,,Limita®, ,,LimitaZprava®, ,,LimitaZleva“ (krok
¢. 6). Klikneme tedy mysi na ,,Limita®, ¢imz se ndm pod seznamem funkci objevi
ptesny postup, jak ptikaz zadat (krok ¢. 7). Také zde zjistime, ze funkce ,,Limita“ je
uzptisobena i pro okno ,,CAS“ a mizeme do n¢j tedy pfejit. Seznam funkci zavieme

jednoduse tim, ze opét klikneme na ikonu s malym trojuhelnikem.

Krok ¢. 6, krok ¢. 7

Taasw Uoaw Towwt Maswew Hamge Ous fpwwits

B: "4 By T xeldxwdl & o

. oAl N e o TAweL

F¥cectchs sevace vo CAS
L VAL <M |
| Lrw AR Prombnge s

wata Zoceastorens adpmeds | 53
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V okn¢ ,,CAS“ zaéneme psat nazev ,Limita“, kde se nam ihned objevi
podnabidka, kterou funkci chceme vybrat. Vnasem pifipadé zvolime
,Limita[<Vyraz>,<Hodnota>]*“. Do policka <Vyraz> zaddme na$i funkci tim, Ze
klikneme na nami zadanou funkci v prvnim podokné. Do pole <Hodnota> zadame

nejdiive +oo , v dal§im podokné potom —oo .

Zapis funkce ,,Limita* v okné CAS

Soubor Upraw Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

- I = H/ ‘ 31-55 () ?\D - *" (FJ ‘_7_ ‘
&)
» CAS b Nakresna ¥ Nakresna 2
4 i) =% - 18x% + 81x
3| = f(x):=x—18 x> +81x n
1004
2 | Lim [a]
P B | imjta] <\jraz=, =<Hodnota= |
Limita[ <\yraz=, =<Proménna=, =<Hodnota= ]
LimitaZleval <\yraz=, <Hodnota= |
LimitaZleval <\yraz=, <Proménna=, =<Hodnota= | 204
LimitaZpraval <\yraz=, <Hodnota= |
LimitaZpraval <Vyraz=, <Proménna=, =<Hodnota= |
80
404
20+
0 u
o 20
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Vypoctené limity

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

pr—
- - - — - A [N
(& [ oA B OU O ) N 22 2
| | y M [ y y y y 5 oy y 3 y
» CAS (=] | * Nakresna [%] | » Nakresna 2
1 f(x).=x* - 18x* + B81x
’ . f(x) := x3 — 18 x* |- 81 x
100
2 LImIA[® - 18x" + 81x, oo | p “lll
o0 A0
a Limital x* - 18x* + 81x, -00 | e .
‘ lim o
e Kt — X
4

a0

Dalsi na fad¢ je zjistit pruseciky s 0sou x. Pokud se opét podivame do seznamu
matematickym funkci, zjistime, ze z4dné funkce ,,priseciky” zde neni. Ale vzhledem
K tomu, Ze vime, jak se pruseciky pocitaji — pomoci nulovych bodi - zkusime najit
funkci s nulovymi body. V okné ,,CAS* tedy zaCneme psat text ,,Nulové body“ —
Vv pribéhu se nam opét zobrazi nabizené funkce pro okno ,,CAS*. K zjisténi prusecikil
sosou x je to funkce ,,NulovéBody[<Polynom>]“. Do pole <Polynom> opét zadame
nasi funkci - x3 — 18x2 + 81x. Pro zobrazeni prise¢ikid s0sou x vyuzijeme bilé

kolecko v levé strané podokna.
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Priseciky s osou x

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Mastroje Okno

Napovéda

B E AN
.?/v“’{—v bﬁ'@?“' ® N v v‘%?
S ¥ Nakresna ¥ Nakresna 2
4 | fop=e- 18 + 81
3| = f(x):=x*—18x*+81x H
1010+
2 | Limital©- 18¢ +81x o ] — lim
. L—20
3 | Limitals - 184 + 81, -0 ] ]
— lim w0l
0| - —a0 Xm0

4 seznam := {(9.00000000000000, 0.00000000(

SeznamBodu: seznaml := {((9,0),0),

« Prlseciky s osou x

d) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,

monotonie

50

204

o

20

K derivaci funkce v okné ,,CAS* slouzi nastroj na hornim panelu s ikonou ve

tvaru derivace. Nejprve ozna¢ime nasi funkci x3 — 18x% + 81x a poté klikneme pravé

na tento nastroj ,,Derivace®.
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Nastroj ,,Derivace*

Soubor Uprawy Zobrazit Mastaveni Nistroje Okno MNapovéda

-1/

15 7
3.5

()

sglllx =] x =

b CAS ~ Nakresn Derivace » Makresna 2
1 | 100:=0(3.00000000000000) - 18x*(2.0000000C | HH| [ MNaisztprni derivac
| = flx) :=x*—18 > +81 x “
100+
B ¥3+3x2+81x @ |« 1. derivace
804
aﬂl
201
204
D “
' o 2‘0
Khledani stacionarnich bodd neni piimo specifickd funkce — ale diky

védomostem vime, ze stacionarni body se uréuji pomoci nulovych bodl prvni derivace.

Opét tedy pouzijeme ,,NuloveBody[<Polynom>]“, kde do pole <Polynom> zadame
prvni derivaci funkce tedy 3x2? — 36x + 81.
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Stacionarni body

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

=1~

()

15
3.5

X=|||Xx=

b CAS

1
"

- Nakresna

f(x) == ¥*(3.00000000000000) - 18x(2.0000000( -1— ﬁ

~ f(x) :i=x*—18x*+81x

H3-18x"2+81%

Derivace,x 3 x% — 36 x + 81

« 1. derivace

MuloveBody[3x® - 36x + 81]

- {x=9,x=3}

« Stacionarni body

b Makresna 2

100+ ﬂ

804

1

201

T
20

Ziskali jsme dva stacionarni body x =9, x = 3. Nyni musime zjistit monotonii

funkce, abychom mohli urcit, zda jsou nase staciondrni body lokalnimi extrémy, ¢i

nikoliv. V GeoGebie pouzijeme grafické znazornéni. Dle véty o vztahu 1. derivace a

monotonie (Frolikova, 1984 [1], str. 74) vime, Ze stacionarni body nam rozdéli defini¢ni

obor na intervaly. Pokud dosadime jeden libovolny vnitini bod z kazdého intervalu do

prvni derivace, mohou nastat dvé situace. Pokud je f'(x) > 0, pak funkce je rostouci.

Pokud je f'(x) <0, pak je funkce Klesajici. V nasem piipadé vyuZijeme téchto

nerovnic a do podokna si zapiSeme, Ze prvni derivace je vétsi jak nula — 3x2 — 36x +

81 > 0. Po stisknuti bilého koleCka k zobrazeni na ,,Néakresnu 2%, se nam objevi

oznacené intervaly (svétle modrou barvou), kde je prvni derivace vétsi jak nula, coz

znamena, ze tam je funkce rostouci. Z grafu poté muzeme vycCist, ze nase funkce je

rostouci na intervalech I = (—0,3) a (9, o).
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Funkce rostouci

Soubor Uprawy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

A i G &v N agcl|l| a=2
DRENECERNEED
» CAS ~ Nakresna » Makresna 2
1 f(x) :=»"(3.00000000000000) - 18x"{2.0000000C -l— ﬁ
| - f(x) =X —18x2 48l x
1004
2 | X318x0281x < 1. derivace
Derivace, v 3 x — 36 x 4+ 81
5 | MNuloveBody[3+ - 36x + 81] -— Stacionérni body a0
V| - {x=9.x=3}
o | a00=3c-36x+81>0 ~f(x)>0
ol Funkce rostouci il
5
i}
awd
204
0 u
' 0 a0 a0
Tl i b

V dal$im podokné zapiSeme druhou nerovnost, abychom zjistili, kdy je funkce
klesajici, tedy — 3x2 — 36x + 81 < 0. Opét pomoci bilého koletka tuto nerovnost
zobrazime na ,,Nakresnu 2. Tentokrat k odliSeni pouzijeme oranzovou barvu a mizeme

tedy z grafu vy¢ist, Ze funkce je klesajici na intervalu I = (3,9).
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Funkce klesajici

7.,
[m]

-

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno NapovEda
[

=1~ v

» CAS ~ Nakresna » Nakresna 2
4 | f69:=x(3.00000000000000) - 18x"(2.0000000C 1

15 a
3.35 () X = x=

S8

@ —»f(x):=x3—13x2—|—31:( H
1004
2 | ¥3-18x2+81x < 1. derivace
' | Dervace, v 3x%2 —36 x4 81
3 | MuloveBody[3® - 36x + 81] «— Stacionarni body a0
| - {x=9,x=13}
alx)=2C - 36x+ 812 0 ~f(x)>0
|~ Funkce rostouci 3°1|
5 | BLO=3¢-36x+81<0 )
. < f(x)<0
@ | = b(x) := 3x%° 36 x+81 <0 L
Funkce klesajici w0
6 [w]

20

Diky monotonii jsme zjistili, Ze v obou naSich stacionarnich bodech dochazi ke
zméné monotonie. Mizeme tedy fici, ze se v obou piipadech jedna o lokalni extrémy.
V bodé x = 3 dochazi k piechodu z funkce rostouci, na klesajici, coz zna¢i, Zze v tomto
bod¢ je lokdlni maximum. K zjiSténi lokalniho extrému (nyni maxima) v GeoGebie
pouzijeme funkci ,,Extrem[<Funkce>, <Pocate¢ni hodnota x>, <Koncova hodnota x>]*
(viz. Zadani funkce ,,Extrém‘). Do pole <Funkce> sta¢i, kdyz napiSeme ,,f(x)*“ a
program si sam dosadi nasi plivodni rovnici. Do pole <Pocate¢ni hodnota x> napiSeme
libovolny bod z intervalu I = (—oo,3), kde je funkce rostouci a do pole <Koncova
hodnota x> napiseme libovolny bod z intervalu I = (3,9), kde je funkce klesajici. Po

odentrovani se nam zobrazi bod, kde ma funkce své maximum.
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Obdobn¢ zjistime, v jakém bod¢ mé naSe funkce minimum. Opét pouzijeme
stejnou funkci ,,Extrem®, jen do pole <Pocatecni hodnota x> zaddme libovolny bod
zintervalu I = (3,9), kde je funkce klesajici a do pole <Koncova hodnota x> zapiSeme
libovolny bod z intervalu I = (9, ), kde je funkce rostouci.

Zadani funkce ,,Extrém*

Boubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroja Okno Napovéda

7

a8

)

=

» CAS

o

X =

X =

b2l

)|

=]

[

1

-~

f(x) := x"(3.00000000000000) - 18x"(2.0000000C

- f(x) := x*— 18 x* 481 x

2 ¥M3-18xM2+81x
Dorvace x 3 x? —36 x + 81
3 NuloveBody(3x* - 36x + 81]

{x=0,x =~ 3}

~ Nakresna

| B

«— 1. derivace

«— Stacionarni body

¥ Nakresna 2

100

wo{ I

4 | A= 28x+ 8120 —~ f(xX)=0
e Funkce rostouci ""J ;
b(x):=3x* - 36X+ 81 <0 . \
= , —~f(xX)<0
- » bix) 1 x 0 x--81 0
Funkce klesajici 0
6 | B (a]
Extrem| <Mnohaodlen= |
7 Extrem| <Funkce> «<Podatedni hodnota x», <Koncova hodnota x» |
204
0
0 20
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Funkce ,,Extrem* — lokalni maximum a lokalni minimum

Soubor Upravy Zobrazit Nastaven! Ndstroje Okno Napovéda

1

”

L= i el == =02 J) < ]
» CASV (%] | + Ndkresna »
1(x) ‘= X/(3.00000000000000) - 18xA(2.0000000¢ | 4— fif |
f(x) := x* — 18 x? + 81 x
MIIEIRRN < 1. derivace
Defvace . 3 x2 — 36 x + 81

NuloveBady[3x* - 36x + B81]

{x=09,x =3}

a(x)=3x*-236x+81>0

DOO=3x"-36x + 81 <0

b %) i x* b x 4-81 0

C=Extram|f(x),-5 4]

. C:=(3.108)

D =Extramif(x),4,10]
D:=(9,0)

[a]

- Stacionarni body
—f(xX)>0
Funkce rostouci

~— f(x)<0
Funkce klesajici

~— MAXIMUM

~— MINIMUM

e) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost

konvexnost/konkavnost funkce a body podeziclé z inflexe. Druha derivace se provadi
analogicky jako ta prvni, jen jako vychozi funkci pro derivaci bude rovnice prvni

derivace. Coz znamen4, Ze si nejprve ozna¢ime funkci 1. derivace (3x% — 36x + 18) a

Dalsi ¢asti vySetiovani prubéhu funkce je druha derivace, pomoci niz se zjist'uje

poté opét pouzijeme nastroj ,,Derivace™.

25
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Prvni a druha derivace

Soubor Upravy Zobrazit Mastaveni Nastroje Okno MNapovéda

Cl=l Al el K o Yo |
¥ CAS ~ Nakresna Derivace F MNakresna 2
; K= - 180 + B1x l— ﬁ Malézt prvni derivaci
I - flx):=x 18> +81x 1oo—n
¥~ 185 + Bx .
2 < 1. derivace
Derivace, v 3 x2 — 36 x + 81
3 | 3¢-36x+81 . 801
« 2. derivace
Derivace,x. 6 x — 30
4 (o]

§

204

Nyni potiebujeme zjistit body podezielé z inflexe, ve kterych by mohlo dojit ke
zméné konvexnosti a konkavnosti. Bod podeziely z inflexe najdeme pomoci funkce

»NuloveBody[<Polynom>]*, kde do pole <Polynom> zadame druhou derivaci funkce.
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Body podezielé z inflexe

Soubor Upravy Zobrazit Nastaven/ Néstroje Okno N&povéda

DR ENECE N
b CAS [=] | « Nakresna [=] [ » Nékresna 2
1 f(x):=x* - 18 + 81x | Lh :
’ . f(x) := x¥— 18 x? 4 81 x N ”
*L18x* + 81 )
o ; «— 1, derivace
3x? ~36 x4 81
3x*-30x+ 81 ) o
- « 2. derivace
Detvace « 6 x — 36
> [ — Bod podeziely z inflexe .
A ‘x=0> E[8]
5

204

Dostali jsme bod x = 6, ktery je podezfely zinflexe a ktery nam rozdélil
defini¢ni obor na dva intervaly I = (—0,6) al = (6,). K zjistovani konvexnosti a
konkavnosti vyuzijeme znalosti z véty o vztahu 2. derivace a konvexnosti/konkavnosti
(Frolikova, 1984 [1], str. 109). Opét dosadime jeden libovolny vnitini bod z daného
intervalu do rovnice druhé derivace, pfi¢emz mohou nastat dv¢ situace. Pokud f""(x) >
0, znamena to, ze funkce je konvexni. Pokud f"'(x) < 0, pak je funkce konkévni.
V GeoGebie vyuzijeme grafické znazornéni a tyto nerovnosti. Nejprve zapiSeme, ze
druha derivace je vétsi jak nula. Po odentrovani a stisknuti bilého kolecka si tuto
nerovnost zobrazime na ,,Nakresnu 2%. Jak mizeme z grafu vy¢ist, funkce je konvexni
vintervalu I = (6,©) - oznaCeno svétle fialovou barvou (viz. Konvexni funkce).
Analogicky pouZijeme rovnici druhé derivaci, tentokrat ale bude mensi nez nula.

Po odentrovani a stisknuti bilého kolecka k zobrazeni tohoto intervalu do ,,Nakresny 2%
vidime, Ze funkce je konkdvni na intervalu I = (—o0,6) — oznaceno svétle zelenou

barvou (viz. Konkéavni funkce).
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Funkce konvexni

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Népovéda

(E3]

=1 = LAl el =Tix ~Le Jlle ]
)

» CAS [%) | * Nakresna

1 f(x)=x* - 10x* + 81x -‘— llﬂ

> - I(x) i= x¥— 18 x* 481 x

2 X" 18x" + 81x

3 x2 —36 x + 81

Darivacea, »

3 | 3e-36x+81
6 x — 30

Dernvaco, x
4 NuloveBody[Gx - 36)
- {x=06}

5 Alx) =« Bx-36=0

+» a(x) = 6x—36 =0

Funkce konkavni

«— 1. derivace

«— 2. derivace

«— Bod podezrely z inflexe

—f'(x)=0
Funkce je konvexni

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Népovéda

P Nakresna 2

100

Ho-|

ao

20

28

B{ = J|‘/ ‘ 3"05 ()‘1 ,'r, {x- x ™ (3‘{[../ ’
» CAS (x] [~ Nakresna (%] | » Nakresna 2 :
4| =18 4 81 I :
2 o f(x) := x?— 18 «* 481 x 1004 ” E
- il « 1. derivace
Dervace, & 3 x2 — 36 x + 81 i
' « 2. derivace "Nk
C Dervace x 6 x — 306 :
| Hulpvesacex-3q) ~ Bod podezfely z inflexe
Q| - {x=0} a0
g | a0)=tx-36-0 —~ f'(x)>0
s |~ a(x) :=6x—36>0 Funkce je konvexni
40
bix) = Bx- 36 < 0 v
- Niye ~f'(x)<0
] + b(x) : 6 x 16 0 !
Funkce je konkavni |
7 [a] V
- 20f |
8 :
of ! u
e



Po zjisténi konvexnosti a konkavnosti vidime, ze v bodé x = 6 dochazi ke
zmén¢ z konkavnosti na konvexnost, tudiz inflexe byla potvrzena a tento bod je opravdu
inflexni. K uréeni presného bodu inflexe pouzijeme funkeci
,InflexniBod[<Mnohoc¢len>]“, kde do pole <Mnoho¢len> zadame puvodni tvar nasi
funkce, tedy x3 — 18x% + 81x. Pro zobrazeni bodu opét zvolime stisknuti bilého
kolecka vlevo v podokné. Nevyhodou této funkce je to, Ze je aplikovatelna pouze na

polynomidlni funkce.

Inflexni bod

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Napovéda

« 2. derivace
Derivace, x 6 x — 36

J= “ = H J 31.55 o ?\D - *= H (:‘I J.I- ‘
)
b CAS ~ Nakresna b MNikresna 2
4 | o= -18e - 81k L l
I
1
| - f(x):=x*—18x" +81x 100—n:
I
I
¥ - 185 + B1x . :
2 < 1. derivace ;
Derivace, s 3 x2 — 36 x4 81 !
1
3 | 3e-36x+81 sof] |
I
I
1
J

4 | NuloveBody(6x - 36] < Bod podeziely z inflexe

O - {x=06} 60

B
5 | a0=6x-36>0 ' x)>0 *
2|+ a(x)i=6x-36>0 Funkce je konvexni

& bx):=6x-36=0

~f'x)<0
Funkce je konkavni

@ | - b(x):= 6x 36 0

7 B:=InflexniBod[x® - 18x% + 81x]
5| -~ B:=(6,54) « [nflexni bod

20
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f) Asymptoty

Poslednim bodem vySetfeni funkce je zjistit, zda funkce ma asymptotu ci
nikoliv. K zjisténi asymptoty v GeoGebie pouzijeme nastroj ,,Asymptota[<Polynom>]*,
kde do pole <Polynom> doplnime opét piivodni znéni funkce x3 — 18x? + 81x.
V naSem piipadé se v GeoGebie zobrazila prazdnd mnozina - {}, coz znamena, Ze
funkce nemd Zadnou asymptotu se smérnici y = k- x + q. Z manudlné¢ spocten¢ho
defini¢niho oboru zjistime, ze této funkci nalezi vSechna reédlna cisla — tudiz v tomto
piikladu neni bod, kde by funkce nebyla definovana, takze zde neni ani vertikalni

asymptota.

Asymptoty

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Mastroje Okno Napovéda

15 7 - ,
|
¥ CAS ~ Nakresna ¥ Nakresna 2
1 fx) .= ¥*(3.00000000000000) - 18x(2.0000000C -l— ﬁ
@ ——f{x):=x3—13x2+31x n
1001
Asymptotale - 18x%° + 81x]
2 <~ Asymptota
- {}
3 (] a0
60
40_
20
I:l u
4| 1 | 3 o 20
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xZ

2x—4

3. P¥iklad2-f: y =

2
Je dana funkce: f: y = = Vysettete prabeh funkce.
2x—4

1) Defini¢ni obor
Pfi uréovani defini¢niho oboru postupujeme dle definice defini¢niho oboru

(Petraskova, Zmeskalova, 2005 [2], str. 8)

2x—4+0

D{f): x * 2

D(f) = R\ {2}

2) Sudost, lichost, periodi¢nost
Sudost, lichost ani periodi¢nost nemusime vysetfovat, nebot’ defini¢ni obor neni

soumérny podle pocatku.

3) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost
Pfi vypoctu limit pouZijeme vé€tu o limité funkce vzniklé na zakladé podilu
(Frolikova, 1984 [1], str. 55). Pii vypoCtu limit v bodech, kde funkce neni
definovand, pouzijeme definici jednostrannych limit a vétu o vztahu mezi
jednostrannymi a oboustrannymi limitami (Frolikova, 1984 [1], str. 49).
Pii zjistovani spojitosti funkce budeme vychéazet z definice o spojitosti funkce
V bodé¢ a na intervalu. (Frolikova, 1984 [1], str. 61)

2 XZ

lim — I lim —— = —
m = 1m-—-——,)—=11m —=—=0
x>0 2X — xaa%x(z __% X—0 2 __% 2
2 . 2 l. x —o0
= lim = lim =—=-
x—>—00 2x — 4 xX——00 X (2 . % X——00 2 _ % 2
x? 4
= — = 00
X—>2+ 2x - 4 0+
_ x> 4
xlgi.zx-—-4 B 0_ B *
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Funkce f je podilem spojitych funkci, tudiz je spojita ve svém defini¢nim oboru —

tedy na mnozing (—oo,2) U (2, ).

4) Priseciky s 0SoU x a s 0sou y

2:0
P(x): y=0 x P, =[0,0
@ y=0 - * 20 = 100]
P(y): x=0 — y=0 P, =[0,0]

5) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,

monotonie

Pti vypoctu 1. derivace pouzijeme vét o derivaci funkci vzniklych na zakladé podilu
funkci (Frolikova, 1984 [1], str. 74).

Pfi ur€ovani monotonie funkce pouzijeme vétu o vztahu 1. derivace a monotonie
funkce (Frolikova, 1984 [1], str. 78).

Pti urCovani lokalnich extrému se budeme drzet definice pro lokalni extrémy a dale
vyuzijeme nutnou a postacujici podminku pro lokalni extrém (Frolikova, 1984 [1],

str. 79).

,( )_2x(2x—4)—x22_4x2—8x—2x2 _ 2x*—8x
f) =T T T ax—d?  ax—16x 116
o 2(x*—4x) xP—4x
- 2(2x2—8x+8) 2x2-8x+8

x% — 4x x2—4x=0
272 —8x18 0 T xx—4)=o — *=0 x=4
2
_ 0? V2 *
NEox0-4 ara-4
yl—O yzzzz

Stacionarni body [0,0], [4,4]
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Prvni derivaci jsme zjistili stacionarni body x = 0, x = 4, ke kterym ptidame bod, ve
kterém funkce neni definovana x = 2. Tim jsme si definicni obor rozd¢€lili do
nekolika intervalii, na kterych budeme zjistovat monotonii. V tomto piipadé jsme
ziskali 4 intervaly (—o0,0), (0,2),(2,4), (4, ).

Nyni budeme postupné¢ zkoumat, jakého znaménka nabyva prvni derivace
V jednotlivych intervalech.

Po dosazeni nékterého vnitiniho bodu z intervalu I = (—0,0) do prvni derivace
zjistime, Ze prvni derivace je kladna (f"(x) > 0), coz dle véty o vztahu 1. derivace a
monotonie funkce znamena, ze se jedna na tomto intervalu o rostouci funkci.

Po dosazeni jednoho wvnitiniho bodu intervalu [ = (0,2) do prvni derivace
zjistime, ze na tomto intervalu nabyva prvni derivace zaporné hodnoty (f'(x) < 0 ),
tzn. ze funkce je klesajici.

Po dosazeni jednoho wvnitiniho bodu intervalu [ = (2,4) do prvni derivace
zjistime, ze na tomto intervalu nabyva prvni derivace zaporné hodnoty (f'(x) < 0 ),
tzn. ze funkce je klesajici.

Po dosazeni jednoho vnitiniho bodu intervalu I = (4, 00) do prvni derivace zjistime,
7e na intervalu I = (4, 00) nabyva prvni derivace kladné hodnoty (f"(x) > 0 ), tzn.

funkce je rostouci.

NN S

_ 0 2 4 Y

MAX = [0,0]  MIN = [4,4]

Vzhledem k tomu, Ze derivace funkce f vbodé x = 0 méni znaménko (v levém
prstencovém okoli bodu 0 je znaménko prvni derivace kladné, v pravém zéporné),
tak funkce nabyva v bod¢ x = 0 lokadlni maximum.

V bod¢ x = 4 derivace funkce meéni znaménko (v levém prstencovém okoli bodu 4
je znaménko prvni derivace zaporné, v pravém kladné), coz znamena, Ze funkce

nabyva v bodé x = 4 lokalni minimum.
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6) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost
Pro vypocet druhé derivace se budeme drzet definice derivace vysSiho fadu
(Frolikova, 1984 [1], str. 106).
K urceni konvexnosti a konkavnosti pouzijeme definici konvexnosti a konkévnosti
na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 108) a dale vétu o vztahu 2. derivace funkce f
a konvexnosti, konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 109).
Pro zjisténi inflexniho bodu uzijeme véty o nutné a postacujici podmince pro inflexni

bod (Frolikova, 1984 [1], str. 109-110).

(2x —4)(2x* — 8x +8) — (x* —4x)(4x — 8) _

fre) = (2x? — 8x + 8)2

_ (4x® —16x% + 16x — 8x? + 32x — 32) + (—4x° + 8x% + 16x* —32x) _
B (2x2 — 8x + 8)2 B

_4x3—24x2+48x—32—4x3+24x2—32 _ 16x-32
- (2x2 — 8x + 8)2 (k2 —4x +4)2

B 4x — 8 B 4(x —2) _4(x—2)_ 4 B
T2 —4x+ 4?2 (x—-2)2)2 (x-2)% (x—-2)3

4
x3 —6x2+12x—8

4 +0 — nemabody podezielé z inflexe

Diky druhé derivaci funkce jsme zjistili, Ze tato funkce nema body podezielé z
inflexe. Protoze je ale spojita na mnoziné (—oo, 2) U (2, ), zafadime do vySetfovani
bod x = 2, abychom zjistili, zda je funkce konvexni ¢i konkavni na intervalu
(—o0, 2) a jaka je na intervalu (2, ).

Kurceni konvexnosti a konkdvnosti budeme potiebovat zjistit, jakého znaménka

nabyvé druhé derivace, po dosazeni né€které¢ho z vnitinich bodl intervald.
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V piipad¢ intervalu I = (—0,2) po dosazeni nékterého vnitiniho bodu do druhé
derivace zjistime, ze druha derivace zde nabyva zapornych funkénich hodnot, coz
podle véty o vztahu 2. derivace funkce a konvexnosti a konk4vnosti znamena, ze
funkce je na tomto intervalu konkavni.

Po dosazeni jednoho z vnitinich bodu z I = (2,00) do druhé derivace funkce f
vypocitdme, ze druha derivace zde nabyva kladnych funk¢nich hodnot, coz znamena,

ze se jedna a funkci konvexni na daném intervalu.

(" )

a U

KONKAVNiI y) KONVEXNI

G J

V bod¢ x = 2 dochazi ke zméné z konkavnosti na konvexnost, ale protoze je to bod,

ve kterém funkce neni definovand, nemuize byt bodem inflexnim.

7) Asymptoty
Nyni budeme zjiStovat, zda funkce nema asymptotu se smérnici. Pfi vypoctu se
budeme drZet definice a nutné a postacujici podminky pro asymptoty (Frolikova,
1984 [1]).

Obecna rovnice asymptoty se smérnici: y = k- x + g

X 5y — 4 X X 1
ko= tim 29 - i 2222 gy, = lim ——— = =
x—00 X X—00 X x—>00 2x — 4 xX—00 ( 4) 2

x|2— }

) -

— X

k= lim —2 = lim 2X=% = lim =
X——00 X——00 X x—o—00 2x — 4 X——00 (2 . é) 2
X
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lim fG) — k- x = x? 1 o 2x%—2x% 4+ 4x . 4x
q = lim f(x e —4 2T 22k —4) xow4x -8

4x 4x
xo04x —8 x-ow Ay ( 2)

1
y=kx+q - y=§x+1

2

o . x? . x ,
Vzhledem K defini¢nimu oboru a lim,._,,, = @ lim,_,, T =~ oma

funkce jesté vertikalni asymptotu x = 2.

8) Obor hodnot

Pti uréovani oboru hodnot budeme postupovat na zdkladé vét o vlastnostech
spojitych funkci na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 65).

Funkce f je na spojita na mnoziné (—oo, 2) U (2, ).

V intervalu (—oo,2) nabyva funkce svého maxima v bodé [0,0], ¢imz je na tomto
intervalu shora omezena. Na intervalu (2, ) nabyva funkce svého minima v bodé
[4,4], coz znati, Ze je zdola omezena. Funkce f je spojita na (—oo,2), to znamena,
Ze zobrazuje interval na interval. Limita v —oo je —oo a funkce nabyva v bodé¢ 0
svého maxima rovného 0. Podle véty o nabyvani mezihodnot funkce f zobrazuje
(—=00,2) na (—o0,0). Funkce f je spojitd na (2,00), to znamend, Ze zobrazuje
interval na interval. Limita v oo je oo a funkce nabyva v bodé 4 svého maxima
rovného 4. Podle véty o nabyvani mezihodnot funkce f zobrazuje (2, ) na (4, ).

Z &eho vyplyva obor hodnot.

H(f) = (=,0) U (4, )
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2x—4

3.1.VySeti‘eni funkce f: y = v programu GeoGebra

a) Defini¢ni obor
K zjisténi definicniho oboru neni v GeoGebie zadny nastroj, ani jina funkce,

proto si ho musime ur€it sami, s vyuzitim vlastnich znalosti.

b) Sudost, lichost, periodi¢nost
Sudost, lichost ani periodi¢nost nemusime vysetfovat, nebot’ funkce neni

symetricka podle pocatku.

c) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost, pruseciky, pruseciky
S 0SoU x
Do prvniho podokna napiSeme rovnici nasi funkce, diky niz zobrazime graf do
»Nakresny 2. Ke zjisténi limit v krajnich bodech defini¢niho oboru pouzijeme funkci
,Limita[<Vyraz>, <Hodnota>]“. Do pole <Vyraz> zapiSeme nasi funkci a do pole

<Hodnota> napiSeme do jednoho podokna nejprve oo, do dal§iho pak —oo.

Vypoctené limity

Soubtr Ugrawy Zobtexl Nastyweni Misbore Oxno Nigovids

H:/ () xw | xw F,

* CAS * Nakresna
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Tato funkce ma definiéni obor D(f) = R \ 2, coZ znamend, Ze v bodé x = 2
funkce neni definovana. Musime tedy vysetfit, jak se funkce chova okolo tohoto bodu,
coz zjistime pomoci limity zprava a limity zleva. V okné ,,CAS*“ do podokna zacneme
psat ,,.Limita®, kde se ndm opét zobrazi nabidka moznych funkci. Pro vypocet limity

zleva bodu x = 2 zvolime funkci ,,LimitaZleva[<Vyraz>,<Hodnota>]*, kde do pole
2
<Vyraz> zadame na$i funkci f(x) = 2;:—_4 , a do pole <Hodnota> napiSeme 2. Pro

vypocet limity zprava bodu x =2 zvolime funkeci

,LimitaZprava[<Vyraz><Hodnota>]“, kde do pole <Vyraz> zadame funkci f(x) =

2

s @ do pole <Hodnota> napiseme 2.

Zadavani limit zprava a zleva

Boubte Uprw Zobranit Nastaverd Mdsyoie Otno Nigosdds

E—‘z v ) \ xulxa P

b CAS X1V Mizesan
Py =2*) (2x-4
1 -
*
fix
Jx 4 °
2 | Limetal @ ((2x-4) =] P lilll "
ac TiX
J .. L]
3 | Limiad o (- 4) -} '
«— um
l X . ~ M
4 | Lim a i
Limta <VWraz. <Hodmots> |
Limdad <\Wraze, «Promdnnas, sHodnats-
Litrtad eyl «Viests «Prombéends «Msanttss |

LimdaZerasaf <Vyras, <Hoonots
LimtaZeryaa| «¥irazr, «Framénnd> <Hodnots> ]

38



Limity v bodech, kde funkce neni definovana

Soubor Upravy Zotraot iatrojo Orme Nip
ogrREneEEea
(| S| EI0 W el | | R
' Cas {x] | v mikresnn x] | ¢ Nikeans 2
Whwt 1(2¢-4)
1 14
o2
.| - 1 =
(x) | 12
2 Lirita) 2" f (2x - &), =] -— llnl 0
- 66 I~+0C
! ! 3
3 Lok v* 1 (2x - &), - | e “m
- X——00 L]
4 | LintaZpraee o) (2x-4),.2) — ull) +
- 00 r—24
3
5 | LimtaZlevale'/(2x-4) 2] l
« 11m
o =80 ra
d & ) 2 4 ] [ ] © o
]
-
-
A0
a2
Vatup

Pro urceni prisecikil s 0Sou x pouzijeme funkci ,,NuloveBody[<Polynom>]*“. Do
pole <Polynom> zadame rovnici funkce. Pro zobrazeni bodl opét jen stiskneme bilé

kolecko na levé strané podokna.

Priseciky s osou x

Soubee Uprowy Zoboant i Mishoe Omo Higo
1=l lollelx-l==2 )l 2
| | d
» CAS ) b Nihoeses 5 [ 0 Namssna 2
Poagome®) (2 - &)
1 14
lJ
4| -7 =
") 2x -4 a
2 | Umtae -4 w] — lim J
- 0o L
| L
3 | Limits e i 4) -] b Brin
- =00 X=X P
e Pr2a-402 .
< — lim ‘
3 ree24
= et lim
- el J LJ 1 "
A - . »
8 samamt = (10 0030000003000 O DOMO00X
> P
-
2 o sernamd = (((0,0).0))| = Pruseciky s osou x
; 1
2 | &
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d) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,
monotonie

Nejprve si zapiSeme funkci v pivodnim tvaru, abychom mohli zobrazit jeji graf.
K vypocitani prvni derivace pouzijeme nastroj se znakem derivace na horni listé.
Oznacime si rovnici nasi funkce a stiskneme néastroj ,,Derivace®.
Diky prvni derivaci si zjistime stacionarni body, které ndm rozdéli defini¢ni obor na
intervaly, ve kterych budeme zkoumat monotonii funkce. K urceni stacionarnich bodu
vyuzijeme funkci ,,NuloveBody[<Polynom>]*“. Do pole <Polynom> dosadime rovnici

prvni derivace.

Prvni derivace, stacionarni body

Bouber Upraow Zodbrast Nastseni Niskae Oino Migoviay

2 A — 1, derivace

2xf - Bx 48

NuloveBoayf O - &) 1 (2" - Bx + &
2 N — Stacionarni body
= =

Tato funkce ma dva staciondrni body x =0, x = 4. Navic funkce neni
definovana v bodé¢ x = 2, coZ nam spolecné se stacionarnimi body rozdé€li defini¢ni
obor na Ctyfi intervaly (—o0,0), (0,2), (2,4), (4,). Nyni budeme vySetfovat
monotonii Vv jednotlivych intervalech. V minulych piikladech jsme pouzili grafické
zobrazenti, které je funkéni pouze u polynomidlnich funkci. A vzhledem k tomu, ze tato

funkce je lomena, grafické zobrazeni pouzit nemizeme.
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Vyuzijeme tedy naSich znalosti pfi urCovani monotonie a z kazdého intervalu
dosadime jeden libovolny vnitini bod do prvni derivace a budeme zkoumat, jakych
hodnot nabyvaji znaménka. Z véty o vztahu 1. derivace a monotonie (Frolikova, 1984
[1], str. 74) vime, ze pokud je prvni derivace vétsi jak nula (f'(x) > 0), pak je funkce

rostouci. Pokud je prvni derivace mensi jak nula (f'(x) < 0), pak je funkce klesajici.

Z prvniho intervalu I = (—o0, 0) zvolime napiiklad bod x = —1, ktery dosadime
. , . , 24 (. . po
do rovnice prvni derivace f'(x) = ﬁ . Po odentrovani se nam zobrazi vysledek

5 . . ) . ,
P > 0, coz znamena, Ze funkce je na tomto intervalu rostouci.
Z dalsiho intervalu I = (0,2) dosadime do prvni derivace napiiklad bod x = % .

Po vyhodnoceni dostaneme vysledek —1—78 < 0, tedy funkce je na tomto intervalu
klesajici.
Po dosazeni bodu x = 3 z intervalu I = (2,4) zjistime, Ze v tomto bodé nabyva
prvni derivace hodnoty —% < 0, coz znamen4, Ze na tomto intervalu je funkce klesajici.
Z posledniho intervalu I = (4, ©) zvolime napfiiklad bod x = 5, ktery dosadime
do prvni derivace. Vyjde nam vysledek 113 > 0, coz znali, ze funkce je na tomto

intervalu rostouci.

Monotonie funkce

I »
fix)
1
4 .
: - 1. derivace 1o
X 4 x
2x) ~@x 42
frepan oot odaniss ~— Stacionarni body )
(x=4.x =0}
AP - 4AN AP 801+ 8 —x=(-1)€ (-,0)= (x) >0
5 + |=— Funkce rostouci
18
SO - BTN ) ONAZIV - B~ B 1 A \0
2P -4 iaxiay -z - Bl — % = {UA_‘) "!.“] 0
i o R
is « Funkce klesajici
3 P &DI@I.03+8 g . 1 2 4) = ‘r‘ ) 0
L) 12
2 — Funkce klesajicl
s &
I Be(dhx)= f(x) 1)
18 _ = Funkce rostouci
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Jak muzeme vidé€t, monotonie se stfida ve dvou bodech. V bodé x = 0 se méni
funkce rostouci na klesajici, coz znaci, ze je tam lokalni extrém — piesnéji lokalni
maximum. V GeoGebie vyuzijeme funkci ,,Extrem[<Funkce>, <Poc¢ate¢ni hodnota x>,
<Koncova hodnota x>]“. Do pole <Funkce> staci napsat ,,f (x)*, do pole <Pocate¢ni
hodnota x> napiSeme libovolny bod z intervalu, kde je funkce rostouci - I = (—0,0).
Do pole <Koncova hodnota x> zadame libovolny bod z intervalu, kde je funkce
klesajici - I = (0,2). Vysledny bod lze opét zobrazit do ,,Nékresny 2 pomoci bilého
kolecka.

V bod¢ x = 4 se funkce méni z klesajici na rostouci, coz znamena, zZe je v tomto
bod¢ lokalni extrém - minimum. V GeoGebie opét pouzijeme funkci
,»Extrem[<Funkce>, <Pocatecni hodnota x>, <Koncova hodnota x>]*. Do pole
<Funkce> zapiSeme opét jen ,,f (x)*, do pole <Pocatecni hodnota x> zaddme libovolny
bod z intervalu, kde je funkce klesajici — I = (2,4). Do pole <Koncova hodnota x>
napiseme libovolny bod z intervalu, kde je funkce rostouci - I = (4, ). Vysledné body

zobrazime do ,,Nakresny 2.

Funkce ,,Extrem* — lokalni maximum a lokalni minimum

Souser Uprawy Zobrant Nastaweni Nasvoe Cimo Napowlos

OA A St Bl ONE Tl N\ fiasc fl sczll <3

= Nokfezna

o 2
«— Stacionarni body

NulowveBooy] (¢ - 40 /(20 -Bx + 8

[x=4,x =0}
1 - 4101 (2-1P- 811+ 0 —x=(-1)€ (-x.0)=f(x) >0 -
4
l". «~ Funkce rostouci 2
AP -4 V2N (2 UZP-gn 2y« 8 1 ) (v ) 1
5 : X = 5 ¢ (0,2) = f(x) <0 :
is +« Funkce klesajici aq
| AN TX-873+8 —r=3e(24)= f(x)<0
: |~ Funkce klesajici .
(8%~ 48} (24 - 82 + 8 =0 (4 x flr)>0
5 .
18 « Funkce rostouci
8 A=Extremie /(D - 4152 3
~— MAXIMUM
s Az (0.0) k4
9 | EeEavem(e)(2¢-$12.5] o
B:i=(4.4) «— MINIMUM 0
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e) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost

Nejprve si zapiSeme rovnici nasi funkce, abychom si diky ni mohli zobrazit graf
funkce. Poté provedeme prvni derivaci funkce pomoci nastroje ,,Derivace* na hornim
panelu. Druha derivace se vytvairi pomoci stejného nastroje, jen si pied jeho pouzitim
oznacime rovnici prvni derivace.

K zjisténi bodl podezielych z inflexe pouzijeme funkci

,NuloveBody[<Polynom>]*, kde do pole <Polynom> dosadime rovnici druhé derivace.

Druha derivace, body podezielé z inflexe

Soubcr Upraw Zobraot Mastaveni Naswoje Okne Napovica

* Nokrushn X b NAWRENG

100 = €2.000000C0O00000) | (2% - & .
- " . 1 w4
4 84
2 R « 1. derivace
2x! ~8x+8 a4
A2 -B~8
: N «~ 2. derivace ‘l

Wbt b 1220

— Body podezielé z inflexe

V GeoGebie se ndm zobrazi vysledek ,,prazdna mnoZina - { }, coz znamena, Ze
tato funkce nemé Zadny bod podeziely z inflexe. Abychom zjistili, jak se funkce chova
ve svych intervalech, ve kterych je definovana (—oo, 2), (2, ), pouzijeme bod x = 2,
kde funkce definovana neni. Nyni budeme zjiStovat konvexnost a konkavnost funkce.
Z véty o vztahu 2. derivace a konvexnosti/ konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 108)
vime, Zze mohou nastat dvé situace. Jestlize je druha derivace vétsi jak nula (f"(x) >
0), pak to znamena, Ze funkce je konvexni. Jakmile je druha derivace mensi nez nula
(f7(x) < 0), pak to znamen4d, Ze se jednd o funkci konkavni. Opét nemlizeme pouZit

grafické znazornéni, nebot’ je tato funkce lomena.
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Vyuzijeme tedy naSich znalosti pfi urcovani konvexnosti a konkavnosti.
Z kazdého intervalu dosadime jeden libovolny vnitini bod do druhé derivace a budeme
zkoumat, jakych hodnot nabyvaji znaménka. Z prvniho intervalu I = (—oo,2) zvolime

naptiklad bod x = —2, ktery dosadime do rovnice druhé derivace f(x) =

4
x3—6x2+12x—8 "

- , . 1 . . .
Po odentrovani se nam zobrazi vysledek — =< 0, coz znamena, ze funkce je na

tomto intervalu konkavni.

Z dalsiho intervalu I = (2, ) dosadime do druhé derivace napiiklad bod x = 4.
Po vyhodnoceni dostaneme vysledek % > 0, tedy funkce je na tomto intervalu konvexni.

V bodé x = 2, se funkce méni z konkavni na konvexni. Ale vzhledem k tomu,
ze je to bod, kde funkce neni definovana, nemtze byt bodem inflexnim. Tato funkce
proto inflexni bod nema. V GeoGebie jsme k zjistovani inflexniho bodu pouzivali
funkci ,,InflexniBod[<Mnoho¢len>]“. Bohuzel, nevyhodou této funkce je, zZe je
aplikovatelna pouze na polynomialni funkce a jelikoz se v tomto piikladu jedné o funkci

lomenou, funkce ,,InflexniBod* neni funk¢ni a vzdy se nam zobrazi vysledek ,,(?, 7).

Funkce konvexni a konkavni

Soubor Uprawy Zotwast Mastavnl Néstrow Osno Napowas

AX) = P2 000000 0C0G0000) | (2% - 4 LB
'
’ (=) i
-4
. N — 1. derivace
2x! —8x+8
(- &/ (2x"-Bx~0
. - 2. derivace
o 12x -8 i

NUOWBOOA 4/ 0% - 8* » 120 -84

{}

o| SHURF-BNVEY A28 — (~2) € [(—o0:2 [ix) < ’ : N ’ : ; w
B «— Funkce konkavni :

5 ! I 4 (2. ) [ lx) )

a «— Funkce konvexni

- Inflexni body
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f) Asymptoty
K zjisténi asymptoty pouzijeme funkci ,,Asymptota[<Polynom>]*, kde do pole

2
<Polynom> zadame ptvodni znéni rovnice funkce, tedy - f(x) = ﬁ. V tomto piipadé

ma funkce dvé asymptoty — se smérnici y = %x + 1 1vertikdlni x = 2, kde funkce neni

definovana.

Asymptoty

Soutor Upravy Zodran! Mastsveni Nistroje Oino Napovéda

H: e Ol e iflx =[x = A1l ¢ /

* CAS ] | * Ndareana sl b MAkresns 2
Xy § (¢ - 4) L
:
4 1(x) . -
2x -4

2 seznaml=Asymptotade® / (25 - 4]

— Asymptota

seznaml 1= {y = 05x 4 1, x = 2}
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2+3x)5

4. Priklad 3 - f: y = (2—3x

2+3x

5
2_3x) . VysSettete prabeh funkce.

Je déna funkce: f: y = (

1) Defini¢ni obor
Pii urCovani definicniho oboru postupujeme dle definice defini¢éniho oboru

(PetraSkova, Zmeskalova, 2005 [2], str. 8)

D) 2 p(H=R\{3}

X i'g

2) Sudost, lichost, periodi¢nost
Sudost, lichost ani periodi¢nost neni tieba zjistovat, protoze z defini¢niho oboru

vime, Ze funkce neni symetrickd podle pocatku.

3) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost
Pfi vypoctu limit pouZijeme vé€tu o limité funkce vzniklé na zakladé podilu
(Frolikova, 1984 [1], str. 55). Pii vypoCtu limit v bodech, kde funkce neni
definovand, pouzijeme definici jednostrannych limit a vétu o vztahu mezi
jednostrannymi a oboustrannymi limitami (Frolikova, 1984 [1], str. 49).
Pii zjistovani spojitosti funkce budeme vychéazet z definice o spojitosti funkce

V bodé¢ a na intervalu. (Frolikova, 1984 [1], str. 61)

2
24 3x\ x(;+3) ;
hm( ) = lim = (1) =-1
x—-o \2 — 3x X—00 (z_ )
X 3
X
2 5
2 + 3x\° _ x(§+3) .
11m< )= lim = (-1)>=-1
x—»—00 \2 — 3x X——00 (Z_ )
x5 3
(2+3x)5 (4)5
=  — = —Q00
273k 0_
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Funkce f je podilem spojitych funkci, tudiz je spojitd ve svém defini¢nim oboru —

vy 2 2
tedy na mnoziné (—00, 5) U (5' 00).

4) Priseciky s 0SouU x a S 0SoU y

2

2
P(x): y=0 - 2+43x=0 - x=-3 Px=[—§,0]

P(y): x=0 — y=1 P, =[0,1]

5) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,

monotonie

Pti vypoctu 1. derivace pouzijeme vét o derivaci funkei vzniklych na zakladé podilu
funkci (Frolikova, 1984 [1], str. 74).

Pfi ur€ovani monotonie funkce pouzijeme vétu o vztahu 1. derivace a monotonie
funkce (Frolikova, 1984 [1], str. 78).

Pfi urCovani lokalnich extrému se budeme drzet definice pro lokalni extrémy a dale
vyuzijeme nutnou a postacujici podminku pro lokalni extrém (Frolikova, 1984 [1],

str. 79).

,()_5(2+3x)43(2—3x)—(2+3x)(—3)_5(2+3x>46—9x+6+9x_
Fe) =573 (2 — 3%)? —2\2-3x) T (2-302
B (2+3x>4 12 _512(2+3x)4_60(2+3x)4
S T\2-3x) 2-3x)% T (2-3x°¢  (2-3x)°
2 4 _ 2
602+30* _  e0e2+30t=0 _ ___2
(2 — 3x)° 2+3x=0 3
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y p— —_— — 0
2_3 (_ ) 242
. 7 4 2
Stacionarni body [— 3 0]
Diky prvni derivaci jsme vysSetfili stacionarni bod x = — g ke kterému ptidame bod,

; ; , 2 ;o v veqs o
ve kterém funkce neni definovand x = 3 Tim jsme defini¢ni obor rozdélili do tii

intervalli, na kterych budeme zji§tovat monotonii. V tomto pfipadé jsme ziskali

: 2 2 2\ (2
m&wﬂy(—w;—a,(——;)(nao.
3 3’3/’ \3
Nyni budeme postupné zkoumat, jakého znaménka nabyvad prvni derivace

Vv jednotlivych intervalech.
XL o : 2 : ,
Po dosazeni nékteré¢ho vnitiniho bodu z intervalu [ = (—00, —5) do rovnice prvni

derivace zjistime, ze prvni derivace je kladna (f'(x) > 0), coz dle véty o vztahu 1.
derivace a monotonie funkce znamend, ze se jednd na tomto intervalu o rostouci

funkei.
Po dosazeni jednoho vnitiniho bodu intervalu I = (— %, g) do prvni derivace zjistime,

Ze na tomto intervalu nabyva prvni derivace kladné hodnoty (f’(x) > 0), tzn. funkce
je rostouci.

Na intervalu I = (0,0) po dosazeni nékterého vnitiniho bodu zjistime, Ze prvni
derivace zde nabyva kladnych hodnot (f(x) > 0), coZ znamena, Ze funkce je zle

rostouci.

(" )

;77

2 2

\_ 3 3 Y,
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Tato funkce v zadném bodé neméni své znaménko, coZ znamena, ze funkce nema

lokalni extrém.

6) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost
Pro vypocet druhé derivace se budeme drzet definice derivace vysSiho fadu
(Frolikova, 1984 [1], str. 106).
K urceni konvexnosti a konkavnosti pouzijeme definici konvexnosti a konkavnosti
na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 108) a dale vétu o vztahu 2. derivace funkce f
a konvexnosti, konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 109).
Pro zjisténi inflexniho bodu uzZijeme véty o nutné a postacujici podmince pro inflexni

bod (Frolikova, 1984 [1], str. 109-110).

60 X 4(2 + 3x)?3(2 — 3x) — 60(2 + 3x)*6(2 — 3%)°(-3) _

[0 = (@ =30

72002+ 3%)%(2 — 3%)° + 1080(2 + 3%)*(2 — 3x)5 _
B (2 — 3x)12 B

(2 - 3x)5[720(2 — 3%)(2 + 3%)* + 1080(2 + 3x)]
B (2 — 3x)12

(24 3%)°[720(2 — 3x) + 1080(2 + 3x)]
B (2 — 3x)7

(2 +3%)3[1440 — 2160x + 2160 + 3240x] _ (2 + 3x)*[3600 + 1080x]

(2 —3x)7 (2 — 3x)7

2 10
+ 3x + x] = — Xy =—=, Xy = ——
(2 + 3x)3[3600 + 1080x] = 0 1= % -
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5 _10)\°
2+3(_Z) _ 2+3( 3)
_ 3 Y2 10
4 2 2-3(-7)
2-3(-3) 3
5
5 _8
- () v=(g)
1= 2+2 32
n=0 V2= "3
Body podeztelé z infl [20][10 i
ody podezrele Z inifiexe 3, ) 3, 243

Diky druhé derivaci funkce jsme zjistili, ze tato funkce ma dva body podezielé z
inflexe x = _2 , X = —13—0. Zatadime zde 1 bod x = g, ve kterém funkce neni

definovana, ¢imz vysetfime konvexnost a konkavnost funkce v intervalech spojitosti.

Dostali jsme tedy c¢tyfi intervaly, ve kterych budeme urCovat konvexnost a

konkavnost - (—00, —E) , (—E, —E), (—E,E),(E,OO)-
3 3 3 3’3/’ \3

Kurceni konvexnosti a konkévnosti budeme potfebovat zjistit, jakého znaménka

nabyva druha derivace, po dosazeni n€které¢ho z vnitinich bodu intervalil.
V ptipad¢ intervalu [ = (—00, — 13—0) po dosazeni nékterého vnitiniho bodu do druhé

derivace zjistime, Ze druha derivace zde nabyva kladnych funkénich hodnot, coz
podle véty o vztahu 2. derivace funkce a konvexnosti a konkdvnosti znamena, Ze

funkce je na tomto intervalu konvexni.

Po dosazeni jednoho z vnitinich bodi z I = (— 13—0, - g) do druhé derivace funkce f

vypocitame, Ze druha derivace zde nabyva kladnych funkénich hodnot, coz znamena,

ze se jedna a funkci konvexni na daném intervalu.
. 2 2 . e o o . .
Na intervalu z I = (—5,5) dosadime néktery z vnitinich bodi do druhé derivace

funkce f, ¢imz vypocitame, ze druhd derivace zde nabyva kladnych funkénich

hodnot, coz znamen4, Ze se jedna a funkci konvexni na daném intervalu.
, . - . 2 . y .
Po dosazeni jednoho z vnitfnich bodl intervalu [ = (E’Oo) zjistime, Ze druha

derivace zde nabyva zépornych hodnot, coz znamena, ze funkce je zde konkévni.
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U U U n

. . .2 P
KONVEXNI _g KONVEXNI _g KONVEXNI 3 KONKAVNI

\_ J

¥ 2 ;g v x . . v -
V bodé x = 3 dochazi ke zméné z konvexnosti na konkavnost, ale protoze je to bod,

ve kterém funkce neni definovand, nemiize byt bodem inflexnim.

7) Asymptoty
Nyni budeme zjistovat, zda funkce nemd asymptotu se smérnici. Pfi vypoctu se
budeme drzet definice a nutné a postacujici podminky pro asymptoty (Frolikova,
1984 [1]).
Obecna rovnice asymptoty se smérnici: y = k- x + g
2 +3x\°
fo_ (5

k = lim — = lim ————— =
x—>0 X X—00 X

i —243x° — 810x* — 1080x3 — 720x2% — 240x — 32 _
- xl—rgo 243x6 — 810x5 + 1080x% — 720x3 + 240x2 — 32x

240 810 1080 720 240 32

_ g °( X x2  x3  x%& x5 _F)_O —0
T xte g 810 . 1080 720 . 240 32\ 243
(- -t )
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) (2+3x)5
ke lim L9 _ i \2=3%) _

xX—-—00 X X—00 X

o —~243x5 — 810x* — 1080x® — 720x? — 240x — 32 _
T 0 243x6 — 810x5 + 1080x% — 720x3 + 240x2 — 32x

240 810 1080 720 240 32

6 — — — — _ ==
B S S SRS L SR AN
e 810 1080 720 240 32\ 243
X 6 — — — 2z
X (243 X 2 PR x5)
2 5
_ . (2+3x)° X (; + 3) ;
q=11mf(x)—k-x=11m< ) —-0=|—-"] = (-1)>=-1
X—00 x—o0o \2 — 3x (z . 3)
“\x
y=kx+q - y=-1
5 5
Vzhledem k defini¢nimu oboru a lim__ 2 (2+3x) = —oo, lim_ 2 (2+3x) = o0 ma
x-7 \2-3x x-7 \2-3x

v 1, 2
funkce jesté vertikalni asymptotu x = 3

8) Obor hodnot
Pii urcovani oboru hodnot budeme postupovat na zdkladé vét o vlastnostech

spojitych funkci na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 65).
. oy v o 2 2
Funkce f je na spojitd na mnoziné (—00, 5) U (E' 00).
Limita v oo je rovna —1 a limita v bod¢é % zprava je —oo. Limitav —oo je rovna —1 a
limita v bodé g zleva je . Z véty o nabyvani mezihodnot funkce f zobrazuje

interval (—oo, 2) na interval (—1,c0) a (goo) na (—oo,—1), z ¢ehoz vyplyva obor

hodnot.

H(f) = R\ {-1}
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2+3x
2-3x

5
4.1.VySetieni funkce f: y = ( ) v programu GeoGebra

a) Defini¢ni obor
K zjisténi definicniho oboru neni v GeoGebie zadny néstroj, ani jina funkce,

proto si ho musime urcit sami, s vyuzitim vlastnich znalosti.

b) Sudost, lichost, periodi¢nost
Tyto vlastnosti neni potieba zjistovat, nebot’ z defini¢niho oboru vime, ze

funkce neni symetricka podle pocatku.

¢) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost, priseciky, priuseciky
S 0SOuU x
Do prvniho podokna napiSeme rovnici nasi funkce, diky niz zobrazime graf do
»Nakresny 2¢. Ke zjisténi limit v krajnich bodech definicniho oboru pouzijeme funkci
»Limita[<Vyraz>, <Hodnota>]“. Do pole <Vyraz> zapiSeme naSi funkci a do pole

<Hodnota> napiSeme do jednoho podokna nejprve oo, do dal§iho pak —oo.
Tato funkce ma defini¢ni obor D(f) = R \g, coz znamena, ze v bodé x =§

funkce neni definovana. Musime tedy vysetfit, jak se funkce chova okolo tohoto bodu,
coZ zjistime pomoci limity zprava a limity zleva. V okné ,,CAS* do podokna zacneme
psat ,,Limita®, kde se ndm op¢ct zobrazi nabidka moznych funkci. Pro vypocet limity

zprava bodu x = % zvolime funkci ,,LimitaZprava[<Vyraz>,<Hodnota>]“, kde do pole

5
2+43x Ix 2 ;o
> 3x) , a do pole <Hodnota> napiSeme p Pro vypocet

<Vyraz> zadame funkci f(x) = (

limity zleva bodu x =§ zvolime funkci ,,LimitaZleva[<Vyraz><Hodnota>]“, kde do

5
243x ” 2
> Sx) , a do pole <Hodnota> napiSeme 3

pole <Vyraz> zadame nasi funkci f(x) = (
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Vypoctené limity

:muwwymau‘* el

A:’.‘/‘
DEZBEOR

4

NE B

R i;?: v M A1 Naesns 2
Kx) = (=243 000 15
3| - way: ~2¢3 5 — 610 «* - 1080
)= 3034V i0 A5 1080 5
"
2 | Lmaaji-243 ¢ - 31004 - 10600 - 7306 - 240¢- 3 s li“l
- =1 r—x
4 0
o L - - T -2 -3 .
3 | Limitsll-283 ¢ - $10v° - 1080¢ - T20n* - 240¢-3] lim
. =1 Kb =G
4 | LmitaZpomal- 243 o - 210e - 10800 - 7200 -2 l
« 11m
- =0 r—24
5§ | LmitaZlevai-2430 89000 1083°7200-2¢ o {1
: e pp— ] L] 0 »“ 0
- 0Q r—2-
-
-10

Pro uréeni pruseciki s 0S0uU x pouzijeme funkci ,,NuloveBody[<Polynom>]*“. Do
pole <Polynom> zaddme rovnici funkce. Pro zobrazeni bodl opét jen stiskneme bilé

kolecko na levé strané podokna.

Priseciky s osou x

smmm

» QAS [2) | » Mawesna (% | v Makresna2
Ml = {-243 00X 200 5 01
243 %% — n1o «* — 1000
3| - #x) = X ok i
243 5% — 910 o 5 1080 «
L)
v, o “ . . .
2 | Umeal{-243x- 8107 - 1080¢" - 720" - 240n 3}_ lim
- =1 B "
— - 10
2438 - $10n¢- . o -3 .
3| Limiaj-243 3-89 1000¢* - 7205* - 2400 7 Ilm
L X—+— 0
LimeaZprava-243 x) - 310 - 1080x° - 7200 - 2 S g
S ’ e lim
- =00 T—24
$ | LimEaZieval}-243 o - 8100 - 10800 - 7200241 lilll . . -
g b '.., 0 1 10 1" o0

saznami = §-0 555666666056667. 0 0000000

ass = Prusecik s osou x
" 1000

/
4 wnaméisns seznaml e { | |
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d) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,
monotonie

Nejprve si zapiSeme funkci v pivodnim tvaru, abychom mohli zobrazit jeji graf.
K vypocitani prvni derivace pouzijeme nastroj se znakem derivace na horni liste.
Oznacime si rovnici nasi funkce a stiskneme néastroj ,,Derivace®.
Pomoci prvni derivace si zjistime stacionarni body, které nam rozdéli defini¢ni obor na
intervaly, ve kterych budeme zkoumat monotonii funkce. K urceni stacionarnich bodi
vyuzijeme funkci ,,NuloveBody[<Polynom>]*“. Do pole <Polynom> dosadime rovnici

prvni derivace.

Prvni derivace, stacionarni body

Souder Uprawy Zobvadt Nastawerd Nasroe Osno Napovéas

~ Makresma (] | ¢ Nawrens3
) = (-243 000000000000x* 15 GOO00000000( | | +— L,
1
243 x* — 810 »* — 1080
ix 383 % — 810 ' + 1060
(-243 55 - S100% - 1090%" - 720 - 2402 - 32 (2 i
: 4860 £ + 12080 | = 1. derivace
729 5% — 2916 »* = 4860 x
ayy 455 2960¢" « 129600 = 571
2 21 - Stacionarni body
1= "3
. N
, C e . gets s S, 2 ,
Diky prvni derivaci jsme vysetfili jeden stacionarni bod x = — 3 Navic funkce

; ; « 2 v v w Y v1s
neni definovana v bodé¢ x = 3 COZ nam spolecné se stacionarnim bodem rozdéli

oy Ve . 2 2 2 2 , v v
definicni obor na tfi intervaly (—00, —5), (—5,5),(5,00). Nyni budeme vySetfovat

monotonii V jednotlivych intervalech. Opét nemiizeme vyuzit grafické znazornéni,

nebot’ se jedna o lomenou funkci.
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Vyuzijeme tedy naSich znalosti pfi urCovani monotonie a z kazdého intervalu
dosadime jeden libovolny vnitini bod do prvni derivace a budeme zkoumat, jakych
hodnot nabyvaji znaménka. Z véty o vztahu 1. derivace a monotonie (Frolikova, 1984
[1], str. 74) vime, ze pokud je prvni derivace vétsi jak nula (f'(x) > 0), pak je funkce

rostouci. Pokud je prvni derivace mensi jak nula (f'(x) < 0), pak je funkce klesajici.
Z prvniho intervalu [ = (—00, — g) zvolime napiiklad bod x = —2, ktery

60(2+3x)*

2o Po odentrovani se ndm zobrazi

dosadime do rovnice prvni derivace f'(x) =

, 15 y . . . ,
vysledek 7o > 0, coz znamen4, ze funkce je na tomto intervalu rostouci.

Z dalsiho intervalu [ = (—3 E) dosadime do prvni derivace napiiklad bod

3’3
x = 0 . Po vyhodnoceni dostaneme vysledek 15 > 0, tedy funkce je na tomto intervalu

rostouci.

, . 2 o y .
Po dosazeni bodu x = 5 z intervalu [ = (E' 00) zjistime, Ze v tomto bodé nabyva

5011260
4826809

prvni derivace hodnoty > 0, coz znamena, ze na tomto intervalu je funkce

rostouci.

Jak mizeme vidét, monotonie se nestfida v Zadném bod¢, tudiz neméd Zadny
lokalni extrém. V GeoGebie se piesto mizeme presvedCit a vyuzijeme funkci
,»Extrem[<Funkce>, <Pocate¢ni hodnota x>, <Koncova hodnota x>]“. Do pole

<Funkce> staci napsat ,,f (x), do pole <Pocatecni hodnota x> napiSeme libovolny bod

Z levého okoli stacionarniho bodu x = —5a do pole <Koncova hodnota x> zaddame

M 4 r 14 M 14 I 2 r 4 r
libovolny bod z pravého okoli staciondrniho bodu x = -3 Po odentrovani se nam

zobrazi ,,(?,?7 )%, coz znamena, ze funkce nema zadny extrém.
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Monotonie funkce, lokalni extrém
Souter Uprswy 20008 Nestseand Mbdvae Owne Nipswdas

. o ".. :. O IS -"‘ BENGH IS T8 TSR

* Rakrwans » * Nawania 3

0} = |- 2430000300000 00%(5 0000009000 = | | i

p 200 x> — nlox* — 1os
- "
243« - mie o 10m
242 0" - D100* - 100" - TI0¢* - 3400 - X

4860 ' 4 12080 |« 1. derivace
120 5% — 2916 x* + 4660

W EBONVI 45300t + 120600" + 120608 + £

s —-3) -~ Stacionarni body — . ' y . . .
| 3
SABA-Z - 12980 2P + 1208002 « 57 o 2 (=2) x :1 f'{x) >\
‘ 3
1 — Funkce rostouci i
256
s A0 + 12000°0" = 12050°0" « BTH00 + - '} e -’ _; > J 1
15 — Funkce rostouci N
B L6054+ 1290075 « 12000°0" + 17000 + i " . !:' o) = i) 0
5011260 c
4826800 «— Funkce rostouci

Ertrmny- 24200 - § 102 - 1000" - T700" - T400

PR — NENI EXTREM

e) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost

Nejprve si zapiSeme rovnici nasi funkce, abychom si diky ni mohli zobrazit graf
funkce. Poté provedeme prvni derivaci funkce pomoci nastroje ,,Derivace™ na hornim
panelu. Druhd derivace se vytvaii pomoci stejného nastroje, jen si pred jeho pouzitim
ozna¢ime rovnici prvni derivace.

K zjisténi bodu podezielych z inflexe pouzijeme funkci

»NuloveBody[<Polynom>]“, kde do pole <Polynom> dosadime rovnici druhé derivace.

Druha derivace, body podezielé z inflexe

Soubsr Uprwy Zosraae Mastavens Mistrige Osno Nigovdaa

»Ch * Milousna Al | & Masresna 2
ol - (<243 003020200000 (5 030302030201 || I— K

2035 — 510 +* - 1000

- L )
\* 243 2% 810 ' < 108D

F24307 31000 - WO T200t - 240 - 3D/ 2

anoo «* + 1296057 | — 1. derivace !
729 4% — 2000« & 4800 x

"

(R0 « 1200M" « 1200I0" & 5790 « 950 1 | *
2 o160 4 1 | = 2. derivace
2187 o7 — 10206 2* = 204) 2
| NedoveBO VK -29188 x¢ - 155520 - Z332804 J‘
‘ i 2 10 — Body podezielé z Inflexe . - 4 ? : 2 ;
I rt i £
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Diky druhé derivaci jsme vysetfili, ze tato funkce ma dva body podezielé

zinflexe x = —13—0,x = —%. Abychom zjistili, jak se funkce chovd ve svych
intervalech, ve kterych je definovand, pouzijeme bod x = g, kde funkce definovana

neni. Tim dostaneme Ctyfi intervaly (—00,—?),(—?,—g),(—%,%),(g,oo). Nyni
budeme zjistovat konvexnost a konkavnost funkce. Z véty o vztahu 2. derivace a
konvexnosti/konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 108) vime, Zze mohou nastat dvé
situace. Jestlize je druha derivace vétsi jak nula (f”(x) > 0), pak to znamena, Ze
funkce je konvexni. Jakmile je druha derivace mensi nez nula (f”'(x) < 0), pak to
znamena, ze se jedna o funkci konkévni.

Opét nemlzeme pouzit grafické zndzornéni, nebot’ je tato funkce lomena.
Vyuzijeme tedy naSich znalosti pfi urovani konvexnosti a konkdvnosti. Z kazdého

intervalu dosadime jeden libovolny vnitini bod do rovnice druhé derivace a budeme

zkoumat, jakych hodnot nabyvaji znaménka.
Z prvniho intervalu [ = (—00,—?) zvolime naptiklad bod x = —4, ktery

(2+3x)3[3600+1080x

] . Po odentrovani se
(2-3x)7

dosadime do rovnice druhé derivace f'(x) =

5625
823543

nam zobrazi vysledek > 0, coz znamena, ze funkce je na tomto intervalu

konvexni.

10 2

Z dalsiho intervalu [ = (—?, _5) dosadime do druhé derivace naptiklad bod

70785
131072

x = —2. Po vyhodnoceni dostaneme vysledek > 0, tedy funkce je na tomto
intervalu konvexni.
Po dosazeni bodu x =0 zintervalu [ = (—%,g) zjistime, Ze vtomto bodé

nabyva druha derivace hodnoty 225 > 0, coZ znamen4, Ze na tomto intervalu je funkce

konvexni.

Po dosazeni bodu x =3 zintervalu [ = (5,00) zjistime, Ze druha derivace

9104040
823543

Vv tomto bod¢ nabyva hodnoty — < 0, coz znamend, ze funkce je na tomto

intervalu konkavni.
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v 2 « s p I v
V bod¢ x = 3 5¢ funkce méni z konvexni na konkavni. Ale vzhledem k tomu, ze

je to bod, kde funkce neni definovana, nemtize byt ani bodem inflexnim. V GeoGebie
funkci ,,InflexniBod*“ nepouzijeme, nebot’ je aplikovatelnd na polynomiélni funkce a

tato funkce je lomena.

Funkce konvexni a konkavni

Soudwr Upvawy 200301 Kostwend Mevop Cana NApovE®

CAS — . S { b dram 5| Mnresss 2
ol o
149300 + 12050 ~ T2660° + 5T90¢  I40
we - D derivace ‘1
2187 f — 10208 <% + 20 i
NFoeeBoof 29103 v* - 120830e" - 2773200
s , i~ — Body podezfele z inflexe
[ - |
e R &
n .
FERMD "N - 1B STN A - 2328904 . F = ( i) ¢ £ ‘ ) Jlx) >0 =
5 '3
628 - Funkce konvexni 1
123543 . - 3 v . . , v - .
T - " = . . ' 4 t "
139900 1214 - 15550427 - 2232007 3 ! e (-~ )= x>0
[ | 3
10783 « | = Funkce konvexnl
13102 %
y | 12090 vsssare . e g || P =0 E .; ‘ *.J (%) >9
225 - Funkce konvexni ot
(20929, 1657003 2532003 13824 ||+ — G E (5 A0 Flael <0
viod0se g *
- isas +~ Funkce konkavnl
- 104
0| a
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f) Asymptoty
K zjisténi asymptoty pouzijeme funkci ,,Asymptota[<Polynom>]*, kde do pole

5
<Polynom> zadame puivodni znéni rovnice funkce, tedy - f(x) = (ziz) . Tato funkce

ma asymptotu se smérnici y = —1 a také vertikalni asymptotu x = 2’ kde funkce neni

. 2+3x)° . 2+3x)\°
definovand a lim_ - = —oo, lim_ 2 = o0,
x-7 \2-3x x—7 \2-3x

Asymptoty

Soubor Uprasy Zosraan Mastavenl Ndsinfe 0o NEpowsca

s
’ R .

¢ CAS 2l | = Nekresaa » * Nakreana 2
32 )
NO=(2 « ) ) 2~ 30N IS i3 '
1 ]
o '
’ 243 2% — 810 «* - 1080 H

’ L =
(%) 203 x% — 810 «* + 1080 = :
)
'
AgpmpBota)-243 ¥1 - B10x¢ - 108007 - 7200 - 24C '
— Asymptota 4!
{y=~1Lx=0567} '
'
ad !
3 :
'
'
L}
)
)
- = U: + L L] " 1 - il "
------------- 1-.—---------------------------------

240
11
L}
|V
a
| 0
)
| 8
)
'
L}
{
| 0
'
)
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5. Piiklad 4 - f: y = )

X

Je dana funkce: f: y = @ Vysetiete prabeh funkce.

1) Defini¢ni obor
Pfi urcovani definicniho oboru postupujeme dle definice definicniho oboru

(Petraskova, Zmeskalova, 2005 [2], str. 8)

D(f) = (0,)

2) Sudost, lichost, periodi¢nost
V tomto ptikladu neni potieba zjiStovat sudost, lichost ani periodi¢nost, nebot’ to

vyplyva jiz ze samotného defini¢niho oboru, ktery neni symetricky podle pocatku.

3) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost
Pfi vypoctu limit pouzijeme vétu o L Hospitalové pravidle (Frolikova, 1984 [1], str.
102). Pfi vypoctu limit v bodech, kde funkce neni definovand, pouzijeme definici
jednostrannych limit a vétu o vztahu mezi jednostrannymi a oboustrannymi limitami
(Frolikova, 1984 [1], str. 49).
Pfi zjistovani spojitosti funkce budeme vychazet z definice o spojitosti funkce
V bodé¢ a na intervalu. (Frolikova, 1984 [1], str. 61)

2
In(2x 5 2 1 1 1
m ( )=lim2—x=11m—-—=lim—=—=0
X—00 X X—00 1 X—00 Zx 1 xX—oo X
~ In(2x) 1
lim = —00+— = —00'00 = —0
x>0y X 0,

Funkce f je podilem spojitych funkci, tudiz je spojita ve svém defini¢nim oboru —

tedy na intervalu (0, ).
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4) Priuseciky s 0sou x a s osou y

2x =1

= 1
In(2x) =0 . 1 P = [_' 0]
In(2x) =In1 x=3 2

P(y): x=0 — nenidefinovano

P(x): y=0

5) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,

monotonie

Pti vypoctu 1. derivace pouzijeme vét o derivaci funkei vzniklych na zakladé podilu
funkci (Frolikova, 1984 [1], str. 74).

Pfi ur€ovani monotonie funkce pouzijeme vétu o vztahu 1. derivace a monotonie
funkce (Frolikova, 1984 [1], str. 78).

Pti urCovani lokalnich extrému se budeme drzet definice pro lokdlni extrémy a dale
vyuzijeme nutnou a postacujici podminku pro lokalni extrém (Frolikova, 1984 [1],

str. 79).

) 52X~ I(2x)1 1 -1n(2x)
f(x) = 72 = 7
1— 1n(2x) 1-— ln(Zx) =0 2x = e
———=0 - In(2x) = 1 = . _°
x In(2x) =Ine 2
e
n2(z) 1 2
y=—=e "z ;
2 2

e 2
Stacionarni body [E , E]

Diky prvni derivaci jsme vySetfili stacionarni bod x = % Tim se defini¢ni obor
rozdéli do dvou intervald, na kterych budeme zjiStovat monotonii. V tomto piipadé
jsme ziskali intervaly (O, g) , (g , oo).

Nyni budeme postupné zkoumat, jakého znaménka nabyva prvni derivace

Vv jednotlivych intervalech.
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Po dosazeni nékterého vnitintho bodu z intervalu [ = (0, g) do rovnice prvni

derivace zjistime, ze prvni derivace je kladna (f’(x) > 0), coz dle véty o vztahu 1.
derivace a monotonie funkce znamend, ze se jednd na tomto intervalu o rostouci

funkeci.

Po dosazeni jednoho vnitiniho bodu intervalu I = (g, ) do prvni derivace zjistime,

Ze na tomto intervalu nabyva prvni derivace zaporné hodnoty (f'(x) < 0), tzn.

funkce je na tomto intervalu klesajici.

(" )

| |
i I e
0 2
MIN = ¢ 2]
T 12%e
Vzhledem k tomu, Ze derivace funkce f vbodd x = = méni znaménko (v levém

N

r ’ e . r ’ . r r I r
prstencovém okoli bodu 5 Je znaménko prvni derivace kladné, v pravém zéporné),

tak funkce nabyvé v bodé x = = lokélni maximum,

6) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost
Pro vypocet druhé derivace se budeme drzet definice derivace vysSiho tadu
(Frolikova, 1984 [1], str. 106).
Kur€eni konvexnosti a konkavnosti pouZijeme definici konvexnosti a konkavnosti
na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 108) a dale vétu o vztahu 2. derivace funkce f
a konvexnosti, konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 109).
Pro zjisténi inflexniho bodu uZijeme véty o nutné a postacujici podmince pro inflexni

bod (Frolikova, 1984 [1], str. 109-110).
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2

oo TopXt = (1=In2x))2x  —x —2x+ 2xIn(2x) _ x(—3 + 2In(2x))
f (x) = x4 = x4 = x4 =
2In(2x) — 3
= T
3
In(2x) == 3
2In(2x) —3 = 0 ?, e
n(2x) =3 = - In(2x) = Ine2 X=5
3
2x =e2

3

3
ez
Body podezrelé z inflexe > 3ez

Diky druhé derivaci funkce jsme zjistili, Ze tato funkce mé jeden bod podeziely z
3

inflexe x = ez—z Dostaneme tedy dva intervaly, ve kterych budeme urcovat

3 3
konvexnost a konkavnost - <O, %) , (%, 00>.

Kurceni konvexnosti a konkdvnosti budeme potiebovat zjistit, jakého znaménka

nabyvé druhé derivace, po dosazeni né€kterého z vnitinich bodl intervald.

3

V ptipad€ intervalu [ = 0,2 po dosazeni nékterého vnitfniho bodu do druhé
2

derivace zjistime, Ze druhd derivace zde nabyva zdpornych funkénich hodnot, coz
podle véty o vztahu 2. derivace funkce a konvexnosti a konkavnosti znamena, Ze

funkce je na tomto intervalu konkévni.
3

Po dosazeni jednoho z vnitfnich bodd intervalu [ = (%,00> zjistime, ze druha

derivace zde nabyva kladnych hodnot, coz znamen4, ze funkce je zde konvexni.
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(N U

0 KONKAVNIi

KONVEXNiI

N|?:J|w

\- J

3

" ez L, vy , . v .
V bodé x = Y dochazi ke zméné z konkavnosti na konvexnost, coz znamena, ze bod

3

ez . . ;
x=—je inflexni.

7) Asymptoty
Nyni budeme zjistovat, zda funkce nemd asymptotu se smérnici. Pfi vypoctu se
budeme drzet definice a nutné a postacujici podminky pro asymptoty (Frolikova,
1984 [1]).

Obecna rovnice asymptoty se smérnici: y = k- x + g

) In(2x) In(2x) 2 5 5
X — n(2x 5
k= lim == = lim —%— = lim —>— = lim 2% = lim — = — =0
x—oo X X—00 X X—00 X X—00 Zx X—00 4x2 (0]
fo_ B e y 2 2
X — n(2x 5
k= lim =2 = lim —%X = = lim 2 = lim —=-=0
X>—00 X x>—00 X xX>—00 X xX>—00 2X x>-w4x? o0
n(2x
q = lim f(x) —k-x = lim ( )—0—0
X—00 X—00 X
y=kx+q - y=0
Vzhledem k definicnimu oboru a lim,.o, "= = —o ma funkee i vertikalni

asymptotu x = 0.
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8) Obor hodnot
Pti urCovani oboru hodnot budeme postupovat na zdkladé¢ vét o vlastnostech
spojitych funkci na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 65).

Funkce f je na spojita na intervalu (0,), to znamena, ze zobrazuje interval na

. - . . e . .
interval. Limita v 0 zprava je —oo a funkce nabyva v bod¢ 5 svého maxima rovného

é. Podle véty o nabyvani mezihodnot funkce f zobrazuje (0, ) na (—00, §> Z &ehoz

plyne obor hodnot.
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In(2x)
x

5.1.VySetieni funkce f: y = v programu GeoGebra

a) Defini¢ni obor
K zjisténi defini¢niho oboru neni v GeoGebie zadny néstroj, ani jind funkce,

proto si ho musime urcit sami, s vyuzitim vlastnich znalosti.

b) Sudost, lichost, periodi¢nost
Tyto vlastnosti neni potfeba vySetfovat, nebot z definicniho oboru plyne, ze

funkce neni symetricka podle pocatku.

¢) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost, priseciky, priuseciky
S 0SOU X
Do prvniho podokna napiSeme rovnici nasi funkce, diky niz zobrazime graf do
»Nakresny 2¢. Ke zjiSténi limit v krajnich bodech definicniho oboru pouzijeme funkci
,Limita[<Vyraz>, <Hodnota>]“. Do pole <Vyraz> zapiSeme nasi funkci a do pole
<Hodnota> napiSeme do podokna oo. Limitu jdouci do —oo uréovat nemusime, nebot’
z defini¢niho oboru této funkce vime, Ze logaritmus je definovany v intervalu (0, o).
Vzhledem ktomuto definicnimu oboru musime vySetfit druhy krajni bod
defini¢niho oboru, coZ je v naSem piipad€ 0. VySetiime ho pomoci limity zprava, ¢imz
zjistime, jak se funkce chova okolo tohoto bodu. V okn¢ ,,CAS* do podokna za¢neme
psat ,,Limita®, kde se ndm opét zobrazi nabidka moZnych funkci. Pro vypocet limity

zprava bodu x = 0 zvolime funkci ,,LimitaZprava[<Vyraz>,<Hodnota>]“, kde do pole

In(2x)
x

<Vyraz> zadame funkci f(x) = , a do pole <Hodnota> napiseme 0. Limitu zleva

op¢t nemusime fesit, protoze interval definicniho oboru je otevieny, tudiz 0 do n¢j
nepatii a tim paddem neni potfeba zjistovat levé okoli bodu, kdyz tam funkce neni
definovana.

Pro urceni prusecikl s 050U x pouzijeme funkci ,,NuloveBody[<Polynom>]*. Do
pole <Polynom> zaddme rovnici funkce. Pro zobrazeni bodi opét jen stiskneme bilé

kolecko na levé strané podokna.
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Vypoctené limity, prisecik s 0Sou x

Souser Upeawy 200080t Nty fisroe D Niposbes

lim
Limstal prawsinn ) | 08

0 SOOI B0 000 O DONREON

— lim
UL R

« woson — PTUSELIKY S OSOU X
sexnanl = || l)o.o‘l "

3 {1

d) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,

monotonie

Nejprve si zapiSeme funkci v pivodnim tvaru, abychom mohli zobrazit jeji graf.
K vypocitani prvni derivace pouzijeme nastroj se znakem derivace na horni listé.
Oznacime si rovnici nasi funkce a stiskneme néstroj ,,Derivace®.

Diky prvni derivaci si zjistime stacionarni body, které nam rozdéli defini¢ni obor
na intervaly, ve kterych budeme zkoumat monotonii funkce. K uréeni staciondrnich

bodli vyuzijeme funkci ,,NuloveBody[<Polynom>]“. Do pole <Polynom> dosadime

rovnici prvni derivace.

Prvni derivace, stacionarni body

Soudor Upravy Zoorast Nsstavend Nastroje Okno Napovéda

A - . 2 N W

I
L‘; o - L p! » e s
» CAS
) = I20) 0 x
1
n(2 x)
- - Nz) i= { /
N2/ x
~n(2x)+1
x?
NutoweBogy(-In(2¢) « 1)/ 57
3
[o o &1
1* =32
+

£] | v Nakreama

«— 1. derivace

i+ Stacionarni body
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, , ) . o yeqe C e , 17
Pomoci prvni derivace jsme vySetfili jeden staciondrni bod x = 5 ktery rozdéli

defini¢ni obor na dva intervaly (O, g), G, 00). Nyni budeme vySetfovat monotonii

Vv jednotlivych intervalech. Opét nemizeme vyuzit grafické znazornéni, nebot” se jedna
o lomenou funkci. Vyuzijeme tedy nasich znalosti pti ur€ovani monotonie a z kazdého
intervalu dosadime jeden libovolny vnitini bod do prvni derivace a budeme zkoumat,
jakych hodnot nabyvaji znaménka. Z véty o vztahu 1. derivace a monotonie (Frolikova,
1984 [1], str. 74) vime, ze pokud je prvni derivace vétsi jak nula (f'(x) > 0), pak je
funkce rostouci. Pokud je prvni derivace mensi jak nula (f'(x) < 0), pak je funkce
klesajici.

Z prvniho intervalu I = (0, g) zvolime naptiklad bod x = 1, ktery dosadime do

1-In(2x)
x2

rovnice prvni derivace f'(x) = . Abychom dostali ¢iselny vysledek, na horni

1i§t€ v okné ,,CAS* si zvolime druhy nastroj zprava — ,,Numericky*, ktery méa ve znaku
vInité rovna se (viz. ,,Numericky vypocet®).
Tim docilime toho, ze se ndm zobrazi piesny vypocet a budeme tak moct

rozhodnout o znaménku derivace.

Numericky vypocet

Soubor Uprawy Zobrazt Nastaveni Nastoje Okno Napovéds

CASl Numericky X | ¥ NAkressa

Numencky wpolet
: JMEncky vpods! =

V nasem intervalu I = (O, g) se po pouziti toho nastroje zobrazi 0,31 > 0, coz
znamena, Ze funkce je na tomto intervalu rostouci.
Z dalsiho intervalu [ = (g, 00) dosadime do prvni derivace napiiklad bod x = 2.

Po numerickém vyhodnoceni dostaneme vysledek —0,1 < 0, tedy funkce je na tomto

intervalu klesajici.
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Monotonie funkce

Soubor Upravy Zodeast Nasztavenl Nistreje Omnc Mapovica

¢ Nakresna X b Nakresma 2

~n(2x)+1 - 1. derivace

pii| MRS - Stacionarni body N
(x=5)

4 (2" 1) - 11 % —xr=1€(0, 'j = fx) v v"ju i 3 3 4 M 1
0.31 — Funkce rostouci ‘
0.1

~ Funkce klesajici

o v s 1x : ~r 1L . v v e
Jak miZeme vidét, monotonie se stfidd jen v jednom bodg&. V bod¢ x = 5 €

meéni funkce z rostouci na klesajici, coz znali, ze je tam lokdlni extrém — presnéji
lokalni maximum. V GeoGebie vyuZijeme funkci ,,Extrem[<Funkce>, <Pocatecni
hodnota x>, <Koncova hodnota x>]*“. Do pole <Funkce> staci napsat ,,f (x)*, do pole

<Pocate¢ni hodnota x> napiSeme libovolny bod z intervalu, kde je funkce rostouci -

I = (0, g) Do pole <Koncova hodnota x> zadame libovolny bod z intervalu, kde je

funkce klesajici - [ = (S, ). Vysledny bod Ize opét zobrazit do ,,Nakresny 2 pomoci
bilého kolecka.
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Funkce ,,Extrem* — lokalni maximum

Soutor Uprawy Zobraxt Nastaveed Nistroje Oimo Nipowdda

.- L] E
R AL X o CoYUNE Dl fli N Easc il sz2if o3

~adlie N\ L H—"

%] | * Nakresna sl ¢ Narsana 2

M) =2/ x

2 ) s In{2 x) )
In(2x) /% . .
; n(2x) 41 |« 1. derivace
!’

gii| MsovBodEinag 1)/ '« Stacionarni body :

.;x - 2 :
& —z=1€(0,3)=f() ——

s «— Funkce rostouci :
- gt —r=2c (< ) = f(x)

‘9
-0.1

'« Funkce klesajici
~ MAXIMUM

3 | A=Esrem{)),0,10]

’ A (1.36,0.74)

e) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost

Nejprve si zapiSeme rovnici nasi funkce, abychom si diky ni mohli zobrazit graf
funkce. Poté provedeme prvni derivaci funkce pomoci nastroje ,,Derivace* na hornim
panelu. Druhd derivace se vytvaii pomoci stejného nastroje, jen si pred jeho pouzitim
oznacime rovnici prvni derivace.

K zjisténi bodu podezielych z inflexe pouzijeme funkci

,NuloveBody[<Polynom>]*, kde do pole <Polynom> dosadime rovnici druhé derivace.

Druha derivace, body podezielé z inflexe

Seuder Uprawy Zosviat Masawnl Nidstioje Oenp Nipovwéos

E: e || B A 8] : xu lix=m |l A

* Nt A [0 Mitesna 7
" -0
1
" i) (2 i
(2 x) 41 «— 1. derivace
o!
[E L v
2 mi2x) -9 — 2. derivace :
o /—\
N BoaE Ny - )1 e X -1 o 1 2 3 “- .
5 ([ Sre - Body podezfelé z Inflexe |
(I
* ' | x

71



Diky druhé derivaci jsme vysetfili, ze tato funkce mé jeden bod podeziely

3 3 3
. 2 , o o ) 2 2
Zinflexe x = e? Ten ndm rozdéli defini¢ni obor na dva intervaly (O, %), (%,00)

Nyni budeme zjistovat konvexnost a konkévnost funkce. Z véty o vztahu 2. derivace a
konvexnosti/ konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 108) vime, Ze mohou nastat dvé
situace. Jestlize je druha derivace vétsi jak nula (f”(x) > 0), pak to znamena, Ze
funkce je konvexni. Jakmile je druhd derivace mensi nez nula (f”(x) < 0), pak to
znamena, Ze se jedna o funkci konkdvni.

Opét nemlzeme pouzit grafické zndzornéni, nebot’ je tato funkce lomena.
VyuZijeme tedy naSich znalosti pfi urCovani konvexnosti a konkavnosti. Z kazdého
intervalu dosadime jeden libovolny vnitini bod do rovnice druhé derivace a budeme
zkoumat, jakych hodnot nabyvaji znaménka.

3

e2
,—

Z prvniho intervalu I = (0 2> zvolime naptiklad bod x = 1, ktery dosadime do

2In(2x)-3

= Po numerickém vypocitdni se ndm zobrazi

rovnice druhé derivace f'(x) =

vysledek —1,61 < 0, coz znamen4, ze funkce je na tomto intervalu konkavni.

3

i . 2 ., . . .
Po dosazeni bodu x =5 zintervalu [ = <e7,00> zjistime, Ze druhd derivace

V tomto bod¢€ nabyva hodnoty 0,01 > 0, coz znamena, ze funkce je na tomto intervalu

konvexni.
3

« ez « o , v .
V bod¢ x = 5> se funkce méni z konkavni na konvexni. Coz znamena, ze tento

bod je bodem inflexnim. V GeoGebie funkci ,,InflexniBod*“ nepouZijeme, nebot’ je

aplikovatelny na polynomidlni funkce a tato funkce je lomena.
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Funkce konvexni a konkavni

Sounor Ustawy Zodaa! Mastzessl Nistajs Oemo Mipovida

BEARE

%xw X= 3
' (L\. . * reata
O = i) e K
1
il
" i(x)
iz
3 2] 41 = 1. derivace
x
R0 . e
P i
2In(2x) -3 2 de"Vace
|l
x

NpoveBoanida - 31/
8t vesy ~ Body podezfelé z inflexe
l xm™ 2 ’

| [ 1)
& | wEmy-ew —z=1e(h —)= [z} <

181 «— Funkce konkavni
g | DeeE. e ‘ I X ’\"' ) fiel >0
o - Funkce konvexni
21 | n
f) Asymptoty

A LT

24

-

a4

K zjisténi asymptoty pouZijeme funkci ,,Asymptota[<Polynom>]*, kde do pole

<Polynom> zadame puvodni znéni rovnice funkce, tedy - f(x) =

@ . Tato funkce

ma vertikalni asymptotu x = 0 , nebot’ defini¢ni obor je (0, ). Ma také asymptotu se

smérnici y = 0.

Asymptoty

Dousor Upravy Zetisant Mastawnd NAsiow Oane Nigosios

=l

Xw |l xm= (
* CAS . - radbiMAng X wanreana 2
o) = g2/ .
‘4 fx) := L)
5 | Azpmgiataei2e) (3
z D — Asymptota
k] | | (]

=
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6. Piiklad5- f: y = x3e™*
Je dana funkce: f: y = x3e™*. Vysetiete pribeh funkce.

1) Defini¢ni obor
Pfi urcovani definicniho oboru postupujeme dle definice defini¢niho oboru

(Petraskova, Zmeskalova, 2005 [2], str. 8)

D(f)=R

2) Sudost, lichost, periodi¢nost
Pro zjisténi sudosti, lichosti a periodi¢nosti vyuZzijeme vlastnosti funkci, zejména
definici sudosti a lichosti funkce a definici pro periodi¢nost (Petraskova,

Zmeskalova, 2005 [2], str. 70)

) (—r)3e—(-%) — _,3,x # f(x) Neni suda
f=2): (=) xe + —f(x) Neni licha

Funkce neni periodicka.

3) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost
Pfi vypoctu limit pouzijeme vétu o L Hospitalové pravidle (Frolikova, 1984 [1], str.
102) a vétu o vlastnostech exponencialni funkce.
Pfi zjistovani spojitosti funkce budeme vychazet z definice o spojitosti funkce
V bod¢ a na intervalu. (Frolikova, 1984 [1], str. 61)

4. .. 3x*  6x 6
Iimx’e™*=lim—=1lim—=1lim—=0
X —00 x—oo eX x—00 eX x—o0 eX

lim x3e ¥ =—-0-0=—0

X—>—00

Funkce f je sou¢inem spojitych funkci, tudiz je ve svém defini¢nim oboru spojita.
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4) Priuseciky s 0sou x a s osou y
P(x): y=0 - x=0 P, =1[0,0]
P(y): x=0 — y=0 P, = [0,0]

5) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,

monotonie

Pti vypoctu 1. derivace pouzijeme vét o derivaci funkci vzniklych na zakladé podilu
funkci (Frolikova, 1984 [1], str. 74).

Pfi urCovani monotonie funkce pouzijeme vétu o vztahu 1. derivace a monotonie
funkce (Frolikova, 1984 [1], str. 78).

Pti urovani lokélnich extrému se budeme drzet definice pro lokalni extrémy a dale
vyuzijeme nutnou a postacujici podminku pro lokalni extrém (Frolikova, 1984 [1],

str. 79).

x3> 3x%e* —e*x® e*(3x?—x3)

fe)= <_ (e)2 - ox2

ex

3x2e™* —x3e*=0 — x?*B-x)=0 = x,=0, x,=3

y, =030 y,=3%e7°
1= —

y,=0-1 Y2 =277
y1=0 y2=z
e3

27
Stacionarni body [0,0], [3; —3]
e

Diky prvni derivaci jsme vySetfili stacionarni body x = 0,x = 3. Tim se defini¢ni
obor rozdéli do tii intervalli, na kterych budeme zjiStovat monotonii. V tomto
ptipadé jsme ziskali intervaly (—o0,0)(0,3), (3, o).

Nyni budeme postupné zkoumat, jakého znaménka nabyva prvni derivace

Vv jednotlivych intervalech.
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Po dosazeni nékterého vnitiniho bodu z intervalu I = (—o0,0) do rovnice prvni
derivace zjistime, ze prvni derivace je kladna (f’(x) > 0), coz dle véty o vztahu 1.
derivace a monotonie funkce znamend, Ze se jedna na tomto intervalu o rostouci
funkci.

Zintervalu I = (0,3) dosadime néktery vnitini bod do rovnice prvni derivace a
vypocitame, ze prvni derivace nabyva na tomto intervalu kladné hodnoty (f’(x) >
0), coz znamena, ze funkce je rostouci.

Po dosazeni jednoho vnitiniho bodu intervalu I = (3, o) do prvni derivace zjistime,
Ze na tomto intervalu nabyva prvni derivace zaporné hodnoty (f'(x) < 0), tzn.

funkce je na tomto intervalu klesajici.

( )

/7N

MAX = [3;1,34]

Vzhledem k tomu, Ze derivace funkce f vbodé x = 3 méni znaménko (v levém
prstencovém okoli bodu 3 je znaménko prvni derivace kladné, v pravém zéporné),

tak funkce nabyva v bodé¢ x = 3 lokalni maximum.

6) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost
Pro vypocet druhé derivace se budeme drzet definice derivace vys$iho fadu
(Frolikova, 1984 [1], str. 106).
K urceni konvexnosti a konkavnosti pouzijeme definici konvexnosti a konkévnosti
na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 108) a dale vétu o vztahu 2. derivace funkce f
a konvexnosti, konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 109).
Pro zjisténi inflexniho bodu uZijeme véty o nutné a postacujici podmince pro inflexni

bod (Frolikova, 1984 [1], str. 109-110).
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3x2 — x3\ _ 6x-e* —3x%e* — (3x? —x%)e*
= = =

e = (

ex

e*(6x —3x% —3x%+x3) x3—6x%+6x
exz - ex -

=x3e ™ — 6x%e ¥ 4+ 6xe~*

x3e™* — 6x%e ™ + 6xe™¥ = — xe *(x2—-6x+6)=0
X, =0 x,=3+vV3  x3=3-+3
03 - o0 yz—(3+\/—) e~ (343 ys=(3-— \/—) e~ (3
yir=0"-¢€
y1=0 _(B3+V3) (-3

Xz = Y3 =
e3+V3 e3~ Ce3-V3

e (3+v3)’ (3-V3)’
Body podezrelé z inflexe [ [ \/_, pen i —3,~— pre 7

Diky druhé derivaci funkce jsme zjistili, Ze tato funkce ma tfi body podezielé z
inflexe x =0, x =3 ++/3, x =3 —+/3. Dostali jsme tedy &tyfi intervaly, ve
kterych budeme uréovat konvexnost a konkavnost - (—oo, 0), (0,3 — \/§),
(3-+3,3++3),(3+/3,).

Kurceni konvexnosti a konkdvnosti budeme potiebovat zjistit, jakého znaménka
nabyva druhé derivace, po dosazeni n€kterého z vnitinich bodl intervali.

V ptipadé intervalu [ = (—o0,0) po dosazeni n€kterého vnitiniho bodu do druhé
derivace zjistime, ze druha derivace zde nabyva zapornych funkcnich hodnot, coz
podle véty o vztahu 2. derivace funkce a konvexnosti a konkavnosti znamend, ze
funkce je na tomto intervalu konkévni.

Po dosazeni jednoho z vnitinich bodt z [ = (0,3 — \/§) do druhé derivace funkce f
vypocitame, Ze druha derivace zde nabyva kladnych funk¢nich hodnot, coz znamena,

ze se jedna a funkci konvexni na daném intervalu.
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Na intervalu [ = (3 —+/3,3+ \/§) dosadime néktery z vnitfnich bodd do druhé
derivace funkce f, ¢imz vypocitame, ze druha derivace zde nabyva zapornych
funk¢nich hodnot, coz znamena, ze se jedné a funkci konkévni na daném intervalu.

Po dosazeni jednoho z vnitinich bodl intervalu I = (3 +/3, 00) zjistime, ze druha

derivace zde nabyva kladnych hodnot, coz znamena, ze funkce je zde konvexni.

N U N U

| 1 |
1 | 1

0 3-+3 3++3
K KONKAVNI KONVEXNIi KONKAVNI KONVEXNI )

~

V bodé& x = 0 dochazi ke zméné z konkavnosti na konvexnost, v bodé x = 3 — /3
prechazi funkce z konvexnosti na konkavnost a v bodé x = 3 + /3 se funkce méni
Z konkavni na konvexni. Ve vSech tfech bodech tedy dochazi ke zméné, coz

znamena, Ze vSechny tfi body jsou inflexni.

7) Asymptoty
Nyni budeme zjiStovat, zda funkce nema asymptotu se smérnici. Pfi vypoctu se
budeme drZet definice a nutné a postacujici podminky pro asymptoty (Frolikova,
1984 [1]).
Obecna rovnice asymptoty: y = k- x + g

e—x
pw_ we_x(@5) .
k = lim —— = lim = =00 = nejsouasymptoty
xX—oo X X—00 X X
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8) Obor hodnot
Pfi urCovani oboru hodnot budeme postupovat na zakladé¢ vét o vlastnostech
spojitych funkci na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 65).
Vzhledem Kk limitdm v krajnich bodech defini¢niho oboru (lim,_ e x3e™ =0,
lim,__e, x3¢™ = —c0) a lokdlnimu maximum, které je i zaroven globalni

maximum (bod [3; 1,34]) je obor hodnot:

H(f) = (—;1,34)
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6.1.Vysetfeni funkce f: y = x3e~* v programu GeoGebra

a) Defini¢ni obor
K zjisténi definicniho oboru neni v GeoGebie zadny néstroj, ani jina funkce,

proto si ho musime urcit sami, s vyuzitim vlastnich znalosti.

b) Sudost, lichost, periodi¢nost

V podokné ,.CAS* si nejprve zapiSeme nasi funkci f(x) =x3e™*. Do
»Nakresny 2 si zobrazime graf pomoci bilého kolecka vlevo v podokné. Abychom
zjistili, zda je funkce suda, ¢i licha, musime si do dal§iho podokna zapsat funkci f(—x),
coz u€inime tak, Ze misto x do rovnice doplnime (—x). Ve tietim podokné zjistime, jak
by vypadala funkce - f(x) tak, ze zadame - (f (x)). Po vyhodnoceni vysledku zjistime,
ze f(—x) # - f(x), coz znamena, ze funkce neni licha a zaroven f(—x) # f(x), coz

znaci, ze funkce neni asi suda.

Sudost, lichost, periodi¢nost

Soutr Uprawy Zrcrant Passtwend Nistoe Cloz Hpade

- fix)
= f(-x) = f(x) = Neni suda
- f(-x)

= f{-x) # -f(x) — Neni licha
- -f(x)

¢) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost, priseciky, priseciky
S 0SouU x
Do prvniho podokna napiSeme rovnici nasi funkce, diky niz zobrazime graf do
»Nakresny 2. Ke zjiSténi limit v krajnich bodech defini¢niho oboru pouZijeme funkci
»Limita[<Vyraz>, <Hodnota>]“. Do pole <Vyraz> zapiSeme nasi funkci a do pole

<Hodnota> napiSeme do jednoho podokna nejprve oo, do dal§iho pak —oo.
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Vypoctené limity

Sogtor Usraw 2000500 Waotaweal tesentie v Nagoridd

=1 ,

v Wakresen )

Pro uréeni pruseciki s 050U x pouzijeme funkci ,,NuloveBody[<Polynom>]*“. Do

pole <Polynom> zaddme rovnici funkce. Pro zobrazeni bodl opét jen stiskneme bilé

kolecko na levé strané podokna.

Prasecik s osou x

Qmsnw Cpemw Zzstast Nazmwers Nasvops Omo Nigewes

lim
P
lim

26\ h — PriuseCikysosoux |
|

d) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,
monotonie

Nejprve si zapiSeme funkci v plivodnim tvaru, abychom mohli zobrazit jeji graf.
K vypocitani prvni derivace pouzijeme nastroj se znakem derivace na horni liSté.

Oznacime si rovnici nasi funkce a stiskneme néstroj ,,Derivace*.
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Pomoci prvni derivace si zjistime staciondrni body, které ndm rozdéli defini¢ni
obor na intervaly, ve kterych budeme zkoumat monotonii funkce. K urceni
stacionarnich bodu vyuzijeme funkci ,,NuloveBody[<Polynom>]“. Do pole <Polynom>

dosadime rovnici prvni derivace.

Prvni derivace, stacionarni body

2 - 1. derivace

«— Stacionarni body

Diky prvni derivaci jsme vySetiili, Ze funkce ma dva stacionarni body x = 0,
x = 3, které nam rozdé€li defini¢ni obor na tfi intervaly (—oo,0), (0,3), (3,00). Nyni
budeme vySetfovat monotonii v jednotlivych intervalech. 1 zde nemlzeme vyuzit
grafické feSeni, nebot’ funguje pouze u polynomialnich funkci. VyuZijeme tedy naSich
znalosti pfi ur¢ovani monotonie a z kazdého intervalu dosadime jeden libovolny vnitini
bod do prvni derivace a budeme zkoumat, jakych hodnot nabyvaji znaménka. Z véty o
vztahu 1. derivace a monotonie (Frolikova, 1984 [1], str. 74) vime, ze pokud je prvni
derivace vétsi jak nula (f"(x) > 0), pak je funkce rostouci. Pokud je prvni derivace
mensi jak nula (f"(x) < 0), pak je funkce klesajici.

Z prvniho intervalu I = (—o0, 0) zvolime napfiklad bod x = —2, ktery dosadime

X X

do rovnice prvni derivace f'(x) = 3x%e ¥ —x3e™*. Po numerickém vypoctu
dostaneme hodnotu 147,78 > 0, coz znamena, ze funkce je na tomto intervalu rostouci.

Z druhého intervalu I = (0,3) zvolime napfiklad bod x = 1, ktery dosadime do
prvni derivace. Z numerického vypoctu ziskdme hodnotu 353,16 > 0, tudiz je funkce

na tomto intervalu rostouci.
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Ze tietiho intervalu I = (3, o) dosadime do prvni derivace napiiklad bod x = 7.
Po numerickém vyhodnoceni dostaneme vysledek —0,18 < 0, tedy funkce je na tomto

intervalu klesajici.

Monotonie funkce

Uptiw Jo0aot Maastavvd hdatoge Osne Napawdon

leed ~— 1 derivace

- Staclonarni body

1 ' 2 w. ) fix o
1er.m - Funkce rostouci
e 31 17(0,3) fiix) =0
193,14 — Funkce rostouci
7 lr 0

ale

«~ Funkce klesajici

Jak mlZeme vidét, monotonie se stiidd jen v jednom bod&. V bodé¢ x = 3 se
méni funkce rostouci na klesajici, coz znaci, Ze je tam lokdlni extrém — lokalni
maximum. V GeoGebie vyuzijeme funkci ,,Extrem[<Funkce>, <Poc¢ate¢ni hodnota x>,
<Koncova hodnota x>]“. Do pole <Funkce> staci napsat ,,f (x)*, do pole <Pocate¢ni
hodnota x> napiSeme libovolny bod z intervalu, kde je funkce rostouci - I = (0,3). Do
pole <Koncova hodnota x> zadame libovolny bod z intervalu, kde je funkce klesajici -

[ = (3, 0). Vysledny bod lze opét zobrazit do ,,Nakresny 2* pomoci bilého kolecka.
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Funkce ,,Extrem* — lokalni maximum

Seater Uprew 2omwctt sstmew' fiktcie Dero Mioowds

0 02 I (D

i - 1. derivace

- Stacionarml body

‘ S R 2 | =2 [=noc,0) firi>l

1a1.70 — Funkce rostoucl

bt L IR ]] 1£(0,3)=0(x) >0

EERT — Funkce rostouci
8 | ETITYeAT p=TE (X (2 0

LRLS -

— Funkce klesajici
oo — MAXINUM

e) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost

Nejprve si zapiSeme rovnici nasi funkce, abychom si diky ni mohli zobrazit graf
funkce. Poté provedeme prvni derivaci funkce pomoci nastroje ,,Derivace* na hornim
panelu. Druhé derivace se vytvari pomoci stejného néstroje, jen si pied jeho pouZzitim
oznacime rovnici prvni derivace.

K zjisténi bodu podezielych z inflexe pouzijeme funkci

»NuloveBody[<Polynom>]*, kde do pole <Polynom> dosadime rovnici druh¢ derivace.

Druha derivace, body podezielé z inflexe

Scasar Upraw Jotexsd Maztaewy lasstow Oes Nasewdes

E:J ) x=| xm»

" AN x| shareses

- 1. dervace

«~— 2, derivace

pmViide= visne=ol |+ Body podezielé z Inflexe
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Diky druhé derivaci jsme vysSetfili, Ze tato funkce ma tfi body podezielé
zinflexe x =0, x =3 -3, x =3 ++/3. Tyto body nam rozd¢li defini¢ni obor na
Ctyfi intervaly (—oo,0), (0,3 — \/g), (3 —/3,3+ \/§), (3 ++/3, 00). Nyni budeme
zjiStovat konvexnost a konkavnost funkce. Z véty o vztahu 2. derivace a konvexnosti/
konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 108) vime, ze mohou nastat dv¢ situace. Jestlize
je druha derivace vétsi jak nula (f”"(x) > 0), pak to znamena, Ze funkce je konvexni.
Jakmile je druhé derivace mensi nez nula (f(x) < 0), pak to znamend, ze se jedna o
funkei konkévni.

Opét nemlzeme pouzit grafické zndzornéni, nebot funguje pouze pro
polynomidlni funkce. VyuzZijeme tedy naSich znalosti pfi urCovani konvexnosti a
konkavnosti. Z kazdého intervalu dosadime jeden libovolny vnitini bod do rovnice
druh¢ derivace a budeme zkoumat, jakych hodnot nabyvaji znaménka.

Z prvniho intervalu I = (—o0, 0) zvolime napiiklad bod x = —1, ktery dosadime
do rovnice druhé derivace f7(x) = x3e™* —6x%e ™ + 6xe* . Po numerickém
vypocitani se nam zobrazi vysledek —35,34 < 0, coz znamend, Ze funkce je na tomto
intervalu konkévni.

Po dosazeni bodu x = 1 zintervalu I = (0,3 — \/§) zjistime, ze druha derivace
vV tomto bod¢ nabyva hodnoty 0,37 > 0, coz znamena, Ze funkce je na tomto intervalu
konvexni.

Zintervalu [ =(3—+3,3++v3) dosadime naptiklad bod x=3 a po
numerickém vypocitani zjistime, ze druha derivace zde nabyva hodnoty —0,45 < 0, coz
znadi, Ze funkce je na tomto intervalu konkavni.

Po dosazeni bodu x = 5 z intervalu I = (3 ++/3, 00) do druhé derivace zjistime,
Ze na tomto intervalu nabyva hodnoty 0,03 > 0 a je tedy konvexni.

V bodé x = 0, se funkce méni z konkavni na konvexni, v bodé x = 3 —+/3 se
méni z konvexnosti na konkavnost a v bodé x = 3 + /3 funkce piechazi z konkavni na
konvexni. CoZ znamena, ze vSechny tfi body jsou body inflexni. V GeoGebie funkci
»InflexniBod* nepouZzijeme, nebot’ je aplikovatelny na polynomialni funkce a v tomto

ptipadé opét nefunguje.
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Funkce konvexni a konkavni
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« Funkce konvexni

f) Asymptoty

K zjisténi asymptoty pouzZijeme funkci ,,Asymptota[<Polynom>]“, kde do pole

<Polynom> zaddme péivodni znéni rovnice funkce, tedy - f(x) = x3e™* . V tomto

pripadé ma funkce pouze asymptotu V oo se smernici y = 0.

Asymptoty

Fouoor Uptiyy 2ybiant riadtavenl NAsoe OWW Malpoedta

[3: 4 () Xw Xw 0

» CA3 5 |+ Maesane ORI

s o) ~ 2

- Asymptota
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7. Priklad 6 - f: y = x + sin(x)

Je dana funkce: f: y = x + sin(x). Vysetiete prib¢h funkce.

1) Defini¢ni obor
Pii urCovani definicniho oboru postupujeme dle definice defini¢éniho oboru

(PetraSkova, Zmeskalova, 2005 [2], str. 8)

D(f) =R

2) Sudost, lichost, periodi¢nost
Pro zjiSténi sudosti, lichosti a periodi¢nosti vyuZijeme vlastnosti funkci, zejména
definici sudosti, lichosti a periodi¢nosti funkce (Petraskova, Zmeskalova, 2005 [2],
str. 70).

f(=x): (—=x)+sin(—x) = —x —sin(x) = —(x + sin(x))
f(=x) =—f(x) = Jelicha
flx+2m) = (x + 2m) + sin(x + 2m) = x + 2w + sinx # x + sinx = f(x)

— funkce neni periodicka

3) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost
Pfi vypoctu limit pouZijeme znalosti o funkci sinx — pfesnéji tedy o jejich
neexistenci (Frolikova, 1984 [1], str. 91).
Pii zjistovani spojitosti funkce budeme vychazet z definice o spojitosti funkce
Vv bod¢ a na intervalu. (Frolikova, 1984 [1], str. 61)

lim x + sin(x) = o

X—00

lim x + sin(x) = —o

X—>—00

Funkce je spojita v R — dle definice o spojitosti funkce.
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4) Priuseciky s 0sou x a s 0sou y
x +sin(x) =0
sin(x) = —x

P(y): x=0 — 0+sin(0)=0 = y=0 P, =[0,0]

P(x): y=0

Reseni prusecikli s 0sou x miizeme zjistit pouze v néjakém matematickém programu

— naptiklad v nami pouzivaném programu GeoGebra.

5) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,

monotonie

Pti vypoctu 1. derivace pouzijeme vét o derivaci funkei vzniklych na zéklad¢ podilu
funkci (Frolikova, 1984 [1], str. 74).

Pfi ur€ovani monotonie funkce pouzijeme vétu o vztahu 1. derivace a monotonie

funkce (Frolikova, 1984 [1], str. 78).
Pti urCovani lokalnich extrému se budeme drzet definice pro lokdlni extrémy a dale
vyuzijeme nutnou a postacujici podminku pro lokalni extrém (Frolikova, 1984 [1],
str. 79).

f'(x) =1+ cos(x)

l1+cosx=0 — cos(x)=—-1 = x=mw+2k-m, keZ

y=mn+ 2k m+sin(m + 2k - m)
y=mn+ 2k m, keZ

Stacionarni body [7 + 2k -, + 2k - 7], k €Z.
Diky prvni derivaci jsme vysetfili stacionarni body x =m+2k-m, k € Z.

Abychom nasli interval monotonie, budeme fesit nerovnice 1 + cos(x) <0 al+

cos(x) > 0.
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1+ cos(x) <0 1+ cos(x)>0
cos(x) < —1 cos(x) > —1
x=0 x€(—m+2k-nm,m+ 2k -m),k€EZ

Podle véty o vztahu 1. derivace a monotonie funkce vime, ze pokud je prvni derivace
mensi jak nula, pak je funkce klesajici. Jestlize je prvni derivace funkce vétsi jak
nula, pak je funkce rostouci. Z feSeni nerovnic vyplyva, ze funkce x + sin(x) je
rostouci ve svém defini¢nim oboru. Klesajici tato funkce neni. Vzhledem k tomu, ze

je funkce f na celém svém defini¢nim oboru rostouci, nema zadny lokalni extrém.

6) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost
Pro vypocet druhé derivace se budeme drzet definice derivace vysSiho tadu
(Frolikova, 1984 [1], str. 106).
K urceni konvexnosti a konkavnosti pouzijeme definici konvexnosti a konkévnosti
na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 108) a dale vétu o vztahu 2. derivace funkce f
a konvexnosti, konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 109).
Pro zjisténi inflexniho bodu uZijeme véty o nutné a postacujici podmince pro inflexni

bod (Frolikova, 1984 [1], str. 109-110).

f7(x) = —sin(x)

—sinx) =0 — x=wm+k-'m

y=n+k-m+sin(r+ k-m)
y=mn+k-m, kezZ

Body podezielé zinflexe [m+k-mm+k-m].
Diky druhé derivaci funkce jsme zjistili, Ze tato funkce ma body podezielé z inflexe

x = m + k - m. Abychom nasli intervaly konvexnosti a konkavnosti, budeme fesit

nerovnice —sin(x) < 0 a — sin(x) > 0.
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—sin(x) <0 —sin(x) >0
x€O0+2k-m,m+2k-n),keZ x€(m+2k-m2n+2k-n),k€EZ

Z véty o vztahu 2. derivace a konvexnosti/konkavnosti vime, ze pokud je druha
derivace mensi nez nula, pak je funkce konkavni a jestlize je druhd derivace funkce
vetsi jak nula, pak je funkce konvexni. Pomoci nerovnic jsme vysetiili, Ze druha
derivace je mensi jak nula na intervalech (0 + 2k -, m + 2k - ), k € Z, tudiz je na
tomto intervalu konkavni. Na intervalech (w + 2k -7, 2m + 2k - ),k € Z je druha
derivace funkce vétsi nez nula, coz znamena, ze zde je funkce konvexni.

V bodech x =m+ k-m k € Z piechazi funkce z Konkavnosti na konvexnost.
V téchto bodech tedy dochdzi ke zmeéné, coz znamena, ze vSechny body jsou

inflexni.

7) Asymptoty
Nyni budeme zjistovat, zda funkce nemd asymptotu se smérnici. Pfi vypoctu se
budeme drzet definice a nutné a postacujici podminky pro asymptoty (Frolikova,
1984 [1]).

Obecna rovnice asymptoty se smérici: y = k- x + q

(1+sin(x))
x + sin(x
k = 1im 2% lim I _ im X J_q

xX—00 X X—o0 X X—00 X

sin(x))
: 1+
X x + sin(x (
k= tim 29 Jim @ _ i X /4
X—>—00 X X—>—00 X X—>—00 X

q = limf(x) —k-x = limx + sin(x) — x = lim sin(x) = neexistuje
X—00 X—00 X—00

= nema asymptotu
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8) Obor hodnot

Pti ur€ovani oboru hodnot budeme postupovat na zakladé¢ vét o vlastnostech
spojitych funkci na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 65).
Funkce f je na svém definicnim oboru spojita, tudiz zobrazuje defini¢ni obor na

interval. Funkce f ma limity v +oo rovny too. Podle véty o nabyvani mezihodnot je

tudiz obor hodnot interval (—oo. o).

H(f)=R
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7.1.VySetieni funkce f: y = x + sin(x) v programu GeoGebra

a) Defini¢ni obor
K zjisténi definiéniho oboru neni v GeoGebie zadny néstroj, ani jinad funkce,

proto si ho musime urcit sami, s vyuzitim vlastnich znalosti.

b) Sudost, lichost, periodi¢nost

V podokné ,,CAS* si nejprve zapiSeme nasi funkci f(x) = x + sin(x). Do
»Nakresny 2 si zobrazime graf pomoci bilého kolecka vlevo v podokné. Abychom
zjistili, zda je funkce suda, ¢i licha, musime si do dal§iho podokna zapsat funkci f(—x),
coz u€inime tak, Ze misto x do rovnice doplnime (—x). Ve tietim podokné zjistime, jak
by vypadala funkce - f(x) tak, ze zadame - (f (x)). Po vyhodnoceni vysledku zjistime,
7ze f(—=x) = —f(x), coz znaci, Zze funkce je licha. V grafu lichost pozname tak, ze

funkce je osové soumérna dle pocatku kartézské soustavy souradnic.

Sudost, lichost, periodi¢nost

Soator Usiawy Zebesa! Mastwerd Mdevole Cwno Mapewsss

! A . . DR . . o
| \ AR .
W le - L . < lie e
. e
[

- f(x)
= f(-x) = f(x) = Neni suda

- 1(x)
» f(-x) = -f(x) - Je licha

sin(s) - - -f(x)

sinis) ~»

¢) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost, priseciky, priseciky
S 0SOU x
Do prvniho podokna napiSeme rovnici nasi funkce, diky niz zobrazime graf do
»Nakresny 2. Ke zjiSténi limit v krajnich bodech defini¢niho oboru pouZijeme funkci

,Limita[<Vyraz>, <Hodnota>]*.
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Do pole <Vyraz> zapiSeme nasSi funkci a do pole <Hodnota> napiSeme do
jednoho podokna nejprve oo, do dal$iho pak —oo. Protoze ale limity u funkce sinx
neexistuji, v GeoGebie se nam zobrazi pouze otaznik ,,?*.

Pro urceni prase¢ikd s 0sou x pouzijeme funkci ,,Koreny[<Funkce>,<Poc¢ate¢ni
hodnota x>,<Koncova hodnota x>]*“. Do pole <Funkce> zadame rovnici funkce, do pole
<Pocatecni hodnota x> zadame libovoln€ zvolené ¢islo z defini¢niho oboru, které bude
mensi nez Cislo, jez zadame do pole <Koncova hodnota x>. Pro zobrazeni bodii opét jen

stiskneme bil¢ koleCko na levé stran¢ podokna.

Vypoctené limity, Priisecik s osou x

Sogtor Usrawy Zatea! Maswend MSsYoe Oeno Nopawade

- 1Hn
lim
Prt—2

A= (8,0 « Pruseciky s osou x

d) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,
monotonie

Nejprve si zapiSeme funkci v plivodnim tvaru, abychom mohli zobrazit jeji graf.
K vypocditani prvni derivace pouzijeme nastroj se znakem derivace na horni listé.
Oznacime si rovnici nasi funkce a stiskneme néstroj ,,Derivace®.

Diky prvni derivaci si zjistime stacionarni body, které nam rozdéli defini¢ni obor
na intervaly, ve kterych budeme zkoumat monotonii funkce. K ur€eni stacionarnich
bodii vyuzijeme funkci ,,NuloveBody[<Polynom>]“. Do pole <Polynom> dosadime

rovnici prvni derivace.
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Prvni derivace, stacionarni body

Seutdr Ugrawy 20003t Masteeai Mdstroge Osne Nigowhaa
» CAS
v By

1

~— 1. derivace

s (1) 41

semant swowkosfcon <1 e Staciondrni body

seznand (2

*®

Diky prvni derivaci jsme tedy vysetiili, ze funkce ma stacionarni body x = m +
2k -m, k € Z. Z véty o vztahu 1. derivace a monotonie (Frolikova, 1984 [1], str. 74)
vime, Ze pokud je prvni derivace vétsi jak nula (f'(x) > 0), pak je funkce rostouci.
Pokud je prvni derivace mensi jak nula (f'(x) < 0), pak je funkce klesajici. Pomoci
nerovnic 1+ cos(x) <0 al+cos(x) >0 jsme zjistili, Ze funkce je rostouci na
(—m+2k-m,m+ 2k -m),k € Z. Vzhledem Kk lichosti funkce mizeme funkci
vySetfovat jen na jedné poloviné defini€niho oboru. Proto v GeoGebie vySetfime
monotonii pouze na intervalu (0, T + 2k - ), k € Z. Ani zde nemiZeme vyuzit grafické
feSeni, nebot’ funguje pouze u polynomialnich funkci a v tomto ptikladu vySetfujeme
goniometrickou funkci. Vyuzijeme tedy naSich znalosti ptfi urovani monotonie a
z kazdého intervalu dosadime jeden libovolny vnitini bod do prvni derivace a budeme
zkoumat, jakych hodnot nabyvaji znaménka.
Z intervalu I = (0,7t + 2k - ),k € Z zvolime napiiklad bod x = g,
ktery dosadime do prvni derivace. Z numerického vypoctu ziskame hodnotu 1 > 0,

tudiz je funkce na tomto intervalu rostouci.
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Monotonie funkce

Souadr Uprawy 200n00 Nastawen Ndstoe O Nipowida

E_ = J ) Xmilxm 0
s CAS o) | Nasromna

et =x = it . i
" fix) n(x) “

; ~ 1. derivace

cor(x) =1
3 | semnamishislsmBondcotn) + 1) - S(ac’onarni body
’ sernam | (2™ X
4 W) * 1 £w(z) 0= Fix}>0
! « Funkce rostouci % v %

Jak mlzeme vidét, monotonie je na celém definicnim oboru rostouci, coz

znamena, ze funkce nema lokalni extrém.

e) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost
Nejprve si zapiSeme rovnici nasi funkce, abychom si diky ni mohli zobrazit graf

funkce. Poté provedeme prvni derivaci funkce pomoci nastroje ,,Derivace™ na hornim

Jo 24 4

panelu. Druha derivace se vytvari pomoci stejného ndstroje, jen si pred jeho pouzitim
ozna¢ime rovnici prvni derivace.
K zjisténi bodl podezielych z inflexe pouZijeme funkci

,»NuloveBody[<Polynom>]*, kde do pole <Polynom> dosadime rovnici druhé derivace.

Druha derivace, body podezielé z inflexe

Sogtor Upeawy Zooant Nastyvery Nistoe Ciro 1apsvias

E:/] 0

cAs (al | = Habensrm b hdereana

- 1. derivace

wsix) 1

- 2 derivace

sn(x)

aram 1 zHeve B3 o100

— Body podezfelé z inflexe

J werranl [(2 srbema(fs
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Diky druhé derivaci jsme vysetiili, ze tato funkce ma body podezielé z inflexe
x =m+ k- m k € Z. Nyni budeme zjiStovat konvexnost a konkévnost funkce. Z véty o
vztahu 2. derivace a konvexnosti/ konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 108) vime, ze
mohou nastat dvé situace. Jestlize je druha derivace vétsi jak nula (f”"(x) > 0), pak to
znamena, ze funkce je konvexni. Jakmile je druha derivace mensi nez nula (f"(x) <
0), pak to znamena, ze se jedna o funkci konkdvni. Pomoci nerovnic —sin(x) <
0 a —sin(x) > 0 jsme zjistili, Ze funkce je konkavni na (0 + 2k - m,m + 2k "),k € Z
a konvexni na ( + 2k -m,2m + 2k - ),k € Z. Vzhledem Kk lichosti funkce, miZzeme
vySetfovat funkci jen na jedné polovingé definiéniho oboru, proto sta¢i, kdyz
v GeoGebie konvexnost a konkavnost ovéfime pouze na intervalu (0, T + 2km), k € Z.
Opét nemlzeme pouzit grafické znazornéni, nebot funguje pouze pro
polynomidlni funkce a my vySetiujeme goniometrickou funkci. VyuZijeme tedy naSich
znalosti pfi urovani konvexnosti a konkavnosti. Z kazdého intervalu dosadime jeden
libovolny vnitini bod do rovnice druhé derivace a budeme zkoumat, jakych hodnot
nabyvaji znaménka.
Po dosazeni bodu x = % zintervalu I = (0, + 2k - m) zjistime, ze druha

derivace v tomto bodé nabyva hodnoty —1 < 0, coz znamena, ze funkce je na tomto
intervalu konkavni.

V bodé¢ x =m+k-m k € Z se funkce méni z konkavni na konvexni.
Coz znamena, ze tento bod je inflexni. V GeoGebie funkci ,,InflexniBod* nepouzijeme,

nebot’ je aplikovatelny na polynomidlni funkce a v tomto ptipadé opét nefunguje.
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Funkce konvexni a konkavni

Sounr Upry 2aocast Mostwent Fssirole Sme Mipovidy

» B A o . . wviral 2\ = | < +
’ 4 Pl (Y6 s N a0 | st ofs

LR ol = Makresan pile Miterarg }
R P— T .
4 glx) i= wm(x) 4«
Al = ~ 1, derivace
on(x) 41 .
- + 2. derivace ’
sia () ”

& | Seam N swSodg-snio|

; wrnumt = ((2 wsine(z — Body podezfele z inflexe

o -~ Funkce konkavni — T T
b | e —r E.:v (=27} = S () >0 '

1

« Funkce konvexni

f) Asymptoty
K zjisténi asymptoty pouZijeme funkci ,,Asymptota[<Polynom>]*, kde do pole
<Polynom> zadame ptivodni znéni rovnice funkce, tedy - f(x) = x + sin(x) . V tomto

ptipadé¢ funkce nema zaddnou asymptotu.

Asymptoty

Soubor Upraw Zobraot Mastaveni Nistrope Oino Mapowdda

E"“ | > =
=u=t\/”>-,‘l‘) ' u—“x% i(- || &

* CAS (% | = NWrsana (2| » Navesna 2
y | PO0=a e sins) B 0
4| = fx) :=sin(x) +=»
2 ASympdAa(sin) « 1] b
0 '« Asymptota
1 d )
0
30 x 0 o 10 = 0 «
-9
20
-5
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8. Priklad 7 - f: y = tg(x) — cotg(x)
Je dana funkce: f: y = tg(x) — cotg(x). Vysetiete prubch funkce.

1) Defini¢ni obor
Pii urCovani definicniho oboru postupujeme dle definice defini¢éniho oboru

(PetraSkova, Zmeskalova, 2005 [2], str. 8)

D(F) =R\ {k-3}

2) Sudost, lichost, periodi¢nost
Pro zjiSténi sudosti, lichosti a periodi¢nosti vyuzijeme vlastnosti funkci, zejména
definici sudosti, lichosti a periodi¢nosti funkce (Petraskova, Zmeskalova, 2005 [2],
str. 70).

f(=x): tg(—x) —cotg(—x) = —tg(x) + cotg(x)
f(=x)= —f(x) = Jelicha
tg(x +m) — cotg(x + m) = tg(x) — cotg(x)

— funkce je periodicka s periodoup =&

Vzhledem k tomu, Ze funkce je licha a periodicka s nejmensi periodou 7, staci ji

vySetfovat na intervalu (0, g)

3) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost
Pii vypoctu limit pouzijeme znalosti o funkcich tg(x), cotg(x) — ptesné&ji tedy o
jejich neexistenci (Frolikova, 1984 [1], str. 94).
Pii zjistovani spojitosti funkce budeme vychazet z definice o spojitosti funkce
V bod¢ a na intervalu. (Frolikova, 1984 [1], str. 61)
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sin(x) cos(x) ~ sin®(x) —cos®(x) _

lim =tg(x) — cotg(x) = lim

X . cos(x) B sin(x) Xt cos(x) - sin(x)
—(cos?(x) —sin?(x)) . — cos 2x
= lim _ = lim . = o0
X cos(x) - sin(x) P cos(x) - sin(x)

Funkce je spojita v na svém defini¢nim oboru R \ {k . g} — dle definice o spojitosti

funkece.

4) Priseciky s 0Sou x a s 0sou y

Vzhledem k lichosti funkce a k nejmensi periodé p = m se miizeme soustiedit pouze

. TL'
na interval (0, E)'

P(x): y=0 tg(x) —cotg(x) =0 _ p, = EO]

tg(x) = cotg(x)
P(y): x=0 — tg(0)—cotg(0)=0 = neni definovano

5) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,

monotonie

Pti vypoctu 1. derivace pouzijeme vét o derivaci funkci vzniklych na zakladé podilu
funkcei (Frolikova, 1984 [1], str. 74).

Pfi ur€ovani monotonie funkce pouzijeme vétu o vztahu 1. derivace a monotonie
funkce (Frolikova, 1984 [1], str. 78).

Pfi urcovani lokalnich extrému se budeme drzet definice pro lokalni extrémy a dale
vyuzijeme nutnou a postacujici podminku pro lokalni extrém (Frolikova, 1984 [1],

str. 79).

) = 1 ( 1) 1

cos? x sin? x cos? x - sin? x

1#0 — nemastacionarni body
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Pomoci prvni derivace jsme vysetfili, ze funkce nema zadné stacionarni body.

Nyni budeme zkoumat, jakého znaménka nabyva prvni derivace v intervalu (O, g)

r v r N7 . Vs . ,
Po dosazeni nékterého wvnitintho bodu z intervalu [ = (0, 5) do rovnice prvni

derivace zjistime, ze prvni derivace je kladna (f'(x) > 0), coz dle véty o vztahu 1.
derivace a monotonie funkce znamend, Ze se jedna na tomto intervalu o rostouci

funkci.

( )

/1

N 2

Vzhledem ktomu, Ze prvni derivace funkce f neméni své znaménko, nema

v zadném bodé na intervalu (O, g) lokalni extrém. Vzhledem Kk lichosti je funkce

rostouci na (—g,g) Vzhledem k periodi¢nosti funkce je funkce rostouci na kazdém

intervalu (—g + kn,g + kn), keZ.

6) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost
Pro vypocet druhé derivace se budeme drzet definice derivace vysSiho fadu
(Frolikova, 1984 [1], str. 106).
K uréeni konvexnosti a konkavnosti pouzijeme definici konvexnosti a konkavnosti
na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 108) a dale vétu o vztahu 2. derivace funkce f
a konvexnosti, konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 109).
Pro zjisténi inflexniho bodu uZijeme véty o nutné a postacujici podmince pro inflexni

bod (Frolikova, 1984 [1], str. 109-110).
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ﬁ) = (cos?x - sin?x)™! =
cos? x - sin? x

e = (

—(cos?x -sin*x)
(cos? x -sin2x)~2

= —(cos? x - sin®x) - (cos? x - sin® x) 72 =

—((cos?x) - sin?x + (sin?x) - cos? x)

cos* x - sin* x

—(2-cosx - (—sinx)-sinx + 2 -sinx - cos x - cos? x)

cos* x - sin* x

2-sindx-cosx—2-cos®x-sinx (sinx-cosx)-(2-sin?x — 2-cos?x)
cos* x - sin* x (sinx - cosx) - cos3x-sin3x

2-sin®x — 2-cos?x

cos3 x - sin3 x

2-sin®x = 2-cos®x T
2'Sil‘12x—4'C052X=0 — sin2x=co52x = X=Z
sinx = cosx

T
y=sinzz - y=0

([
Bod podezrely z inflexe [Z' 0]

Interval (O, g) nam rozd&li bod podeziely z inflexe na dva intervaly (0, %) , G g)

Kurceni konvexnosti a konkdvnosti budeme potiebovat zjistit, jakého znaménka

nabyva druha derivace, po dosazeni nékterého z vnitiniho bodu intervali.
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V ptipad¢ intervalu [ = (O, %) po dosazeni nékterého vnitintho bodu do druhé

derivace zjistime, ze druha derivace zde nabyva zapornych funkénich hodnot, coz
podle véty o vztahu 2. derivace funkce a konvexnosti a konkdvnosti znamena, ze

funkce je na tomto intervalu konkavni.

mT T

Na intervalu z [ = (Z’E) dosadime né¢ktery z vnitinich bodd do druhé derivace

funkce f, ¢imz vypoditame, ze druha derivace zde nabyva kladnych funkénich

hodnot, coz znamen4, Ze se jedna a funkci konvexni na daném intervalu.

4 )

N U

T
KONKAVNI KONVEXNI E

N

\_ J

V bod¢ x = % dochazi ke zméné z konkavnosti na konvexnost, proto je v tomto bod¢

inflexni bod. Vzhledem k lichosti a periodi¢nosti funkce nabyva inflexe v bodech

x=%+k-n,k€Z.
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7) Asymptoty
Nyni budeme zjistovat, zda funkce nemé asymptotu se smérnici. Pfi vypoctu se

budeme drzet definice a nutné a postacujici podminky pro asymptoty (Frolikova,
1984 [1]).

Vzhledem Kk definicnimu oboru a lim =tg(x) —cotg(x) =0 ma funkce

X——
2

vertikalni asymptoty x = %

8) Obor hodnot
Pti ur€ovani oboru hodnot budeme postupovat na zaklad¢ vét o vlastnostech

spojitych funkci na intervalu (Frolikova, 1984 [1], str. 65).

H(f) =R
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8.1. Vysetieni funkce f: y = tg(x) — cotg(x) v programu
GeoGebra

a) Defini¢ni obor
K zjisténi definicniho oboru neni v GeoGebie zadny néstroj, ani jina funkce,

proto si ho musime ur€it sami, s vyuzitim vlastnich znalosti.

b) Sudost, lichost, periodi¢nost

V podokné ,,CAS* si nejprve zapiSeme nasSi funkci f(x) = tg(x) — cotg(x).
Do ,,Nakresny 2* si zobrazime graf pomoci bilého kolecka vlevo v podokné. Abychom
zjistili, zda je funkce suda, ¢i licha, musime si do dal$iho podokna zapsat funkci f(—x),
coz ucinime tak, ze misto x do rovnice doplnime (—x). Ve tfetim podokné zjistime, jak
by vypadala funkce - f(x) tak, ze zadame - (f(x)). Po vyhodnoceni vysledku zjistime,
ze f(—x) =-f(x), coz znamena, ze funkce je licha. Z grafu lichost vy¢teme tak, ze

funkce je symetricka podle osy pocatku kartézské soustavy soutradnic.

Sudost, lichost, periodi¢nost

Saue (pony lowss Matsew fistce On: Hipedne

1 A « ’ N , L)
kle . y) . i, . 252
" ON bR e
>

-~ fix)

= f(-x) # f(x) = Neni suda
- 1ix)

= f{-x) = -f(x) - Je licha
- -f(x)

cotlx) —tgin)

wot(z) - tgf2)

c) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, spojitost, pruseciky, pruseciky
S 0SOuU x
Do prvniho podokna napiSeme rovnici nasi funkce, diky niz zobrazime graf do
»Nakresny 2. Ke zjiSténi limit v krajnich bodech defini¢niho oboru pouZijeme funkci

,Limita[<Vyraz>, <Hodnota>]*.
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Do pole <Vyraz> zapiSeme nasSi funkci a do pole <Hodnota> napiSeme do
jednoho podokna nejprve oo, do dalsiho pak —oo. Protoze ale limity u funkce
tg(x) ani cotg(x) neexistuji, v GeoGebfe se ndm zobrazi pouze otaznik ,,?*.

Pro urceni priiseCikli s 0SouU x pouzijeme funkci ,,NuloveBody[<Polynom>]*. Do

pole <Polynom> zadame rovnici funkce. Pro zobrazeni bodl opét jen stiskneme bilé

kolecko na levé strané podokna.

Vypoctené limity, prisecik s 0Sou x

Sawnor Upoavy 200mEat Mastaeeni Mistoe Oae Mipoeiaa

. . . . p . .
.J‘ " 2 * .- . - o = “el “.
. A * v

lim
7 F—s0C
«— lim

X
rrnam ) StapreBiodyd <ol « ]

~ Prusecik s osou x

sernam | 2hy e

d) Prvni derivace, stacionarni body, lokalni maximum, lokalni minimum,
monotonie

Nejprve si zapiSeme funkci v pivodnim tvaru, abychom mohli zobrazit jeji graf.
K vypo¢itani prvni derivace pouzijeme nastroj se znakem derivace na horni liSté.
Oznacime si rovnici nasi funkce a stiskneme néstroj ,,Derivace*.

Diky prvni derivaci si zjistime stacionarni body, které nam rozdéli defini¢ni obor
na intervaly, ve kterych budeme zkoumat monotonii funkce. K urceni staciondrnich
bodii vyuzijeme funkci ,,NuloveBody[<Polynom>]“. Do pole <Polynom> dosadime

rovnici prvni derivace.
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Prvni derivace, stacionarni body

Saunar Ugrawy 203Gt Mastawsnd Nistinge Oknd Nipawdan
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- Stacionarni body

Diky prvni derivaci jsme vysetfili, Ze funkce nemé zadny stacionarni bod. Nyni
budeme vySetiovat monotonii na intervalu (O, g) I zde nemiiZzeme vyuzit grafické

feSeni, nebot’ funguje pouze u polynomidlnich funkci a v tomto piikladu vysetfujeme
goniometrickou funkci. VyuZijeme tedy naSich znalosti pfi ur€ovani monotonie a
Z kazdého intervalu dosadime jeden libovolny vnitini bod do prvni derivace a budeme
zkoumat, jakych hodnot nabyvaji znaménka. Z véty o vztahu 1. derivace a monotonie
(Frolikova, 1984 [1], str. 74) vime, ze pokud je prvni derivace vétsi jak nula (f'(x) >
0), pak je funkce rostouci. Pokud je prvni derivace mensi jak nula (f'(x) < 0), pak je

funkce klesajici.

Z intervalu I = (0, g) zvolime napiiklad bod x = g, ktery dosadime do rovnice

prvni derivace f'(x) = Po numerickém vypoctu dostaneme hodnotu

cos? x-sinZ x”
5,33 > 0, coz znamen4, ze funkce je na tomto intervalu rostouci.
Jak miizeme vidét, celd funkce je rostouci, jeji monotonie se neméni. Coz

znamend, ze funkce nema zadny lokalni extrém. Vzhledem K lichosti je funkce

rostouci na (— g,g) Vzhledem k periodi¢nosti funkce je funkce rostouci na kazdém

intervalu (—g + kn,g + kn), keZ.
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Monotonie funkce
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e) Druha derivace, inflexni body, konvexnost, konkavnost

Nejprve si zapiSeme rovnici nasi funkce, abychom si diky ni mohli zobrazit graf
funkce. Poté provedeme prvni derivaci funkce pomoci nastroje ,,Derivace* na hornim
panelu. Druha derivace se vytvaii pomoci stejného nastroje, jen si ptred jeho pouzitim
oznacime rovnici prvni derivace.
bodl funkci

,NuloveBody[<Polynom>]*, kde do pole <Polynom> dosadime rovnici druhé derivace.

K zjisténi podezielych z inflexe pouZzijeme

Druha derivace, body podezielé z inflexe
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cot’{x) 415 {x) 42

, ~ 2. derivace
~2 cot’(x) ~ 2 cot(x) 42

Lenam T =NunaBot -2 cotge - 2eomx) + 250

{«— Body podezfele z inflexe

.-

setmam] = | |2 ky w4+
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Diky druhé derivaci jsme vysSetfili, ze tato funkce ma bod podeziely z inflexe

x = %. Interval (O, g) nam bod podeziely z inflexe rozdéli na dva intervaly (O,g),

G,g). Nyni budeme zjistovat konvexnost a konkdvnost funkce. Z véty o vztahu 2.
derivace a konvexnosti/ konkavnosti (Frolikova, 1984 [1], str. 108) vime, Ze mohou
nastat dv¢ situace. Jestlize je druha derivace vétsi jak nula (f”(x) > 0), pak to
znamena, ze funkce je konvexni. Jakmile je druha derivace mensi nez nula (f"'(x) <
0), pak to znamena, ze se jedna o funkci konkavni.

Nemuzeme pouzit grafické zndzornéni, nebot’ funguje pouze pro polynomialni
funkce a my vySetfujeme goniometrickou funkci. VyuZijeme tedy naSich znalosti pfi
urCovani konvexnosti a konkdvnosti. Z kazdého intervalu dosadime jeden libovolny
vnitini bod do rovnice druhé derivace a budeme zkoumat, jakych hodnot nabyvaji

znaménka.

Z prvniho intervalu [ = (O, %) zvolime napftiklad bod x = %, ktery dosadime do

4-sin? x—4-cos? x

rovnice druhé derivace f(x) = . Po numerickém vypocitdni se nam

cos3 x-sin3 x
zobrazi vysledek —5,75 < 0, coz znamena, ze funkce je na tomto intervalu konkavni.
Po dosazeni bodu x = g zintervalu I = (g,g) do druhé derivace zjistime, Ze na

tomto intervalu nabyva hodnoty 12,32 > 0 a je tedy konvexni.
V bodé¢ x = % dochazi ke zmén¢ z konkavnosti na konvexnost, proto je v tomto

bod¢ inflexni bod. Vzhledem k lichosti a periodi¢nosti funkce nabyva inflexe v bodech

x=%+kn,k€Z.

108



Funkce konvexni a konkavni
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f) Asymptoty

K zjisténi asymptoty pouZijeme funkci ,,Asymptota[<Polynom>]*, kde do pole
<Polynom> zadame pavodni znéni rovnice funkce, tedy - f(x) = tg(x) — cotg(x).
V tomto piipadé¢ funkce neméd Zadnou asymptotu se smérnici, ale ma asymptoty

vertikalni, kde funkce neni definovana, tudiZ s pfedpisem x = k - g

Asymptoty
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9. Zavér

Préace je zpracovéana na téma feSeni prubéhu funkci jedné proménné v programu
GeoGebra. V praci je obsazeno sedm piikladi fazenych vzestupné podle obtiznosti.
Kazdy priklad je nejprve vzdy vypocitdn manualné s tim, ze u kazdého kroku feSeni
prubéhu funkce je odkazano, podle jakych teoretickych znalosti — vét a definic — jsou
piiklady pocitany. U vSech pfikladl je vySetfovan definicni obor, sudost, lichost,
periodi¢nost, pomoci prvni derivace monotonie funkce a ptipadné lokélni extrémy.
Pomoci druhé derivace se zjistuji body podezielé z inflexe a nasledné¢ konvexnost ¢i
konkévnost funkce. Pfi pocitani pribéhu funkci nesmi chybét zjiStovani existence
asymptot a jejich pfedpist a ur€eni oboru hodnot. V potiebnych ¢astech feSeni ptikladi,
jako naptiklad urovani zmény znamének prvni derivace pro zjisténi monotonie ¢i
urCovani zmény znamének druhé derivace pro zjisténi konvexnosti/konkavnosti, je

vypocet doplnén grafickym znazornénim.

Vsech sedm ptikladu je nasledné, krok po kroku, vyfeseno postupné v programu
GeoGebra. U prvniho piikladu je vysvétleno jak si nastavit zakladni prostiedi v
programu, které je idealni pro vySetfovani pribc¢hu funkci. Také jsou tam podrobné
popsany veskeré funkce, které se v praci pouzivaji k vypoctim a jak s nimi pracovat.
Grafické znazornéni nechybi u zadného kroku, aby se mohl Ctenaf 1épe seznamovat

S programem a mohl si vzdy ovétit, Ze postupuje spravng.

Tato prace vznikla za ucelem pfiblizeni matematického programu — GeoGebry.
Ma za cil ukazat, Ze pocitaCové programy mohou byt velice napomocné a uzite¢né pii
feSeni riznych matematickych probléml z riznych tematickych okruhti. Také byla

vypracovana ve snaze o rozsifeni pouzivani matematickych programda.
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