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ANOTACE

Cilem bakalarské prace Verifikace v systémech dynamické geometrie je ovéfovani
nékolika vybranych problémd z planimetrie pomoci programu GeoGebra. U kazdého
problému je popsan klasicky dlikaz, konstrukce a verifikace v programu GeoGebra.
Nasledné vyuziti programu je vhodné jako uéebni pomicka v hodindch matematiky
na zékladnich, potazmo na stfednich Skolach.

ABSTRACT

The aim of bachelor thesis Verification in Dynamic Geometry Systems is the
verification of several chosen problems of plane geometry using Geogebra
programme. Classical proof, construction and verification are depicted in the selected
problems. The next part of the thesis deals with the utilization of this programme as

teaching aids in mathematics lessons in elementary schools and in high schools.
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1 Uvod

Dynamicky matematicky software je velice dobrou uéebni pomickou k vyuce
matematiky. Jeho vyuZitim lze vysvétlit néktera témata ndzornéji a diky tomu je Zaci
snadnéji pochopi. Pro svou préaci jsem si vybral program GeoGebra, ktery je volné
staZzitelny a ma prehledné pracovni prostfedi. DalSi vyhodou programu je moZnost
Sirokého vyuZiti, protoZze dokaZze pracovat sgeometrickymi i algebraickymi
problémy.

Zminované téma jsem si vybral proto, Ze se o geometrii zajimadm jiz od
zakladni Skoly. V kapitolach jsou popsény jednotlivé problémy z planimetrie. Vzdy
je uvedena definice, ovéreni véty spolu s konstrukei a klasicky dlikaz.

Préce je rozdélena do deviti zakladnich kapitol. Po prvnim Gvodnim oddilu

nasleduje druhd kapitola, ve které se sezndmime s vlastnim pojmem verifikace.

Treti kapitola je zaméFena na Thaletovu vétu. Zacatek je vénovan jeji definici,
navodu jak zkonstruovat Thaletovu kruZnici a ovéfit verifikaci pomoci DGS.
Naésleduje klasicky diikaz Thaletovy véty.

Dalsi kapitola se zabyva Pythagorovu vétou, v niz je predstaveno znéni véty,
konstrukce a samotna verifikace. U klasickych dlikaz(l jsem v bakalaFské praci volil
dva z nékolika moznych, a to rozdéleni ¢tverce, podobnost trojihelnik(i a vnitfnich

ahld.

V dal$ich dvou kapitolach popisuji Fermatliv bod a Napoleondv trojihelnik,

tyto dvé kapitoly maji urCitou podobnost.
Sedma kapitola se zabyva verifikaci, konstrukci a dlikazem Thébaultovy véty.

V bakaléafské praci nechybi ani strucny zavér a seznam pouZzite literatury.



2 Verifikace v DGS

Slovo verifikace pochazi z latinského verum facare, coZ v prekladu znamena
¢init pravdivym a do Ceského jazyka ho miZeme volné prelozit jako ovéfovani,
kontrola pravdivosti vyroku, tvrzeni argumentu. Mezi soubor matematickych
pocitacovych programl Dynamic geometry software (dale v praci pouzivame zkratku
DGS) patfi napriklad také program GeoGebra, ktery v této praci aplikujeme pro
demonstraci ovérovani problém( z planimetrie. Verifikace v DGS provadi ovéreni
daného tvrzeni na zakladé numerickych vypoctl. Verifikaci nemizeme povazovat za
Cisty matematicky ddkaz, ale mlzeme tvrdit, Ze svysokou pravdépodobnosti je

tvrzeni pravdivé.

ProtoZe na zakladnich $kolach je dokazovani matematickych problémd slozité
a studenti jej nemaji radi, lze dilkaz nahradit pravé verifikaci. Proto je verifikace
v DGS velmi ddlezitd pomdcka, vede k urcité motivaci a k snadnéjSimu pochopeni
vykladu danych problémd z planimetrie. Z&ci si s programem hraji a zaroven se ugi.
Vysvétleni kazdého problému mize pfi vyuce zacinat verifikaci v DGS, pak podle

urovné Zak(l pokracovat klasickym dokazovanim nebo Gplnym vynechanim dikazd.

Jako ukazkovy priklad na verifikaci pomoci DGS volime Wallace -
Simsonovu Vétu. Tato véta nam ukazuje vlastnosti bodd, které lezi na kruznici

opsané trojuhelniku (Obr. 1). Znéni véty:

Necht ABC je trojuhelnik a P je bod kruZnice opsané trojuhelniku ABC.
Potom paty kolmic K, L, M spusténych z bodu P na strany trojuhelnika ABC lezi na
jedné pfimce. [1]



Obr. 1 Wallace — Simsonova primka

Chceme dokazat, Ze body K, L, M jsou kolinearni, coz znamena, Ze body lezi
na jedné pfimce. Po spojeni dvou pat kolmic LM dostdvdm pfimku p, v programu
vidime, Ze bod K nejspi$ leZi také na dané pfimce p. Kliknutim pomoci Vztah mezi
dvéma objekty na bod Ka na pfimku LM nam GeoGebra vygeneruje a numericky
oVeéri, Ze Bod K leZi na pFimce p (zkontrolovano numericky). Pohybujeme-li pomoci
Ukazovatko bodem P po kruZnici opsané trojuhelnika ABC, méni se paty kolmic
z bodu P na jednotlivé strany trojihelnika. Dostavame rlizné pfimky. Abychom se
vyhnuli problému, tak pomoci VIoZit text napiSeme znéni Wallace — Simsonovy véty
a diky funkci Vlastnosti... zapiSeme vztah pro zobrazeni objektu, a to takovy, Ze bod
K lezi na pfimce p. Timto jsme dokazali, Ze text se bude zobrazovat pouze tehdy,
kdyZ bod K bude soucasti pfimky. Verifikujeme tak, Ze pomoci PFipojit / Oddélit bod
oddélujeme bod P od kruznice opsané trojuhelniku ABC. Znéni Wallace -

Simsonovy véty se nam ztraci, protoZe bod K jiZ nelezi na dané primce p.



3 Thaletova véta

Tato matematicka véta, pojmenovana podle filozofa, geometra a astronoma
Thaléta z Milétu, ktery ji dokézal jako prvni, patfi k tradicnim tlohdm na z&kladnich

Skolach. Thaletova véta zni:

Je dana kruznice k nad primérem AB. Necht' C je libovolny vod na kruznici
k. Poté plati, Ze trojahelnik vznikly spojenim bod( ABC je vzdy pravouhly a v bodé C
je pravy uhel 90°,

Obr. 2 Thaletova kruznice

3.1 Verifikace a konstrukce Thaletovy kruznice pomoci DGS

Nejprve sestrojime tsetku AB pomoci nastroje Usecka dana dvéma body, pak
nastrojem Stfed vytvofime stfed GseCky. Automaticky ndm program GeoGebra
oznaCi stfed pismenem C. Klikneme pravym tlacitkem mysSi na bod C (stfed),
najdeme v nabidce pFejmenovat a prepiSeme bod C na S. Pak pomoci nastroje
KruZnice dand stfedem a bodem sestrojime kruZznici ktak, Ze klikneme na
bod S a bod A. Pres ikonu Novy bod zvolime bod C na kruznici k. Spojenim bodd
ABC pomoci néstroje Mnohouhelnik ziskavame trojahelnik ABC. Chceme dokézat,

Ze tento trojuhelnik je pravouhly. Pomoci nastroje VIoZit text napiSeme znéni naseho



textu (Obr. 3). Kliknutim na napsany text pravym tlaCitkem mysi zvolime
Vlastnosti... a v nabidce vlastnosti textu najdeme zalozku Pro pokrocilé, kde do
kolonky Podminky pro zobrazeni textu zaddme Uhel[A, C, B] £ 90° (Obr. 4).

%7 thaletggb — o e S
‘Soubor Uprawy Zobrazit Nastaveni Na: 3povéda
Nz s 8
B L 7 (IS 1 el D B
»_Algebraické ok » Nak
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Bod
5 A=(084,1.24) Y I
2 »'% Viozit obrazek
’ 9 [\ pero
= Kufeloselka y 0 Ten B4
2 ki (x-401F +(y+1.10F =2 P z
= Trojdhelnik [\f| cveodniy ]
@ mnohoineinik1 = 20,98 Upraw
o sunel® . o2y vatah mezi dvéma obleity Thalstova kruznice: trojiihelnik ABC sestrojenj
2 g’g:-‘;; L~ B nad primérem AB s bodem C na kruinici k je
7 p=5853° \ e
> y=90° i Pravdépodobnestn kalkulacka i A
= Useika = b [ LaTexvzorec | Symboly ~ | Objekty +
Rl a) / Kontrola funice
» a,=507 [« T T T TTTTT
@ b-828 4
2 c=om Nahled
Thaletova krunics: trojdneinik ABC sestrojer *
_|| | nad primérem A8 s bodem C na knuznici ke =
1| pravoing
i i
) Népovida | ok | [ stomo |
Vstup: =

Obr. 3 Vlozeni textu

Vime, Ze text Thaletovy véty bude zobrazen, jen kdyZz velikost Ghlu
ACB =90°. Pomoci vlastnosti z nabidky PFipojit / Oddélit bod ozna¢ime bod C,
ktery se nam oddéli od kruZnice k, a Uhel, ktery sviral, jiZ neni pravy. Zarovefn nam
mizi text, ktery se zobrazuje, jen kdyZ uhel ACB bude 90°. Verifikace je tim pddem
hotova. Tato verifikace probihd na zékladé numerickych vypodtl, a nelze ji proto
povaZzovat za plnohodnotny matematicky dikaz.
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Obr. 4 Podminky pro zobrazeni objektu

3.2 Klasicky dlikaz Thaletovy véty

Obr. 5 Dlikaz Thaletovy kruznice
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Mame danou kruznici k s primérem AB, bod C rdzny od bod( AB a bod S,
ktery je stfedem useCky AB. Dostavame trojuhelnik ABC, ktery se da rozdélit na dva
rovnoramenné trojuhelniky ASC a SBC (Obr. 5). Trojuhelnik ASC mé pfi strané AC
shodné dhly a a trojuhelnik SBC ma pfi strané BC shodné ahly B, protozZe
trojuhelniky jsou rovnostranné. Z obrazku je mozno vidét, Ze thly o, B, a+ B jsou
vnitfni Ghly trojuhelniku ABC. Proto soucet danych vnitfnich Ghll musi byt 180°.
Tedy a + B + (o + B) = 180°. Déle lze dokézat, kdyZz 2a + 2B = 180°, tak bude
platit a + B = 90°. Ztoho vyplyv4, Ze hel ACB = 90°.

Thaletova kruZnice: trojuhelnik ABC sestrojeny
nad primérem AB s bodem C na kruznici k je
pravouhly

Obr. 6 Thaletova kruznice s textem
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4 Pythagorova véta

Obr. 7 Pythagoras ze Samu [2]

Tato véta je pojmenovana podle feckého filozofa a matematika Pythagora ze
Samu, ktery ji objevil na pfelomu 6. a 5. stoleti pfed naSim letopoctem. Véta zni:

Obsah ¢tverce nad preponou c¢ pravouhlého trojuhelniku ABC se rovna
souctu obsahl ¢tverc nad odvésnami a, b. Zapisujeme:
c?=a’+ b2

eJ

Obr. 8 Pythagorova véta
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4.1 Verifikace a konstrukce Pythagorovy véty pomoci DGS

Konstruovat Pythagorovu vétu mizeme nékolika zplsoby. Napriklad
pouZzitim Thaletovy kruZnice, coZ jsme si podrobné vysvétlili v pfedesSlé kapitole.
Dale mlzeme pouzit v GeoGebie funkci Uhel dané velikosti, kde zvolime bod,

vrchol budouciho trojuhelniku a Ghel 90°.

' GeoGebra (4) = =

Soubor Upraw Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
A v e . = )
b Algebraické okno (2 [ » Nakresna
= Bod
» A=(244,06)
7 B=(0.86,1.02)
8
.
€ Uhel dané velikosti =5
Uhel
a0° @
o @ proti sméru hodin(+) i
ve sméru hodin(-)
[ ok Stoma
Vstup =

Obr. 9 Znazornéni Uhlu dané velikosti

Nastrojem Mnohouhelnik pospojujeme body a vznikne nam trojahelnik ABA”.
Pravy thel mame v bodé B (Obr. 10). Pomoci Vlastnosti prepiSeme body na ABC
(Obr. 11).

Obr. 10 Obr. 11
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Néstrojem Pravidelny mnohouhelnik sestrojime Ctverce nad stranami a, b, c,
a to tak, Ze oznacime body A, C a do nabidky napiSeme poZadovany pocet vrcholl,
v naSem pripadé Ctyfi. Musime davat pozor, jaky bod oznaCime jako prvni, aby nam
Ctverec nad ramenem trojuhelnika nezasahoval do trojuhelnika ABC. Funkci Obsah,
jak uz jeji ndzev napovida, zjistime obsahy jednotlivych ¢tverct. Poté mizeme vidét,

Ze tvrzeni Pythagorovy Véty je pravdivé.

PYTHAGOROVA VETA
Obsah &tverce nad preponou PRAVOUHLEHO trojlhelnik
J je roven souctu obsahu ¢tvercl nad jeho odvésnami

Obsah ABFI =35

E R

Obr. 12 Pythagorova véta

Z obrazku je zrejmé, Ze obsah ABFI (35) = obsah ACJK (22,3) + obsah
BCED (12,7)

cZ=az+pb?.

15



Dalsim zplsobem konstrukce Pythagorovy véty, kde ukazeme jeji verifikaci
pomoci DGS, je Usetka dana dvéma body. Dostavame Gsecku AB, pomoci Kolmice
sestrojime kolmici b. Po zobrazeni Vlastnosti kolmice b volime Styl, kde si vybereme
TlouStku Cary a Styl Cary (Obr. 13). V naSem pfipadé budeme mit kolmici b
¢arkovanou a tloustka kolmice b bude nejmensi z moznych.

=@ =

D &
b Algebraicks okno » Nakresna
8 Bod | € predvalby - (1) ===2
5 A=(0.02, 212) - —renenas 2
3 B=(38,142) II\\DE B
< Piimka —_——— -
) b:378x-356y=-19.42 | Bod [ Zakiadni | Bana| St [ Algebra | Pro pakrodilé | Skriptovani]
= Useika sy
» a=519 agc &tka &
o Tloustka &ry
b @
= Usetka
i 13 5 7 9 1113
sty gar ——— =]
) | | O
Vstup: (1]

Obr. 13 Upraveni stylu kolmice b

Dale sestrojime pomoci nastroje Novy bod bod C a spojenim bodd ABC
pomoci funkce Mnohouhelnik dostavdme trojuhelnik ABC, ktery neni pravouhly
(Obr. 14).
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Obr. 14 Trojuhelnik ABC neni pravouhly

Funkci Pravidelny mnohouhelnik sestrojime Ctverce nad stranami trojahelnika
ABC, jako jsme provedli v kapitole o konstrukci Pythagorovy véty. VloZenim textu
znéni Pythagorovy véty a pomoci nastroje Vlastnosti... vybereme zaloZku Pro
pokroCilé a do kolonky Podminky pro zobrazeni objektu zapiSeme
Uhel[A, B, C] £90° (Obr. 15).

i
B
9
» Algebraické okno b Nakresna
= Bod ~ -
5 A=(274,132) . PYTHAGOROVA VETA
3 B=(6.13,1.85) b Obsah étverce nad pieponou PRAVOUHLEHO trojihelnika
5 C=(9.03,1.25) NG je roven souttu obsahii éverc nad jeho odvésnami
< Pfimka
€ Piedvolby - (1)
EE=EEY
= Bod E e = —
PYE—— e [ Zaktadn | Text [ Bawa | Pozice| Pro pokrodié | Skriptovani
Obsah = 18.0 @B Podminky zobrazeni objekiu
- e UnellA, B, G) 2 80°
@D
@ E 4
Dynamické bar
@ F i iy
@ c=485 : ﬁ Cervend
@ 4=1425 a1 Zelend
@ n=63 i
@ 1-4865 ;__F:"":a Modra
< tyistranny i
e e
= @ Textmnoh
AT RGE ~
@ mnohodhelniks = 21.59 5 [ [x]
Obsah = 39.66 L
9 text2
= Trajinelnik Vrstvaz |0 v
@ mnonhoiiht
= Onel Tooltip: | Automaticky ~
@ a
G i B i
iy 4§ 7] Vioér povalen
g ¢
B Lseta Umisténi
@ a
@ a [V] Nakresna [[] Nékresna 2
LI - =
Vstup: < 5

Obr. 15 Podminky pro zobrazeni objektu
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Text se znénim véty se zobrazi pouze tehdy, kdyZ Ghel ABC je pravouhly.
Pomoci nastroje PFipojit / Oddélit bod dokazeme pfipojit bod C ke kolmici b. Touto
aplikaci vytvofime pravouhly trojahelnik ABC tehdy, pokud bod C leZi na kolmici b.
V tomto pfipadé se nam pomoci vlastnosti pro zobrazeni textu zobrazi text
Pythagorovy véty, jak lze vidét na obrazku (Obr. 16). Pokud bod C nelezi na kolmici
b, trojuhelnik ABC neni pravouhly a text se nezobrazi (Obr. 17). Z obrazk( jsou

patrné i soucty ctvercdl.

PYTHAGOROVA VETA
Obsah &tverce nad preponou PRAVOUHLEHO trojuhelnika E
" . je roven souétu obsahl &tvercli nad jeho odvésnami
\ E

Obsah =25.79 Obsah = 19.69

Obsah = 35.65 Obsah =33.28

= 10021

Obr. 16 Obr. 17
Trojuhelnik ABC je pravouhly Trojuhelnik ABC neni pravouhly
S1 (ABHI) + S, (BCDE) = S; (ACFG) Si(ABHI)+ S, (BCDE) # S3 (ACFG)
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4.2 Dlkaz Pythagorovy véty

4.2.1 Dukaz ¢. 1 pomoci rozdéleni ¢tverce

F E D

Obr. 18 Rozdéleni ¢tverce

Dikaz potvrdime pomoci dvou rovnic obsahu celkového Etverce CDFH,
ktery je slozen z jednoho Ctverce ABEG a Ctyr stejnych pravouhlych trojahelnikd.
Stranu celkového c¢tverce Ize nejprve vyjadfit a + b, z toho plyne rovnice obsahu:

S=(a+b)2=a2+ 2ab + b2

Pak je celkovy Ctverec sloZen z jednoho Ctverce ABEG o strané ¢ (Obr. 18)
a ¢tyr pravouhlych trojihelnik. Rovnice pro vypocet obsahu pomoci téchto péti

obrazc( je nasledujici:
S=4 (ab/2) + ¢ = 2ab + c2
Tyto obsahy se musi rovnat, proto davame oba obsahy do rovnosti:
a2+ 2ab + b2 =2ab + c2
Z toho dostavame tvrzeni:
cz2=a%+ b2

kde, jak vidime, se jedna o vzorec Pythagorovy véty.
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4.2.2 Dukaz ¢. 2 pomoci podobnosti trojuhelnik( a vnitinich Ghl

Je dan trojuhelnik ABC spravym Ghlem pfi vrcholu C. Patu
vysky v, sestrojené z vrcholu C na stranu AB, pojmenujeme D. VySka v ndm
rozdéluje trojuhelnik ABC na dva pravouhlé trojuhelniky ADC a BDC (Obr. 19).

y = 29.08°

Obr. 19 Vnitrni uhly v trojuhelniku

V kazdém trojihelniku ABC, CBD a ACD je jeden z vnitfnich Ghl pravy.

Potom plati:
£CBD + «DCB =90°,
£CAD + «DCA =90°,
£CAB +£ABC =90°,

Z toho vyplyvd, ze «.BAC = «DCB, protoZze £BAC = 2DAC = «DCB. Je jasné, Ze
trojuhelniky ABC, ACD a CBD jsou podobné podle véty UU o podobnosti
trojuhelnika, tj:

AABC ~ AACD ~ ACBD.
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Z podobnosti trojuhelnika ABC a trojuhelnika CBD podle obréazku (Obr. 19)

je zfejmé, Ze plati
alf = c/a,
kde po Upravé dostavame
a2 = cf.
Z podobnosti trojuhelnika ABC a trojuhelnika ACD plyne
b/d = c/b,
po Uprave plati
b? = cd.
Sectenim obou rovnic dostavame
az+ b?2=cf + cd,
a2 + b2 = c(f +d).

Z obrazku (Obr. 19) je vidét, Ze soucet f + d se rovna délce strany c. A ztoho

vyplyva

az + b2 =c2,
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5 Fermatdv bod

Obr. 20 Pierre de Fermat [3]

Vétu pronesl jako prvni francouzsky matematik Pierre de Fermat. Jeji znéni

je:

V kazdém trojuhelniku s vnitfnim Ghlem do 120° existuje pravé jediny bod F
takovy, Ze soucet jeho délek |AF| + |BF| + |CF| je minimalné moZny. Tento bod F je
umistén v trojuhelniku tak, Ze uhly AFC, AFB, BFC maji vZdy velikost 120°. [4]

Obr. 21 FermatUiv bod F
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5.1 Verifikace a konstrukce Fermatova bodu pomoci DGS

Nejprve si  sestrojime libovolny trojuhelnik ABC pomoci funkce
Mnohouhelnik. Poté pomoci nastroje Pravidelny mnohodhelnik sestrojime nad
stranami trojuhelniku a, b a ¢ rovnostranné trojuhelniky ACD, BCE a ABF.
Nastrojem Usecka vedeme Gsecku AE, BD a CF. Nastrojem Priseciky dvou objektl
sestrojime prisecik G, pravym tlacitkem a vlastnosti Prejmenovat pojmenujeme
bod F (Obr. 22).
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Obr. 22 PFejmenovani bodu

Ovéfenim funkce Uhel pfeméfime uhly AFB, BFC a AFC. Program
GeoGebra nam okamzité dokaze, Ze vSechny Uhly jsou stejné a maji velikost 120°.
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Obr. 23 posunuti trojuhelniku pomoci Ukazovatka

Nejprve si pomoci nastroje Uhel dané velikosti sestrojime Uhel ABA’
o velikosti 120°. Pak stejné sestrojime druhy Ghel A'BA™". Pomoci Polopfimka
narysujeme polopfimky BA, BA” a BA”". Na polopfimkach zvolime libovolné body
CDE. Pomoci funkce Mnohouhelnik a spojenim bod(i CDE dostavame trojihelnik,
pro ktery plati, Ze bod B je pro trojihelnik CDE pravé Fermatlv bod. Nastrojem
Ukazovatko presuneme cely trojihelnik CDE do priseciku os soufadnosti tak, ze
pravé bod B bude lezet v pocatku (Obr. 23). V algebraickém okné v programu
GeoGebra oznaCime vSechny nepotfebné kroky v konstrukci a pomoci Zobrazit
objekt je mizeme odstranit (Obr. 24).
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Obr. 24 Odstranéni pomoci vlastnosti Zobrazit objekt

Jak bylo jiZz zminéno v predeslych kapitolach, pfejmenujeme trojuhelnik CDE
na trojuhelnik ABC. VloZime bod F, ktery umistime do trojuhelniku ABC, pomoci
Usecka spojime bod F svrcholy trojihelnika. Dostavame Usecky AF, BF a CF.
Nastrojem Uhel zméfime v programu GeoGebra Ghly, které sviraji dané Usecky.
Pomoci VloZenim textu napiSeme text a pres Vlastnosti v zaloZzce Pro pokrocilé
napiSeme do kolonky Podminky pro zobrazeni textu F = (0, 0). Pomoci nastroje
Ukazovatko vidime, Ze thly kolem bodu F se nam méni, a kdyZ pFilozime bod F do
priseciku os x a 'y, objevi se ndm zadany text a tim je verifikace spInéna (Obr. 25).
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Obr. 25 Verifikace Fermatova bodu

5.2 Duikaz véty o Fermatové bodu

Rotaci trojuhelniku ABF kolem bodu B o0 60° dostdvame bod D obrazem bodu
F abod E obrazem bodu A. Ziskadvame tedy trojuhelnik BDE. VSimneme si, Ze
vznikly trojuhelnik BDF je evidentné rovnostranny. A tedy |BF| = |DF| = |BD|.

C

Obr. 26 Rotace trojuhelniku ABF kolem bodu B
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Stejné tak je vidét, Ze rotaci bodu A kolem bodu B o 60° dostavame bod E,
a tak vzdalenost |AB| = |EB], tudiz i trojuhelnik ABE je rovnostranny. Strana AF se
otoCi na stejné velkou stranu ED, pak |AF| = |ED| a dostavame dosazenim do souctu
nejmensich délek |[ED| + |DF| + |CF|, coZz by méla byt délka lomené Cary EDFC.
Délka ¢ary EDFC je nejkratSi pravé tehdy, kdyZz body leZzi na pfimce. Z toho
vyplyva, Ze bod F lezi na Gsecce CE.

Obr. 27 Otoceni libovolného trojuhelniku ABK

Na obrazku 27 vidime, Ze kdyZ otoCime kolem bodu B o 60° trojuhelnik ABK,
kde K je libovolny bod uvnitf trojahelniku ABC, tak vznikla lomena Cara sloZena
z UseCek EX, KX a KC nelezi na jedné tsecce EC jako v predeslém dlikazu. Potom
lomené ¢ara EXKC nem(ize byt nejkrat$i vzdalenost.

Sestrojenim rovnoramennych trojihelnikdi ACG a BCH (Obr. 28) vidime, Ze
bod F musi lezet na Useckach AH a BG. Tyto Usecky se protnou v jednou bodé, a to
bodé F (nejmensi mozna vzdalenost). To je dilkaz, Ze Uhly AFB, BFC a AFC maji
120°. V predeslych fadcich jsme konstatovali, Ze trojuhelnik BDF je rovnostranny,
jeho vnitini uhly jsou 60°. Vime, Ze body E, D, X a C leZi na stejné pfimce, potom
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musi byt Ghel BFE = 60°. Podobnosti trojuhelnikd je zfejmé, ze Ghly CFH a AFG
jsou shodné a rovnaji se 60°. Pomoci vrcholovych Ghll je vidét, ze ahly AFC, AFB
a BFC sviraji opravdu 120°.

Obr. 28 FermatUv bod F
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6 Napoleon(v trojuhelnik

Tento geometricky jev je pojmenovan na poCest zndmého francouzského
vojevlidce Napoleona Bonaparta. Ten jesté pred tim neZ se stal generalem, slouzil
varmadé u délostrelcl, kde potfeboval znalosti geometrie. Tato véda ho zaujala
natolik, Ze zaCal zkoumat i sloZitéjsi pFiklady jako je zminéna problematika. Definice
Napoleonovy véty zni:

Sestrojime-li nad stranami v libovolném trojuhelniku ABC rovnostranne
trojuhelniky ABE, BCF a ACG a stfedy kruznic opsanych i vepsanych (jedna se

0 rovnostranny trojuhelnik) ozna¢ime KLM, dostavame rovnostranny trojahelnik.

Obr. 29 Napoleon(v trojahelnik
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6.1 Verifikace a konstrukce Napoleonova trojuhelniku pomoci DGS

Pomoci Mnohouhelnik narysujeme libovolny trojuhelnik ABC a nad stranami
a, b, ¢ sestrojime pomoci funkce Pravidelny mnohouhelnik rovnostranné trojuhelniky
ABF, ACD a BCE. Pomoci funkce Osa Ghlu (nebo Osa stran) dostavame body
K,La M, coZ jsou stfedy kruznic opsanych nebo vepsanych, protoZe se jedna
o rovnostranné trojuhelniky. Spojenim téchto bod( dostavame trojihelnik KLM.
Diky programu GeoGebra mizeme jednodu$e zjistit, zda se opravdu jedna
0 rovnostranny trojuhelnik a to tim, Ze zméfime Uhly v trojuhelniku KLM. Program
nam hned napiSe hodnotu jednotlivych ahli. Vidime, Ze kazdy Ghel ma velikost 60°
a tim je verifikace hotova.
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6.2 Dukaz véty o Napoleonové trojlhelniku

G

Obr. 30 Dlikaz Napoleonova trojuhelnika

Tento dikaz Uzce souvisi s Fermatovym bodem, jehoZ vlastnosti jsme popsali
v predeslé kapitole. Do trojuhelnika ABC zavedeme Fermatliv bod F. Vime, Ze
£ABE = 60° a z vlastnosti Fermatova bodu vime, Ze £AFB = 120°. KruZnice opsana
trojuhelnika ABE musi byt shodnd s kruznici opsanou ¢tyfuhelniku AEBF a stfed této
kruznice k musi byt bod K. Usecky AK, BK a XK jsou stejné dlouhé. TotéZ plati také
u zbyvajicich stran trojuhelniku ABC tzn., Ze stejné poloméry musi byt i u ostatnich
opsanych kruznic nad trojuhelniky BCD a ACG, tj. BM, FM, CM a CL, FL, AL.
Pokud jsou Usecky AK a FK shodné, stejné tak pokud jsou shodné Usecky AL a FL,
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potom Gtyfahelnik AKFL nazyvame deltoid. UhlopFicky AF a KL v deltoidu AKFL
jsou na sebe kolmé. Priisecik téchto Uhlopficek pojmenujeme S; a cyklicky v kazdém
dal$im Gtyfahelniku dostavame stfedy S, a Ss. Usecka AS; je osou Uhlu KAL a Gsecka
KS; je osou Ghlu AKF. Potom vidime, Ze ~<ALS; a £FLS; jsou shodné, stejné tak
jako uhly £AKS; a «FKS;. Zaménou je zfejmé, Ze bude platit i £FKS, = £BKS; ,
<FMS; = £BMS;, «CLS; = «FLS; a £CMS3 = «FMS;. Vidime, Ze 2AKB lze

vyjadrit souctem uhli
LAKB = £ZAKS: + £FKS1 + £FKS2 + £BKS>,
O shodnosti prislusnych Ghli mizeme napsat tento zapis
ZAKB = 2(«£FKS; + £FKS,).
ZAKB = 2.£5:KS..

Vime, Ze «AKB = 120°, protoZe trojuhelnik ABE je rovnostranny. Pak
«S1KS; = 60°. Vidime, Ze se jedna o thel MKL. Trojuhelnik KLM je rovnostranny.
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7 Thébaultova véta

Véta zni (V. Thébault 1937):

Nad stranami rovnobéZzniku sestrojme Ctverce (vSechny vné nebo dovnitr).
Potom stFedy &tvercl tvori ¢tverec.[5]

([ L J

Obr. 31 Thébaultova véta

7.1 Verifikace a konstrukce Thébaultovy véty pomoci DGS

Do prikazového fadku zapiSeme jednotlivé body. Musime je zadat tak, aby
nam po spojeni bodd ABCD wvzniknul rovnobéznik. Poté pres Pravidelny
mnohothelnik sestrojime Ctverce nad stranami rovnobéZzniku. Funkci Stred
dostavame stfedy jednotlivych ¢tvercll. Spojenim téchto stfedd dostavam Ctverec

KLMN. V programu GeoGebra pomoci Vzdalenost ovéfime, zda se jednd opravdu
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o Ctverec. Pomoci Ukazovatka jednoduSe ovéfime, Ze véta plati pouze pro

rovnobéznik. Verifikace je tim pddem hotova.

7.2 Dukaz Thébaultovy véty

Klasicky lIze tuto vétu dokéazat pomoci shodnosti trojihelnikii KBL a LDM.
Na obrazku cCislo 32 vidime, Ze |BL| = |LD|, |BK|= |DM| a zéaroveni uhly
£KBL = «LDM. KdyZ otoCime trojuhelnik KBL 0 90° se stfedem v bodé L, zobrazi
se nam do trojuhelniku LDM. Odtud je zfejmé KL = LM a zaroven, Ze KL je kolmé&

na LM. Stejné to Ize provést i u ostatnich stran.

Obr. 32 Thébaultova véta se shodnymi trojuhelniky
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8 Zaver

GeoGebra je program, ktery usnadfiuje vysvétleni nékterych matematickych
problém jak na zékladnich, tak rovnéz na stfednich Skolach. Diky tomuto programu
zZaci lépe pochopi dany problém. Mezi kladné vlastnosti programu GeoGebra patfi
pfehlednost prostfedi a nazornost dynamickych konstrukci. Velikou vyhodou je
bezplatna licence, tudiz tento program mohou vyuZivat Zaci jak ve Skole, tak
i zdomova. S negativnimi vlastnostmi jsme se pfi pouzivani programu GeoGebra

nesetkali, a tudiz mu nelze z naSeho pohledu nic vytknout.
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