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Anotace

Cilem diplomové prace bylo vytvorit sbirku fesenych piikladi z oboru ma-
tematické analyzy. Stézejni ¢asti jsou piiklady zaméfené na globalni i lo-
kalni extrémy funkci dvou a t¥i proménnych. Jsou zde také uvedeny piiklady,
které ukazuji aplikaci teorie funkci vice proménnych na teorii funkce jedné
proménné. Vybirany byly priklady, které jsou podobné zadadnim, ale lisi se
postupem feSeni a vysledkem. Kazdy piiklad je podrobné vyfesen a nékteré
jsou doplnény obrazky. Tato prace ma pomoci studentim bakaléiského, pii-
padné magisterského studia ucitelstvi matematiky.

Kli¢ova slova: extrém funkce, lokalni extrém funkce, maximum, minimum,
lokaln{ maximum, lokdlni minimum, parcialni derivace, Jakobian, te¢na im-
plicitné zadané funkce.

Annotation

The goal of the thesis was to create a collection of solved problems of mathe-
matical analysis. The main part of the thesis is formed by examples of global
and local extremes of functions with two and three variables. Problems which
show the application of the theory of functions with more variables to the
theory of function with one variable are included as well. The problems have
been chosen, the assignments of which are similar, but they differ by the
method of sollution and result. Each problem has a detailed sollution and
pictures have been added to some of them. This thesis should help students
of bachelor’s, possibly graduate studies of mathematic teaching.

Key words: extreme of a function, local extreme of a function, maximum,
minimum, local maximum, local minimum, partial derivative, Jacobi’s deter-
minant, tangent of an implicit defined function.



Podékovani

Dékuji predevsim vedouci prace pani RNDr. Libusi Samkové za jeji odbornou
pomoc a poskytnuti cennych rad a prfipominek pfi psani mé diplomové prace.



Obsah
Uvod

1 Funkce 2 proménnych
1.1 Vypocet extrému funkce 2 proménnych na omezené mnoziné

metodou Jakobidnu . . . ... Lo oL
1.1.1 Priklad . . o o0 oo
1.1.2 Priklad . . . 00 0o oo
1.1.3 Priklad . . . .0 0o
1.2 Vypocet extrémii funkce 2 proménnych na dané mnoziné me-
todou dosazovaci . . . . . . ..o
1.21 Priklad . . . . oo
122 Priklad . . . .0 0o
123 Priklad . . . .0 0o oo
1.24 Priklad . . . o000 oo
1.25 Priklad . . . .. oL
1.26 Priklad . . . . . ..o
127 Priklad. . . .0 000
1.3 Vypocet extrému funkce 2 proménnych metodou Jakobidnu
na mnoziné, kterd neni omezend . . . . . . . .. .. ... ...
1.3.1 Priklad . . . . . oo oo
1.3.2 Priklad . . . . . .. oo
133 Priklad. . . . 0 oo oo
134 Priklad. . . .. 0.0 oo
135 Priklad. . . .. oo oo
1.4 Lokalni extrémy funkci 2 proménnych . . . . . . ... ... ..
1.41 Priklad . . . .o oL oo
142 Priklad . . . .. ..o
143 Priklad. . . .. oo
144 Priklad. . . .o 000
145 Priklad . . . .. ..o
146 Priklad . . . .. .. oo
147 Priklad . . . .. ..o

2 Tec¢na implicitné zadané funkce

21 Priklad . . ... 0 oo
22 Priklad . . ..o
23 Priklad . . ..o oo
24 Priklad . . . ..o

25 Priklad . . . .00 o



3 Funkce 3 proménnych 63

3.1

3.2

Zavér

Extrémy funkce 3 proménnych na dané mnoziné metodou Ja-

kobianu . . . ... o 63
3.1.1 Priklad . . . ..o 63
3.1.2 Priklad . . . . ..o 65
3.1.3 Priklad. . . . ..o 66
Lokalni extrémy funkce 3 proménnych pomoci Sylvestrova pra-
vidla . .o 68
321 Priklad. . . ... o 69
322 Priklad. . . ... 71
323 Priklad. . . . ... 72
324 Priklad. . . ... oo 73
325 Priklad. . . ... oo 76
79

Literatura 80



Uvod

Cilem mé diplomové prace je vytvorit sbirku feSenych piikladi na extrémy
funkci dvou a vice proménnych.

Prace je urcena studentiim matematiky, zejména pedagogickych fakult,

vvvvv

si tyto znalosti o jejich aplikace.

Na zacatku kazdé kapitoly je uvedena pouze nejnutnéjsi teorie, ktera je
potfebna k porozuméni feSeni uvedenych piikladi. Zdrojem pro sestaveni
téchto voditek byla zejména [1]. Jako dalsi zdroj informaci jsem ¢asto pouZzi-
val [6]. Pro dalsi rozsifeni teoretického zdkladu lze ¢erpat z [2].

Yvorw

vvvvvv

nym zadanim, které ale maji rozdilny postup FeSeni, pripadné se radikalné
lisi ve vysledku. U nékterych ptikladu je uvedeno vice zplisobu feSeni, coz
by mélo ptispét k lepSimu pochopeni dané problematiky. Ze stejného divodu
jsou i trividlni matematické postupy detailné rozpracovany a vyteseny. Zde
jsem nejvice ¢erpal z [3] a [7].

Prace je rozdélena do t# velkych kapitol. Prvni kapitola se zabyva fe-
Senim globalnich extrému funkci dvou proménnych a to jak metodou Jako-
bianu, tak metodou dosazovaci. Obsahuje také ptiklady na vypocet lokal-
nich extrému funkci dvou proménnych. Tato kapitola je rozpracovana velmi
podrobné. Druha kapitola je vénovana aplikaci teorie funkci dvou promeén-
nych pii urc¢ovani tec¢ny ke grafu implicitné zadané funkce. Tteti ¢ast popi-
suje urcovani globalnich extrémii funkei tii proménnych metodou Jakobianu
a v zavéru se lehce dotyké urcovani lokdlnich extrému funkei t¥f proménnych.

Pro tvorbu obrézku k piikladim jsem pouzil program Geogebra, odkud
jsem poté obrazky exportoval jako grafické nahledy png a vlozil do textu,
ktery je vysazen systémem KTEXv programu TeXmaker. Informace pro sazeni
textu jsem hledal v [4] a [8].



1 Funkce 2 proménnych

Funkce 2 promeénngch je zobrazeni, které uspoiddané dvojici [x,y] pFifa-
zuje redlné cislo F(x,y). Definicnim oborem funkce F(x,y) je podmnoZina
R? @ oborem hodnot je podmnoZina R. Vice je tato problematika vysvétlena

v [1].

1.1 Vypocet extrémi funkce 2 proménnych na omezené
mnoziné metodou Jakobianu
Pokud chceme hledat extrémy funkce v R%, postupujeme podobné jako v R.

Nejdrive musime najit tzv. body podezrelé z extrému.
To jsou jednak body, které patii do hranice definicniho oboru funkce a jed-

OF
nak vnitini body definicniho oboru, ve kterjch jsou parcidlni derivace e
x
OF . L
nebo 0 rovné nule nebo neexistuyji.
Y
oF OF
Tedy £ a a_y neexistuji,
oF ... OF
nebo — neexistuje a — =0,
Ox Y
oF ., . OF
nebo — neexistuje a — =0 ,
oy ox
oF OF
nebo — = — = 0.
or Oy
Pokud napi. — # 0 na celém definicnim oboru, potom wvniti D(F') neni

Zadngj podezfely’xbod.

Pro hledani extrémi na uzavrené omezené mnozine najdeme nejdrive vSechny
podezielé body a poté zpustime funkéni hodnoty ve vsech podezielych bodech
a v podezrelém bodé s neétsi  funkéni  hodnotou je mazimum
a v podezielém bodé s nejmensi funkcéni hodnotou je minimum.

Metoda Jakobidanu je urcena k vypoctum extrémi takovych funkct, kde je mno-
zZina definicniho oboru kompaktni mnoZina. Tedy casto se jednd o kruznici,
nebo elipsu.

Extrémy funkce F(x,y) na mnoZiné g(x,y) = 0 miZeme urcovat pomoci de-
terminantu, ktery se oznacuje jako Jakobidn. Pokud F,g maji spojité parci-
dIni derivace a mnozina g(x,y) je omezend. Potom funkce nabgvd extrému
v nékterém z bodu splnugicich:



oF OF

dr oy | _
or Oy

Podrobné je tato problematika rozebrana v [1].

1.1.1 Priklad

Metodou Jakobidnu ur¢i extrémy funkce F(x,y) = arctan(z? — y?)
na mnozind M : 2% + y* < 1. (]5])

ResSeni:
Defini¢nim oborem funkce F'(z,y) je cela mnozina R?. Mnozina M € D(F)
a parcialni derivace funkce F'(z,y) jsou definované na celém D(F).
Zatneme se zabyvat nejdiive hranici definiénitho oboru, potom piejdeme
k vnitini ¢asti definiéniho oboru. Mnozina M patii do D(F'). Jde o kruh,
ktery ma polomér r = 1 a stied je v poc¢atku soustavy souiadnic.
1. Hranice D(F):
U tohoto ptikladu se velice hodi vyuZzit na zjisténi podezrelych bodu
Jakobiho determinant, nebot mnoZina 2% + y? < 1 je omezené. Funkci
7?2 4+ y* < 1 oznacime jako g(z,y).
Potom determinant vypada:

or or
Jr Oy
det @ @
Jr Oy

1 1
—— 2 —— 5 - (2
=det | 14 (22 —y?)? v 14 (22 — y2)2 (—2x)
- 1+ (22 —y?)? i 1+ (22 —y2)2 i 1+ (22 —92)2

prox=0Vy=0.

Zjistili jsme, Ze podezielé body na hranici jsou takové, pro které plati:
x = 0Vy =0, to znamen4, jak je patrné i z obrazku, zZe jde o body:
[0, +1]; [£1,0].
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1,0) 0,0) 10

©,-1

Obrazek 1: Mnozinu M tvori kruh s polomérem r = 1 a se stfedem v pocatku
soustavy soutradnic

2. Vnitfek D(F):
Zjistime, kdy se parcidlni derivace zadané funkce rovnaji nule,
nebo kdy neexistuji. V téchto bodech jsou podezielé body. Parcialni
derivace jsou definovany na celém R, proto nés zajimaji pouze body,
kde jsou derivace rovny nule.

OF 1

el S, Vo
or 1+ (22 —y?)? r=0

Pro z = 0, nebot vyraz 1 + (z* — y?)? > 0 pro vSechna ¢isla.

OF 1
—=————(=22)=0

oy 1+ (22 —y?)?

Pro y = 0, nebot vyraz 1 + (2 — y?)? > 0 pro vechna ¢isla.

Ziskali jsme tedy podeziely bod: [0, 0].

Pro urceni extrému funkce vypocteme funkéni hodnoty v podezielych



bodech.

F(0,1) = arctan(—1) = _%
F(0,-1) = arctan(—1) = _%
F(1,0) = arctan(1) = %
F(—1,0) = arctan(1) = %
F(0,0) = arctan(0) = 0
Minima nabyva zadana funkce v bodech: [0,+1], maxima v bodech:

[+£1,0].

1.1.2 Priklad

Metodou Jakobidnu uréi extrémy funkce F(z,y) = 2% + 3y* + 5 na mno-
7iné M : 2 + y? < 2. ([5])

ResSeni:
Defini¢nim oborem funkce F(z,y) je cela mnoZina R?. MnoZina M € D(F)
a parcidlni derivace funkce F'(x,y) jsou definované na celém D(F).
Za¢neme se zabyvat nejdiive hranici defini¢niho oboru, potom piejdeme
k vnitini ¢asti definiéniho oboru. Mnozina M patii do D(F'). Jde o kruh,
ktery ma polomér r = /2 a stied je v potatku soustavy soufadnic.
1. Hranice D(F):
U tohoto ptikladu se velice hodi vyuZzit na zjisténi podezrelych bodu
Jakobiho determinant, nebot mnoZina 2% + y? < 2 je omezena. Funkci
2?2 + y? < 2 oznadime jako g(z,y).
Potom determinant vypada:

OF OF
Jdr 0Oy
det @ %
or Oy

- 2z 6y
= det < 2 2y )
=dxy — 120y = —8xy =0

prox=0Vy=0.
Zjistili jsme, zZe podezielé body na hranici jsou takové, pro které plati:

3



| © 1.41)

(-1.41, 0) 0, 0) (1.41,0)

1, -1.41)

Obrazek 2: Mnozinu M tvofi kruh o poloméru r = v/2 a st¥ed je v pocatku
soustavy soutradnic

x =0V y =0, to znamen4, jak je patrné i z obrazku, zZe jde o body:

[0, £v/2]; [£v/2,0].

2. Vnitiek D(F):
Zjistime, kdy se parcidlni derivace zadané funkce rovnaji nule,
nebo kdy neexistuji. V téchto bodech jsou podezielé body. Parcialni
derivace jsou definovany na celém R, proto nés zajimaji pouze body,
kde jsou derivace rovny nule.

oF

— =22 =0

ox v
Pro x = 0.

oF

— =06y =0

oy y
Pro y = 0.

Ziskali jsme tedy podeziely bod: [0, 0].
Pro urceni extrému funkce vypocteme funkéni hodnoty v podezielych



bodech.
F(v2,0)0=2+5=7

)
F(—V2,0)=245=7
F(0,V2)=6+5=11
F(0,-V2)=6+5=11
F(0,0) =5

Minima nabyva zadana funkce v bodé: [0, 0], maxima v bodech: [0, +1/2].

1.1.3 Priklad

Metodou Jakobidnu uréi extrémy funkce F(z,y) = 2 + 4y* — x + 2y
na mnozind M : 2% + 4y? < 1. (|5])

ReSeni:

Defini¢nim oborem funkce F'(x,y) je cela mnoZina R?. MnoZina M € D(F)
a parcialni derivace funkce F'(z,y) jsou definované na celém D(F).
Za¢neme se zabyvat nejdiive hranici defini¢niho oboru, potom piejdeme
k vnitini ¢asti definiéniho oboru. Mnozina M patii do D(F). Jde o elipsu
se stfedem v pocatku soustavy soutradnic.

1. Hranice D(F):
U tohoto ptikladu se velice hodi vyuZzit na zjisténi podezrelych bodu
Jakobiho determinant, nebotf mnoZina x? + 4y? < 1 je omezena. Tento-
krate jde o elipsu, pro kterou plati:

v+ 4yt =1
2

x2+yT:1
4

Odtud zjistujeme, Zze pro obé poloosy plati: a = 1 a b = 0,5. Stied
elipsy je v bodé [0, 0].

Funkci 22 + 4y* < 1 oznacime jako g(z,y).

Potom determinant vypada:

OF OF
Jor Oy
det @ %
or Oy

7



¥+ 4y = (0,08)

Pro:

/)

(0, -0.5)

Obrazek 3: Mnozinu M tvoii elipsa

B 2 —1 8y+2
—det< 2x 8y )

= 162y — 8y — 16xy — 4z = 4(x + 2y) =0

Az +2y)=0
r+2y=0

r = -2y

x

v="3



Nyni tuto rovnost dosadime do zadani funkce g(x,y).

2
2+t =1
202 =1
1
22 ==
2
1
T =E—

Odtud poté dostavame:

1
:|:_
_ V2
y 2
. 1 1
1

Z/::Fﬁ

. o 1 1 1 1
Nalezli jsme tedy dva podezielé body: {\/5, \/§] a [ ok \/g]
. Vnitiek D(F):
Zjistime, kdy se parciadlni derivace zadané funkce rovnaji nule,
nebo kdy neexistuji. V téchto bodech jsou podezielé body. Parcidlni
derivace jsou definovany na celém R, proto nés zajimaji pouze body,
kde jsou derivace rovny nule.

OF

— =2z —-1=0
ox v
Pro:
2r—1=0
20 =1
1
T = -
2
A
oF
— =38 2=0
oy v+



Pro:

8y+2=0
8y = —2
1
V=
. 1 1
Ziskali jsme tedy podeziely bod: {5, —1l

Pro urceni extrému funkce vypocteme funkéni hodnoty v podezielych

bodech.
1 1 1 1 1 1 1 1
Fl——)=+-—+42([-—)=1-——-—=1-V2
(\/5 ¢§) 2 2 2 ( 8) 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1
Fl-——F%,—=]=z+z+—F%=+2(—=)=14+F=+—==1+V2
( V2 \/3) 2 2 2 (\/§> 2 2
r 1,_1 byttt 1
27 4 4 16 4 2

1 1
Minima nabyva zadana funkce v bodé: (5,—1), maxima v bodé:

5

10



1.2 Vypocet extrémi funkce 2 proménnych na dané mno-
7ziné metodou dosazovaci

Dosazovaci metodu lze vyuZit, jde-li z mnoziny M jednoznacné vyjadrit jednu
PTOMENNOU. Casto je tedy mnozinou M pFimka, kruznice, parabola, apod.

Nasim cilem je z rovnice mnoziny M wvyjddrit jednu promennou a dosadit
Ji do rovnice zadané funkce F(x,y). Takto ziskame funkci jedné promeénné,
kde uz urcit extrémy umime. Podrobné je tato problematika rozebrdna v [1].

1.2.1 Priklad

3
Urcete extrémy funkce F(x,y) = %—f—gf na mnoziné M : z?+y* < 9. ([5])
Reseni:
Definiénim oborem funkce F(z,y) je celd mnozina R%. Mnozina M € D(F)
a parcidlni derivace funkce F'(x,y) jsou definované na celém D(F).
Za¢neme se zabyvat nejdiive hranici defini¢niho oboru, potom piejdeme
k vnitini ¢asti definiéniho oboru. Mnozina M patii do D(F'). Jde o kruh,
ktery ma polomér r = 3 a stied je v poc¢atku soustavy souiadnic.
1. Hranice D(F):
Pro body, jez tvori hranici mnoZiny plati rovnice z? + y?> = 9. Jde
o rovnici kruznice se stfedem v bodé [0,0] a polomérem r = 3. Tuto
rovnici mizeme upravit do tvaru: y? = 9 — 22
Poté takto upravenou rovnici dosadime do zadani funkce:

3 3
F(x,y):%+9—x2:%—x2+9

Ziskali jsme tedy novou funkci:

3

h(x):%—x2+9,

kde z je z intervalu: (-3, 3).
Nyni potifebujeme tuto funkci jedné proménné z zderivovat a zjistit,
pro kterd x je rovna nule:

32
h’(x):%—Qx:xQ—szo
z(r—2)=0
r=0Vr=2

Nyni nase 2 feSeni dosadime do rovnice pro mnozinu M.

11



0.3

(-3,0) (0, 0) (3,0)

©.-3)

Obrazek 4: Mnozinu M tvori kruznice o poloméru r = 3 a se stiedem v
pocatku soustavy soutadnic

(a) z=0
0®+y*=9
' =
y==3
(b) z =2
2+y*=9
y' =5
y=+V5
Ziskali jsme tedy 4 podezielé body: [0, —3], [0, 3], [2, v/5], [2, —V/5].
Jesté musime vzit v potaz 2 krajni body intervalu (—3, 3), to znamené,
coZ je i patrné z obrazku, ze jde o body: [—3,0],[3,0].

2. Vnittek D(F):
Hledame body, kde neexistuji parcialni derivace funkce F'(z,y) podle

12



x a y, nebo kde jsou rovné nule. V téchto bodech jsou podezielé body.
Parcialni derivace jsou definovany na celém R, proto nés zajimaji pouze
body, kde jsou derivace rovny nule.

o (=3 32,
— —_— = —-— :O
ax(?)“/) 3

Pro z = 0.

Proy = 0.

Z vnitini ¢asti mnoziny M jsme tedy ziskali jediny podeziely bod: [0, 0].
Nyni musime zjistit v8echny funkéni hodnoty vSe vSech ziskanych po-
deztelych bodech:

27
F(3,0)= 5 =9
F(0,—-3) =9
F(0,3) =9

8 23
F(2,V5)==+5="
2 Vo)=2+5=1

8 23

F(2,—\/5)=§+5:?

Ze zjisténych funkénich hodnot je patrné, ze zadana funkce ma mini-
mum v bodé [—3,0] a maxima nabyva v bodech [3, 0], [0, 3], [0, —3].

Podezielé body na hranici D(F') mizeme zjistit i pomoci metody Jakobianu.
Tato metoda je popsana v pfedchazejici ¢asti textu. NaSe zadani:

1'3 2
F(fmy):ngy

M:z*+4* <09,
coz upravime do tvaru:

g(z,y) =2 +y* -9

13



Jakobiho determinant ma tvar:

oF OF
or 0O
) oy o
or 0Oy

2 2y
det(Qx Qy)

= 20%y — day = 22y(r — 2) =0

Prox-y=0=2x=0Vy=0aprox—2=0=2=2.
Pro x = 2 plati:

44+9y*=9
y*=5

y==+v5

Ziskavame tedy podezielé body. Jednak priseciky kruznice a souradnicovych
os: [£3,0];]0, 3] a jednak pro = = 2 dostavame: [2, +/5].

Zbytek prikladu uz odpovida predeslému postupu. Uréili bychom podezielé
body uvnitf defini¢éniho oboru a poté u vSech podezielych bodi vypocitali
funkcéni hodnotu a rozhodli o extrémech dané funkce.

1.2.2 Priklad

Urdete extrémy funkce F(z,y) = x?+3y* na mnoziné M : z2+y* = 2. (|5])

ReSeni:
Definiénim oborem funkce F(z,y) je celd mnozina R?. Mnozina M € D(F)
a parcialni derivace funkce F'(x,y) jsou definované na celém D(F).
Za¢neme se zabyvat nejdiive hranici defini¢niho oboru, potom piejdeme
k vnitini ¢asti definiéniho oboru. Mnozina M patii do D(F'). V tomto piipadé
je  definicnim  oborem  zadané  funkce  kruznice se  stfedem
v bodé [0,0] a s polomérem r = /2.

Rovnici kruznice upravime do tvaru: 22 = 2 — 3? a dosadime ji do zadané
funkce F(z,y):

F(z,y) =2-y>+3y° = 24 2y
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| ©,1.41)

(-1.41,0) (0.0 (1.41,0)

1(0,-1.41)

Obrazek 5: Mnozinu M tvoii kruznice o poloméru r = V2 a se stiedem v
pocatku soustavy soutadnic

Ziskali jsme novou funkci jedné proménné:
h(y) =2+ 2y°,

na intervalu y € (—v/2,v/2).
Nyni potfebujeme tuto funkci jedné proménné y zderivovat a zjistit,
pro kterd y je rovna nule:

h(y) =4y =0
Pro y = 0.
Po dosazeni do rovnice kruznice za y = 0 dostavame rovnici:
P =2-0
=2

x:j:\@

Ziskali jsme tedy 2 podezielé body: [v/2,0],[—v/2,0]. Je§té musime vzit
v tavahu krajni body intervalu (—v/2,v/2). Jak je i z obrazku patrné,
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jde o body: [0, —v/2],[0,4/2]. JelikoZ je mnoZina M pouze dana kruznice,
zadné jiné podezielé body uz ziskat nemizeme, proto zjistime funkéni hod-
noty pouze v téchto podezielych bodech.
F(0,£vV2)=0+3-2=6
F(£v?2,0)=2+3-0=2
Ze ziskanych funkénich hodnot je patrné, ze v bodech [:I:\/i, 0] je minimum
funkee a v bodech [0, £4/2] je maximum funkce F(z,v).
Podezielé body na hranici D(F') mizeme zjistit i pomoci metody Jakobianu.
Tato metoda je popsana v predchazejici ¢asti textu.
NaSe zadani:
F(z,y) = * + 3y*
g(z,y) : 2® +y* =2,

coz upravime do tvaru:
g(x,y) = 2> +y* - 2.

Jakobiho determinant ma tvar:

OF OF
or Oy
det @ @
or 0Oy

_ 2x 6y
= det ( 2r 2y )
=dxy — 122y = —8xy =0

Proz - y=0=2=0Vy=0.

Ziskdvame tedy podezielé body jako priseciky kruznice a soutadnicovych os:
[4+1/2,0]; [0, £v/2].

Zbytek prikladu uz odpovida predeslému postupu. U vSech podezielych bodi
bychom vypocitali funkéni hodnotu a rozhodli o extrémech dané funkce.

1.2.3 Priklad

Urcete extrémy funkce F(z,y) = 22° — 4zy + y* na mnoZingé ohrani¢ené
nerovnici M : 0 <y < +/2x; z € (0,2). ([5])
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Regeni:
Z nerovnice 0 < y < /2x, ktera urcuje ¢ast defini¢niho oboru funkce F(z,y),
muzeme ziskat 2 nerovnice:

y=>0

y <V

y? < 2

Pokud do vysledku dosadime za z horni mez intervalu (0, 2, tedy ¢islo 2, tak
ziskame i omezeni pro y.

)
S

[}

=N NN
ACIES

R R <
(VAN VAN VAR VAN

N
AN
H-
(]

Definiénim oborem této funkce tedy je oblast ohranic¢ené kiivkami:
1. aseckou y = 0, pro = € (0,2),

2. tseckou x = 2, ze zadani vime, ze y > 0 a zaroven y < 2,
3. ¢asti paraboly y = 2z, pro z € (0,2).

Defini¢ni obor je vnitini ¢ast obrazku.
1. Hranice D(F):

(a) Prvnf ¢ast def. oboru hranice y = 0;x € (0,2).
Nyni do zadané funkce dosadime za y = 0:

F(x,0) = 22° = h(x)

Dostaneme funkci h(z), coz uz je funkce jedné proménné x. Nyni
tuto funkci zderivujeme a ziskame podezielé body z této prvni
¢asti hranice defini¢niho oboru.

h'(x) =4z =0

Proz =0;y =0.
Ziskavame tedy podeziely bod: [0,0], krajni body této usecky:
[0,0],[2,0].

17



y
+0.2 %

0,0) (2,0)

Obrazek 6: Mnozinu M tvofi Gtvar ohrani¢eny piimkou y = 0 a z = 2 a
parabolou y = v/2x

(b) Druha ¢ast def. oboru hranice x = 2;y € (0, 2).
Nyni do zadané funkce dosadime za x = 2:

F(2,y)=8—8y+y'=i(y)

Dostaneme funkei i(y), coz uz je funkce jedné proménné y. Nyni
tuto funkci zderivujeme a ziskdme podezielé body z této druhé
¢asti hranice defini¢niho oboru.

i(y) = —8+4y* =0
Pro:

4o = 8
Yy’ =2

y = V2.

Ziskavame tedy podeziely bod: [2,v/2], krajni bod této tsecky:
2,2].

18



(c) Tteti ¢ast def. oboru hranice y = v2x;x € (0, 2).
Rovnici y = /22 upravime do tvaru: y? = 2z a vyjadiime x:

2
v=Liye(0.2)

2
Nyni do zadané funkce dosadime za z = %:

F(Ly):F(y;y) :2(%2)2_4(%2) Yyt =

4
y
f -2y’ = k(y)

3
:——23 4:—
9 Yty 2y

Dostaneme funkci k(y), coz uz je funkce jedné proménné y. Nyni
tuto funkci zderivujeme a ziskdme podezielé body z této treti casti
hranice defini¢niho oboru.

3
Fy) =5 -4y’ = 6y° =
6y> — 6y* =0
Gy*(y —1) =0
Prooy=0Vvy=1.
0
Podosazeni:y:0:>x:§:()

1
ay:1:>:vz§

1
ziskavame podeziely bod: {5, 1] . Krajni body této paraboly jsme
uz zahrnuli do pfedchézejicich dvou ¢asti hranice defini¢niho oboru.

2. Vnitfek D(F): Zjistime, kdy se parcialni derivace zadané funkce rovnaji
nule, nebo kdy neexistuji. V téchto bodech jsou podezielé body. Par-
cidlni derivace jsou definovany na celém R, proto nas zajimaji pouze
body, kde jsou derivace rovny nule.

oF

— =4 -4y =0

Ox v
Pro z =y.

oF .

— =dx -4y =0

dy Lo
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.3
Pro z = y°,
= obé rovnice jsou nulové pro: y = v°.

Je rovno nule pro:

y = 0 — nelezi uvnitt defini¢niho oboru,

y = —1 — nelezi v definiénim oboru,

y=1=x=1.

Dostavame jediny podeziely bod uvnit¥ defini¢niho oboru: [1,1].

Nyni uréime funkéni hodnoty vSech podezielych bodi a rozhodneme,
ve kterych bodech ma funkce F(z,y) extrém.

F(1,1)=2—4+1=-1

Funkce F(z,y) = 222 —4xy+y* nabyva na mnozing 0 <y < 2z ; x € (0,2)
maxima v bodech: [2,0] a [2,2] a minima v bodé: [1, 1].

1.2.4 Priklad

Urcete extrémy funkce F(z,y) = /= + /y na mnozné ohrani¢ené
M:0<y<yz;xe€(0,4). ([5])

Reseni:

Z nerovnice 0 < y < /z, ktera urcuje ¢ast defini¢niho oboru funkce F(x,y),
muzeme ziskat 2 nerovnice:

y=>0
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Y
y?

vV

ININA

Pokud do vysledku dosadime za = horni mez intervalu (0,4), tedy ¢islo 4,

tak ziskdme i omezeni pro y.

e 02

{1{:[0;’//

—

yv=10

Obrazek 7: Mnozinu M tvoii dtvar ohraniceny kiivkami y = 0az =4 a

y=+vz

1. useckou y = 0, pro x € (0,4),

2. tseckou x = 4, ze zadani vime, ze y > 0 a zaroven y < 2,

3. &asti paraboly y = \/x, pro x € (0,4).
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Defini¢ni obor je vnitini ¢ast obrazku.

1. Hranice D(F):

(a)

Prvni ¢ast def. oboru hranice y = 0;z € (0,4).
Nyni do zadané funkce dosadime za y = 0:

F(z,0) = vz = h(z)

Dostaneme funkci h(z), coz uz je funkce jedné proménné x. Nyni
tuto funkci zderivujeme a ziskdme podezielé body z této prvni
¢asti hranice defini¢niho oboru.

=2
=
S~—

|

N |
=
S~—

|
1=

I

1
— #0
2\/x 7
Neziskavame tedy zadny podeziely bod, krajni body této tisecky
jsou: [0,0], [4,0].

Druh4 ¢ast def. oboru hranice x = 4;y € (0, 2).
Nyni do zadané funkce dosadime za x = 4:

F(d,y) =2+ y=i(y)

Dostaneme funkci i(y), coZ uz je funkce jedné proménné y. Nyni
tuto funkci zderivujeme a ziskame podezielé body z této druhé
¢asti hranice defini¢niho oboru.

P (y) = —

"2

Neziskavame zadny podeziely bod, krajni bod této usecky je: [4, 2].

Tieti ¢ast def. oboru hranice y = \/z;x € (0,4).
Rovnici y = y/z upravime do tvaru:

y =z
Nyni do zadané funkce dosadime za x = y*:
F(z,y) = F (v*y) = (¢*) + VU =y + vy = k(y)

Dostaneme funkci k(y), coz uz je funkce jedné proménné y. Nyni
tuto funkci zderivujeme a ziskdme podezielé body z této treti ¢asti

22



hranice defini¢niho oboru.

k’(y)=1+%740,

1
nebot vyraz je pro vSechna ¢isla oW > 0.

Neziskavame tedy zadny podeziely bod. Krajni body této para-
boly uz jsme zahrnuli do predchazejicich dvou ¢asti hranice defi-
ni¢niho oboru.

2. Vnit¥ek D(F): Zjistime, kdy se parcialni derivace zadané funkce rovnaji
nule, nebo kdy neexistuji. V téchto bodech jsou podezielé body. Par-
cidlni derivace jsou definovany na celém R, proto nas zajimaji pouze
body, kde jsou derivace rovny nule.

or 1

— = ——+#0

or 2z 7
Pro vsechna ¢isla.

oF 1

=0

dy 2,y

Také pro vSechna ¢isla.
7 vnitini ¢asti definicniho oboru tedy neziskdvame zadny podeziely
bod.

Nyni wuréime funkéni hodnoty vSech krajnich bodi a rozhodneme,
ve kterych bodech nabyva funkce F(z,y) extrémi.

0,0)=0
F(4,0) =2
F(4,2) =2+2

Funkce F(z,y) = v/ + /y nabyva na mnoziné 0 < y < /z ; z € (0,4)
maxima v bodé: [4,2] a minima v bodé: [0, 0].
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1.2.5 Priklad

Urcete extrémy funkce F(z,y) = 5 + 4z — 22° + 3y — y* na mnoziné
M : |z <y <2 ([5])

Regeni:
Nejdiive zjistime, jaké jsou podezielé body na hranici defini¢niho oboru
D(F).

1. Hranice D(F):
Pro body, jez tvofi hranici mnoziny plati nerovnice |z| < y < 2. Tuto
nerovnici miazeme upravit do tvaru: y > |z| a y < 2. Jak je z obrazku
patrné, jde o trojuhelnik s vrcholy v bodech [0, 0], [2, 2], [-2,2].
Proto si hranici rozdélime na tii tsecky:

(2,2) @2
Obrazek 8: Mnozinu M tvori trojuhelnik ohrani¢eny piimkami y = —z a
y=xay=2

(a) y=-—Irc <_270>7y S <072>
Rovnici y = —x dosadime do zadani funkce F(x,y):

F(:E,y):5+4x—2x2—3x—x2:—3x2+x+5:h(a;)
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Ziskali jsme tedy novou funkci: h(x), coz je funkce jedné
proménné .

Nyni potfebujeme tuto funkci jedné proménné = zderivovat a zjis-
tit, pro kterd x je rovna nule:

h(z)=—-6x+1=0
=g (-2,0)

Nedostavame tedy zadny podeziely bod, pouze musime vzit v
tvahu krajni body tsecky, coz jsou body [—2,2] a [0, 0].

y=umx;x € (0,2),y € (0,2)

Rovnici y = = dosadime do zadani funkce F'(x,y):

F(z,y) =5+4x —22° + 32 —2® = —32> + 7o + 5 = i(x)

Ziskali jsme tedy mnovou funkei: i(x), coz je funkce jedné
proménné .

Nyni potfebujeme tuto funkci jedné proménné = zderivovat a zjis-
tit, pro ktera x je rovna nule:

i'(r)=—6x+7=0
7:> 7

xr = — = —

6 Y76

[N

7
Dostavame tedy podezrely bod [ , 6} a krajni bod usecky [2,2].

y=2x€(-22)
Dosadime do zadéani funkce F'(z,y) za y = 2:

F(z,y) =5+4r — 20" + 6 —4 = —22" + 4z — 7 = j()

Ziskali jsme tedy mnovou funkci: j(z), coz je funkce jedné
proménné .

Nyni potfebujeme tuto funkci jedné proménné x zderivovat a zjis-
tit, pro ktera x je rovna nule:

J(x)=—4x+4=0
r=1=y=2

Dostavame tedy podeziely bod [1, 2] a krajni body tsecky uz jsme
zahrnuli do pfedchozich ¢asti.
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2. Vnitiek D(F):
Hledame body, kde neexistuji parcialni derivace funkce F(z,y) podle
x a y, nebo kde jsou rovné nule. V téchto bodech jsou podezielé body.
Parcialni derivace jsou definovany na celém R, proto nas zajimaji pouze
body, kde jsou derivace rovny nule.

oF
— =4—4x =0
ox v

Pro z = 1.
or
— =3-2y=0
dy Y

3
P = —.
ro Y 5

7 vnitini ¢asti mnoziny M jsme tedy ziskali jediny podeziely bod:

i

Nyni musime zjistit vSechny funkéni hodnoty vSe vSech ziskanych podezielych
bodech:

F(0,0)
F(=2,2)
2@

5
5—8-8+6—4=—9
B+8—8+6—4="T7
49 21 4 49 49 1
( ___2 9 9 _ ., 49 49 _ 109

Y

366 36 6 12 12

9 37
F(1,2 ol
( 2 7+2 14

F(1,2) =5+4—2+6—-4=9

Ze zjisténych funkénich hodnot je patrné, Ze zadana funkce mé& minimum

v bodé [—2,2] a maxima nabyva v bodé |1, 5} :

1.2.6 Priklad
% — xy + 6y — 13
9

Urcete extrémy funkce F(z,y) = arctan

7ine M :x+y=2;z € (—1,5). ([5])

) Ila Mno-
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Regeni:
Nejdiive zjistime, jaké jsou podezielé body na hranici defini¢niho oboru
D(F). Rovnici x + y = 2 upravime do tvaru y = 2 — x.
1. Hranice D(F):
Pokud dosadime do rovnice y = 2 —x za * = —1 a x = 5, ziskdme
i krajni hodnoty pro y po radé jdouci: y = 3 a y = —3. Jak je patrné
i z obrazku, jedna se o tsecku spojujici body [—1,3] a [5, —3]. To zna-
mend, 7e jsme ziskali interval i pro y: y € (-3, 3).
Nyni dosadime do zadané funkce F'(z,y) za y = 2 — = a dostavame:

N

N y
AN
YEXF2 N (1,3)
N

\ N

(2,0)

Obrazek 9: Mnozina M

2 (9 _ o)1
F(x,y) = arctan (x 2( x)g6( ) 3)
22 2412 — -1
F(x,y) = arctan (x Ttz g 6x 3)
212 — -1
F(z,y) = arctan (%) — h(z)

Ziskali jsme tedy novou funkci: h(x), coz je funkce jedné proménné x.
Nyni potiebujeme tuto funkci jedné proménné z zderivovat a zjistit,

27



pro kterd x je rovna nule:

h'(z) =

(2:528:[;1)2'(9 9
Y

9

Prvni zlomek:

1

- 222 — 8z — 1\ 2
9

Pro v8echna ¢isla. Druhy zlomek:

£0

4x 8_

9 9

dor — 8 =
r=2=y=

Ziskavame tedy podeziely bod [2,0] a jesté musime vzit v tvahu krajni
body tsecky, coz jsou body [5, —3] a [—1, 3].

2. Vnitfek D(F):
Jak je i z obrazku patrné, tak v tomto piikladu neni zadna vnitini
¢ast zadané mnoziny - jedna se o tsecku, kterou jsme uz celou vysetiili
v odstavci zabyvajicim se hranici.
7 vnitini ¢asti mnoziny M jsme tedy neziskali Zzadny podeziely bod.

Nyni musime zjistit vSechny funkéni hodnoty vse vSech ziskanych podezielych
bodech:

4—13
F(Q,O) = arctan (T) = arctg(—l) = _%

1+3+18—-13

F(—1,3) = arctan ( i +9 ) = arctg(1l) = %
254+15—-18—-13

F(5,—3) = arctan ( + 5 ) = arctg(l) = %

Ze zjisténych funkénich hodnot je patrné, Ze zadana funkce mé& minimum
v bodé [2,0] a maxima nabyva v bodech [—1,3] a [5, —3].
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1.2.7 Priklad

Urcete extrémy funkce F(z,y) = (22 — 4y) - €~ na mnoziné urcené ne-
rovnici M : —4 <y < —22. ([5])

Regeni:
Nejdiive zjistime, jaké jsou podezielé body na hranici defini¢niho oboru
D(F), kterou tvoii usetka y = —4;2 € (—2,2) a ¢Cast paraboly

y=—a*z € (—2,2). Nerovnici —4 <y < —2? upravime do tvaru y > —4 a
y < —z2

/ | \

If \ L]

- 524-) /r y=-4 ‘\(2- -4)
/ , \
! \

Obréazek 10: Mnozinu M tvoii ¢ast paraboly

1. Hranice D(F):

(a) Y= —4;.’L’ € <_272>
Pokud dosadime do F(z,y) za y = —4, ziskdme funkci jedné pro-
ménné.

F(x,—4) = (2* + 16) - &*™® = h(x)
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Ziskali jsme tedy novou funkci: h(x), coz je funkce jedné
proménné .

Nyni potfebujeme tuto funkci jedné proménné = zderivovat a zjis-
tit, pro kterd x je rovna nule:

R (z) =22 - e + (2 + 16) - e*®
B (z) = e"t® . (2% 4+ 22 +16) =0

Vyraz €8 > 0 pro vSechna ¢isla, druhy vyraz o2 + 2z + 16 > 0
pro vSechna c¢isla. Neziskali jsme tedy zZadny podeziely bod. Jesté
musime vzit v tvahu krajni body dané tusecky, pro které plati,
7ey=—4ax € (—2,2),z tehoz dostavame: [—2, —4], [2, —4].

(b) Yy = _372;9 € <_47 0>,£L’ € <_27 2>
Pokud dosadime do F(z,y) za y = —z?, ziskame funkci jedné
promeénné.

Flz,y) = [ —4(=2%)] - ")

F(z,y) = 2% + 422 - 47

F(z,y) = bz? - 2% = ()
Ziskali jsme tedy mnovou funkei: i(x), coz je funkce jedné
proménné .

Nyni potfebujeme tuto funkci jedné proménné x zderivovat a zjis-
tit, pro ktera x je rovna nule:

= 2 [10x 4 522 - (42 + 1)]
= 2+ (2027 + 5a? + 10x)
= 2 5p(4a? + x4+ 2) =0

Vyraz e*® > 0 pro vSechna ¢isla, druhy vyraz 522 = 0 pro
r =0 =y = 0 a tfet{ vyraz 42> + x + 2 > 0 pro vsechna
Cisla. Ziskali jsme tedy podeziely bod [0, 0]. Krajni body uz jsme
zahrnuli do predchoziho bodu hranice.

2. Vnitiek D(F):
Zjistime, kdy se parcidlni derivace zadané funkce rovnaji nule,
nebo kdy neexistuji. V téchto bodech jsou podezielé body. Parcialni
derivace jsou definovany na celém R, proto nés zajimaji pouze body,
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kde jsou derivace rovny nule.

OF
= 27 - " 4 (22 —4y) - "W =0

OF
e " (z® — 4y + 21) =0

Vyraz e*~2 > 0 pro viechna ¢isla a vyraz

2+ 22 —4y =0

2 422 = 4y
z? + 2z B
e
A
oF
oy —4 "W (22 —4y) e (=2)=0
oF

— =" (4 -2+ 8y) =0
o e ( x* + 8y)
Vyraz e*~2 > 0 pro vsechna ¢isla a vyraz
—4 — 22 4+ 8y =0

2
x° + 2z
Do tohoto vyrazu dosadime za y =

a ziskame

—4 —22% +2(z* +22) =0
—4+4x =0

r=1

Z ¢ehoz pod dosazeni za x = 1 dostavame pro x

_:L’2+2:I:
4
142
y=7
_3
Yy=1

3
Ziskdvame tedy podeztely bod |1, 4_11 Tento bod ale nelezi uvniti de-

fini¢niho oboru dané funkce.
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Nyni musime zjistit vSechny funkéni hodnoty vse vSech ziskanych podezielych
bodech:

F(—2,—4) = (4 +16) - € = 20¢°
F(2,—4) = (4 +16) - ' = 20e"?
F(0,0)=0-¢"=0

Ze zjisténych funkcénich hodnot je patrné, Ze zadana funkce méa minimum
v bodé [0, 0] a maxima nabyva v bodé [2, —4].
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1.3 Vypocet extrémi funkce 2 proménnych metodou
Jakobidnu na mnoZiné, kterd neni omezena

U funkct, které jsou zaddny na mnoziné, kterd neni omezend, je nutné krome
zjistent podezrelyjch bodi uvnitt mnoZiny zjistit, jak se chovd funkce na hranici
mnoziny M. Casto tak dostaneme infimum ¢i supremum dané funkce.

1.3.1 Priklad
Metodou Jakobidnu uréi extrémy funkce F(z,y) = 1—2? —y? na mnoZiné

M:z—y+2=0.(5)

Regeni:
Mnozina, ktera tvoii D(F') lze upravit do tvaru: y = = + 2.
Je tedy zfejmé, Ze jde o rovnici piimky, to znamen, Ze defini¢nim oborem je

(0,2)

Obréazek 11: Mnozinu M tvoii piimka y = = + 2

primka. Nejedna se tedy o mnozinu omezenou, proto musime nejdiive zjistit,
jak vypadaji limity v krajnich bodech mnoziny, tedy v +00 a v —o0.
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Krajni body:

lim F(z,y)=1—00—00=—00
[,y]—[o0,00]

lim F(z,y)=1—00—00=—00
[xvy}*)[foovfoo}
Na vnitini body pfimky y = x + 2 vyuzijeme opét Jakobiho determinant.
Mnozinu x — y 4+ 2 = 0 oznac¢ime jako g(z,y).
Potom determinant vypada:

OF OF
Jor Oy
det @ @
or Oy
B —2r -2y
= det ( 1 1 )
=2r+2y=0

Pro y = —ux.
Nyni vezmeme tuto rovnost a dosadime ji zpét do funkce g(z,y):

r—(—2)+2=0
20 = —2

r=—1

Odtud a z y = —x vyplyva, Ze jediny podeziely bod je [—1, 1]. Pozor, pokud
nam vyjde u metody Jakobianu pouze jeden podeziely bod, pak funkce g(x,y)
neni funkce omezend, proto se jeSté museji délat limity.

Pro urceni extrémi funkce vypocteme funkcéni hodnotu v podezielém bodé
a jeSté musime vzit v potaz limity v krajnich bodech.

T — 00,y = 00 = F(z,y) = —o0
T — —00,y = —00 = F(x,y) » —o0
F(-1,1) = —1

Infima nabyvéa zadana funkce pro x — oo,y — 00 a pro r — —o00,y — —00
a maxima nabyva v bodé: [—1,1].
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1.3.2 Priklad

Metodou Jakobianu uréi extrémy funkce F/(z,y) = 1 —2? —y* na mnoziné
M:z+y+2=0.([5)

Regeni:
Mnozina, ktera tvoii D(F') lze upravit do tvaru: y = —z — 2.
Je tedy zfejmé, Ze jde o rovnici pfimky, to znamen4, Ze defini¢nim oborem je

(-2.0)

(0.-2)

y=-x-2

Obrazek 12: Mnozinu M tvoii pfimka y = —x — 2

pfimka. Nejedna se tedy o mnozinu omezenou, proto musime nejdiive zjistit,
jak vypadaji limity v krajnich bodech mnoziny, tedy v +00 a v —o0.
Krajni body:

lim F(z,y)=1—0c0—00=—00
[,y]—=[—00,00]

lim F(r,y)=1—00—00=—00
[mvy]_)[oo’_oo]

Na vnitini body pfimky y = —x — 2 vyuzijeme opét Jakobiho determinant.
Mnozinu x — y + 2 = 0 oznac¢ime jako g(z,y).
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Potom determinant vypada:

oF OF
Jdr 0Oy
or 0Oy
_ —2x -2y
= det ( 1 1 )
=—2x+2y=20
Pro y = .
Nyni vezmeme tuto rovnost a dosadime ji zpét do funkce g(z,y):
r+(x)+2=0
20 = —2
r=-—1

Odtud a z y = x vyplyva, Ze jediny podeziely bod je [—1, —1]. Pozor, pokud
nam vyjde u metody Jakobidnu pouze jeden podeziely bod, pak funkce g(x,y)
neni funkce omezené, proto se jesté museji délat limity.

Pro urceni extrémi funkce vypocteme funkéni hodnotu v podezielém bodé
a jeSté musime vzit v potaz limity v krajnich bodech.

T — 00,y =& —00 = F(x,y) - —o0
T — —00,y = 00 = F(z,y) - —o0
F(-1,-1) = -1

Infima nabyva zadana funkce pro x — oo,y — —o0 a pro xr — —o00,y — 00
a maxima nabyva v bodé: [—1, —1].

1.3.3 Priklad

Metodou Jakobidnu uréi extrémy funkce F(z,y) = 2? + 2y na mnoZiné
x® —y? = 9. ([5])

Regeni:
Mnozina, ktera tvori D(F') lze upravit do tvaru: 23 —y> — 9 = 0.
I v tomto pfipadé se jedna o mnozinu, kterd neni omezena, proto musime
nejdiive zjistit, jak vypadaji limity v krajnich bodech mnoziny,
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(2.08, 0)

(0, -2.08) J

Obrazek 13: Mnozinu M tvoif k¥ivka 23 —y3 =9

tedy v +00 a v —o0.
Krajni body:

lim F(z,y) =00+ 00 =00
[2,y]—[00,00]

F(z,y) =004 00 =00

[z,y]—[—00,—o0]

Na vnitini body mnoziny 23 — y®> — 9 = 0 vyuZijeme opét Jakobiho determi-
nant. MnoZinu x® — y*> — 9 = 0 oznac¢ime jako g(z,y).
Potom determinant vypada:

oF or

or 0O
det @ 8_Z

or 0Oy

_ 2 4y
N det( 32?2 —3y? )

= —62y® — 122%y = —6zy(y +22) =0
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Proz=0Vy=0VvVy+2y=0.
Nyni tyto tii rovnosti dosadime do funkce g(z,y):
1. pro z = 0 dostavame:

0°—y*=9
y'=-9
y=v-9
2. pro y = 0 dostavame:
3 —0°=9
3 =9

3. y+ 2x = 0 nejdiive upravime do tvaru:
y+2x=0
20 = —y
y=—2z
y3 — —8.ZU3

Odkud potom dostéavame:
z® + 8% =9
=1
r=1
Odtud a z y = —2x plyne, 7Ze x = —2.
Ziskavame tedy trojici podezielych bodi [0, ¥/—9], [v/9,0] a [1, —2].
Pro urceni extrémi funkce vypoc¢teme funkéni hodnoty v podezielych bodech
a jeSté musime vzit v potaz limity v krajnich bodech.
T — 00,y = 00 = F(z,y) = 00
r — —00,y = —00 = F(x,y) = 00
F(0,v/=9)=2-/(-9)2=2-V81=2-V27-3=6V3
F(V9,0) = V92 = /81 = v/27-3 = 3V/3
F(1,-2)=1+2-4=9
Z funkénich hodnot v podezielych bodech plyne, Ze funkce F(z,y) = 22+ 2y

nabyva supréma pro xr — 0o,y — 00 a pro r — —oo,y — —0o0 a minima

nabyva v bodé: [v/9,0].
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1.3.4 Priklad

Metodou Jakobianu ur¢i extrémy funkce F(z,y) = e" na mnoziné
M:a®—y* =2 ([5])

Regeni:
Mnozina, ktera tvoii D(F') lze upravit do tvaru:

22—y’ —2=0.
Tato mnozina neni omezend, bude tedy nutné zjistit limity v krajnich bodech

y

(1.26, 0)

(0, -1.26) 1

Obrazek 14: Mnozinu M tvoii kiivka z3 — 3% = 2

mnoziny, tedy v +00 a v —o0.
Krajni body:

lim F(z,y) =e> =00
[2,y]—[00,00]
lim F(z,y) =e* =00
[z,y]—[—00,—o0]
Na vnitini body mnoZiny x® — 3 = 2 vyuZijeme op&t Jakobiho determinant.
Mnozinu 23 — y* — 2 = 0 oznacime jako g(z,y).
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Potom determinant vypada:

or or
oxr O
| oy oy
or 0Oy

= 3y*- e — 327 ™ = -3 . (P +2°) =0

Vyraz —3e* # ( pro viechna ¢isla a vyraz y® + 2® = 0 upravime do tvaru:

Yy +a® =0
2= g
r=—y

Nyni vezmeme tuto rovnost a dosadime ji zpét do funkce g(z,y):

—y3—y3:2
—2y® =2
y' = -1
y=—1

Odtud a z x = —y vyplyva, ze jediny podeziely bod je [1,—1]. Opét nam
z Jakobidnu vySel pouze jediny podeziely bod, coz znamend, 7Ze mnozina
g(x,y) neni omezena.
Pro urceni extrémi funkce vypocteme funkéni hodnotu v podezielém bodé
a jeSté musime vzit v potaz limity v krajnich bodech.

T — 00,y — 00 = F(x,y) — o0
r — —00,y = —00 = F(x,y) = 00

1
F(l,-1) ="V =¢t =
e

Supréma nabyvé zadana funkce pro x — oo,y — coapror — —o0,y — —00
a minima nabyva v bodé: [1, —1].
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1.3.5 Priklad

Metodou Jakobidnu uré¢i extrémy funkce F'(z,y) = In(1 + z?y*) na mno-
zing M : x2? —y? = 1. ([5])

Regeni:
Mnozina, ktera tvofi D(F') neni omezenda. Nez ale pfikro¢ime k vypoctu limit
v krajnich bodech, musime nejdiiv ovérit, zda je argument logaritmu veétsi
nez nula.
Podminky:

1+2%%>0
o2yt > —1
Tato nerovnost plati vzdy, protoze 22 > 0 a y*> > 0, z ¢ehoz plyne 2% -y* > 0.

Je tedy ziejmé, Ze 22 - y?> > —1. Nyni miiZeme p¥istoupit k vypoctu limit.
Krajni body:

(-1.41,0)

Obrazek 15: Mnozinu M tvoii hyperbola s rovnici 22 — 3% = 1
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lim F(z,y) =In(co) = o0
[,y]—[00,00]
lim  F(z,y) =In(c0) = 00
[xfy]*)[oo’foo]
lim  F(z,y) =1In(c0) = o0
[z,y]—>[—oo,oo]
lim F(z,y) = In(c0) = 00

[x,y]—[—00,— 0]

Na vnitini body mnoZiny 22 — y? = 1 vyuZijeme op&t Jakobiho determinant:

oF OF
dr  dy
det 89 ag
or 0Oy
1 1
Qwy? ————— 20—
= det 4 1+ z2y? vy 1+ z2y?
2z —2y
‘ 1 1 1
= Ay —— Ay —— = Ay ———— (2 + 2D =0
Y 1+ 22y? Y 1+ 22y? Y 1+ 22y? (" +27)

1
Vyraz ——— # 0 pro v8echna ¢isla, vyraz —4dzy = O prox =0Vy =0
Y

1+z
a jesté musime posoudit, kdy je vyraz y? + 22 = 0?

1. 2=0
Nyni tuto rovnost dosadime do rovnice mnoziny g(z,y):
-yt =1
—y2 -1
y' = -1

Odtud jsme neziskali zadny podeziely bod, protoze rovnost y?> = —1
nemize nastat nikdy.

2.y=0
Opét rovnost dosadime do rovnice mnoziny g(z,y):
2=
z? =1
r==+1

Ziskavame tedy podezielé body [1,0], [—1,0].
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3.2+ 22 =0
Nejdfive rovnost upravime do tvaru:

Y+ =0

Yy =—x

Nyni tento upraveny tvar dosadime do rovnice mnoziny g(z,y):

v — (=) =1
272 =1
1
2
-
2
1
Odtud a z y?> = —2? vyplyva, ze y> = —= coZ nelze, protoze druh4

mocnina jakéhokoliv ¢isla je vétsi nebo rovna nule. Neziskali jsme zadny

podeziely bod.

Pro urceni extrémi funkce vypocteme funkéni hodnotu v podezielych bodech

a jeSté musime vzit v potaz limity v krajnich bodech.

r — 00,y — 00 = F(x,y) — o0

T — 00,y = —00 = F(x,y) = 00
r — —00,y — 00 = F(x,y) — 00
r— —00,y = —o0 = F(x,y) — o0

F(1,0) =In(140) =inl =
F(-1,0) =In(1+0) =Iinl =

Supréma nabyva zadana funkce pro xr — oo,y — 00, pro r — 00,y — —00,
pro x — —oo0,y — 00 a pro xr — —oo,y — —oo. Minima nabyva v bodech:

[+1,0].
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1.4 Lokalni extrémy funkci 2 proménnych

Jde o zjistovdni tvaru funkce. Nezajimd nds nejvétsi, nebo nejmensi hod-
nota funkce, ale zajimd nds, kde funkce tvori tzv. ,kopecky“, nebo , dolicky*“.
Funkce F' md v bodé lokdlni mazimum, pripadné lokdlni minimum, pokud tam
md maximum, pripadné minimum, vzhledem k néjakému okoli tohoto bodu.
Funkce F' musi byt definovand na okoli daného bodu, proto je tedy tento bod
vnitinim bodem D(F).

Pokud chceme zjistovat lokdlni extrémy funkce f v R, pak pracujeme s dru-
hymi derivacemi funkce f.

Podobné, budeme-li chtil zjislovat lokdlni extrémy funkce F(z,y) v R?, pak
budeme pracovat s parcidlnimi derivacem: druhého Fddu.

V prostoru R? se ale méni terminologie. Lokdlni mazimum a lokdlni mini-
mum zustdvd, ale inflexni bod se zde nazjvd sedlo.

K urceni lokdlnich extrémi se vyuzZivd determinant, pro ktery plati:

O*’F  0*F

_ o2 0zxdy
D = det aQF 82_F
dyox Oy

Na zdkladé znaménka determinantu D miuzZeme rozhodnou o lokdlnich extré-
mech. Plati ndsledugjici:

1. D> 0= v bodé je lokdlni

2
(a) mazimum < — <0

0x?
2
(b) minimum < — >0

Ox?
2. D < 0= jew bodé sedlo

3. D =0 = nelze urcdit (nutné pouZit jinou metodu)

Celd problematika lokdlnich extrémii funkei 2 proménngch je vysvétlena v [1].

1.4.1 Priklad
Urcete lokalni extrémy funkce F(z,y) = 10 — 2% — 3. (|5])

ResSeni:
Nejdrive musime zjistit, které body jsou podezielé z extrému. Nemusime se
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zabyvat hranici D(F), protoze lokalni extrémy jsou vzdy uvnit¥ D(F'). Pro
urceni podezielych bodu potfebujeme zjistit, kde se parcialni derivace funkce
rovnaji nule.

oOF

—:—2 =

o =0
Proz=0. A

OF

—=-2y=0

Jy Y
Pro y = 0.

Odtud dostavame podeziely bod [0,0]. Muzeme tedy pokro¢it k vypoctu
determinantu D:

O*F  0*F

_ o2 0xdy
D = det aQF 82_F
oyox Oy

Nyni si vypocitame parcialni derivace druhého radu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

OPF  0(—2x) 5
ox? ox
OPF  0(—2y) 5
oy? dy

Protoze hodnota smiSené parcialni derivace nezavisi na tom, podle které pro-
ménné derivujeme jako prvni, dostavame:

O’F  0*°F  0(—2x)

0xdy  Oydx B Jy =0

Nyni tyto hodnoty dosadime do determinantu D:

-2 0
D—det( 0 2)—4>O

Determinant vySel roven 4, coz je ¢islo kladné, v bodé [0, 0] je lokalni extrém.
Jelikoz zaroven plati, ze:

o
ox?

Tak je v bodé [0, 0] lokdlni maximum.

=-2<0
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Dalsi priklad je velice podobny piedchézejicimu ptikladu.

1.4.2 Priiklad
Urcete lokalni extrémy funkce F(z,y) = 10 — 2% — 33. (|5])

Reseni:
Nejdiive musime zjistit, které body jsou podezielé¢ z extrému. Nemusime
se zabyvat hranici D(F'), protoze lokalni extrémy jsou vzdy uvnitt D(F).
Pro urceni podezielych bodu potiebujeme zjistit, kde se parcialni derivace
funkce rovnaji nule.

9y =

ox v
Pro:xz=0. A

oF

— =-3=0

oy J
Pro: y = 0.

Odtud dostavame podeziely bod [0,0]. Mizeme tedy pokro¢it k vypoctu
determinantu D:

0*F  0*F

_ 02 Oxdy
D= d@t aQF 82_F
dydx Oy

Nyni si vypocitame parcialni derivace druhého radu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

PE  0(—2x) 9
or2  Or
2 a2
0°F _ d(—3y?) .
0y? dy

Protoze hodnota smisené parcialni derivace nezavisi na tom, podle které pro-
ménné derivujeme jako prvni, dostavame:

PF  9PF  0(—2ux)
oxdy  Oydxr Oy
Nyni tyto hodnoty dosadime do determinantu D:

-2 0
D—det( 0 —6y>_12y
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Nyni do vysledku z determinantu dosadime bod [0, 0]:
D=12y=12-0=0

Determinant vysel roven 0, coz znamena, 7Ze touto metodou nelze rozhodnout
o lokalnich extrémech.

1.4.3 Priiklad
Urcete lokélni extrémy funkce F(x,y) = (z +2)* — (y + 1) ([5])

Reseni:
Nejdiive musime zjistit, které body jsou podezielé¢ z extrému. Nemusime
se zabyvat hranici D(F'), protoze lokalni extrémy jsou vzdy uvnitt D(F).
Pro urceni podezielych bodu potiebujeme zjistit, kde se parcialni derivace
funkce rovnaji nule.

oF
Pro:
20 +4=0
20 = —4
r=-2
A
oF
— =2 1)=—-2y—2=0
3y (y+1) y
Pro:
—2y—2=0
2y = =2
y=-1

Odtud dostavame podeziely bod [—2, —1]. MuZzeme tedy pokrocit k vypoctu
determinantu D:

O*’F  0*F

_ o2 0zxdy
D = det aQF 82_F
oydx Oy
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Nyni si vypocitame parcialni derivace druhého radu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

O*F _0Q2r+4) 5
0x? ox
PPF 0(—2y—2)
Oy
Protoze hodnota smiSené parcialni derivace nezavisi na tom, podle které pro-
ménné derivujeme jako prvni, dostavame:
OPF  OPF 02z +4)
oxdy  Oydr dy
Nyni tyto hodnoty dosadime do determinantu D:

2 0
D-det(o _2>_—4<0

= 2

=0

Determinant vysel roven —4, coz je ¢islo zaporné, v bodé [—2, —1] je sedlo.

1.4.4 Priklad
Urcete lokalni extrémy funkce F(x,y) = 2z + 3y — In(xy). ([5])

ReSeni:
Jesté nez zacneme zjistovat podezielé body, je vhodné u tohoto piikladu
stanovit podminky pro x a y, aby mél logaritmus smysl.

z-y>0=2>0ANy>0
=r<0Ay<0

Nyni miizeme pokracovat hledanim podezielych bodi. Pro urceni podezie-
lIych bodu potiebujeme zjistit, kde se parcialni derivace funkce rovnaji nule.

oF 1 1

O xy xy T
Pro:

1

2——=0
T

1

2=—

T

20 =1

1

T = -

2

W
oo



OF 1 T
dy Ty Ty Yy
Pro:

1

3—-=0
Yy

1

3==

Y

3y =1

1

¥y=3

11
Odtud dostavame podeziely bod {5, 51 Mizeme tedy pokrocit k vypoctu

determinantu D:

0*F  0*F

_ or?  0zdy
D=det| Hp gp
Ooyoxr  Oy?

Nyni si vypocitame parcidlni derivace druhého radu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

R2F 9 1 L, 1
W‘%(Q—;)——H)x e

2F 9 1 L, 1
e (2my) =0 =

Protoze hodnota smiSené parcialni derivace nezavisi na tom, podle které pro-
ménné derivujeme jako prvni, dostavame:

82F_82F_2 2_1 _0
oxdy  Oydr Oy N

Nyni tyto hodnoty dosadime do determinantu D:

1
— 0
2 1 1
0o = | v
Y
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11
Nyni do vysledku determinantu dosadime ziskany podeziely bod {§,§}
a dostavame:

1 1
4 9

Odtud vyplyva, ze je v bodé lokdlni extrém. Abychom mohli rozhodnout,
zda se jedna o lokdlni minimum, nebo lokalni maximum, musime se zameéiit
na znameénko parcidlni derivace druhého fadu podle z:

0*F 1 1
4
L. RV
V bodé [5, g} je lokalni minimum.
Nasledujici ptiklad je velice podobny piedeslému piikladu.

1.4.5 Priklad
Urcete lokalni extrémy funkce F(z,y) = In(zy) + = — y. ([5])
Reseni:

Jesté nez za¢neme zjistovat podezielé body, je vhodné u tohoto piikladu
stanovit podminky pro = a y, aby mél logaritmus smysl.

z-y>0=2>0Ay>0
=rx<0Ay <0

Nyni miizeme pokracovat hledanim podezielych bodi. Pro urceni podezie-
Iych bodu potiebujeme zjistit, kde se parcialni derivace funkce rovnaji nule.

oF 1 Y 1
O yri=2L 1 ="41=0
or xy xy x
Pro:
—4+1=0
x
1
Z =1
x
—r=1
=1



I3 1 1
a_:_.x_lzﬁ_ N R
oy xy xy Y
Pro:
-—1=0
Y
1
g
Yy
y=1

Odtud dostavame podeziely bod [—1, 1]. Tento bod ale nespliiuje podminky
vzeslé z logaritmu, ze > 0 Ay >0V ax < 0Ay < 0. Tento bod tedy neni
¢asti defini¢niho oboru funkce F(z,y), protoze:

In(zy) = In(—1)

a logaritmus In(—1) neni definovan.

1.4.6 Priklad

3
Urcete lokalni extrémy funkce F(z,y) = 22 + y* — 22y + % —y. ([5])

Reseni:
Nejdiive musime zjistit, které body jsou podezielé z extrému. Nemusime
se zabyvat hranici D(F'), protoze lokalni extrémy jsou vzdy uvnitt D(F).
Pro urceni podezielych bodu potiebujeme zjistit, kde se parcialni derivace
funkce rovnaji nule.

oF
%:2x—2y:2(m—y)20
Pro:
200 —y) =
r—y=0
xT=y
A
OF
— =2 —2c+y’—1=0
Ay
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Po dosazeni za © = y dostavame pro:

2y —22+1y* —1=0
2y —2y+1y*—1=0
¥ —1=0

y==+1

Odtud a z x = y dostavame 2 podezielé body [1,1] a [—1, —1]. MuZeme tedy
pokrocit k vypoc¢tu determinantu D:

O*F  0*F

_ o2 0xdy
D = det azF 82_F
dyox  Oy?

Nyni si vypocitame parcialni derivace druhého radu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

O*F  0(2x — 2y)

o2 ox =2
PF  02y—2z+y*—1)
B = Iy =242y

Protoze hodnota smiSené parcialni derivace nezavisi na tom, podle které pro-
ménné derivujeme jako prvni, dostavame:
O’F  PF 02z —2)
oxdy  Oydr oy

= -2

Nyni tyto hodnoty dosadime do determinantu D:

2 —2

DZCM( —2 2492y

):2(2+2y)—4:4+4y—4:4y

Nyni do vysledku dosadime postupné oba podezielé body:
1. bod [1,1]
D=4y =4>0.
V bodé [1,1] je lokalni extrém:

O’F
— =2>0.
ox?

V bodé [1,1] je tedy lokalni minimum.
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2. bod [-1,—1]
D=4y=-4<0.

V bodé [—1, —1] je sedlo.

1.4.7 Priklad
1

2
Urcete lokalni extrémy funkce F(z,y) = — + 2%y +
T Yy

(I51)

Reseni:
Nejdiive musime zjistit, které body jsou podeztelé z extrému. Pro urc¢eni po-
dezielych bodi potfebujeme zjistit, kde se parcidlni derivace funkce rovnaji
nule.

oF -2

I Py
ox x2—i—xy
Pro:
-2
— +t22y =0
T
—2+ 21y =0
sy=1
1
==
Yy
A
or 1
— =2 —=0
dy y?
Pro:
1
.TZ—?:O
1
.732:?
1
e
Yy

Nyni se postupné zaméifime na oba piipady:
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y==1
1
2. x = ——
Yy
Dosadime tuto rovnost do 22 = = a dostavame:
Yy
()=
Yy Yy
-y’ =y
y' = -1

Tato rovnost nemé smysl, protoze druha mocnina ¢isla je vzdy vétsi,
nebo rovné nule.
Dostavame 2 podezielé body [1,1] a [—1, —1]. MaZeme tedy pokrocit k vy-
poc¢tu determinantu D:

O*F  0*F

_ o2 0zxdy
D = d@t 82F 82_F
dydx Oy

Nyni si vypoc¢itame parcialni derivace druhého radu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

82F_8 2+2 _2+4
or2  Ox 2 W)= 3

PE 0 (5 1)_2
o2 oy \"  2)

Protoze hodnota smisené parcialni derivace nezavisi na tom, podle které pro-
ménné derivujeme jako prvni, dostavame:

02F_02F_ﬁ _£+2 _y
oxdy  Oydr Oy x W)=




Nyni tyto hodnoty dosadime do determinantu D:

4
D = det X 9
2ZE —
Y3
U téchto slozitéjsich determinantii je vhodnéjsi nejdiive do determinantu

dosadit podeziely bod a az pak ho zacit vycislovat:

1. bod [L,1]
6 2
D—det( 9 1 ) =6—-4=2>0.
Jelikoz je hodnota determinantu kladna, tak v bodé [1,1] je lokalni
extrém:
O*F
— =6>0.
O0x?

V bodé [1,1] je tedy lokalni minimum.

2. bod [—1, —1]

—6 -2
D_det(_2 _2>—12—4—8>0.

Jelikoz je hodnota determinantu kladné, tak v bodé [—1, —1] je lokalni

extrém:
?*F

V bodé [—1, —1] je tedy lokalni maximum.
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2 Tecna implicitné zadané funkce

Nyni se zamerime na vyuZiti funkce dvou promeénnijch v teorii funkce jedné
Promenné.

Implicitni funkce je funkce, kterou nelze zapsat ve tvaru y = f(x),
ale je mozno ji zapsat pomoci rovnice F(x,y) = 0. Jde naptiklad o rovnici
kruznice, kterou implicitné zapiseme jako xo + y*> — 1 = 0. Lze ji sice vyjdd-
Fit i pomoct predpisu y = f(x), ale je nutné ji rozdélit na dvé polokruznice:
y = E£V1 — 22, ¢imZ se jednd o dvé rizné funkce.

Pokud F = F(z,y) je funkce, jejiz parcidlni derivace jsou spojité v bodé

F
[0, yo] @ necht F(xo,y0) =0 a a—y(xo,yg) £ 0.

Potom v okoli bodu [xo,yo] existuje funkce f = f(x) takovd, Ze rovnice
F(z,y) = 0 vyjadiuje v okoli bodu [xo, yo| graf funkce f (tj. kiivku y = f(x)).
Tato funkce f je spojitd v okoli bodu xq a zdroven zde md i spojitou derivaci
a plati:
, g—];(ﬂfo,yo)
f (l’o) = _a},"—v
a—y(ﬁo,yo)

kde f'(xq) je smérnice tecny ke grafu F(z,y) v bodé x.

2.1 Priklad
Urcete rovnici teény v bodé [4,1] ke kiivee vyjadiené implicitné rovnici

Vit 5=y -1 ()

Reseni:
Nejdiive ovéfime, zda je bod [4,1] prvkem zadané funkce:

VitVi=4-1-1
241=4—1
3=3

Bod [4, 1] je bodem zadané funkce. Nyni si funkci F(z,y) upravime:

VIt =ay -1

x%—l—y%—xy—klzo
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U takto upravené funkce zjistime jeji parcialni derivace podle x:

oF 1 -1 1 1

_— = — €T — = — & —— —

or 2 v=9 sz Y
A podle y:

oF 1 -1 1 1

_— = . —r = — _

oy 27 2y

oF 11 3
— 4, )==-==—1=—-
8x<’ ) 2 2 4
F 1
a—(4,1):—-1—4:—z
dy 2 2
Smérnice tecny ma tedy tvar:
oF 3
po— Oz _ 4 _ 32 06 _ 3
Soor T 47 28 14
oy 2

Nyni dostavame rovnici te¢ny, kterou jesté upravime:

3
t:(y—l):—ﬁ'(x—él)
3 12
y-l=—qrty
e 94
= ——X —_
YTt
__ 3,18
VR

Ziskali jsme obecnou rovnici pfimky, ktera je te¢nou funkce \/z+,/y = zy—1
v bodé [4,1].

2.2 Priklad

Urcete rovnici te¢ny v bodé [1, —1] ke kiivce vyjadiené implicitné rovnici
at +yt = 2. ([5])
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Regeni:
Nejdiive ovéfime, zda je bod [1, —1] prvkem zadané funkce:

4 (=)' =2
1+1=2
2=2

Bod [1, —1] je bodem zadané funkce. Nyni si funkci F'(z,y) upravime:

P yt=2
4yt —2=0

U takto upravené funkce zjistime jeji parcialni derivace podle x:

OF
2 Yy3
ox ‘
A podle y:
OF
48
dy Y
Nyni ur¢ime, jakych hodnot nabyvaji tyto parcialni derivace v bodé [1, —1].
OF
—(1,-1)=4-1=4
-
OF
—(1,-1)=4-(-12=4--1=—-4
5o (L= =4 (-1)

Smérnice teény ma tedy tvar:

oF
_ox __ 4
k oF — =1
y

Nyni dostavame rovnici te¢ny, kterou jesté upravime:

t:(y+1)=1-(x—1)
y+1l=x-1
y=x—2

Ziskali jsme obecnou rovnici pifmky, ktera je tenou funkce z* +¢y* = 2 v
bode [1, —1].
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2.3 Priklad
™
Urcete rovnici te¢ny v bodé [0, —} ke kiivce vyjadiené implicitné rovnici

cosx + 2siny = 2. ([5])

Reseni: -
Nejdiive ovéfime, zda je bod [0, 6] prvkem zadané funkce:

cosO—i—Qsin% =2

1+2 1—2
5=
2=72

Bod [O, %] je bodem zadané funkce. Nyni si funkci F(z,y) upravime:

cosT + 2siny = 2
cosx + 2siny —2 =0

U takto upravené funkce zjistime jeji parcidlni derivace podle x:

oF .
— = —sinx
ox

A podle y:
oF 5
— = 2cos
Jy Y

Nyni uréime, jakych hodnot nabyvaji tyto parcidlni derivace v bodé [O, —} .

oF (0,E> — _sin0=0

ox 6
oF T T V3
= o,-):z T oY _\3
By ( 6 cos g = 25~ = V3
Smérnice tecny ma tedy tvar:
oF
_Ox __ 0 _
ot
dy



Jelikoz smérnice te¢ny vysla rovna nule, te¢na je rovnobézna s osou x. Ptjde
tedy o konstantni p¥imku:

Ziskali jsme obecnou rovnici primky, ktera je te¢nou funkce cosx+2siny = 2
v bodé [0, %}

2.4 Priklad
™
Urcete rovnici te¢ny v bodé [O, g} ke kiivce vyjadfené implicitné rovnici

cos(z?) + sin(xy) + 2siny = 14+ /3. ([5])

Regeni: .
Nejdrive ovéfime, zda je bod [0, g] prvkem zadané funkce:

=1+V3

14042 22 =143
1+vV3=1+V3

cos 0 +sin0 + 2sin

l\°|é|m|>1

Bod [07 %] je bodem zadané funkce. Nyni si funkei F'(z,y) upravime:

cos(x?) + sin(zy) + 2siny = 1 + V3
cos(x?) + sin(zy) + 2siny — 1 — V3 =0

U takto upravené funkce zjistime jeji parcialni derivace podle x:

oF
i —[sin(2?)] - 22 + (cosxy) - y = —2x sin x? + y cos vy
x
A podle y:
oF
—— =ax-cosazy + 2cosy
dy
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Nyni uréime, jakych hodnot nabyvaji tyto parcidlni derivace v bodé [O, g} .

F
g—x(o,g):—2-o-smo+%-coso:0+g:g
oF

(O,E):O-COSO—FQ'Cosg:O—FQ =1

1
dy 3 2

Smérnice tecny ma tedy tvar:

T
po—_Or _ 3 _ T
oF ~ 17 3
dy

(-3 =50

T T
—_— = ——Z
Y737 73

T

Y= 73773

Ziskali jsme obecnou rovnici pifimky, kterd je tecnou funkce
cos(z?) + sin(xy) + 2siny = 14+ /3 v bodé [07 g]

2.5 Priklad

Urcete rovnici teény v bodé [1,1] ke kiivee vyjadiené implicitné rovnici
ety 4+ et = 2¢3, ([5])

Regeni:
Nejdiive ovéfime, zda je bod [1,1] prvkem zadané funkce:

2-1+1 4 e1Jr2-1 -9 3

(& €

e+ ed =26
2¢? = 2¢*
Bod [1, 1] je bodem zadané funkce. Nyni si funkci F(z,y) upravime:

e2m+y + 6m—i—2y — 263

eQery + e:)c+2y o 263 =0
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U takto upravené funkce zjistime jeji parcialni derivace podle x:

a_F — 621+y .9 + €m+2y
ox

A podle y:
a_F — 6295""?4 + ez"r?y .9
dy

Nyni ur¢ime, jakych hodnot nabyvaji tyto parcialni derivace v bodé [1, 1].

OF

—(1,1) = 2¢% + €3 = 3¢3
0

i

OF
—(1,1) = €® + 2¢* = 3¢*
0

y

Smérnice teény ma tedy tvar:

oOF
N
T oF 363_
y

Nyni dostavame rovnici te¢ny, kterou jesté upravime:

t:(y—1)=—-1(x—1)
y—1l=—-x+1
y=—x+2

Ziskali jsme obecnou rovnici piimky, ktera je te¢nou funkce e?*7V 4 7+2Y =
2¢3 v bodé [1,1].
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3 Funkce 3 proménnych

Funkce 3 proménnijch je predpis, ktery usporddané trojici [x,y, z] pFifazuje
funkéni hodnotu F(x,y, z). Definicnim oborem funkce F(x,y) je podmnoZina
R3 @ oborem hodnot je podmnoZina R. Vice je tato problematika vysvétlena

v [1].

3.1 Extrémy funkce 3 proménnych na dané mnoziné
metodou Jakobianu

U funkci 3 proménnijch se omezime pouze na urcovdni extrémi funkei Jako-
biho metodou.

Méjme funkei F(x,y,z) jako funkci proménngch x, y a z. Nechl eristuji
funkce g1(x,y,2z) = 0 a go(x,y,2) = 0, které jsou definiénim oborem dané
funkce F(z,y,z). Pak pro Jakobiho determinant plati:

OF OF OF
Jr Oy 0z
det % % % =0
Jr Oy 0z
Jdr Oy 0z

Po vyresent rovnic, které vyjdou z determinantu dostdvame podezrelé body.
Poté zjistime funkéni hodnoty funkce F(x,y,z) v podezielijch bodech a na
zdkladée téchto hodnot rozhodneme o extrémech.

3.1.1 Priiklad

Metodou Jakobianu uréi extrémy funkce F(x,y, z) = z — 2y + 22z na mno-
7iné gyt +y =17Ta g :y+2=0. (|5

Reseni:
Mnozina ¢, je kruznice, tedy se jednd o mnozinu omezenou, odtud plyne,

je-li omezené funkce g; s proménnou y, pak musi byt i funkce g, omezené.
Potom determinant vypada (k jeho vypoctu pouzijeme tzv. Sarrusovo pravi-
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dlo o pfipsani prvnich dvou sloupct determinantu):

oF OF OF
or 0Oy 0z
Jr Oy 0z
Jdr Oy 0z

1 -2 2 1 -2
=det| 2z 2y 0 2r 2y =
0 1 1 0 1

=2y+4dr+4r=8x+2y=0

Pro y = —4x.
Nyni tuto rovnici dosadime do g;:
24yt =17
z? + 162% = 17
172° = 17
r ==l
A odtud a z y = —4x dostavame:
y=F4

Odtud a z mnozZiny g, dostavame:

y+z=0
z=—y=>z==4

Ziskali jsme 2 podezielé body: [1,—4,4] a [—1,4, —4]. Pro urceni extrémi
funkce vypocteme funkéni hodnoty v podezielych bodech.

F(l,-4,4)=1+42-4+2-4=17
F(-=1,4,-4)=—-1-2-4-2-4=—17

Minima nabyva zadana funkce v bodé: [—1, 4, —4|, maxima v bodé&: [1, —4,4].
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3.1.2 Priklad

Metodou Jakobidnu uréi extrémy funkce F(x,y, z) =  — 2y + 2z na mno-
7iné g1 +y* =5agp: 22 =4. ([5])

Regeni:
Mnozina g; je kruznice, tedy se jednd o mnozinu omezenou. Z mnoziny g
rovnou dostavame soufadnici z vSech podezielych bodi: z = £2. Odtud téz
plyne, ze mnozina gs je omezena.
Potom determinant vypoc¢teme pomoci Sarrusova pravidla:

oF OF OF
or 0Oy 0z
or Oy 0z
Jdr Oy 0z

1 -2 2 1 -2
=det| 2 2y O 20 2y =
0 0 2z 0 0

=4yz +8xz =0
Pro
dyz + 8xz =0
dz(y+2x)=0
z=0Vy=-—2z
r ==l
Nyni rovnici y = —2x dosadime do ¢;:
>+ =5
2? + (—22)* =5
2?4422 =5
=1
r==+1
A odtud a z y = —2x dostavame:
y=F2
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Ziskali jsme 4 podeztelé body: [1,—2,2], [1,—-2,-2], [-1,2,2] a [-1,2,—2].
Pro urceni extrému funkce vypocteme funkéni hodnoty v podezielych bodech.

F(1,-2,2)=1+4+4=9
F(1,-2,-2)=1+44—-4=1

F(-1,2,2) = -1—4+4=—1
F(=1,2,-2)=—-1—-4—4=—9

Minima nabyva zadana funkce v bodé: [—1,2, —2|, maxima v bodé&: [1, -2, 2].

3.1.3 Priklad

Metodou Jakobianu urci extrémy funkce F'(z,y, z) = x* —y*+ 2% na mno-
7ind gr:x4+y—3z=—-Tag :x—y+z=3. (]

ReSeni:
Mnozina g; ani mnozina g, neni omezena. Jedna se o obecné rovnice piimek
v prostoru. Proto nejdiive ovéfime limity v oo a v —o0:

lim F(z,y,2) = 00+ 00+ 00 = 00
[z,y,2]—[00,00,00]

lim F(z,y,2) = 00+ 00+ 00 = 00
[x7yvz]4)[7oorfoovioo]
Zjistili jsme podezielé body v krajnich bodech pfimek. Nyni provéiime vnitini
¢ast mnoziny. Pouzijeme Jakobiho determinant (k jeho vypoc¢tu pouzijeme
tzv. Sarrusovo pravidlo):

oF OF OF
Jr Oy 0z
Jr Oy 0z
Jdr Oy 0z

2v 2y 2z 2r 2y
= det 1 1 -3 1 1 =
1 -1 1 1 -1

=20 —6y—22—22—6x—2y=—4dr—8y—4z=—4(z+2y+2)=0
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Tato rovnost plati: © = —z — 2y.
Nyni tu rovnici dosadime do mnoziny ¢g; a do mnoziny g, a dostaneme sou-
stavu 2 rovnic o 2 neznidmych y a z:

—z—2y+y—3z2=-T7 (1)
—z—=2y—y+z2=3 (2)
ReSenim rovnice (2) je:
—z—=3y+z=3
—3y =3
y=-1
Nyni dosadime za y = —1 do rovnice (1):

—2—=2-(-1)+(-1) —32= -7

—4z+1=-7
4z =8
z=2
Nyni za z = 2 a za y = —1 dosadime do rovnice z = —z — 2y a dostaneme:

r=-2-2-(-1)
r=20

Ziskali jsme pouze jeden podeziely bod, coz nas upozoriuje na to, Ze mnoziny
g1 a go nejsou omezené. Podeziely bod mé soufadnice: [0, —1,2].

Pro urceni extrémi funkce vypocteme funkéni hodnotu v podezielém bodé
a jeSté musime vzit v potaz limity v krajnich bodech.

T — 00,y = 00,2z = 00 = F(x,y,2) = o0
T — —00,y = —00,z = —00 = F(x,y,2) — o0
F(0,-1,2) =1+4=5

Minima nabyva zadand funkce v bodé: [0,—1,2], maxima pro:
T — 00,1 — 00,2 — 00 & PIO:T — —00, Yy — —00, 2 — —00.
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3.2 Lokalni extrémy funkce 3 proménnych pomoci Syl-
vestrova pravidla

Jde o zjistovdni lokdlnich extrémii funkce F(x,y,2) v R3.

V prostoru R? zistdvd stejnd terminologie jako v prostoru R?, tedy mluvime
o lokdlnich mazximech a minimech a inflexnimu bodu Tikime sedlo.

K uréent lokdlnich extrémi se vyuZivd Sylvestrovo pravidlo:

Necht je bod [z,y, z] podeziely z extrému. Tedy:

o ) =0
88—5(%@;, =0
i—ju,y, =0

Pak oznacme:
1. Dy, pro které plati:

0*F
D1 = w(‘r;ya Z)v

2. determinant Do, pro ktery plati:

82F( ) o’F ( )

2 x?g’Z 'I?y?Z

Dy=det | Gip ( %g%/( )
ayax x? y? Z) ay2 x? y? z

3. determinant Ds, pro ktery plati:

82F< ) (‘92F( ) 82F< )
aér2 x? y7z 83;6?/ I7y72 agaz x? y7Z
O°F O°F O°F
D3 =det | ——— -
3 = de ayax(fv,y72) 5z (&Y, 2) ayaz(x,y,Z)
O*F O°F O*F

azax(xvyvz) az—ay(xaywz) W(xvy)z)

Na zdkladé znamének determinanti Dy a Dy a D3 muZeme rozhodnou o lo-
kdlnich extrémech. Plati ndsledugici:

1. Dy >0,Dy > 0,D3 > 0= je v bodé [x,y, z| lokdlni minimum,
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2. D1 <0,Dy >0,D3 < 0= jewv bodé [x,y, z] lokdlni mazimum,
3. Dy eR, Dy <0,D3 € R= je v bodé [x,y, z] sedlo,
4. D1 >0,Dy € R, D3 < 0= je v bodé [z,y, 2] sedlo,
5. D1 <0,Dy € R, D3 > 0= je v bodé [x,y, z] sedlo.

Pokud nastane nekterd z moznosti, kterd neni uvedend vijse, nelze touto me-
todou o lokdlnich extrémech rozhodnout.

3.2.1 Priklad

Urcete lokdlni extrémy funkce F(z,y,2) = 2% + 2y* + 22% — 222 + 42 —
8y — 2z. ([5])

ReSeni:
Nejdiive musime zjistit, které body jsou podezielé z extrému. Pro urceni
podezielych bodi potiebujeme zjistit, kde se parcialni derivace funkce rovnaji
nule.

F
a—:2x—2z+4:x—z+2:0
ox
A
or
— =4y —-8=0
dy Y
Pro:
4y —8 =0
4y =8
y=2
A
F
a—:42—2:10—2:—x—|—22—1:0
0z

Nyni jsme ziskali jednu soutadnici podezielého bodu: y = 2 a dvé rovnice.
7 téchto rovnic udélame soustavu a secteme je a dostaneme:

r—2z2+2—2x+4+22—1=0
z+1=0

z=-—1
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Nyni toto feSeni dosadime napiiklad do druhé rovnice soustavy a dostavame:

—z—-2-1=0

rz=-3

Ziskali jsme podeziely bod [—3,2, —1].

Nyni bychom mohli pokroc¢it k vypoctim determinanti D; a Dy a Ds.
Nejdrive si ale vypocitame vSechny parcidlni derivace, které budeme do de-
terminanti dosazovat. Obecny tvar determinanti D; a Dy a D3 je uveden
hned v uvodu kapitoly, proto je zde uz dale nebudu uvadeét, ale budu pracovat
pouze s vycislenymi determinanty.

Derivace druhych fadt maji tvar:

PF 0
T3 = (-2 +4) =2
PF 0
?F 0

Jesté vypocitdme smiSené parciadlni derivace. Hodnota smiSené parcialni de-
rivace nezavisi na tom, podle které proménné derivujeme jako prvni, proto
staci pocitat misto Sesti derivaci pouze tii:

O*F O*F 0
920y = D907 = a—y(Zx—22+4) =0
O*F O*F 0
0202  020x &(
OPF  OPF 9
oydz 020y &(

Nyni z téchto hodnot sestavime determinanty D¢, Dy a Ds:

2r — 22+ 4) = -2

4y —8) =0

2 0 =2 2 0
D3 = det 0 4 0 0 4 =32-16=16>0

-2 0 4 -2 0
20
Dg—det(o 4>—8>O
D;=2>0

Determinanty vysly vSechny kladné, mizeme na zakladé Sylvestrova pravidla
rozhodnout. Jedna se o ptipad ¢islo 1, tedy v bodé [—3,2,—1] je lokalni
minimum.
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3.2.2 Priklad

Urcete lokdlni extrémy funkce F(z,y,2) = 22 +y*+ 22 +2x+4y —62. ([5])

Reseni:

Nejdiive musime zjistit, které body jsou podezielé z extrému. Pro urceni
podezielych bodi potiebujeme zjistit, kde se parciadlni derivace funkce rovnaji

nule.
oF
— =2 2=0
B T+
Pro:
20 + 2 =
20 = =2
r=-—1
A
oF
— =2 4=0
oy v+
Pro:
2y +4=
2y = -4
y=—2
A
oF
— =22—6=0
0z :
Pro:
22 —6=0
22 =206
z=3

Nyni jsme ziskali podeziely bod [—1, -2, 3].

Nyni bychom mohli pokroc¢it k vypoctim determinanti D; a Dy a Ds.
Nejdiive si ale vypocitame vSechny parcidlni derivace, které budeme do de-
terminantti dosazovat. Obecny tvar determinanti D a D, a D3 je uveden
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hned v tvodu kapitoly, proto je zde uz dale nebudu uvadét, ale budu pracovat
pouze s vycislenymi determinanty.
Derivace druhych fadu maji tvar:

O*F 0
o2 ~ o 2wt =2
O*F 0
a7 "oy Y7
*F 9
5 ~ 9770 =2

Jesté vypocitame smiSené parcidlni derivace. Hodnota smiSené parcidlni deri-
vace nezavisi na tom, podle které proménné derivujeme jako prvni,
proto staci pocitat misto Sesti derivaci pouze tii:

0*F 0*F 0

0x 0y B Oyox B 8_y(2x +2)=0
0*F 0*F 0
0xdz  0z0x &(21; +2)=0
0*F 0*F 0

= = — 4 =
Oydz  0z0y 8z<2y +4)=0

Nyni z téchto hodnot sestavime determinanty Dy, Dy a Ds:

D3 = det

S O N
S NN O

0
0
2

20
Dg—det(o 2>—4>O

D;=2>0

Determinanty vysly vSechny kladné, miizeme na zékladé Sylvestrova pravidla
rozhodnout. Jedna se o piipad ¢islo 1, tedy v bodé [—1,—2,3] je lokalni
minimum.

3.2.3 Priklad

Urcete lokalni extrémy funkce F(x,y,z) =In|x -y - z|. ([5])

Reseni:
Tento logaritmus je definovan pouze pro z-y-z # 0, tedy x # 0Ay # 0Az # 0.
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Nyni budeme hledat body podezielé z extrému. Pro urc¢eni podezielych bodi
potfebujeme zjistit, kde se parcialni derivace funkce rovnaji nule.

OF 1 1
Sl S
oxr  xyz Yz T

A
OF 1 1
P A
oy  xyz Yz Yy

A
OF 1 1
OF _ 1 . _= _1,
0z  wyz Yz oz

Vsechny t¥i parcidlni derivace jsou na D(F) ruzné od nuly, proto jsme nezis-
kali zadny podeziely bod.

3.2.4 Priklad
Urcete lokalni extrémy funkce F(z,y, z) = 23 + y? + 2% — 62y — 22. ([5])

Reseni:
Nejdiive musime zjistit, které body jsou podezielé z extrému. Pro urceni
podezielych bodu potiebujeme zjistit, kde se parcialni derivace funkce rovnaji
nule.

oF
— =32 -6y =0
ox . Y
Pro:
322 —6y =0
2 =2y
A
oF
— =2y—6x=0
oy yooe
Pro:
2y —6x =0
2y = 6z
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oF
— =22—2=0
0z :
Pro:
22—2=0
22 =2
z=1

Nyni jsme ziskali soutfadnici z = 1 podezielého bodu. Musime jesté vytesit
néasledujici rovnice:

2y = 6x.

Druhou rovnici dosadime do prvni a ziskdme:

2% = 6x
2 —6x=0
x(zr —6) =0.

Odtud dostavame, ze x = 0V x = 6. Potom pro y plati:

2y = 6x
y = 3.

Odtud dostavame, 7e y = 18 Vy = 0. Ziskavame dva podezielé body [6, 18, 1]
a [0,0,1].

Nyni bychom mohli pokroc¢it k vypoctuim determinanta D; a Dy a Ds.
Nejdiive si ale vypocitame vSechny parcidlni derivace, které budeme do de-
terminantti dosazovat. Obecny tvar determinanti D, a D, a D3 je uveden
hned v tvodu kapitoly, proto je zde uz dale nebudu uvadét, ale budu pracovat
pouze s vycislenymi determinanty.

Derivace druhych fadu maji tvar:

PF 0

o7 = g 0% —0y) =62
PF 0

o7 ay( y — 6z)

PF 9

P i
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Jesté vypocitdme smiSené parcidlni derivace. Hodnota smiSené parcialni deri-
vace nezavisi na tom, podle které proménné derivujeme jako prvni,
proto staci pocitat misto Sesti derivaci pouze tii:

O*F O*F 0

= = —(32° — 6y) = —6

Ooxdy  Oydr 0Oy

0?F 0?F 0
= = —(32® — 6y) =0

0xdz  0z0x 0z
0’F B 0?F 0 (
oydz 020y Oz

2y —6x) =0

Nyni z téchto hodnot sestavime determinanty Dy, Dy a D3 a pak do vysledki
dosadime soufadnice obou podezielych bodi:

6z —6 0 6x —6
Dy=det| -6 2 0 —6 2 =24z -T2
0 0 2 0 0

6r —6
Dg—det(_6 9 >—12x—36
D1:6x

Pro podezielé body vychazeji determinanty po vycisleni nasledovné.
1. Bod [6,18,1] :
D3 =240 —T72=24-6—-72=144—-72=72>0
Dy=12r—-36=12-6—-36=72—-36=36 >0
D =6x=6-6=36>0

V8echny tii determinanty vysly kladné, proto jde o piipad prvni a v
bodé [6, 18, 1] je lokalni minimum.

2. Bod [0,0,1] :

Dy =240 —72=-72<0
Dy =122 — 36 = —36 <0
Dy =6x=0

Determinanty D a Dy vysly zaporné a D, vySel roven nule, proto jde
o piipad tieti a v bodé [0, 0, 1] je sedlo.
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3.2.5 Priklad

Urcete lokiln{ extrémy funkce F(x,y, z) = 62z + 4y + 8z — 23 — 2y* — 22

(15])

Regeni:
Nejdiive musime zjistit, které body jsou podezielé z extrému. Pro urceni
podezielych bodi potiebujeme zjistit, kde se parcialni derivace funkce rovnaji
nule.

oF

%:GZ—M?:O
Pro:
6z — 62> =0
2=z
A
or
— =4—4y=0
dy 4
Pro:

4 -4y =0
4y =
y=1

A
oF
— =6r+8—-22=0
0z
Pro:
6x+8—22=0
22 = 6x + 8
z=3x+14

Nyni jsme ziskali soufadnici y = 1 podezielého bodu. Musime jesté vyftesit
nasledujici rovnice:



z =3z + 4.
Druhou rovnici dosadime do prvni a ziskame:
2 =3x+4
?=3x—-4=0
(x —4)(x+1)=0.
Odtud dostavame, ze x = 4V x = —1. Potom pro z plati:
z = 3zr + 4.

Odtud dostavame, 7e z = 16V z = 1. Ziskavame dva podezielé body [4, 1, 16]
a[—1,1,1].

Nyni bychom mohli pokrocit k vypoctim determinanta D; a Dy a Ds.
Nejdfrive si ale vypocitame vSechny parcidlni derivace, které budeme do de-
terminantti dosazovat. Obecny tvar determinanti D; a D, a D3 je uveden
hned v uvodu kapitoly, proto je zde uz dale nebudu uvadét, ale budu pracovat
pouze s vycislenymi determinanty.

Derivace druhych fadu maji tvar:

PF 9 ,
0*F 0

C = T (4—dy) =4
057 Gy( y)

PF 0

Jesté vypocitame smisené parcidlni derivace. Hodnota smiSené parcialni deri-
vace nezavisi na tom, podle které proménné derivujeme jako prvni,
proto staci pocitat misto Sesti derivaci pouze tri:
OCF _OF 2(6z —62%) =0
Oxdy Oydxr Oy
0’F B 0’F 0
0xdz  020x %(
O*F B 0*F 0
dydz 020y &(
Nyni z téchto hodnot sestavime determinanty Dy, Dy a D3 a pak do vysledki
dosadime soufadnice obou podezielych bod:

6z — 62%) = 6

4—4y)=0

—12¢z 0 6 —12x O
D3 = det 0 -4 0 0 —4 = —96x + 144
6 0 -2 6 0
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0 —4
D1 = —12x

D, :det< —12z 0 ) = 48z

Pro podezielé body vychézeji determinanty po vycisleni nasledovné.
1. Bod [4,1,16] :

Dy =—96x+ 144 = —96 - 4 + 144 = —384 + 144 = —240 < 0
Dy =487 = 48 -4 =192 > 0
D= —120=—-12-4=—48 < 0

Prvni a tfeti determinant vysly zaporné, druhy determinant je kladny,
jde tedy o druhy pripad a v bodé [4, 1, 16] je lokalni maximum.

2. Bod [~1,1,1] :

Dy = —96z 4 144 = —96 - —1 + 144 = 96 + 144 = 240 > 0
Dy =487 =48 - —1 = —48 < 0
Di=-120=—-12--1=12>0

Determinanty D; a D3 vysly kladné a D, vySel zaporny,
proto jde o piipad tfeti a v bodé [—1, 1, 1] je sedlo.

78



Z.avér

Cilem této prace bylo vytvotit sbirku fesenych piikladi tak, aby mohla slou-
zit jako dopliujici literatura k predniskdm, piipadné cvicenim, studentim
zejména pedagogickych fakult, ktefi se v ramci kurzu matematické analyzy
zabyvaji extrémy funkci vice proménnych.

Pri zpracovani této prace jsem se snazil plné vyuzit moznosti, které na-
bizi dne$ni moderni technologie, naptiklad dynamicky geometricky software
GeoGebra, ktery je volné stazitelny, a proto je i snadno dostupny vSem zé-
jemcum o praci s nim. Tento software se stava i velkym pomocnikem pii
vyuce matematika na zakladnich a stfednich skolach.

Tvorba této prace mé velice tésila a pral bych si, aby byla tato prace dob-

rym pomocnikem dal$ich studenti vSech matematickych obort zabyvajicich
aplikaci extrému funkci vice proménnych.
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