
 
 

 
 
 
 
 
 

Jihočeská univerzita v Českých Budějovicích 
Pedagogická fakulta 
Katedra matematiky 

 
 
 

Diplomová práce 
 
 
 

Extrémy funkcí více proměnných – sbírka 
řešených příkladů 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Vypracoval: Jan Kuvik 
Vedoucí práce: RNDr. Libuše Samková, Ph.D. 

 

České Budějovice 2014 



Prohlášení 

 

Prohlašuji, že svoji diplomovou práci na téma Extrémy funkcí více proměnných – sbírka 

řešených příkladů jsem vypracoval samostatně pouze s použitím pramenů a literatury 

uvedených v seznamu citované literatury. 

 

Prohlašuji, že v souladu s § 47b zákona č. 111/1998 Sb. v platném znění souhlasím se 

zveřejněním své diplomové práce, a to v nezkrácené podobě, elektronickou cestou ve veřejně 

přístupné části databáze STAG provozované Jihočeskou univerzitou v Českých Budějovicích 

na jejích internetových stránkách, a to se zachováním mého autorského práva k odevzdanému 

textu této kvalifikační práce. Souhlasím dále s tím, aby toutéž elektronickou cestou byly v 

souladu s uvedeným ustanovením zákona č. 111/1998 Sb. zveřejněny posudky školitele a 

oponentů práce i záznam o průběhu a výsledku obhajoby kvalifikační práce. Rovněž 

souhlasím s porovnáním textu mé kvalifikační práce s databází kvalifikačních prací Theses.cz 

provozovanou Národním registrem vysokoškolských kvalifikačních prací a systémem na 

odhalování plagiátů. 

 

 

V Českých Budějovicích  ...................   …………………………. 

 



Anotace

Cílem diplomové práce bylo vytvo°it sbírku °e²ených p°íklad· z oboru ma-
tematické analýzy. St¥ºejní £ástí jsou p°íklady zam¥°ené na globální i lo-
kální extrémy funkcí dvou a t°í prom¥nných. Jsou zde také uvedeny p°íklady,
které ukazují aplikaci teorie funkcí více prom¥nných na teorii funkce jedné
prom¥nné. Vybírány byly p°íklady, které jsou podobné zadáním, ale li²í se
postupem °e²ení a výsledkem. Kaºdý p°íklad je podrobn¥ vy°e²en a n¥které
jsou dopln¥ny obrázky. Tato práce má pomoci student·m bakalá°ského, p°í-
padn¥ magisterského studia u£itelství matematiky.

Klí£ová slova: extrém funkce, lokální extrém funkce, maximum, minimum,
lokální maximum, lokální minimum, parciální derivace, Jakobián, te£na im-
plicitn¥ zadané funkce.

Annotation

The goal of the thesis was to create a collection of solved problems of mathe-
matical analysis. The main part of the thesis is formed by examples of global
and local extremes of functions with two and three variables. Problems which
show the application of the theory of functions with more variables to the
theory of function with one variable are included as well. The problems have
been chosen, the assignments of which are similar, but they di�er by the
method of sollution and result. Each problem has a detailed sollution and
pictures have been added to some of them. This thesis should help students
of bachelor's, possibly graduate studies of mathematic teaching.

Key words: extreme of a function, local extreme of a function, maximum,
minimum, local maximum, local minimum, partial derivative, Jacobi's deter-
minant, tangent of an implicit de�ned function.
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Úvod

Cílem mé diplomové práce je vytvo°it sbírku °e²ených p°íklad· na extrémy
funkcí dvou a více prom¥nných.

Práce je ur£ena student·m matematiky, zejména pedagogických fakult,
kte°í jsou jiº seznámeni s problematikou funkce více prom¥nných a roz²i°ují
si tyto znalosti o jejich aplikace.

Na za£átku kaºdé kapitoly je uvedena pouze nejnutn¥j²í teorie, která je
pot°ebná k porozum¥ní °e²ení uvedených p°íklad·. Zdrojem pro sestavení
t¥chto vodítek byla zejména [1]. Jako dal²í zdroj informací jsem £asto pouºí-
val [6]. Pro dal²í roz²í°ení teoretického základu lze £erpat z [2].

T¥ºi²t¥m práce bylo vybrat vhodné p°íklady, vy°e²it je a vytvo°it k nim
obrázky. P°íklady byly £erpány z [5]. Jde o p°íklady r·zné obtíºnosti, které
jsou se°azeny od leh£ích k obtíºn¥j²ím. �asto jsou vybrány p°íklady s podob-
ným zadáním, které ale mají rozdílný postup °e²ení, p°ípadn¥ se radikáln¥
li²í ve výsledku. U n¥kterých p°íklad· je uvedeno více zp·sob· °e²ení, coº
by m¥lo p°isp¥t k lep²ímu pochopení dané problematiky. Ze stejného d·vodu
jsou i triviální matematické postupy detailn¥ rozpracovány a vy°e²eny. Zde
jsem nejvíce £erpal z [3] a [7].

Práce je rozd¥lena do t°í velkých kapitol. První kapitola se zabývá °e-
²ením globálních extrém· funkcí dvou prom¥nných a to jak metodou Jako-
biánu, tak metodou dosazovací. Obsahuje také p°íklady na výpo£et lokál-
ních extrém· funkcí dvou prom¥nných. Tato kapitola je rozpracována velmi
podrobn¥. Druhá kapitola je v¥nována aplikaci teorie funkcí dvou prom¥n-
ných p°i ur£ování te£ny ke grafu implicitn¥ zadané funkce. T°etí £ást popi-
suje ur£ování globálních extrém· funkcí t°í prom¥nných metodou Jakobiánu
a v záv¥ru se lehce dotýká ur£ování lokálních extrém· funkcí t°í prom¥nných.

Pro tvorbu obrázk· k p°íklad·m jsem pouºil program Geogebra, odkud
jsem poté obrázky exportoval jako gra�cké náhledy png a vloºil do textu,
který je vysázen systémem LATEXv programu TeXmaker. Informace pro sázení
textu jsem hledal v [4] a [8].
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1 Funkce 2 prom¥nných

Funkce 2 prom¥nných je zobrazení, které uspo°ádané dvojici [x, y] p°i°a-
zuje reálné £íslo F (x, y). De�ni£ním oborem funkce F (x, y) je podmnoºina
R2 a oborem hodnot je podmnoºina R. Více je tato problematika vysv¥tlena
v [1].

1.1 Výpo£et extrém· funkce 2 prom¥nných na omezené

mnoºin¥ metodou Jakobiánu

Pokud chceme hledat extrémy funkce v R2, postupujeme podobn¥ jako v R.
Nejd°íve musíme najít tzv. body podez°elé z extrému.
To jsou jednak body, které pat°í do hranice de�ni£ního oboru funkce a jed-

nak vnit°ní body de�ni£ního oboru, ve kterých jsou parciální derivace
∂F

∂x

nebo
∂F

∂y
rovné nule nebo neexistují.

Tedy
∂F

∂x
a
∂F

∂y
neexistují,

nebo
∂F

∂x
neexistuje a

∂F

∂y
= 0,

nebo
∂F

∂y
neexistuje a

∂F

∂x
= 0 ,

nebo
∂F

∂x
=
∂F

∂y
= 0.

Pokud nap°.
∂F

∂x
6= 0 na celém de�ni£ním oboru, potom uvnit° D(F ) není

ºádný podez°elý bod.
Pro hledání extrém· na uzav°ené omezené mnoºin¥ najdeme nejd°íve v²echny
podez°elé body a poté zjistíme funk£ní hodnoty ve v²ech podez°elých bodech
a v podez°elém bod¥ s nejv¥t²í funk£ní hodnotou je maximum
a v podez°elém bod¥ s nejmen²í funk£ní hodnotou je minimum.
Metoda Jakobiánu je ur£ena k výpo£t·m extrém· takových funkcí, kde je mno-
ºina de�ni£ního oboru kompaktní mnoºina. Tedy £asto se jedná o kruºnici,
nebo elipsu.
Extrémy funkce F (x, y) na mnoºin¥ g(x, y) = 0 m·ºeme ur£ovat pomocí de-
terminantu, který se ozna£uje jako Jakobián. Pokud F, g mají spojité parci-
ální derivace a mnoºina g(x, y) je omezená. Potom funkce nabývá extrému
v n¥kterém z bod· spl¬ujících:
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det


∂F

∂x

∂F

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y

 = 0

Podrobn¥ je tato problematika rozebrána v [1].

1.1.1 P°íklad

Metodou Jakobiánu ur£i extrémy funkce F (x, y) = arctan(x2 − y2)
na mnoºin¥ M : x2 + y2 ≤ 1. ([5])

�e²ení:
De�ni£ním oborem funkce F (x, y) je celá mnoºina R2. Mnoºina M ∈ D(F )
a parciální derivace funkce F (x, y) jsou de�nované na celém D(F ).
Za£neme se zabývat nejd°íve hranicí de�ni£ního oboru, potom p°ejdeme
k vnit°ní £ásti de�ni£ního oboru. Mnoºina M pat°í do D(F ). Jde o kruh,
který má polom¥r r = 1 a st°ed je v po£átku soustavy sou°adnic.

1. Hranice D(F ):
U tohoto p°íkladu se velice hodí vyuºít na zji²t¥ní podez°elých bod·
Jakobiho determinant, nebo´ mnoºina x2 + y2 ≤ 1 je omezená. Funkci
x2 + y2 ≤ 1 ozna£íme jako g(x, y).
Potom determinant vypadá:

det


∂F

∂x

∂F

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y



= det

 1

1 + (x2 − y2)2
· 2x 1

1 + (x2 − y2)2
· (−2x)

2x 2y


= 4xy · 1

1 + (x2 − y2)2
+4xy · 1

1 + (x2 − y2)2
= 8xy · 1

1 + (x2 − y2)2
= 0

pro x = 0 ∨ y = 0.
Zjistili jsme, ºe podez°elé body na hranici jsou takové, pro které platí:
x = 0 ∨ y = 0, to znamená, jak je patrné i z obrázku, ºe jde o body:
[0,±1]; [±1, 0].
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Obrázek 1: MnoºinuM tvo°í kruh s polom¥rem r = 1 a se st°edem v po£átku
soustavy sou°adnic

2. Vnit°ek D(F ):
Zjistíme, kdy se parciální derivace zadané funkce rovnají nule,
nebo kdy neexistují. V t¥chto bodech jsou podez°elé body. Parciální
derivace jsou de�novány na celém R, proto nás zajímají pouze body,
kde jsou derivace rovny nule.

∂F

∂x
=

1

1 + (x2 − y2)2
· 2x = 0

Pro x = 0, nebo´ výraz 1 + (x2 − y2)2 > 0 pro v²echna £ísla.

∂F

∂y
=

1

1 + (x2 − y2)2
· (−2x) = 0

Pro y = 0, nebo´ výraz 1 + (x2 − y2)2 > 0 pro v²echna £ísla.
Získali jsme tedy podez°elý bod: [0, 0].
Pro ur£ení extrém· funkce vypo£teme funk£ní hodnoty v podez°elých
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bodech.

F (0, 1) = arctan(−1) = −π
4

F (0,−1) = arctan(−1) = −π
4

F (1, 0) = arctan(1) =
π

4

F (−1, 0) = arctan(1) =
π

4
F (0, 0) = arctan(0) = 0

Minima nabývá zadaná funkce v bodech: [0,±1], maxima v bodech:
[±1, 0].

1.1.2 P°íklad

Metodou Jakobiánu ur£i extrémy funkce F (x, y) = x2 + 3y2 + 5 na mno-
ºin¥ M : x2 + y2 ≤ 2. ([5])

�e²ení:
De�ni£ním oborem funkce F (x, y) je celá mnoºina R2. Mnoºina M ∈ D(F )
a parciální derivace funkce F (x, y) jsou de�nované na celém D(F ).
Za£neme se zabývat nejd°íve hranicí de�ni£ního oboru, potom p°ejdeme
k vnit°ní £ásti de�ni£ního oboru. Mnoºina M pat°í do D(F ). Jde o kruh,
který má polom¥r r =

√
2 a st°ed je v po£átku soustavy sou°adnic.

1. Hranice D(F ):
U tohoto p°íkladu se velice hodí vyuºít na zji²t¥ní podez°elých bod·
Jakobiho determinant, nebo´ mnoºina x2 + y2 ≤ 2 je omezená. Funkci
x2 + y2 ≤ 2 ozna£íme jako g(x, y).
Potom determinant vypadá:

det


∂F

∂x

∂F

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y


= det

(
2x 6y
2x 2y

)
= 4xy − 12xy = −8xy = 0

pro x = 0 ∨ y = 0.
Zjistili jsme, ºe podez°elé body na hranici jsou takové, pro které platí:
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Obrázek 2: Mnoºinu M tvo°í kruh o polom¥ru r =
√
2 a st°ed je v po£átku

soustavy sou°adnic

x = 0 ∨ y = 0, to znamená, jak je patrné i z obrázku, ºe jde o body:
[0,±
√
2]; [±

√
2, 0].

2. Vnit°ek D(F ):
Zjistíme, kdy se parciální derivace zadané funkce rovnají nule,
nebo kdy neexistují. V t¥chto bodech jsou podez°elé body. Parciální
derivace jsou de�novány na celém R, proto nás zajímají pouze body,
kde jsou derivace rovny nule.

∂F

∂x
= 2x = 0

Pro x = 0.

∂F

∂y
= 6y = 0

Pro y = 0.
Získali jsme tedy podez°elý bod: [0, 0].
Pro ur£ení extrém· funkce vypo£teme funk£ní hodnoty v podez°elých
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bodech.

F (
√
2, 0) = 2 + 5 = 7

F (−
√
2, 0) = 2 + 5 = 7

F (0,
√
2) = 6 + 5 = 11

F (0,−
√
2) = 6 + 5 = 11

F (0, 0) = 5

Minima nabývá zadaná funkce v bod¥: [0, 0], maxima v bodech: [0,±
√
2].

1.1.3 P°íklad

Metodou Jakobiánu ur£i extrémy funkce F (x, y) = x2 + 4y2 − x + 2y
na mnoºin¥ M : x2 + 4y2 ≤ 1. ([5])

�e²ení:
De�ni£ním oborem funkce F (x, y) je celá mnoºina R2. Mnoºina M ∈ D(F )
a parciální derivace funkce F (x, y) jsou de�nované na celém D(F ).
Za£neme se zabývat nejd°íve hranicí de�ni£ního oboru, potom p°ejdeme
k vnit°ní £ásti de�ni£ního oboru. Mnoºina M pat°í do D(F ). Jde o elipsu
se st°edem v po£átku soustavy sou°adnic.

1. Hranice D(F ):
U tohoto p°íkladu se velice hodí vyuºít na zji²t¥ní podez°elých bod·
Jakobiho determinant, nebo´ mnoºina x2+4y2 ≤ 1 je omezená. Tento-
kráte jde o elipsu, pro kterou platí:

x2 + 4y2 = 1

x2 +
y2

1

4

= 1

Odtud zji²´ujeme, ºe pro ob¥ poloosy platí: a = 1 a b = 0, 5. St°ed
elipsy je v bod¥ [0, 0].
Funkci x2 + 4y2 ≤ 1 ozna£íme jako g(x, y).
Potom determinant vypadá:

det


∂F

∂x

∂F

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y
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Obrázek 3: Mnoºinu M tvo°í elipsa

= det

(
2x− 1 8y + 2
2x 8y

)
= 16xy − 8y − 16xy − 4x = 4(x+ 2y) = 0

Pro:

4(x+ 2y) = 0

x+ 2y = 0

x = −2y

y = −x
2

8



Nyní tuto rovnost dosadíme do zadání funkce g(x, y).

x2 + 4
(
−x
2

)2
= 1

x2 + x2 = 1

2x2 = 1

x2 =
1

2

x = ± 1√
2

Odtud poté dostáváme:

y = −
± 1√

2
2

y = ∓ 1√
2
· 1
2

y = ∓ 1√
8

Nalezli jsme tedy dva podez°elé body:
[

1√
2
,− 1√

8

]
a
[
− 1√

2
,
1√
8

]
.

2. Vnit°ek D(F ):
Zjistíme, kdy se parciální derivace zadané funkce rovnají nule,
nebo kdy neexistují. V t¥chto bodech jsou podez°elé body. Parciální
derivace jsou de�novány na celém R, proto nás zajímají pouze body,
kde jsou derivace rovny nule.

∂F

∂x
= 2x− 1 = 0

Pro:

2x− 1 = 0

2x = 1

x =
1

2

A

∂F

∂y
= 8y + 2 = 0

9



Pro:

8y + 2 = 0

8y = −2

y = −1

4

Získali jsme tedy podez°elý bod:
[
1

2
,−1

4

]
.

Pro ur£ení extrém· funkce vypo£teme funk£ní hodnoty v podez°elých
bodech.

F

(
1√
2
,− 1√

8

)
=

1

2
+

1

2
− 1√

2
+ 2

(
− 1√

8

)
= 1− 1√

2
− 1√

2
= 1−

√
2

F

(
− 1√

2
,
1√
8

)
=

1

2
+

1

2
+

1√
2
+ 2

(
1√
8

)
= 1 +

1√
2
+

1√
2
= 1 +

√
2

F

(
1

2
,−1

4

)
=

1

4
+ 4 · 1

16
− 1

2
− 2 · 1

4
= −1

2

Minima nabývá zadaná funkce v bod¥:
(
1

2
,−1

4

)
, maxima v bod¥:(

− 1√
2
,
1√
8

)
.
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1.2 Výpo£et extrém· funkce 2 prom¥nných na dané mno-

ºin¥ metodou dosazovací

Dosazovací metodu lze vyuºít, jde-li z mnoºiny M jednozna£n¥ vyjád°it jednu
prom¥nnou. �asto je tedy mnoºinou M p°ímka, kruºnice, parabola, apod.
Na²ím cílem je z rovnice mnoºiny M vyjád°it jednu prom¥nnou a dosadit
ji do rovnice zadané funkce F (x, y). Takto získáme funkci jedné prom¥nné,
kde uº ur£it extrémy umíme. Podrobn¥ je tato problematika rozebrána v [1].

1.2.1 P°íklad

Ur£ete extrémy funkce F (x, y) =
x3

3
+y2 na mnoºin¥M : x2+y2 ≤ 9. ([5])

�e²ení:
De�ni£ním oborem funkce F (x, y) je celá mnoºina R2. Mnoºina M ∈ D(F )
a parciální derivace funkce F (x, y) jsou de�nované na celém D(F ).
Za£neme se zabývat nejd°íve hranicí de�ni£ního oboru, potom p°ejdeme
k vnit°ní £ásti de�ni£ního oboru. Mnoºina M pat°í do D(F ). Jde o kruh,
který má polom¥r r = 3 a st°ed je v po£átku soustavy sou°adnic.

1. Hranice D(F ):
Pro body, jeº tvo°í hranici mnoºiny platí rovnice x2 + y2 = 9. Jde
o rovnici kruºnice se st°edem v bod¥ [0, 0] a polom¥rem r = 3. Tuto
rovnici m·ºeme upravit do tvaru: y2 = 9− x2.
Poté takto upravenou rovnici dosadíme do zadání funkce:

F (x, y) =
x3

3
+ 9− x2 = x3

3
− x2 + 9

Získali jsme tedy novou funkci:

h(x) =
x3

3
− x2 + 9,

kde x je z intervalu: 〈−3, 3〉.
Nyní pot°ebujeme tuto funkci jedné prom¥nné x zderivovat a zjistit,
pro která x je rovna nule:

h′(x) =
3x2

3
− 2x = x2 − 2x = 0

x(x− 2) = 0

x = 0 ∨ x = 2

Nyní na²e 2 °e²ení dosadíme do rovnice pro mnoºinu M .
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Obrázek 4: Mnoºinu M tvo°í kruºnice o polom¥ru r = 3 a se st°edem v
po£átku soustavy sou°adnic

(a) x = 0

02 + y2 = 9

y2 = 9

y = ±3

(b) x = 2

22 + y2 = 9

y2 = 5

y = ±
√
5

Získali jsme tedy 4 podez°elé body: [0,−3], [0, 3], [2,
√
5], [2,−

√
5].

Je²t¥ musíme vzít v potaz 2 krajní body intervalu 〈−3, 3〉, to znamená,
coº je i patrné z obrázku, ºe jde o body: [−3, 0], [3, 0].

2. Vnit°ek D(F ):
Hledáme body, kde neexistují parciální derivace funkce F (x, y) podle
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x a y, nebo kde jsou rovné nule. V t¥chto bodech jsou podez°elé body.
Parciální derivace jsou de�novány na celém R, proto nás zajímají pouze
body, kde jsou derivace rovny nule.

∂

∂x

(
x3

3
+ y2

)
=

3x2

3
= x2 = 0

Pro x = 0.

∂

∂y

(
x3

3
+ y2

)
= 2y = 0

Pro y = 0.
Z vnit°ní £ásti mnoºinyM jsme tedy získali jediný podez°elý bod: [0, 0].
Nyní musíme zjistit v²echny funk£ní hodnoty v²e v²ech získaných po-
dez°elých bodech:

F (−3, 0) = −27
3

= −9

F (3, 0) =
27

3
= 9

F (0,−3) = 9

F (0, 3) = 9

F (2,
√
5) =

8

3
+ 5 =

23

3

F (2,−
√
5) =

8

3
+ 5 =

23

3
F (0, 0) = 0

Ze zji²t¥ných funk£ních hodnot je patrné, ºe zadaná funkce má mini-
mum v bod¥ [−3, 0] a maxima nabývá v bodech [3, 0], [0, 3], [0,−3].

Podez°elé body na hranici D(F ) m·ºeme zjistit i pomocí metody Jakobiánu.
Tato metoda je popsaná v p°edcházející £ásti textu. Na²e zadání:

F (x, y) =
x3

3
+ y2

M : x2 + y2 ≤ 9,

coº upravíme do tvaru:

g(x, y) = x2 + y2 − 9

13



Jakobiho determinant má tvar:

det


∂F

∂x

∂F

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y


= det

(
x2 2y
2x 2y

)
= 2x2y − 4xy = 2xy(x− 2) = 0

Pro x · y = 0⇒ x = 0 ∨ y = 0 a pro x− 2 = 0⇒ x = 2.
Pro x = 2 platí:

4 + y2 = 9

y2 = 5

y = ±
√
5

Získáváme tedy podez°elé body. Jednak pr·se£íky kruºnice a sou°adnicových
os: [±3, 0]; [0,±3] a jednak pro x = 2 dostáváme: [2,±

√
5].

Zbytek p°íkladu uº odpovídá p°ede²lému postupu. Ur£ili bychom podez°elé
body uvnit° de�ni£ního oboru a poté u v²ech podez°elých bod· vypo£ítali
funk£ní hodnotu a rozhodli o extrémech dané funkce.

1.2.2 P°íklad

Ur£ete extrémy funkce F (x, y) = x2+3y2 na mnoºin¥M : x2+y2 = 2. ([5])

�e²ení:
De�ni£ním oborem funkce F (x, y) je celá mnoºina R2. Mnoºina M ∈ D(F )
a parciální derivace funkce F (x, y) jsou de�nované na celém D(F ).
Za£neme se zabývat nejd°íve hranicí de�ni£ního oboru, potom p°ejdeme
k vnit°ní £ásti de�ni£ního oboru. MnoºinaM pat°í doD(F ). V tomto p°ípad¥
je de�ni£ním oborem zadané funkce kruºnice se st°edem
v bod¥ [0, 0] a s polom¥rem r =

√
2.

Rovnici kruºnice upravíme do tvaru: x2 = 2 − y2 a dosadíme ji do zadané
funkce F (x, y):

F (x, y) = 2− y2 + 3y2 = 2 + 2y2
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Obrázek 5: Mnoºinu M tvo°í kruºnice o polom¥ru r =
√
2 a se st°edem v

po£átku soustavy sou°adnic

Získali jsme novou funkci jedné prom¥nné:

h(y) = 2 + 2y2,

na intervalu y ∈ 〈−
√
2,
√
2〉.

Nyní pot°ebujeme tuto funkci jedné prom¥nné y zderivovat a zjistit,
pro která y je rovna nule:

h′(y) = 4y = 0

Pro y = 0.
Po dosazení do rovnice kruºnice za y = 0 dostáváme rovnici:

x2 = 2− 0

x2 = 2

x = ±
√
2

Získali jsme tedy 2 podez°elé body: [
√
2, 0], [−

√
2, 0]. Je²t¥ musíme vzít

v úvahu krajní body intervalu 〈−
√
2,
√
2〉. Jak je i z obrázku patrné,
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jde o body: [0,−
√
2], [0,

√
2]. Jelikoº je mnoºina M pouze daná kruºnice,

ºádné jiné podez°elé body uº získat nem·ºeme, proto zjistíme funk£ní hod-
noty pouze v t¥chto podez°elých bodech.

F (0,±
√
2) = 0 + 3 · 2 = 6

F (±
√
2, 0) = 2 + 3 · 0 = 2

Ze získaných funk£ních hodnot je patrné, ºe v bodech [±
√
2, 0] je minimum

funkce a v bodech [0,±
√
2] je maximum funkce F (x, y).

Podez°elé body na hranici D(F ) m·ºeme zjistit i pomocí metody Jakobiánu.
Tato metoda je popsaná v p°edcházející £ásti textu.
Na²e zadání:

F (x, y) = x2 + 3y2

g(x, y) : x2 + y2 = 2,

coº upravíme do tvaru:

g(x, y) = x2 + y2 − 2.

Jakobiho determinant má tvar:

det


∂F

∂x

∂F

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y


= det

(
2x 6y
2x 2y

)
= 4xy − 12xy = −8xy = 0

Pro x · y = 0⇒ x = 0 ∨ y = 0.
Získáváme tedy podez°elé body jako pr·se£íky kruºnice a sou°adnicových os:
[±
√
2, 0]; [0,±

√
2].

Zbytek p°íkladu uº odpovídá p°ede²lému postupu. U v²ech podez°elých bod·
bychom vypo£ítali funk£ní hodnotu a rozhodli o extrémech dané funkce.

1.2.3 P°íklad

Ur£ete extrémy funkce F (x, y) = 2x2 − 4xy + y4 na mnoºin¥ ohrani£ené
nerovnicí M : 0 ≤ y ≤

√
2x; x ∈ 〈0, 2〉. ([5])
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�e²ení:
Z nerovnice 0 ≤ y ≤

√
2x, která ur£uje £ást de�ni£ního oboru funkce F (x, y),

m·ºeme získat 2 nerovnice:

y ≥ 0

A

y ≤
√
2x

y2 ≤ 2x

Pokud do výsledku dosadíme za x horní mez intervalu 〈0, 2〉, tedy £íslo 2, tak
získáme i omezení pro y.

y2 ≤ 2x

y2 ≤ 2 · x
y2 ≤ 2 · 2
y2 ≤ 4

y ≤ ±2

De�ni£ním oborem této funkce tedy je oblast ohrani£ená k°ivkami:
1. úse£kou y = 0, pro x ∈ 〈0, 2〉,

2. úse£kou x = 2, ze zadání víme, ºe y ≥ 0 a zárove¬ y ≤ 2,

3. £ástí paraboly y =
√
2x, pro x ∈ 〈0, 2〉.

De�ni£ní obor je vnit°ní £ást obrázku.

1. Hranice D(F ):

(a) První £ást def. oboru hranice y = 0;x ∈ 〈0, 2〉.
Nyní do zadané funkce dosadíme za y = 0:

F (x, 0) = 2x2 = h(x)

Dostaneme funkci h(x), coº uº je funkce jedné prom¥nné x. Nyní
tuto funkci zderivujeme a získáme podez°elé body z této první
£ásti hranice de�ni£ního oboru.

h′(x) = 4x = 0

Pro x = 0; y = 0.
Získáváme tedy podez°elý bod: [0, 0], krajní body této úse£ky:
[0, 0], [2, 0].
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Obrázek 6: Mnoºinu M tvo°í útvar ohrani£ený p°ímkou y = 0 a x = 2 a
parabolou y =

√
2x

(b) Druhá £ást def. oboru hranice x = 2; y ∈ 〈0, 2〉.
Nyní do zadané funkce dosadíme za x = 2:

F (2, y) = 8− 8y + y4 = i(y)

Dostaneme funkci i(y), coº uº je funkce jedné prom¥nné y. Nyní
tuto funkci zderivujeme a získáme podez°elé body z této druhé
£ásti hranice de�ni£ního oboru.

i′(y) = −8 + 4y3 = 0

Pro:

4y3 = 8

y3 = 2

y =
3
√
2.

Získáváme tedy podez°elý bod: [2, 3
√
2], krajní bod této úse£ky:

[2, 2].
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(c) T°etí £ást def. oboru hranice y =
√
2x;x ∈ 〈0, 2〉.

Rovnici y =
√
2x upravíme do tvaru: y2 = 2x a vyjád°íme x:

x =
y2

2
; y ∈ 〈0, 2〉

Nyní do zadané funkce dosadíme za x =
y2

2
:

F (x, y) = F

(
y2

2
, y

)
= 2

(
y2

2

)2

− 4

(
y2

2

)
· y + y4 =

=
y4

2
− 2y3 + y4 =

3

2
y4 − 2y3 = k(y)

Dostaneme funkci k(y), coº uº je funkce jedné prom¥nné y. Nyní
tuto funkci zderivujeme a získáme podez°elé body z této t°etí £ásti
hranice de�ni£ního oboru.

k′(y) =
3

2
· 4y3 − 6y2 = 0

6y3 − 6y2 = 0

6y2(y − 1) = 0

Pro: y = 0 ∨ y = 1.

Po dosazení: y = 0⇒ x =
0

2
= 0

a y = 1⇒ x =
1

2

získáváme podez°elý bod:
[
1

2
, 1

]
. Krajní body této paraboly jsme

uº zahrnuli do p°edcházejících dvou £ástí hranice de�ni£ního oboru.

2. Vnit°ek D(F ): Zjistíme, kdy se parciální derivace zadané funkce rovnají
nule, nebo kdy neexistují. V t¥chto bodech jsou podez°elé body. Par-
ciální derivace jsou de�novány na celém R, proto nás zajímají pouze
body, kde jsou derivace rovny nule.

∂F

∂x
= 4x− 4y = 0

Pro x = y.

∂F

∂y
= 4x− 4y3 = 0
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Pro x = y3,
⇒ ob¥ rovnice jsou nulové pro: y = y3.

y − y3 = 0

y(1− y2) = 0

y(1− y)(1 + y) = 0

Je rovno nule pro:
y = 0→ neleºí uvnit° de�ni£ního oboru,
y = −1→ neleºí v de�ni£ním oboru,
y = 1⇒ x = 1.
Dostáváme jediný podez°elý bod uvnit° de�ni£ního oboru: [1, 1].

Nyní ur£íme funk£ní hodnoty v²ech podez°elých bod· a rozhodneme,
ve kterých bodech má funkce F (x, y) extrém.

F (0, 0) = 0

F (2, 0) = 2 · 4− 0 + 0 = 8

F
(
2,

3
√
2
)
= 8− 8 · 3

√
2 +

(
3
√
2
)4

= 8− 6
3
√
2

F (2, 2) = 8− 16 + 16 = 8

F

(
1

2
, 1

)
=

1

2
− 2 + 1 = −1

2

F (1, 1) = 2− 4 + 1 = −1

Funkce F (x, y) = 2x2−4xy+y4 nabývá na mnoºin¥ 0 ≤ y ≤
√
2x ; x ∈ 〈0, 2〉

maxima v bodech: [2, 0] a [2, 2] a minima v bod¥: [1, 1].

1.2.4 P°íklad

Ur£ete extrémy funkce F (x, y) =
√
x +

√
y na mnoºin¥ ohrani£ené

M : 0 ≤ y ≤
√
x; x ∈ 〈0, 4〉. ([5])

�e²ení:
Z nerovnice 0 ≤ y ≤

√
x, která ur£uje £ást de�ni£ního oboru funkce F (x, y),

m·ºeme získat 2 nerovnice:

y ≥ 0
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A

y ≤
√
x

y2 ≤ x.

Pokud do výsledku dosadíme za x horní mez intervalu 〈0, 4〉, tedy £íslo 4,
tak získáme i omezení pro y.

y2 ≤ x

y2 ≤ 4

y ≤ 2

De�ni£ním oborem této funkce tedy je oblast ohrani£ená k°ivkami:

Obrázek 7: Mnoºinu M tvo°í útvar ohrani£ený k°ivkami y = 0 a x = 4 a
y =
√
x

1. úse£kou y = 0, pro x ∈ 〈0, 4〉,

2. úse£kou x = 4, ze zadání víme, ºe y ≥ 0 a zárove¬ y ≤ 2,

3. £ástí paraboly y =
√
x, pro x ∈ 〈0, 4〉.
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De�ni£ní obor je vnit°ní £ást obrázku.

1. Hranice D(F ):

(a) První £ást def. oboru hranice y = 0;x ∈ 〈0, 4〉.
Nyní do zadané funkce dosadíme za y = 0:

F (x, 0) =
√
x = h(x)

Dostaneme funkci h(x), coº uº je funkce jedné prom¥nné x. Nyní
tuto funkci zderivujeme a získáme podez°elé body z této první
£ásti hranice de�ni£ního oboru.

h′(x) =
1

2
(x)−

1
2 =

1

2
√
x
6= 0

Nezískáváme tedy ºádný podez°elý bod, krajní body této úse£ky
jsou: [0, 0], [4, 0].

(b) Druhá £ást def. oboru hranice x = 4; y ∈ 〈0, 2〉.
Nyní do zadané funkce dosadíme za x = 4:

F (4, y) = 2 +
√
y = i(y)

Dostaneme funkci i(y), coº uº je funkce jedné prom¥nné y. Nyní
tuto funkci zderivujeme a získáme podez°elé body z této druhé
£ásti hranice de�ni£ního oboru.

i′(y) =
1

2
√
y
6= 0

Nezískáváme ºádný podez°elý bod, krajní bod této úse£ky je: [4, 2].

(c) T°etí £ást def. oboru hranice y =
√
x;x ∈ 〈0, 4〉.

Rovnici y =
√
x upravíme do tvaru:

y2 = x

Nyní do zadané funkce dosadíme za x = y2:

F (x, y) = F
(
y2, y

)
=
(
y2
)
+
√
y = y +

√
y = k(y)

Dostaneme funkci k(y), coº uº je funkce jedné prom¥nné y. Nyní
tuto funkci zderivujeme a získáme podez°elé body z této t°etí £ásti
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hranice de�ni£ního oboru.

k′(y) = 1 +
1

2
√
y
6= 0,

nebo´ výraz je pro v²echna £ísla
1

2
√
y
> 0.

Nezískáváme tedy ºádný podez°elý bod. Krajní body této para-
boly uº jsme zahrnuli do p°edcházejících dvou £ástí hranice de�-
ni£ního oboru.

2. Vnit°ek D(F ): Zjistíme, kdy se parciální derivace zadané funkce rovnají
nule, nebo kdy neexistují. V t¥chto bodech jsou podez°elé body. Par-
ciální derivace jsou de�novány na celém R, proto nás zajímají pouze
body, kde jsou derivace rovny nule.

∂F

∂x
=

1

2
√
x
6= 0

Pro v²echna £ísla.

∂F

∂y
=

1

2
√
y
6= 0

Také pro v²echna £ísla.
Z vnit°ní £ásti de�ni£ního oboru tedy nezískáváme ºádný podez°elý
bod.

Nyní ur£íme funk£ní hodnoty v²ech krajních bod· a rozhodneme,
ve kterých bodech nabývá funkce F (x, y) extrém·.

F (0, 0) = 0

F (4, 0) = 2

F (4, 2) = 2 +
√
2

Funkce F (x, y) =
√
x +
√
y nabývá na mnoºin¥ 0 ≤ y ≤

√
x ; x ∈ 〈0, 4〉

maxima v bod¥: [4, 2] a minima v bod¥: [0, 0].
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1.2.5 P°íklad

Ur£ete extrémy funkce F (x, y) = 5 + 4x − 2x2 + 3y − y2 na mnoºin¥
M : |x| ≤ y ≤ 2. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve zjistíme, jaké jsou podez°elé body na hranici de�ni£ního oboru
D(F ).

1. Hranice D(F ):
Pro body, jeº tvo°í hranici mnoºiny platí nerovnice |x| ≤ y ≤ 2. Tuto
nerovnici m·ºeme upravit do tvaru: y ≥ |x| a y ≤ 2. Jak je z obrázku
patrné, jde o trojúhelník s vrcholy v bodech [0, 0], [2, 2], [−2, 2].
Proto si hranici rozd¥líme na t°i úse£ky:

Obrázek 8: Mnoºinu M tvo°í trojúhelník ohrani£ený p°ímkami y = −x a
y = x a y = 2

(a) y = −x;x ∈ 〈−2, 0〉, y ∈ 〈0, 2〉
Rovnici y = −x dosadíme do zadání funkce F (x, y):

F (x, y) = 5 + 4x− 2x2 − 3x− x2 = −3x2 + x+ 5 = h(x)
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Získali jsme tedy novou funkci: h(x), coº je funkce jedné
prom¥nné x.
Nyní pot°ebujeme tuto funkci jedné prom¥nné x zderivovat a zjis-
tit, pro která x je rovna nule:

h′(x) = −6x+ 1 = 0

x =
1

6
/∈ 〈−2, 0〉

Nedostáváme tedy ºádný podez°elý bod, pouze musíme vzít v
úvahu krajní body úse£ky, coº jsou body [−2, 2] a [0, 0].

(b) y = x;x ∈ 〈0, 2〉, y ∈ 〈0, 2〉
Rovnici y = x dosadíme do zadání funkce F (x, y):

F (x, y) = 5 + 4x− 2x2 + 3x− x2 = −3x2 + 7x+ 5 = i(x)

Získali jsme tedy novou funkci: i(x), coº je funkce jedné
prom¥nné x.
Nyní pot°ebujeme tuto funkci jedné prom¥nné x zderivovat a zjis-
tit, pro která x je rovna nule:

i′(x) = −6x+ 7 = 0

x =
7

6
⇒ y =

7

6

Dostáváme tedy podez°elý bod
[
7

6
,
7

6

]
a krajní bod úse£ky [2, 2].

(c) y = 2;x ∈ 〈−2, 2〉
Dosadíme do zadání funkce F (x, y) za y = 2:

F (x, y) = 5 + 4x− 2x2 + 6− 4 = −2x2 + 4x− 7 = j(x)

Získali jsme tedy novou funkci: j(x), coº je funkce jedné
prom¥nné x.
Nyní pot°ebujeme tuto funkci jedné prom¥nné x zderivovat a zjis-
tit, pro která x je rovna nule:

j′(x) = −4x+ 4 = 0

x = 1⇒ y = 2

Dostáváme tedy podez°elý bod [1, 2] a krajní body úse£ky uº jsme
zahrnuli do p°edchozích £ástí.
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2. Vnit°ek D(F ):
Hledáme body, kde neexistují parciální derivace funkce F (x, y) podle
x a y, nebo kde jsou rovné nule. V t¥chto bodech jsou podez°elé body.
Parciální derivace jsou de�novány na celém R, proto nás zajímají pouze
body, kde jsou derivace rovny nule.

∂F

∂x
= 4− 4x = 0

Pro x = 1.

∂F

∂y
= 3− 2y = 0

Pro y =
3

2
.

Z vnit°ní £ásti mnoºiny M jsme tedy získali jediný podez°elý bod:[
1,

3

2

]
.

Nyní musíme zjistit v²echny funk£ní hodnoty v²e v²ech získaných podez°elých
bodech:

F (0, 0) = 5

F (−2, 2) = 5− 8− 8 + 6− 4 = −9
F (2, 2) = 5 + 8− 8 + 6− 4 = 7

F

(
7

6
,
7

6

)
= 5 +

28

6
− 2 · 49

36
+

21

6
− 49

36
= 5 +

49

6
− 49

12
=

109

12

F

(
1,

3

2

)
= 7 +

9

2
− 9

4
=

37

4

F (1, 2) = 5 + 4− 2 + 6− 4 = 9

Ze zji²t¥ných funk£ních hodnot je patrné, ºe zadaná funkce má minimum

v bod¥ [−2, 2] a maxima nabývá v bod¥
[
1,

3

2

]
.

1.2.6 P°íklad

Ur£ete extrémy funkce F (x, y) = arctan

(
x2 − xy + 6y − 13

9

)
na mno-

ºin¥ M : x+ y = 2;x ∈ 〈−1, 5〉. ([5])
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�e²ení:
Nejd°íve zjistíme, jaké jsou podez°elé body na hranici de�ni£ního oboru
D(F ). Rovnici x+ y = 2 upravíme do tvaru y = 2− x.

1. Hranice D(F ):
Pokud dosadíme do rovnice y = 2 − x za x = −1 a x = 5, získáme
i krajní hodnoty pro y po °ad¥ jdoucí: y = 3 a y = −3. Jak je patrné
i z obrázku, jedná se o úse£ku spojující body [−1, 3] a [5,−3]. To zna-
mená, ºe jsme získali interval i pro y: y ∈ 〈−3, 3〉.
Nyní dosadíme do zadané funkce F (x, y) za y = 2− x a dostáváme:

Obrázek 9: Mnoºina M

F (x, y) = arctan

(
x2 − x(2− x) + 6(2− x)− 13

9

)
F (x, y) = arctan

(
x2 − 2x+ x2 + 12− 6x− 13

9

)
F (x, y) = arctan

(
2x2 − 8x− 1

9

)
= h(x)

Získali jsme tedy novou funkci: h(x), coº je funkce jedné prom¥nné x.
Nyní pot°ebujeme tuto funkci jedné prom¥nné x zderivovat a zjistit,
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pro která x je rovna nule:

h′(x) =
1

1 +

(
2x2 − 8x− 1

9

)2 ·
(
4x

9
− 8

9

)
= 0

První zlomek:

1

1 +

(
2x2 − 8x− 1

9

)2 6= 0

Pro v²echna £ísla. Druhý zlomek:

4x

9
− 8

9
= 0

4x− 8 = 0

x = 2⇒ y = 0

Získáváme tedy podez°elý bod [2, 0] a je²t¥ musíme vzít v úvahu krajní
body úse£ky, coº jsou body [5,−3] a [−1, 3].

2. Vnit°ek D(F ):
Jak je i z obrázku patrné, tak v tomto p°íkladu není ºádná vnit°ní
£ást zadané mnoºiny - jedná se o úse£ku, kterou jsme uº celou vy²et°ili
v odstavci zabývajícím se hranicí.
Z vnit°ní £ásti mnoºiny M jsme tedy nezískali ºádný podez°elý bod.

Nyní musíme zjistit v²echny funk£ní hodnoty v²e v²ech získaných podez°elých
bodech:

F (2, 0) = arctan

(
4− 13

9

)
= arctg(−1) = −π

4

F (−1, 3) = arctan

(
1 + 3 + 18− 13

9

)
= arctg(1) =

π

4

F (5,−3) = arctan

(
25 + 15− 18− 13

9

)
= arctg(1) =

π

4

Ze zji²t¥ných funk£ních hodnot je patrné, ºe zadaná funkce má minimum
v bod¥ [2, 0] a maxima nabývá v bodech [−1, 3] a [5,−3].
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1.2.7 P°íklad

Ur£ete extrémy funkce F (x, y) = (x2 − 4y) · ex−2y na mnoºin¥ ur£ené ne-
rovnicí M : −4 ≤ y ≤ −x2. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve zjistíme, jaké jsou podez°elé body na hranici de�ni£ního oboru
D(F ), kterou tvo°í úse£ka y = −4;x ∈ 〈−2, 2〉 a £ást paraboly
y = −x2;x ∈ 〈−2, 2〉. Nerovnici −4 ≤ y ≤ −x2 upravíme do tvaru y ≥ −4 a
y ≤ −x2.

Obrázek 10: Mnoºinu M tvo°í £ást paraboly

1. Hranice D(F ):

(a) y = −4;x ∈ 〈−2, 2〉
Pokud dosadíme do F (x, y) za y = −4, získáme funkci jedné pro-
m¥nné.

F (x,−4) = (x2 + 16) · ex+8 = h(x)
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Získali jsme tedy novou funkci: h(x), coº je funkce jedné
prom¥nné x.
Nyní pot°ebujeme tuto funkci jedné prom¥nné x zderivovat a zjis-
tit, pro která x je rovna nule:

h′(x) = 2x · ex+8 + (x2 + 16) · ex+8

h′(x) = ex+8 · (x2 + 2x+ 16) = 0

Výraz ex+8 > 0 pro v²echna £ísla, druhý výraz x2 + 2x + 16 > 0
pro v²echna £ísla. Nezískali jsme tedy ºádný podez°elý bod. Je²t¥
musíme vzít v úvahu krajní body dané úse£ky, pro které platí,
ºe y = −4 a x ∈ 〈−2, 2〉, z £ehoº dostáváme: [−2,−4], [2,−4].

(b) y = −x2; y ∈ 〈−4, 0〉, x ∈ 〈−2, 2〉
Pokud dosadíme do F (x, y) za y = −x2, získáme funkci jedné
prom¥nné.

F (x, y) = [x2 − 4(−x2)] · ex−2(−x2)

F (x, y) = x2 + 4x2 · e2x2+x

F (x, y) = 5x2 · e2x2+x = i(x)

Získali jsme tedy novou funkci: i(x), coº je funkce jedné
prom¥nné x.
Nyní pot°ebujeme tuto funkci jedné prom¥nné x zderivovat a zjis-
tit, pro která x je rovna nule:

i′(x) = 10x · e2x2+x + 5x2 · e2x2+x · (4x+ 1)

i′(x) = e2x
2+x · [10x+ 5x2 · (4x+ 1)]

i′(x) = e2x
2+x · (20x3 + 5x2 + 10x)

i′(x) = e2x
2+x · 5x(4x2 + x+ 2) = 0

Výraz ex+8 > 0 pro v²echna £ísla, druhý výraz 5x2 = 0 pro
x = 0 ⇒ y = 0 a t°etí výraz 4x2 + x + 2 > 0 pro v²echna
£ísla. Získali jsme tedy podez°elý bod [0, 0]. Krajní body uº jsme
zahrnuli do p°edchozího bodu hranice.

2. Vnit°ek D(F ):
Zjistíme, kdy se parciální derivace zadané funkce rovnají nule,
nebo kdy neexistují. V t¥chto bodech jsou podez°elé body. Parciální
derivace jsou de�novány na celém R, proto nás zajímají pouze body,
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kde jsou derivace rovny nule.

∂F

∂x
= 2x · ex−2y + (x2 − 4y) · ex−2y = 0

∂F

∂x
= ex−2y(x2 − 4y + 2x) = 0

Výraz ex−2y > 0 pro v²echna £ísla a výraz

x2 + 2x− 4y = 0

x2 + 2x = 4y

x2 + 2x

4
= y

A

∂F

∂y
= −4 · ex−2y + (x2 − 4y) · ex−2y · (−2) = 0

∂F

∂y
= ex−2y(−4− 2x2 + 8y) = 0

Výraz ex−2y > 0 pro v²echna £ísla a výraz

−4− 2x2 + 8y = 0

Do tohoto výrazu dosadíme za y =
x2 + 2x

4
a získáme

−4− 2x2 + 2(x2 + 2x) = 0

−4 + 4x = 0

x = 1

Z £ehoº pod dosazení za x = 1 dostáváme pro x

y =
x2 + 2x

4

y =
1 + 2

4

y =
3

4

Získáváme tedy podez°elý bod
[
1,

3

4

]
. Tento bod ale neleºí uvnit° de-

�ni£ního oboru dané funkce.
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Nyní musíme zjistit v²echny funk£ní hodnoty v²e v²ech získaných podez°elých
bodech:

F (−2,−4) = (4 + 16) · e6 = 20e6

F (2,−4) = (4 + 16) · e10 = 20e10

F (0, 0) = 0 · e0 = 0

Ze zji²t¥ných funk£ních hodnot je patrné, ºe zadaná funkce má minimum
v bod¥ [0, 0] a maxima nabývá v bod¥ [2,−4].
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1.3 Výpo£et extrém· funkce 2 prom¥nných metodou

Jakobiánu na mnoºin¥, která není omezená

U funkcí, které jsou zadány na mnoºin¥, která není omezená, je nutné krom¥
zji²t¥ní podez°elých bod· uvnit° mnoºiny zjistit, jak se chová funkce na hranici
mnoºiny M . �asto tak dostaneme in�mum £i supremum dané funkce.

1.3.1 P°íklad

Metodou Jakobiánu ur£i extrémy funkce F (x, y) = 1−x2−y2 na mnoºin¥
M : x− y + 2 = 0. ([5])

�e²ení:
Mnoºina, která tvo°í D(F ) lze upravit do tvaru: y = x+ 2.
Je tedy z°ejmé, ºe jde o rovnici p°ímky, to znamená, ºe de�ni£ním oborem je

Obrázek 11: Mnoºinu M tvo°í p°ímka y = x+ 2

p°ímka. Nejedná se tedy o mnoºinu omezenou, proto musíme nejd°íve zjistit,
jak vypadají limity v krajních bodech mnoºiny, tedy v +∞ a v −∞.
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Krajní body:

lim
[x,y]→[∞,∞]

F (x, y) = 1−∞−∞ = −∞

lim
[x,y]→[−∞,−∞]

F (x, y) = 1−∞−∞ = −∞

Na vnit°ní body p°ímky y = x + 2 vyuºijeme op¥t Jakobiho determinant.
Mnoºinu x− y + 2 = 0 ozna£íme jako g(x, y).
Potom determinant vypadá:

det


∂F

∂x

∂F

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y


= det

(
−2x −2y
1 −1

)
= 2x+ 2y = 0

Pro y = −x.
Nyní vezmeme tuto rovnost a dosadíme ji zp¥t do funkce g(x, y):

x− (−x) + 2 = 0

2x = −2
x = −1

Odtud a z y = −x vyplývá, ºe jediný podez°elý bod je [−1, 1]. Pozor, pokud
nám vyjde u metody Jakobiánu pouze jeden podez°elý bod, pak funkce g(x, y)
není funkce omezená, proto se je²t¥ musejí d¥lat limity.
Pro ur£ení extrém· funkce vypo£teme funk£ní hodnotu v podez°elém bod¥
a je²t¥ musíme vzít v potaz limity v krajních bodech.

x→∞, y →∞⇒ F (x, y)→ −∞
x→ −∞, y → −∞⇒ F (x, y)→ −∞

F (−1, 1) = −1

In�ma nabývá zadaná funkce pro x→∞, y →∞ a pro x→ −∞, y → −∞
a maxima nabývá v bod¥: [−1, 1].
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1.3.2 P°íklad

Metodou Jakobiánu ur£i extrémy funkce F (x, y) = 1−x2−y2 na mnoºin¥
M : x+ y + 2 = 0. ([5])

�e²ení:
Mnoºina, která tvo°í D(F ) lze upravit do tvaru: y = −x− 2.
Je tedy z°ejmé, ºe jde o rovnici p°ímky, to znamená, ºe de�ni£ním oborem je

Obrázek 12: Mnoºinu M tvo°í p°ímka y = −x− 2

p°ímka. Nejedná se tedy o mnoºinu omezenou, proto musíme nejd°íve zjistit,
jak vypadají limity v krajních bodech mnoºiny, tedy v +∞ a v −∞.
Krajní body:

lim
[x,y]→[−∞,∞]

F (x, y) = 1−∞−∞ = −∞

lim
[x,y]→[∞,−∞]

F (x, y) = 1−∞−∞ = −∞

Na vnit°ní body p°ímky y = −x − 2 vyuºijeme op¥t Jakobiho determinant.
Mnoºinu x− y + 2 = 0 ozna£íme jako g(x, y).
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Potom determinant vypadá:

det


∂F

∂x

∂F

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y


= det

(
−2x −2y
1 1

)
= −2x+ 2y = 0

Pro y = x.
Nyní vezmeme tuto rovnost a dosadíme ji zp¥t do funkce g(x, y):

x+ (x) + 2 = 0

2x = −2
x = −1

Odtud a z y = x vyplývá, ºe jediný podez°elý bod je [−1,−1]. Pozor, pokud
nám vyjde u metody Jakobiánu pouze jeden podez°elý bod, pak funkce g(x, y)
není funkce omezená, proto se je²t¥ musejí d¥lat limity.
Pro ur£ení extrém· funkce vypo£teme funk£ní hodnotu v podez°elém bod¥
a je²t¥ musíme vzít v potaz limity v krajních bodech.

x→∞, y → −∞⇒ F (x, y)→ −∞
x→ −∞, y →∞⇒ F (x, y)→ −∞

F (−1,−1) = −1

In�ma nabývá zadaná funkce pro x→∞, y → −∞ a pro x→ −∞, y →∞
a maxima nabývá v bod¥: [−1,−1].

1.3.3 P°íklad

Metodou Jakobiánu ur£i extrémy funkce F (x, y) = x2 + 2y2 na mnoºin¥
x3 − y3 = 9. ([5])

�e²ení:
Mnoºina, která tvo°í D(F ) lze upravit do tvaru: x3 − y3 − 9 = 0.
I v tomto p°ípad¥ se jedná o mnoºinu, která není omezená, proto musíme
nejd°íve zjistit, jak vypadají limity v krajních bodech mnoºiny,
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Obrázek 13: Mnoºinu M tvo°í k°ivka x3 − y3 = 9

tedy v +∞ a v −∞.
Krajní body:

lim
[x,y]→[∞,∞]

F (x, y) =∞+∞ =∞

lim
[x,y]→[−∞,−∞]

F (x, y) =∞+∞ =∞

Na vnit°ní body mnoºiny x3 − y3 − 9 = 0 vyuºijeme op¥t Jakobiho determi-
nant. Mnoºinu x3 − y3 − 9 = 0 ozna£íme jako g(x, y).
Potom determinant vypadá:

det


∂F

∂x

∂F

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y


= det

(
2x 4y
3x2 −3y2

)
= −6xy2 − 12x2y = −6xy(y + 2x) = 0
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Pro x = 0 ∨ y = 0 ∨ y + 2y = 0.
Nyní tyto t°i rovnosti dosadíme do funkce g(x, y):

1. pro x = 0 dostáváme:

03 − y3 = 9

y3 = −9
y = 3
√
−9

2. pro y = 0 dostáváme:

x3 − 03 = 9

x3 = 9

x =
3
√
9

3. y + 2x = 0 nejd°íve upravíme do tvaru:

y + 2x = 0

2x = −y
y = −2x
y3 = −8x3

Odkud potom dostáváme:

x3 + 8x3 = 9

x3 = 1

x = 1

Odtud a z y = −2x plyne, ºe x = −2.
Získáváme tedy trojici podez°elých bod· [0, 3

√
−9], [ 3

√
9, 0] a [1,−2].

Pro ur£ení extrém· funkce vypo£teme funk£ní hodnoty v podez°elých bodech
a je²t¥ musíme vzít v potaz limity v krajních bodech.

x→∞, y →∞⇒ F (x, y)→∞
x→ −∞, y → −∞⇒ F (x, y)→∞

F (0, 3
√
−9) = 2 · 3

√
(−9)2 = 2 · 3

√
81 = 2 · 3

√
27 · 3 = 6

3
√
3

F (
3
√
9, 0) =

3
√
92 =

3
√
81 =

3
√
27 · 3 = 3

3
√
3

F (1,−2) = 1 + 2 · 4 = 9

Z funk£ních hodnot v podez°elých bodech plyne, ºe funkce F (x, y) = x2+2y2

nabývá supréma pro x → ∞, y → ∞ a pro x → −∞, y → −∞ a minima
nabývá v bod¥: [ 3

√
9, 0].
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1.3.4 P°íklad

Metodou Jakobiánu ur£i extrémy funkce F (x, y) = exy na mnoºin¥
M : x3 − y3 = 2. ([5])

�e²ení:
Mnoºina, která tvo°í D(F ) lze upravit do tvaru:

x3 − y3 − 2 = 0.

Tato mnoºina není omezená, bude tedy nutné zjistit limity v krajních bodech

Obrázek 14: Mnoºinu M tvo°í k°ivka x3 − y3 = 2

mnoºiny, tedy v +∞ a v −∞.
Krajní body:

lim
[x,y]→[∞,∞]

F (x, y) = e∞ =∞

lim
[x,y]→[−∞,−∞]

F (x, y) = e∞ =∞

Na vnit°ní body mnoºiny x3− y3 = 2 vyuºijeme op¥t Jakobiho determinant.
Mnoºinu x3 − y3 − 2 = 0 ozna£íme jako g(x, y).
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Potom determinant vypadá:

det


∂F

∂x

∂F

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y


= det

(
y · exy x · exy
3x2 −3y2

)
= −3y3 · exy − 3x3 · exy = −3exy · (y3 + x3) = 0

Výraz −3exy 6= 0 pro v²echna £ísla a výraz y3 + x3 = 0 upravíme do tvaru:

y3 + x3 = 0

x3 = −y3

x = −y

Nyní vezmeme tuto rovnost a dosadíme ji zp¥t do funkce g(x, y):

−y3 − y3 = 2

−2y3 = 2

y3 = −1
y = −1

Odtud a z x = −y vyplývá, ºe jediný podez°elý bod je [1,−1]. Op¥t nám
z Jakobiánu vy²el pouze jediný podez°elý bod, coº znamená, ºe mnoºina
g(x, y) není omezená.
Pro ur£ení extrém· funkce vypo£teme funk£ní hodnotu v podez°elém bod¥
a je²t¥ musíme vzít v potaz limity v krajních bodech.

x→∞, y →∞⇒ F (x, y)→∞
x→ −∞, y → −∞⇒ F (x, y)→∞

F (1,−1) = e1·(−1) = e−1 =
1

e

Supréma nabývá zadaná funkce pro x→∞, y →∞ a pro x→ −∞, y → −∞
a minima nabývá v bod¥: [1,−1].
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1.3.5 P°íklad

Metodou Jakobiánu ur£i extrémy funkce F (x, y) = ln(1 + x2y2) na mno-
ºin¥ M : x2 − y2 = 1. ([5])

�e²ení:
Mnoºina, která tvo°í D(F ) není omezená. Neº ale p°ikro£íme k výpo£tu limit
v krajních bodech, musíme nejd°ív ov¥°it, zda je argument logaritmu v¥t²í
neº nula.
Podmínky:

1 + x2y2 > 0

x2y2 > −1

Tato nerovnost platí vºdy, protoºe x2 ≥ 0 a y2 ≥ 0, z £ehoº plyne x2 · y2 ≥ 0.
Je tedy z°ejmé, ºe x2 · y2 ≥ −1. Nyní m·ºeme p°istoupit k výpo£tu limit.
Krajní body:

Obrázek 15: Mnoºinu M tvo°í hyperbola s rovnicí x2 − y2 = 1
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lim
[x,y]→[∞,∞]

F (x, y) = ln(∞) =∞

lim
[x,y]→[∞,−∞]

F (x, y) = ln(∞) =∞

lim
[x,y]→[−∞,∞]

F (x, y) = ln(∞) =∞

lim
[x,y]→[−∞,−∞]

F (x, y) = ln(∞) =∞

Na vnit°ní body mnoºiny x2− y2 = 1 vyuºijeme op¥t Jakobiho determinant:

det


∂F

∂x

∂F

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y


= det

 2xy2 · 1

1 + x2y2
2x2y · 1

1 + x2y2

2x −2y


= −4xy3 · 1

1 + x2y2
− 4x3y · 1

1 + x2y2
= −4xy · 1

1 + x2y2
· (y2 + x2) = 0

Výraz
1

1 + x2y2
6= 0 pro v²echna £ísla, výraz −4xy = 0 pro x = 0 ∨ y = 0

a je²t¥ musíme posoudit, kdy je výraz y2 + x2 = 0?

1. x = 0
Nyní tuto rovnost dosadíme do rovnice mnoºiny g(x, y):

x2 − y2 = 1

−y2 = 1

y2 = −1

Odtud jsme nezískali ºádný podez°elý bod, protoºe rovnost y2 = −1
nem·ºe nastat nikdy.

2. y = 0
Op¥t rovnost dosadíme do rovnice mnoºiny g(x, y):

x2 − y2 = 1

x2 = 1

x = ±1

Získáváme tedy podez°elé body [1, 0], [−1, 0].
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3. y2 + x2 = 0
Nejd°íve rovnost upravíme do tvaru:

y2 + x2 = 0

y2 = −x2

Nyní tento upravený tvar dosadíme do rovnice mnoºiny g(x, y):

x2 − (−x2) = 1

2x2 = 1

x2 =
1

2

Odtud a z y2 = −x2 vyplývá, ºe y2 = −1

2
coº nelze, protoºe druhá

mocnina jakéhokoliv £ísla je v¥t²í nebo rovna nule. Nezískali jsme ºádný
podez°elý bod.

Pro ur£ení extrém· funkce vypo£teme funk£ní hodnotu v podez°elých bodech
a je²t¥ musíme vzít v potaz limity v krajních bodech.

x→∞, y →∞⇒ F (x, y)→∞
x→∞, y → −∞⇒ F (x, y)→∞
x→ −∞, y →∞⇒ F (x, y)→∞

x→ −∞, y → −∞⇒ F (x, y)→∞
F (1, 0) = ln(1 + 0) = ln1 = 0

F (−1, 0) = ln(1 + 0) = ln1 = 0

Supréma nabývá zadaná funkce pro x → ∞, y → ∞, pro x → ∞, y → −∞,
pro x → −∞, y → ∞ a pro x → −∞, y → −∞. Minima nabývá v bodech:
[±1, 0].
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1.4 Lokální extrémy funkcí 2 prom¥nných

Jde o zji²´ování tvaru funkce. Nezajímá nás nejv¥t²í, nebo nejmen²í hod-
nota funkce, ale zajímá nás, kde funkce tvo°í tzv. �kope£ky�, nebo �dolí£ky�.
Funkce F má v bod¥ lokální maximum, p°ípadn¥ lokální minimum, pokud tam
má maximum, p°ípadn¥ minimum, vzhledem k n¥jakému okolí tohoto bodu.
Funkce F musí být de�novaná na okolí daného bodu, proto je tedy tento bod
vnit°ním bodem D(F ).
Pokud chceme zji²´ovat lokální extrémy funkce f v R, pak pracujeme s dru-
hými derivacemi funkce f .
Podobn¥, budeme-li chtít zji²´ovat lokální extrémy funkce F (x, y) v R2, pak
budeme pracovat s parciálními derivacemi druhého °ádu.
V prostoru R2 se ale m¥ní terminologie. Lokální maximum a lokální mini-
mum z·stává, ale in�exní bod se zde nazývá sedlo.
K ur£ení lokálních extrém· se vyuºívá determinant, pro který platí:

D = det


∂2F

∂x2
∂2F

∂x∂y
∂2F

∂y∂x

∂2F

∂y2


Na základ¥ znaménka determinantu D m·ºeme rozhodnou o lokálních extré-
mech. Platí následující:

1. D > 0⇒ v bod¥ je lokální

(a) maximum ⇔ ∂2F

∂x2
< 0

(b) minimum ⇔ ∂2F

∂x2
> 0

2. D < 0⇒ je v bod¥ sedlo

3. D = 0⇒ nelze ur£it (nutné pouºít jinou metodu)

Celá problematika lokálních extrém· funkcí 2 prom¥nných je vysv¥tlena v [1].

1.4.1 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y) = 10− x2 − y2. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve musíme zjistit, které body jsou podez°elé z extrému. Nemusíme se
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zabývat hranicí D(F ), protoºe lokální extrémy jsou vºdy uvnit° D(F ). Pro
ur£ení podez°elých bod· pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace funkce
rovnají nule.

∂F

∂x
= −2x = 0

Pro x = 0. A

∂F

∂y
= −2y = 0

Pro y = 0.
Odtud dostáváme podez°elý bod [0, 0]. M·ºeme tedy pokro£it k výpo£tu
determinantu D:

D = det


∂2F

∂x2
∂2F

∂x∂y
∂2F

∂y∂x

∂2F

∂y2


Nyní si vypo£ítáme parciální derivace druhého °ádu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

∂2F

∂x2
=
∂(−2x)
∂x

= −2

∂2F

∂y2
=
∂(−2y)
∂y

= −2

Protoºe hodnota smí²ené parciální derivace nezávisí na tom, podle které pro-
m¥nné derivujeme jako první, dostáváme:

∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
=
∂(−2x)
∂y

= 0

Nyní tyto hodnoty dosadíme do determinantu D:

D = det

(
−2 0
0 2

)
= 4 > 0

Determinant vy²el roven 4, coº je £íslo kladné, v bod¥ [0, 0] je lokální extrém.
Jelikoº zárove¬ platí, ºe:

∂2F

∂x2
= −2 < 0

Tak je v bod¥ [0, 0] lokální maximum.
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Dal²í p°íklad je velice podobný p°edcházejícímu p°íkladu.

1.4.2 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y) = 10− x2 − y3. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve musíme zjistit, které body jsou podez°elé z extrému. Nemusíme
se zabývat hranicí D(F ), protoºe lokální extrémy jsou vºdy uvnit° D(F ).
Pro ur£ení podez°elých bod· pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace
funkce rovnají nule.

∂F

∂x
= −2x = 0

Pro: x = 0. A

∂F

∂y
= −3y2 = 0

Pro: y = 0.
Odtud dostáváme podez°elý bod [0, 0]. M·ºeme tedy pokro£it k výpo£tu
determinantu D:

D = det


∂2F

∂x2
∂2F

∂x∂y
∂2F

∂y∂x

∂2F

∂y2


Nyní si vypo£ítáme parciální derivace druhého °ádu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

∂2F

∂x2
=
∂(−2x)
∂x

= −2

∂2F

∂y2
=
∂(−3y2)
∂y

= −6y

Protoºe hodnota smí²ené parciální derivace nezávisí na tom, podle které pro-
m¥nné derivujeme jako první, dostáváme:

∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
=
∂(−2x)
∂y

= 0

Nyní tyto hodnoty dosadíme do determinantu D:

D = det

(
−2 0
0 −6y

)
= 12y
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Nyní do výsledku z determinantu dosadíme bod [0, 0]:

D = 12y = 12 · 0 = 0

Determinant vy²el roven 0, coº znamená, ºe touto metodou nelze rozhodnout
o lokálních extrémech.

1.4.3 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y) = (x+ 2)2 − (y + 1)2. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve musíme zjistit, které body jsou podez°elé z extrému. Nemusíme
se zabývat hranicí D(F ), protoºe lokální extrémy jsou vºdy uvnit° D(F ).
Pro ur£ení podez°elých bod· pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace
funkce rovnají nule.

∂F

∂x
= 2(x+ 2) = 2x+ 4 = 0

Pro:

2x+ 4 = 0

2x = −4
x = −2

A

∂F

∂y
= −2(y + 1) = −2y − 2 = 0

Pro:

−2y − 2 = 0

2y = −2
y = −1

Odtud dostáváme podez°elý bod [−2,−1]. M·ºeme tedy pokro£it k výpo£tu
determinantu D:

D = det


∂2F

∂x2
∂2F

∂x∂y
∂2F

∂y∂x

∂2F

∂y2
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Nyní si vypo£ítáme parciální derivace druhého °ádu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

∂2F

∂x2
=
∂(2x+ 4)

∂x
= 2

∂2F

∂y2
=
∂(−2y − 2)

∂y
= −2

Protoºe hodnota smí²ené parciální derivace nezávisí na tom, podle které pro-
m¥nné derivujeme jako první, dostáváme:

∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
=
∂(2x+ 4)

∂y
= 0

Nyní tyto hodnoty dosadíme do determinantu D:

D = det

(
2 0
0 −2

)
= −4 < 0

Determinant vy²el roven −4, coº je £íslo záporné, v bod¥ [−2,−1] je sedlo.

1.4.4 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y) = 2x+ 3y − ln(xy). ([5])

�e²ení:
Je²t¥ neº za£neme zji²´ovat podez°elé body, je vhodné u tohoto p°íkladu
stanovit podmínky pro x a y, aby m¥l logaritmus smysl.

x · y > 0⇒ x > 0 ∧ y > 0

⇒ x < 0 ∧ y < 0

Nyní m·ºeme pokra£ovat hledáním podez°elých bod·. Pro ur£ení podez°e-
lých bod· pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace funkce rovnají nule.

∂F

∂x
= 2 +

(
− 1

xy

)
· y = 2− y

xy
= 2− 1

x
= 0

Pro:

2− 1

x
= 0

2 =
1

x
2x = 1

x =
1

2
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A

∂F

∂y
= 3− 1

xy
· x = 3− x

xy
= 3− 1

y
= 0

Pro:

3− 1

y
= 0

3 =
1

y

3y = 1

y =
1

3

Odtud dostáváme podez°elý bod
[
1

2
,
1

3

]
. M·ºeme tedy pokro£it k výpo£tu

determinantu D:

D = det


∂2F

∂x2
∂2F

∂x∂y
∂2F

∂y∂x

∂2F

∂y2


Nyní si vypo£ítáme parciální derivace druhého °ádu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

∂2F

∂x2
=

∂

∂x

(
2− 1

x

)
= −(−1)x−2 = 1

x2

∂2F

∂y2
=

∂

∂y

(
3− 1

y

)
= −(−1)y−2 = 1

y2

Protoºe hodnota smí²ené parciální derivace nezávisí na tom, podle které pro-
m¥nné derivujeme jako první, dostáváme:

∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
=

∂

∂y

(
2− 1

x

)
= 0

Nyní tyto hodnoty dosadíme do determinantu D:

D = det

 1

x2
0

0
1

y2

 =
1

x2
· 1
y2
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Nyní do výsledku determinantu dosadíme získaný podez°elý bod
[
1

2
,
1

3

]
a dostáváme:

1
1

4

· 1
1

9

= 4 · 9 = 36 > 0.

Odtud vyplývá, ºe je v bod¥ lokální extrém. Abychom mohli rozhodnout,
zda se jedná o lokální minimum, nebo lokální maximum, musíme se zam¥°it
na znaménko parciální derivace druhého °ádu podle x:

∂2F

∂x2
=

1

x2
=

1
1

4

= 4 > 0.

V bod¥
[
1

2
,
1

3

]
je lokální minimum.

Následující p°íklad je velice podobný p°ede²lému p°íkladu.

1.4.5 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y) = ln(xy) + x− y. ([5])

�e²ení:
Je²t¥ neº za£neme zji²´ovat podez°elé body, je vhodné u tohoto p°íkladu
stanovit podmínky pro x a y, aby m¥l logaritmus smysl.

x · y > 0⇒ x > 0 ∧ y > 0

⇒ x < 0 ∧ y < 0

Nyní m·ºeme pokra£ovat hledáním podez°elých bod·. Pro ur£ení podez°e-
lých bod· pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace funkce rovnají nule.

∂F

∂x
=

1

xy
· y + 1 =

y

xy
+ 1 =

1

x
+ 1 = 0

Pro:
1

x
+ 1 = 0

1

x
= −1

−x = 1

x = −1
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A

∂F

∂y
=

1

xy
· x− 1 =

x

xy
− 1 =

1

y
− 1 = 0

Pro:

1

y
− 1 = 0

1

y
= 1

y = 1

Odtud dostáváme podez°elý bod [−1, 1]. Tento bod ale nespl¬uje podmínky
vze²lé z logaritmu, ºe x > 0 ∧ y > 0 ∨ x < 0 ∧ y < 0. Tento bod tedy není
£ástí de�ni£ního oboru funkce F (x, y), protoºe:

ln(xy) = ln(−1)

a logaritmus ln(−1) není de�nován.

1.4.6 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y) = x2 + y2 − 2xy +
y3

3
− y. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve musíme zjistit, které body jsou podez°elé z extrému. Nemusíme
se zabývat hranicí D(F ), protoºe lokální extrémy jsou vºdy uvnit° D(F ).
Pro ur£ení podez°elých bod· pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace
funkce rovnají nule.

∂F

∂x
= 2x− 2y = 2(x− y) = 0

Pro:

2(x− y) = 0

x− y = 0

x = y

A

∂F

∂y
= 2y − 2x+ y2 − 1 = 0
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Po dosazení za x = y dostáváme pro:

2y − 2x+ y2 − 1 = 0

2y − 2y + y2 − 1 = 0

y2 − 1 = 0

y = ±1

Odtud a z x = y dostáváme 2 podez°elé body [1, 1] a [−1,−1]. M·ºeme tedy
pokro£it k výpo£tu determinantu D:

D = det


∂2F

∂x2
∂2F

∂x∂y
∂2F

∂y∂x

∂2F

∂y2


Nyní si vypo£ítáme parciální derivace druhého °ádu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

∂2F

∂x2
=
∂(2x− 2y)

∂x
= 2

∂2F

∂y2
=
∂(2y − 2x+ y2 − 1)

∂y
= 2 + 2y

Protoºe hodnota smí²ené parciální derivace nezávisí na tom, podle které pro-
m¥nné derivujeme jako první, dostáváme:

∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
=
∂(2x− 2y)

∂y
= −2

Nyní tyto hodnoty dosadíme do determinantu D:

D = det

(
2 −2
−2 2 + 2y

)
= 2(2 + 2y)− 4 = 4 + 4y − 4 = 4y

Nyní do výsledku dosadíme postupn¥ oba podez°elé body:
1. bod [1, 1]

D = 4y = 4 > 0.

V bod¥ [1, 1] je lokální extrém:

∂2F

∂x2
= 2 > 0.

V bod¥ [1, 1] je tedy lokální minimum.
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2. bod [−1,−1]

D = 4y = −4 < 0.

V bod¥ [−1,−1] je sedlo.

1.4.7 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y) =
2

x
+ x2y +

1

y
. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve musíme zjistit, které body jsou podez°elé z extrému. Pro ur£ení po-
dez°elých bod· pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace funkce rovnají
nule.

∂F

∂x
=
−2
x2

+ 2xy = 0

Pro:

−2
x2

+ 2xy = 0

−2 + 2x3y = 0

x3y = 1

x3 =
1

y

A

∂F

∂y
= x2 − 1

y2
= 0

Pro:

x2 − 1

y2
= 0

x2 =
1

y2

x = ±1

y

Nyní se postupn¥ zam¥°íme na oba p°ípady:
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1. x =
1

y

Dosadíme tuto rovnost do x3 =
1

y
a dostáváme:(

1

y

)3

=
1

y

y3 = y

y2 = 1

y = ±1

2. x = −1

y

Dosadíme tuto rovnost do x3 =
1

y
a dostáváme:(

−1
y

)3

=
1

y

−y3 = y

y2 = −1

Tato rovnost nemá smysl, protoºe druhá mocnina £ísla je vºdy v¥t²í,
nebo rovná nule.

Dostáváme 2 podez°elé body [1, 1] a [−1,−1]. M·ºeme tedy pokro£it k vý-
po£tu determinantu D:

D = det


∂2F

∂x2
∂2F

∂x∂y
∂2F

∂y∂x

∂2F

∂y2


Nyní si vypo£ítáme parciální derivace druhého °ádu, abychom je mohli do-
plnit do determinantu:

∂2F

∂x2
=

∂

∂x

(
− 2

x2
+ 2xy

)
= 2y +

4

x3

∂2F

∂y2
=

∂

∂y

(
x2 − 1

y2

)
=

2

y3

Protoºe hodnota smí²ené parciální derivace nezávisí na tom, podle které pro-
m¥nné derivujeme jako první, dostáváme:

∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
=

∂

∂y

(
− 2

x2
+ 2xy

)
= 2x
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Nyní tyto hodnoty dosadíme do determinantu D:

D = det

 2y +
4

x3
2x

2x
2

y3


U t¥chto sloºit¥j²ích determinant· je vhodn¥j²í nejd°íve do determinantu
dosadit podez°elý bod a aº pak ho za£ít vy£íslovat:

1. bod [1, 1]

D = det

(
6 2
2 1

)
= 6− 4 = 2 > 0.

Jelikoº je hodnota determinantu kladná, tak v bod¥ [1, 1] je lokální
extrém:

∂2F

∂x2
= 6 > 0.

V bod¥ [1, 1] je tedy lokální minimum.

2. bod [−1,−1]

D = det

(
−6 −2
−2 −2

)
= 12− 4 = 8 > 0.

Jelikoº je hodnota determinantu kladná, tak v bod¥ [−1,−1] je lokální
extrém:

∂2F

∂x2
= −6 < 0.

V bod¥ [−1,−1] je tedy lokální maximum.
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2 Te£na implicitn¥ zadané funkce

Nyní se zam¥°íme na vyuºití funkce dvou prom¥nných v teorii funkce jedné
prom¥nné.
Implicitní funkce je funkce, kterou nelze zapsat ve tvaru y = f(x),
ale je moºno ji zapsat pomocí rovnice F (x, y) = 0. Jde nap°íklad o rovnici
kruºnice, kterou implicitn¥ zapí²eme jako x2 + y2 − 1 = 0. Lze ji sice vyjád-
°it i pomocí p°edpisu y = f(x), ale je nutné ji rozd¥lit na dv¥ polokruºnice:
y = ±

√
1− x2, £ímº se jedná o dv¥ r·zné funkce.

Pokud F = F (x, y) je funkce, jejíº parciální derivace jsou spojité v bod¥

[x0, y0] a nech´ F (x0, y0) = 0 a
∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0.

Potom v okolí bodu [x0, y0] existuje funkce f = f(x) taková, ºe rovnice
F (x, y) = 0 vyjad°uje v okolí bodu [x0, y0] graf funkce f (tj. k°ivku y = f(x)).
Tato funkce f je spojitá v okolí bodu x0 a zárove¬ zde má i spojitou derivaci
a platí:

f ′(x0) = −

∂F

∂x
(x0, y0)

∂F

∂y
(x0, y0)

,

kde f ′(x0) je sm¥rnice te£ny ke grafu F (x, y) v bod¥ x0.

2.1 P°íklad

Ur£ete rovnici te£ny v bod¥ [4, 1] ke k°ivce vyjád°ené implicitn¥ rovnicí√
x+
√
y = xy − 1. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve ov¥°íme, zda je bod [4, 1] prvkem zadané funkce:

√
4 +
√
1 = 4 · 1− 1

2 + 1 = 4− 1

3 = 3

Bod [4, 1] je bodem zadané funkce. Nyní si funkci F (x, y) upravíme:
√
x+
√
y = xy − 1

x
1
2 + y

1
2 − xy + 1 = 0
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U takto upravené funkce zjistíme její parciální derivace podle x:

∂F

∂x
=

1

2
· x−

1
2 − y =

1

2
· 1√

x
− y

A podle y:

∂F

∂y
=

1

2
· y−

1
2 − x =

1

2
· 1
√
y
− x

Nyní ur£íme, jakých hodnot nabývají tyto parciální derivace v bod¥ [4, 1].

∂F

∂x
(4, 1) =

1

2
· 1
2
− 1 = −3

4
∂F

∂y
(4, 1) =

1

2
· 1− 4 = −7

2

Sm¥rnice te£ny má tedy tvar:

k := −

∂F

∂x
∂F

∂y

= −
−3

4

−7

2

= −3

4
· 2
7
= − 6

28
= − 3

14

Nyní dostáváme rovnici te£ny, kterou je²t¥ upravíme:

t : (y − 1) = − 3

14
· (x− 4)

y − 1 = − 3

14
x+

12

14

y = − 3

14
x+

6

7
+ 1

y = − 3

14
x+

13

7

Získali jsme obecnou rovnici p°ímky, která je te£nou funkce
√
x+
√
y = xy−1

v bod¥ [4, 1].

2.2 P°íklad

Ur£ete rovnici te£ny v bod¥ [1,−1] ke k°ivce vyjád°ené implicitn¥ rovnicí
x4 + y4 = 2. ([5])
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�e²ení:
Nejd°íve ov¥°íme, zda je bod [1,−1] prvkem zadané funkce:

14 + (−1)4 = 2

1 + 1 = 2

2 = 2

Bod [1,−1] je bodem zadané funkce. Nyní si funkci F (x, y) upravíme:

x4 + y4 = 2

x4 + y4 − 2 = 0

U takto upravené funkce zjistíme její parciální derivace podle x:

∂F

∂x
= 4x3

A podle y:

∂F

∂y
= 4y3

Nyní ur£íme, jakých hodnot nabývají tyto parciální derivace v bod¥ [1,−1].

∂F

∂x
(1,−1) = 4 · 1 = 4

∂F

∂y
(1,−1) = 4 · (−1)3 = 4 · −1 = −4

Sm¥rnice te£ny má tedy tvar:

k := −

∂F

∂x
∂F

∂y

= − 4

−4
= 1

Nyní dostáváme rovnici te£ny, kterou je²t¥ upravíme:

t : (y + 1) = 1 · (x− 1)

y + 1 = x− 1

y = x− 2

Získali jsme obecnou rovnici p°ímky, která je te£nou funkce x4 + y4 = 2 v
bod¥ [1,−1].
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2.3 P°íklad

Ur£ete rovnici te£ny v bod¥
[
0,
π

6

]
ke k°ivce vyjád°ené implicitn¥ rovnicí

cosx+ 2 sin y = 2. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve ov¥°íme, zda je bod

[
0,
π

6

]
prvkem zadané funkce:

cos 0 + 2 sin
π

6
= 2

1 + 2 · 1
2
= 2

2 = 2

Bod
[
0,
π

6

]
je bodem zadané funkce. Nyní si funkci F (x, y) upravíme:

cosx+ 2 sin y = 2

cosx+ 2 sin y − 2 = 0

U takto upravené funkce zjistíme její parciální derivace podle x:

∂F

∂x
= − sinx

A podle y:

∂F

∂y
= 2 cos y

Nyní ur£íme, jakých hodnot nabývají tyto parciální derivace v bod¥
[
0,
π

6

]
.

∂F

∂x

(
0,
π

6

)
= − sin 0 = 0

∂F

∂y

(
0,
π

6

)
= 2 cos

π

6
= 2

√
3

2
=
√
3

Sm¥rnice te£ny má tedy tvar:

k := −

∂F

∂x
∂F

∂y

= − 0√
3
= 0
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Jelikoº sm¥rnice te£ny vy²la rovna nule, te£na je rovnob¥ºná s osou x. P·jde
tedy o konstantní p°ímku:

t :
(
y − π

6

)
= 0(x− 0)

y − π

6
= 0

y =
π

6

Získali jsme obecnou rovnici p°ímky, která je te£nou funkce cosx+2 sin y = 2

v bod¥
[
0,
π

6

]
.

2.4 P°íklad

Ur£ete rovnici te£ny v bod¥
[
0,
π

3

]
ke k°ivce vyjád°ené implicitn¥ rovnicí

cos(x2) + sin(xy) + 2 sin y = 1 +
√
3. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve ov¥°íme, zda je bod

[
0,
π

3

]
prvkem zadané funkce:

cos 0 + sin 0 + 2 sin
π

3
= 1 +

√
3

1 + 0 + 2 ·
√
3

2
= 1 +

√
3

1 +
√
3 = 1 +

√
3

Bod
[
0,
π

3

]
je bodem zadané funkce. Nyní si funkci F (x, y) upravíme:

cos(x2) + sin(xy) + 2 sin y = 1 +
√
3

cos(x2) + sin(xy) + 2 sin y − 1−
√
3 = 0

U takto upravené funkce zjistíme její parciální derivace podle x:

∂F

∂x
= −[sin(x2)] · 2x+ (cosxy) · y = −2x sinx2 + y cosxy

A podle y:

∂F

∂y
= x · cosxy + 2 cos y
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Nyní ur£íme, jakých hodnot nabývají tyto parciální derivace v bod¥
[
0,
π

3

]
.

∂F

∂x

(
0,
π

3

)
= −2 · 0 · sin 0 + π

3
· cos 0 = 0 +

π

3
=
π

3
∂F

∂y

(
0,
π

3

)
= 0 · cos 0 + 2 · cos π

3
= 0 + 2 · 1

2
= 1

Sm¥rnice te£ny má tedy tvar:

k := −

∂F

∂x
∂F

∂y

= −

π

3
1

= −π
3

Nyní dostáváme rovnici te£ny, kterou je²t¥ upravíme:

t :
(
y − π

3

)
= −π

3
(x− 0)

y − π

3
= −π

3
x

y = −π
3
x+

π

3

Získali jsme obecnou rovnici p°ímky, která je te£nou funkce
cos(x2) + sin(xy) + 2 sin y = 1 +

√
3 v bod¥

[
0,
π

3

]
.

2.5 P°íklad

Ur£ete rovnici te£ny v bod¥ [1, 1] ke k°ivce vyjád°ené implicitn¥ rovnicí
e2x+y + ex+2y = 2e3. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve ov¥°íme, zda je bod [1, 1] prvkem zadané funkce:

e2·1+1 + e1+2·1 = 2e3

e3 + e3 = 2e3

2e3 = 2e3

Bod [1, 1] je bodem zadané funkce. Nyní si funkci F (x, y) upravíme:

e2x+y + ex+2y = 2e3

e2x+y + ex+2y − 2e3 = 0
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U takto upravené funkce zjistíme její parciální derivace podle x:

∂F

∂x
= e2x+y · 2 + ex+2y

A podle y:

∂F

∂y
= e2x+y + ex+2y · 2

Nyní ur£íme, jakých hodnot nabývají tyto parciální derivace v bod¥ [1, 1].

∂F

∂x
(1, 1) = 2e3 + e3 = 3e3

∂F

∂y
(1, 1) = e3 + 2e3 = 3e3

Sm¥rnice te£ny má tedy tvar:

k := −

∂F

∂x
∂F

∂y

= −3e3

3e3
= −1

Nyní dostáváme rovnici te£ny, kterou je²t¥ upravíme:

t : (y − 1) = −1(x− 1)

y − 1 = −x+ 1

y = −x+ 2

Získali jsme obecnou rovnici p°ímky, která je te£nou funkce e2x+y + ex+2y =
2e3 v bod¥ [1, 1].
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3 Funkce 3 prom¥nných

Funkce 3 prom¥nných je p°edpis, který uspo°ádané trojici [x, y, z] p°i°azuje
funk£ní hodnotu F (x, y, z). De�ni£ním oborem funkce F (x, y) je podmnoºina
R3 a oborem hodnot je podmnoºina R. Více je tato problematika vysv¥tlena
v [1].

3.1 Extrémy funkce 3 prom¥nných na dané mnoºin¥

metodou Jakobiánu

U funkcí 3 prom¥nných se omezíme pouze na ur£ování extrém· funkcí Jako-
biho metodou.
M¥jme funkci F (x, y, z) jako funkci prom¥nných x, y a z. Nech´ existují
funkce g1(x, y, z) = 0 a g2(x, y, z) = 0, které jsou de�ni£ním oborem dané
funkce F (x, y, z). Pak pro Jakobiho determinant platí:

det


∂F

∂x

∂F

∂y

∂F

∂z
∂g1
∂x

∂g1
∂y

∂g1
∂z

∂g2
∂x

∂g2
∂y

∂g2
∂z

 = 0

Po vy°e²ení rovnic, které vyjdou z determinantu dostáváme podez°elé body.
Poté zjistíme funk£ní hodnoty funkce F (x, y, z) v podez°elých bodech a na
základ¥ t¥chto hodnot rozhodneme o extrémech.

3.1.1 P°íklad

Metodou Jakobiánu ur£i extrémy funkce F (x, y, z) = x−2y+2z na mno-
ºin¥ g1 : x2 + y2 = 17 a g2 : y + z = 0. ([5])

�e²ení:
Mnoºina g1 je kruºnice, tedy se jedná o mnoºinu omezenou, odtud plyne,
je-li omezená funkce g1 s prom¥nnou y, pak musí být i funkce g2 omezená.
Potom determinant vypadá (k jeho výpo£tu pouºijeme tzv. Sarrusovo pravi-
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dlo o p°ipsání prvních dvou sloupc· determinantu):

det


∂F

∂x

∂F

∂y

∂F

∂z
∂g1
∂x

∂g1
∂y

∂g1
∂z

∂g2
∂x

∂g2
∂y

∂g2
∂z

 =

= det

 1 −2 2
2x 2y 0
0 1 1

 1 −2
2x 2y
0 1

=

= 2y + 4x+ 4x = 8x+ 2y = 0

Pro y = −4x.
Nyní tuto rovnici dosadíme do g1:

x2 + y2 = 17

x2 + 16x2 = 17

17x2 = 17

x = ±1

A odtud a z y = −4x dostáváme:
y = ∓4

Odtud a z mnoºiny g2 dostáváme:

y + z = 0

z = −y ⇒ z = ±4

Získali jsme 2 podez°elé body: [1,−4, 4] a [−1, 4,−4]. Pro ur£ení extrém·
funkce vypo£teme funk£ní hodnoty v podez°elých bodech.

F (1,−4, 4) = 1 + 2 · 4 + 2 · 4 = 17

F (−1, 4,−4) = −1− 2 · 4− 2 · 4 = −17

Minima nabývá zadaná funkce v bod¥: [−1, 4,−4], maxima v bod¥: [1,−4, 4].
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3.1.2 P°íklad

Metodou Jakobiánu ur£i extrémy funkce F (x, y, z) = x−2y+2z na mno-
ºin¥ g1 : x2 + y2 = 5 a g2 : z2 = 4. ([5])

�e²ení:
Mnoºina g1 je kruºnice, tedy se jedná o mnoºinu omezenou. Z mnoºiny g2
rovnou dostáváme sou°adnici z v²ech podez°elých bod·: z = ±2. Odtud téº
plyne, ºe mnoºina g2 je omezená.
Potom determinant vypo£teme pomocí Sarrusova pravidla:

det


∂F

∂x

∂F

∂y

∂F

∂z
∂g1
∂x

∂g1
∂y

∂g1
∂z

∂g2
∂x

∂g2
∂y

∂g2
∂z

 =

= det

 1 −2 2
2x 2y 0
0 0 2z

 1 −2
2x 2y
0 0

=

= 4yz + 8xz = 0

Pro

4yz + 8xz = 0

4z(y + 2x) = 0

z = 0 ∨ y = −2x
x = ±1

Nyní rovnici y = −2x dosadíme do g1:

x2 + y2 = 5

x2 + (−2x)2 = 5

x2 + 4x2 = 5

x2 = 1

x = ±1

A odtud a z y = −2x dostáváme:
y = ∓2
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Získali jsme 4 podez°elé body: [1,−2, 2], [1,−2,−2], [−1, 2, 2] a [−1, 2,−2].
Pro ur£ení extrém· funkce vypo£teme funk£ní hodnoty v podez°elých bodech.

F (1,−2, 2) = 1 + 4 + 4 = 9

F (1,−2,−2) = 1 + 4− 4 = 1

F (−1, 2, 2) = −1− 4 + 4 = −1
F (−1, 2,−2) = −1− 4− 4 = −9

Minima nabývá zadaná funkce v bod¥: [−1, 2,−2], maxima v bod¥: [1,−2, 2].

3.1.3 P°íklad

Metodou Jakobiánu ur£i extrémy funkce F (x, y, z) = x2−y2+z2 na mno-
ºin¥ g1 : x+ y − 3z = −7 a g2 : x− y + z = 3. ([5])

�e²ení:
Mnoºina g1 ani mnoºina g2 není omezená. Jedná se o obecné rovnice p°ímek
v prostoru. Proto nejd°íve ov¥°íme limity v ∞ a v −∞:

lim
[x,y,z]→[∞,∞,∞]

F (x, y, z) =∞+∞+∞ =∞

lim
[x,y,z]→[−∞,−∞,−∞]

F (x, y, z) =∞+∞+∞ =∞

Zjistili jsme podez°elé body v krajních bodech p°ímek. Nyní prov¥°íme vnit°ní
£ást mnoºiny. Pouºijeme Jakobiho determinant (k jeho výpo£tu pouºijeme
tzv. Sarrusovo pravidlo):

det


∂F

∂x

∂F

∂y

∂F

∂z
∂g1
∂x

∂g1
∂y

∂g1
∂z

∂g2
∂x

∂g2
∂y

∂g2
∂z

 =

= det

 2x 2y 2z
1 1 −3
1 −1 1

 2x 2y
1 1
1 −1

=

= 2x− 6y − 2z − 2z − 6x− 2y = −4x− 8y − 4z = −4(x+ 2y + z) = 0
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Tato rovnost platí: x = −z − 2y.
Nyní tu rovnici dosadíme do mnoºiny g1 a do mnoºiny g2 a dostaneme sou-
stavu 2 rovnic o 2 neznámých y a z:

−z − 2y + y − 3z = −7 (1)
−z − 2y − y + z = 3 (2)

�e²ením rovnice (2) je:

−z − 3y + z = 3

−3y = 3

y = −1

Nyní dosadíme za y = −1 do rovnice (1):

−z − 2 · (−1) + (−1)− 3z = −7
−4z + 1 = −7

4z = 8

z = 2

Nyní za z = 2 a za y = −1 dosadíme do rovnice x = −z − 2y a dostaneme:

x = −2− 2 · (−1)
x = 0

Získali jsme pouze jeden podez°elý bod, coº nás upozor¬uje na to, ºe mnoºiny
g1 a g2 nejsou omezené. Podez°elý bod má sou°adnice: [0,−1, 2].
Pro ur£ení extrém· funkce vypo£teme funk£ní hodnotu v podez°elém bod¥
a je²t¥ musíme vzít v potaz limity v krajních bodech.

x→∞, y →∞, z →∞⇒ F (x, y, z)→∞
x→ −∞, y → −∞, z → −∞⇒ F (x, y, z)→∞

F (0,−1, 2) = 1 + 4 = 5

Minima nabývá zadaná funkce v bod¥: [0,−1, 2], maxima pro:
x→∞, y →∞, z →∞ a pro:x→ −∞, y → −∞, z → −∞.
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3.2 Lokální extrémy funkce 3 prom¥nných pomocí Syl-

vestrova pravidla

Jde o zji²´ování lokálních extrém· funkce F (x, y, z) v R3.
V prostoru R3 z·stává stejná terminologie jako v prostoru R2, tedy mluvíme
o lokálních maximech a minimech a in�exnímu bodu °íkáme sedlo.
K ur£ení lokálních extrém· se vyuºívá Sylvestrovo pravidlo:
Nech´ je bod [x, y, z] podez°elý z extrému. Tedy:

∂F

∂x
(x, y, z) = 0

∂F

∂y
(x, y, z) = 0

∂F

∂y
(x, y, z) = 0

Pak ozna£me:

1. D1, pro které platí:

D1 =
∂2F

∂x2
(x, y, z),

2. determinant D2, pro který platí:

D2 = det


∂2F

∂x2
(x, y, z)

∂2F

∂x∂y
(x, y, z)

∂2F

∂y∂x
(x, y, z)

∂2F

∂y2
(x, y, z)


3. determinant D3, pro který platí:

D3 = det


∂2F

∂x2
(x, y, z)

∂2F

∂x∂y
(x, y, z)

∂2F

∂x∂z
(x, y, z)

∂2F

∂y∂x
(x, y, z)

∂2F

∂y2
(x, y, z)

∂2F

∂y∂z
(x, y, z)

∂2F

∂z∂x
(x, y, z)

∂2F

∂z∂y
(x, y, z)

∂2F

∂z2
(x, y, z)


Na základ¥ znamének determinant· D1 a D2 a D3 m·ºeme rozhodnou o lo-
kálních extrémech. Platí následující:

1. D1 > 0, D2 > 0, D3 > 0⇒ je v bod¥ [x, y, z] lokální minimum,
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2. D1 < 0, D2 > 0, D3 < 0⇒ je v bod¥ [x, y, z] lokální maximum,

3. D1 ∈ R, D2 < 0, D3 ∈ R⇒ je v bod¥ [x, y, z] sedlo,

4. D1 > 0, D2 ∈ R, D3 < 0⇒ je v bod¥ [x, y, z] sedlo,

5. D1 < 0, D2 ∈ R, D3 > 0⇒ je v bod¥ [x, y, z] sedlo.

Pokud nastane n¥která z moºností, která není uvedená vý²e, nelze touto me-
todou o lokálních extrémech rozhodnout.

3.2.1 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y, z) = x2 + 2y2 + 2z2 − 2xz + 4x −
8y − 2z. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve musíme zjistit, které body jsou podez°elé z extrému. Pro ur£ení
podez°elých bod· pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace funkce rovnají
nule.

∂F

∂x
= 2x− 2z + 4 = x− z + 2 = 0

A

∂F

∂y
= 4y − 8 = 0

Pro:

4y − 8 = 0

4y = 8

y = 2

A

∂F

∂z
= 4z − 2x− 2 = −x+ 2z − 1 = 0

Nyní jsme získali jednu sou°adnici podez°elého bodu: y = 2 a dv¥ rovnice.
Z t¥chto rovnic ud¥láme soustavu a se£teme je a dostaneme:

x− z + 2− x+ 2z − 1 = 0

z + 1 = 0

z = −1
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Nyní toto °e²ení dosadíme nap°íklad do druhé rovnice soustavy a dostáváme:

−x− 2− 1 = 0

x = −3

Získali jsme podez°elý bod [−3, 2,−1].
Nyní bychom mohli pokro£it k výpo£t·m determinant· D1 a D2 a D3.
Nejd°íve si ale vypo£ítáme v²echny parciální derivace, které budeme do de-
terminant· dosazovat. Obecný tvar determinant· D1 a D2 a D3 je uveden
hned v úvodu kapitoly, proto je zde uº dále nebudu uvád¥t, ale budu pracovat
pouze s vy£íslenými determinanty.
Derivace druhých °ád· mají tvar:

∂2F

∂x2
=

∂

∂x
(2x− 2z + 4) = 2

∂2F

∂y2
=

∂

∂y
(4y − 8) = 4

∂2F

∂z2
=

∂

∂z
(4z − 2x− 2) = 4

Je²t¥ vypo£ítáme smí²ené parciální derivace. Hodnota smí²ené parciální de-
rivace nezávisí na tom, podle které prom¥nné derivujeme jako první, proto
sta£í po£ítat místo ²esti derivací pouze t°i:

∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
=

∂

∂y
(2x− 2z + 4) = 0

∂2F

∂x∂z
=

∂2F

∂z∂x
=

∂

∂z
(2x− 2z + 4) = −2

∂2F

∂y∂z
=

∂2F

∂z∂y
=

∂

∂z
(4y − 8) = 0

Nyní z t¥chto hodnot sestavíme determinanty D1, D2 a D3:

D3 = det

 2 0 −2
0 4 0
−2 0 4

 2 0
0 4
−2 0

= 32− 16 = 16 > 0

D2 = det

(
2 0
0 4

)
= 8 > 0

D1 = 2 > 0

Determinanty vy²ly v²echny kladné, m·ºeme na základ¥ Sylvestrova pravidla
rozhodnout. Jedná se o p°ípad £íslo 1, tedy v bod¥ [−3, 2,−1] je lokální
minimum.
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3.2.2 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y, z) = x2+y2+z2+2x+4y−6z. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve musíme zjistit, které body jsou podez°elé z extrému. Pro ur£ení
podez°elých bod· pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace funkce rovnají
nule.

∂F

∂x
= 2x+ 2 = 0

Pro:

2x+ 2 = 0

2x = −2
x = −1

A

∂F

∂y
= 2y + 4 = 0

Pro:

2y + 4 = 0

2y = −4
y = −2

A

∂F

∂z
= 2z − 6 = 0

Pro:

2z − 6 = 0

2z = 6

z = 3

Nyní jsme získali podez°elý bod [−1,−2, 3].
Nyní bychom mohli pokro£it k výpo£t·m determinant· D1 a D2 a D3.
Nejd°íve si ale vypo£ítáme v²echny parciální derivace, které budeme do de-
terminant· dosazovat. Obecný tvar determinant· D1 a D2 a D3 je uveden
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hned v úvodu kapitoly, proto je zde uº dále nebudu uvád¥t, ale budu pracovat
pouze s vy£íslenými determinanty.
Derivace druhých °ád· mají tvar:

∂2F

∂x2
=

∂

∂x
(2x+ 2) = 2

∂2F

∂y2
=

∂

∂y
(2y + 4) = 2

∂2F

∂z2
=

∂

∂z
(2z − 6) = 2

Je²t¥ vypo£ítáme smí²ené parciální derivace. Hodnota smí²ené parciální deri-
vace nezávisí na tom, podle které prom¥nné derivujeme jako první,
proto sta£í po£ítat místo ²esti derivací pouze t°i:

∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
=

∂

∂y
(2x+ 2) = 0

∂2F

∂x∂z
=

∂2F

∂z∂x
=

∂

∂z
(2x+ 2) = 0

∂2F

∂y∂z
=

∂2F

∂z∂y
=

∂

∂z
(2y + 4) = 0

Nyní z t¥chto hodnot sestavíme determinanty D1, D2 a D3:

D3 = det

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

 2 0
0 2
0 0

= 8 > 0

D2 = det

(
2 0
0 2

)
= 4 > 0

D1 = 2 > 0

Determinanty vy²ly v²echny kladné, m·ºeme na základ¥ Sylvestrova pravidla
rozhodnout. Jedná se o p°ípad £íslo 1, tedy v bod¥ [−1,−2, 3] je lokální
minimum.

3.2.3 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y, z) = ln |x · y · z|. ([5])

�e²ení:
Tento logaritmus je de�nován pouze pro x·y·z 6= 0, tedy x 6= 0∧y 6= 0∧z 6= 0.
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Nyní budeme hledat body podez°elé z extrému. Pro ur£ení podez°elých bod·
pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace funkce rovnají nule.

∂F

∂x
=

1

xyz
· yz = yz

xyz
=

1

x
6= 0

A

∂F

∂y
=

1

xyz
· xz = xz

xyz
=

1

y
6= 0

A

∂F

∂z
=

1

xyz
· xy =

xy

xyz
=

1

z
6= 0

V²echny t°i parciální derivace jsou na D(F ) r·zné od nuly, proto jsme nezís-
kali ºádný podez°elý bod.

3.2.4 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y, z) = x3 + y2 + z2 − 6xy − 2z. ([5])

�e²ení:
Nejd°íve musíme zjistit, které body jsou podez°elé z extrému. Pro ur£ení
podez°elých bod· pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace funkce rovnají
nule.

∂F

∂x
= 3x2 − 6y = 0

Pro:

3x2 − 6y = 0

x2 = 2y

A

∂F

∂y
= 2y − 6x = 0

Pro:

2y − 6x = 0

2y = 6x
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A
∂F

∂z
= 2z − 2 = 0

Pro:

2z − 2 = 0

2z = 2

z = 1

Nyní jsme získali sou°adnici z = 1 podez°elého bodu. Musíme je²t¥ vy°e²it
následující rovnice:

x2 = 2y

A

2y = 6x.

Druhou rovnici dosadíme do první a získáme:

x2 = 6x

x2 − 6x = 0

x(x− 6) = 0.

Odtud dostáváme, ºe x = 0 ∨ x = 6. Potom pro y platí:

2y = 6x

y = 3x.

Odtud dostáváme, ºe y = 18∨ y = 0. Získáváme dva podez°elé body [6, 18, 1]
a [0, 0, 1].
Nyní bychom mohli pokro£it k výpo£t·m determinant· D1 a D2 a D3.
Nejd°íve si ale vypo£ítáme v²echny parciální derivace, které budeme do de-
terminant· dosazovat. Obecný tvar determinant· D1 a D2 a D3 je uveden
hned v úvodu kapitoly, proto je zde uº dále nebudu uvád¥t, ale budu pracovat
pouze s vy£íslenými determinanty.
Derivace druhých °ád· mají tvar:

∂2F

∂x2
=

∂

∂x
(3x2 − 6y) = 6x

∂2F

∂y2
=

∂

∂y
(2y − 6x) = 2

∂2F

∂z2
=

∂

∂z
(2z − 2) = 2
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Je²t¥ vypo£ítáme smí²ené parciální derivace. Hodnota smí²ené parciální deri-
vace nezávisí na tom, podle které prom¥nné derivujeme jako první,
proto sta£í po£ítat místo ²esti derivací pouze t°i:

∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
=

∂

∂y
(3x2 − 6y) = −6

∂2F

∂x∂z
=

∂2F

∂z∂x
=

∂

∂z
(3x2 − 6y) = 0

∂2F

∂y∂z
=

∂2F

∂z∂y
=

∂

∂z
(2y − 6x) = 0

Nyní z t¥chto hodnot sestavíme determinanty D1, D2 a D3 a pak do výsledk·
dosadíme sou°adnice obou podez°elých bod·:

D3 = det

 6x −6 0
−6 2 0
0 0 2

 6x −6
−6 2
0 0

= 24x− 72

D2 = det

(
6x −6
−6 2

)
= 12x− 36

D1 = 6x

Pro podez°elé body vycházejí determinanty po vy£íslení následovn¥.
1. Bod [6, 18, 1] :

D3 = 24x− 72 = 24 · 6− 72 = 144− 72 = 72 > 0

D2 = 12x− 36 = 12 · 6− 36 = 72− 36 = 36 > 0

D1 = 6x = 6 · 6 = 36 > 0

V²echny t°i determinanty vy²ly kladné, proto jde o p°ípad první a v
bod¥ [6, 18, 1] je lokální minimum.

2. Bod [0, 0, 1] :

D3 = 24x− 72 = −72 < 0

D2 = 12x− 36 = −36 < 0

D1 = 6x = 0

Determinanty D1 a D2 vy²ly záporné a D1 vy²el roven nule, proto jde
o p°ípad t°etí a v bod¥ [0, 0, 1] je sedlo.
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3.2.5 P°íklad

Ur£ete lokální extrémy funkce F (x, y, z) = 6xz+4y+8z−2x3−2y2− z2.
([5])

�e²ení:
Nejd°íve musíme zjistit, které body jsou podez°elé z extrému. Pro ur£ení
podez°elých bod· pot°ebujeme zjistit, kde se parciální derivace funkce rovnají
nule.

∂F

∂x
= 6z − 6x2 = 0

Pro:

6z − 6x2 = 0

x2 = z

A

∂F

∂y
= 4− 4y = 0

Pro:

4− 4y = 0

4y = 4

y = 1

A

∂F

∂z
= 6x+ 8− 2z = 0

Pro:

6x+ 8− 2z = 0

2z = 6x+ 8

z = 3x+ 4

Nyní jsme získali sou°adnici y = 1 podez°elého bodu. Musíme je²t¥ vy°e²it
následující rovnice:

x2 = z
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A

z = 3x+ 4.

Druhou rovnici dosadíme do první a získáme:

x2 = 3x+ 4

x2 − 3x− 4 = 0

(x− 4)(x+ 1) = 0.

Odtud dostáváme, ºe x = 4 ∨ x = −1. Potom pro z platí:

z = 3x+ 4.

Odtud dostáváme, ºe z = 16∨ z = 1. Získáváme dva podez°elé body [4, 1, 16]
a [−1, 1, 1].
Nyní bychom mohli pokro£it k výpo£t·m determinant· D1 a D2 a D3.
Nejd°íve si ale vypo£ítáme v²echny parciální derivace, které budeme do de-
terminant· dosazovat. Obecný tvar determinant· D1 a D2 a D3 je uveden
hned v úvodu kapitoly, proto je zde uº dále nebudu uvád¥t, ale budu pracovat
pouze s vy£íslenými determinanty.
Derivace druhých °ád· mají tvar:

∂2F

∂x2
=

∂

∂x
(6z − 6x2) = −12x

∂2F

∂y2
=

∂

∂y
(4− 4y) = −4

∂2F

∂z2
=

∂

∂z
(6x+ 8− 2z) = −2

Je²t¥ vypo£ítáme smí²ené parciální derivace. Hodnota smí²ené parciální deri-
vace nezávisí na tom, podle které prom¥nné derivujeme jako první,
proto sta£í po£ítat místo ²esti derivací pouze t°i:

∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x
=

∂

∂y
(6z − 6x2) = 0

∂2F

∂x∂z
=

∂2F

∂z∂x
=

∂

∂z
(6z − 6x2) = 6

∂2F

∂y∂z
=

∂2F

∂z∂y
=

∂

∂z
(4− 4y) = 0

Nyní z t¥chto hodnot sestavíme determinanty D1, D2 a D3 a pak do výsledk·
dosadíme sou°adnice obou podez°elých bod·:

D3 = det

 −12x 0 6
0 −4 0
6 0 −2

 −12x 0
0 −4
6 0

= −96x+ 144
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D2 = det

(
−12x 0
0 −4

)
= 48x

D1 = −12x

Pro podez°elé body vycházejí determinanty po vy£íslení následovn¥.
1. Bod [4, 1, 16] :

D3 = −96x+ 144 = −96 · 4 + 144 = −384 + 144 = −240 < 0

D2 = 48x = 48 · 4 = 192 > 0

D1 = −12x = −12 · 4 = −48 < 0

První a t°etí determinant vy²ly záporn¥, druhý determinant je kladný,
jde tedy o druhý p°ípad a v bod¥ [4, 1, 16] je lokální maximum.

2. Bod [−1, 1, 1] :

D3 = −96x+ 144 = −96 · −1 + 144 = 96 + 144 = 240 > 0

D2 = 48x = 48 · −1 = −48 < 0

D1 = −12x = −12 · −1 = 12 > 0

Determinanty D1 a D3 vy²ly kladné a D2 vy²el záporný,
proto jde o p°ípad t°etí a v bod¥ [−1, 1, 1] je sedlo.
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Záv¥r

Cílem této práce bylo vytvo°it sbírku °e²ených p°íklad· tak, aby mohla slou-
ºit jako dopl¬ující literatura k p°edná²kám, p°ípadn¥ cvi£ením, student·m
zejména pedagogických fakult, kte°í se v rámci kurzu matematické analýzy
zabývají extrémy funkcí více prom¥nných.

P°i zpracování této práce jsem se snaºil pln¥ vyuºít moºností, které na-
bízí dne²ní moderní technologie, nap°íklad dynamický geometrický software
GeoGebra, který je voln¥ staºitelný, a proto je i snadno dostupný v²em zá-
jemc·m o práci s ním. Tento software se stává i velkým pomocníkem p°i
výuce matematika na základních a st°edních ²kolách.

Tvorba této práce m¥ velice t¥²ila a p°ál bych si, aby byla tato práce dob-
rým pomocníkem dal²ích student· v²ech matematických obor· zabývajících
aplikací extrém· funkcí více prom¥nných.
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