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ANOTACE

Tato diplomova prace se zabyva moznosti vyuziti historickych matematickych
textd v dneSni vyuce matematiky. Teoretickd c¢ast pfedstavuje historicky kontext,
v némz vznikaly puvodni texty, které se staly podkladem pro tuto praci. V praktické
¢asti jsou navrzeny vyukové materialy, které umoziuji implementaci historickych tloh

do vyuky.

ANNOTATION

This diploma thesis suggests some ideas how to use historical mathematical texts
in today’s mathematics teaching. The theoretical part introduces the historical context of
original texts which have become the basis for this thesis. In the practical part, several

ideas how to implement these texts are suggested, designed and tested.
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1 Uvop

V posledni dobé¢ stale cCastéji slychame, ze uroven matematickych znalosti a
dovednosti Geskych zakt klesa, ackoliv z Tiskové zpravy MSMT zroku 2012 [23]
vyplyva, ze se pti poslednim Setieni TIMMS (The Trends in International Mathematics
and Science Study) a PIRLS (The Progress in International Reading Literacy Study)
v roce 2011 Cesti Zaci mirné zlepsili [8]. Vysledky naSich studentt zakladnich $kol v§ak
zdaleka nedosahuji urovné, jako naptiklad pied 20 lety. V souvislosti s tim se snizuji
také naroky, které na zaky klademe [21]. Dostavame se tak do povéstného za¢arovaného

kruhu.

S podobnymi tendencemi se setkdvam také béhem své ucitelské praxe. Téma této
praci jsem si vybrala proto, ze bych rada navrhla takové vyukové materidly, které by
zaky vedly k ptfemysleni pfi feSeni netradi¢nich uloh. V soucasné dobé totiz v hodinach
matematiky neni vyjimkou vyukovy styl zaméfeny na memorovani algoritmi a feSeni
typologicky podobnych tuloh. Tento pfistup u zakt nevyzaduje hlubs$i pochopeni

probirané latky, ale pouze zapamatovani aplikaci nauc¢eného postupu.

Inspiraci pro vytvateni nevSednich uloh pro tuto praci se staly historické knihy,
které se nachazeji v JihoCeské védecké knihovné, oddéleni rukopisu a starych tiskd

v Klastere Zlata Koruna.

Jednim z t&chto d¢l je kniha Miscellanea Mathematica z roku 1764 autora Jana
Tesénka. Mimo jinych uloh se v této knize vénuje tloham, které fesil jiz ve starém
Recku Archimédes ze Syrakus. Knihy téchto dvou autori se staly podkladem pro

predkladanou praci.

Cilem této diplomové prace bylo zpracovat historické materialy a navrhnout
jejich implementaci do soucasného vzdélavani. VSechny vybrané ulohy spadaji do
oblasti geometrie. Pocatecni Cast této prace je tedy veénovana vyvoji a vyznamu
vizualizace, jelikoz pravé vizualni podpora je dullezitou soucasti vytvorenych
vyukovych materiali. Nésleduje kapitola zabyvajici se historickym kontextem, v némz

vznikala vychozi literatura pro tuto diplomovou praci.



V praktické casti jsou nasledné zadany a rozebrany jednotlivé dlohy. Jejich
zpracovani ma nékolik forem: dynamické konstrukce v programu GeoGebra, animace
dikazi v programu GeoGebra a pracovni listy. Dynamické soubory jsou soucasti
ptilohy na CD ROM. Navic jsou také voln¢ dostupné na geogebratube.org. Pracovni
listy jsou pevnou soucasti prace. ZavéreCnou c¢asti je popis hodin matematiky, ve
kterych byly nékteré pracovni listy vyuzity. Tyto hodiny probihaly v ramci vyuky na ZS
Matice Skolské.



2 VIZUALIZACE V MATEMATICE

Matematika vyuziva tfi zakladni vyrazové prostfedky. Jsou to jazyk pfirozeny,
symbolicky a vizudlni. Jazykem pfirozenym je myslena bézna fe¢, kterou uzivame pfi
vysvétlovani, popisovani ¢i zadavani matematickych problému. Jazyk symbolicky pak
zahrnuje znaménka, zavorky, Cislice, ale i symboly jako V, f(x), v', €

Y. ,4,apod [1].

Vizualnimi reprezentacemi mame na mysli predev§im grafy a geometrické
konstrukce. Zahrnuti obrazku do matematického textu mélo v historii dva hlavni
divody. Tim prvnim je, ze vhodnym nacértkem lze nahradit zdlouhavé popisy ¢i zadani
(viz ¢inské piislovi — Obrazek 1), tim druhym pak je, Ze dobfe zvoleny nakres muze
napomoci obrazové predstavivosti a naslednému usuzovani a argumentaci, az ke

kone¢nému feSeni problému [1].

CHINESE I‘ROVERB
One picture is worth
ten thousand words

Obrazek 1 Cinské piislovi: ,,Obrazek vyda za 1000 slov.* [16]

2.1 POCATKY VIZUALIZACE

Dtikazy o tom, ze uz staroveéké texty obsahovaly vizudlni podporu svého obsahu,
nalézame ve znamém Moskevském papyru, ktery pochéazi z Egypta kolem roku
1850 pt. n. I. Jeho soucasti je totiz vedle popist a symbolu také nacrt lichobézniku (viz
Obrazek 2, na str. 6). Narozdil od soucasnosti v§ak byla funkce takovychto nakrest
pouze ilustrativni a jen dopliiovala obsah textu samotného. AZ pozdé&ji se zacala funkce

vizualizace ménit a postupné dospéla az do dnesni podoby [1].
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Obrazek 2 Moskevsky papyrus [17]

2.2 VIZUALIZACE V RECKE MATEMATICE

Jak uvadgji Netz a Noel v [15], fecka matematika byla vizualni véda. Jejim
hlavnim pfedstavitelem byl Archimédes ze Syrakus. Bylo to pravé v antické
matematice, kdy se funkce obrazku zmeénila z ilustrativni na informativni. Nacértek se

zde stava soucasti jednotlivych tvrzeni. Bez n¢j by nebyla vstupni informace kompletni.

Origindlnim zpracovanim vétSiny tehdejSich ilustraci si nemlzeme byt jisti,
jelikoZ nebyly dochovany. K dispozici v§ak mame né€kolik dalSich historickych zdrojt
z dob mnohem pozd¢jsich. Poté, co doslo pfi pfirodnich katastrofach ¢i valkach
ke zniceni dulezitych sidel i celych mést, véetné knihoven, byla dila velkych mysliteld
pfepisovana, aby se uz nestavalo, Ze jedind kopie bude zni¢ena. Béhem staleti dalSich a
dalich ptepist a kopirovani ovsem mohlo dochazet k jistym Gpravadm, kterych se pisafi
mohli dopoustét védomé ¢i nevédomé. Mnozstvi nepatrnych Uprav nebo i chyb
z nepozornosti pak mohlo vést k obrazku velice odlisnému od toho ptivodniho. Pravé
shodujici se fragmenty z rozlicnych historickych period nas vSak nechavaji véfit, ze

tomu tak neni a nase piedstava o antickych nakresech je sprdvna [15].



Role obrazkii vtecké matematice byla od té dneSni ponc¢kud odlisna.
Odvozovani riiznych vlastnosti i dokazovani vztahii se fidilo pfisnou logikou, kterou
feCti matematici bez zavahani dodrzovali. To bylo nezbytné, jelikoz na své diagramy
spoléhali natolik, Ze né€které skutecnosti se jiz nemusely objevit v dopliiujicim textu a
jakykoliv chybny Gsudek vyvozeny z nékresu by vedl k nekorektnimu postupu feseni.
Rekové se ale ve svych postupech dokézali oprostit od skute¢nosti, Ze v daném piipads,
ktery vidi pfed sebou na papyru, néco plati. S obrazkem ostrothlého trojuhelniku
nepracovali jako s ostrouhlym trojuhelnikem, ale jako s trojuhelnikem obecnym.
Funkce nakresu tedy spocivala v tom, ze z nich matematici vychazeli, ale nespoléhali na
to, co se zda byt pravdivym nebo naopak nepravdivym. Podstatné pro né bylo, jaké

vlastnosti v obecné konstrukci plati a pro¢ [15].

Guzmén v [4] pfirovnava roli naértku v fecké matematice ke stinu, ktery jen
naznaCuje skute¢nou situaci. Konstrukce, kterou vidime pied sebou na papife, neni

realna, ale naSe piedstava o ni ano a obrazek ndm pomaha s ni operovat.

Netz a Noel v [15] dale uvadéji, Ze také forma nacrtkd byla zna¢né odli$na.
Naptiklad v dile samotného Archiméda se mizeme setkat s nasledujicim diagramem —

Obrézek 3.

Obrézek 3 Archimédav diagram [15], s. 101



Jakkoliv se ndm to muze jevit nepravdépodobné, jednotlivé oblouky v mezikruzi
znazorhuji strany mnohothelniku. Tento zpusob znazornéni je pro Archiméda dokonce
typicky. Nachazime zde dalsi dikaz, ze nacrtek neplni funkci ilustrativni, ale Ze se jedna
spise o schematickou reprezentaci. K vidéni jsou i dalsi podobné situace a to 1 piesto, ze
byli Rekové schopni rysovat velice piesné, ilustrativni obrazky. Pro¢ tedy jejich naértky

zamérné neodpovidaji realité [15]?

Duvod spoc¢iva v jiz zminované skuteénosti, ze bez spravného zduvodnovani
mizeme z obrazku vyvodit nespravné zavéry. A jelikoZ se Rekové ve svych uvahach
takovychto chyb nedopoustéli, nebylo pro n¢ dilezité ani to, jestli jsou stranami
mnohothelniku Gsecky nebo oblouky. Diilezité je, aby obrazek vyjadfoval topologické
vlastnosti geometrickych Utvari. Tim se stavd ndkres co nejobecnéjsi a lze na jeho

zaklad¢ provadét geometrické dikazy [15].

2.3 VIZUALIZACE V MODERNI MATEMATICE

Od doby antiky proSla vizualizace rozsdhlym vyvojem. Zaslouzil se o to
naptiklad Albrecht Diirer, ktery pfispél novymi zpiisoby znazoriiovani prostorovych
téles v roviné. Jeho praci posunul na vyssi uroven ptiblizné o 100 let pozd&ji Johannes
Kepler. Jejich snaha, spolu se snahami dal$ich matematikd a geometrd o co nejpresné;si
a nejpreciznéjsi rovinnd zobrazeni dala vzniknout nové matematické discipliné —

deskriptivni geometrii [15].

Podle Guzmana v [4] kladli také dalsi zakladatelé moderni matematiky diraz na
vizualni podporu védeckych praci. René Descartes ve svém dile Regulae ad directionem
ingenii uvadi, ze pfi praci s matematickym textem je nutné zapojit intelekt, pamét,
predstavivost a smysly. Guzman [4] dale uvadi, Ze to byly pravé tfecké nakresy
v kombinaci s rozvinutou algebrou tehdejsi doby, které dovedly Descarta k poloZeni
zakladu analytické geometrie. Pozdé&ji to byl Lagrange, ktery ve vzdélavani matematika
prikladal velkou roli “fakulté pozorovani” a také Gauss, ktery matematiku povazoval za

védu oka.
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O novy pristup k vizualizaci se ve své grafické interpretaci Eukleidovych
Zdkladii z roku 1847 pokusil Oliver Byrne. V nakresech se zcela oprostil od
pojmenovavani bodu, tsecek a dalSich objektu (viz Obrdzek 4). Namisto toho uzival
barvy, kterymi zndzorioval, ze dva prvky v obrazku jsou shodné. Ve své dob¢ se jeho
metoda nesetkala s velkym uspéchem, z ¢asti kvtili ndkladnosti barevného tisku. I pfesto
ale jeho dilo nezlstalo nepovSimnuté. O necelé stoleti pozdé€ji se jeho obrazky a
vyuzivanim pouze zakladnich barev inspirovali holandsky malif Piet Mondrian (viz

Obrazek 5) i celé umélecké hnuti De Stijl [6].

| N
AV |
Piet Mondrian
Obrazek 4 Ukazka z knihy Olivera Byrneho [6] Obrazek 5 Dilo Pieta Mondriana [19]

Ve dvacatém stoleti byla vizualizace na ustupu. Tato situace souvisela pfedevsim
s rozvinutym formalizmem daného obdobi. Na obrazky bylo nahlizeno se znacnou
neddvérou, casteéné pod vlivem vzniku neeukleidovskych geometrii, a intuitivni
mysleni bylo potlacovano. Uc€ebnice pro vSechny stupné vzdélavani byly nekdy psany
jen s minimalni nebo Zadnou vizudlni podporou. Obrazky byly povazovany za
nespolehlivy zdroj poznavani. Dnes je vSak situace odlisna a vizualizace si znovu

ziskava své misto v matematice [4].

S vyvojem modernich technologii zaznamenala vizualizace znacny posun.

Graficke kalkulacky a pocitace nabizeji moznost interaktivniho pojeti vizualizace. Ruku
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v ruce s timto vyvojem doslo i k vymezeni nového odvétvi matematiky — pocitatové

geometrie [1].

2.3.1 VIZUALIZACE PODPOROVANA POCITACEM

Segenchuk v [20] rozliSuje vizualizaci dynamickou a vizualizaci statickou. Pfed
nastupem modernich technologii jsme se mohli setkdvat pouze s vizualizaci statickou.
Od nastupu poéitaci se ale jeji role zménila a dnes zastava také funkci dynamickou.

Tim, co tyto dvé formy od sebe rozlisuje, je zména grafického podnétu v Case.

Pfinos dynamické geometrie je dnes pfedmétem mnoha vyzkumi, z nichz ne
vSechny prokazuji zlepsSeni vykoni studenti. VétSina zaku i uciteltt vSak dynamicnost
geometrickych programi ocetiuje. Nespornou vyhodou uziti pocitace je, Zze nam
umoznuje v kratkém Case znazornit nepifeberné mnozstvi moznosti. Posunutim jediného
bodu miiZeme naptiklad zménit ostrotihly trojihelnik na trojihelnik tupothly namisto
toho, abychom jej znovu rysovali na tabuli, a zbyva nam tak vice ¢asu na objevovani,

pozorovani a ovétovani vlastnosti.

Velkou vyhodou je také Siroka nabidka programi zaméfenych na dynamickou
geometrii. Rada z nich je navic dostupna jako freeware, tedy bezplatny software.
Jednim z nich je program GeoGebra, ktery je v této praci vyuzit k pfipravé veskerych

materialad.

2.3.2 ROLE VIZUALIZACE V DNESNi VYUCE MATEMATIKY

Jak uvadi Kufina [12], n€které pojmy na zakladni i stfedni Skole se vyrazné
opiraji o intuici vyvolanou geometrickym obrazkem. Jako piiklad uvadi zavedeni pojmu
mnohouhelnik. Pfedstava mnohothelniku je podle néj zaloZena na intuitivné ziejmé
skutecnosti, ze lomena Cara, ktera mnohouhelnik vyznacuje, d€li rovinu na vnitini a
vngjsi cast. Podobnych ptikladd, které ukazuji na vyznam vizudlni podpory ve vyuce

matematiky, bychom nasli jist€ mnoho.
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Segenchuk v [20] zduraziuje, ze aby méla vizualizace Zadouci efekt, musi byt
zalozena na znalostech zaki. Jinymi slovy nelze ocekavat, ze vizualni podpora pomuize
zaktm k objeveni a pochopeni vztahti a zakonitosti, pokud nemaji dostate¢né predchozi
znalosti, které jsou pro porozuméni nezbytné. Hiebert a Carpenter v [10] dodavaji, ze
k porozuméni dojde pouze tehdy, pokud prvek zapadne do jiz existujici kognitivni sité
zaka. Pokud jsou tyto podminky naplnény, je vizualizace velkym pomocnikem pfi

vytvareni a upeviiovani novych pojmi ¢i vztaha.

V dob¢ pocitacu, grafickych kalkulatorti a interaktivnich tabuli je jiz vyucovani
matematiky s vizualni podporou pomérné rozsifené. Cim dal vétsi podet uditelt
zaClenuje matematické softwary do hodin a u¢i snimi pracovat i zaky samotné.
V nékterych piipadech je sice stale postacujici tabule a kiida, v jinych je vSak
dynamic¢nost geometrickych programii nedocenitelnd. Proto je dnes také prace

s matematickymi softwary nedilnou soucasti vzdélavani budoucich uciteld matematiky.
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3 OD TESANKA K ARCHIMEDOVI

Spojeni mezi témito dvéma muzi je na prvni pohled nejasné. Nahlédneme-li ale
blize do dila J. Tesanka, zjistime, ze se Archimédovymi ulohami zabyval ve svych
sbirkach. V knize Miscellanea Mathematica (1764), jejiz dochovany vytisk se nachazi
v klastefe Zlata Koruna, zaélenil Tesanek dvacet pét tvrzeni vybranych napfic
Archimédovym dilem. VSechny pfiiklady jsou velice zajimavé, avSak pro vyuziti na
zékladni ba i stfedni $kole ponckud slozité. Vsak se také jednalo o univerzitniho
profesora, ktery patrné své knihy vyuzival ve vyuce. Svou povahou jsou ale vybrané
ulohy podobné Archimédové Knize lemmat, kterd je pro mysl zakt stiednich a
zakladnich §kol mnohem piistupnéjsi. Na rozdil od Tesankovych Uloh se totiz lemmata
zabyvaji vztahy v roviné a nikoliv v prostoru. Proto se tedy Kniha lemmat stala hlavnim
pfedmétem této prace a je pouze doplnéna vybranymi piiklady z téch, které Tesanek od

Archiméda pievzal.

3.1 JAN TESANEK

Jan Tesanek, n€kdy také loannis ¢i Joannes Tessanek, se narodil
9. prosince 1728 v Brandyse nad Labem a zemiel 22. ¢ervna 1788 v Praze. Jeho jméno
je vytesano na zdech Narodniho muzea mezi 72 nejvétsimi muzi Cech. Je povazovéan za
vyznamneho matematika, fyzika a astronoma, byl ale také filozofem a knézem. Nékdy
byva Tesének piezdivan ¢esky Newton, jak ho piekitil francouzsky matematik, fyzik a
astronom Joseph Louis de Lagrange. Pfesto vSak vime o jeho Zivoté pomérné malo a

nezname ani jeho podobu [5], [13].

Své znalosti nabyl b&hem gymnazialnich studii a pozdéji také jako c¢len
jezuitského fadu, jenz se v Ceskych zemich jako jediny zabyval systematickou vyukou
matematiky. Byl velkym obdivovatelem dila Isaaca Newtona, k jehoz kniham Isaaci
Newtoni Libri 1. principiorum mathematicorum philosophiae naturalis Sect. I-V
exposita (1769), Betrachtungen Uber eine Stelle der allgmeinen Arithmetik Isaac
Newtons (1784), Versuch (ber einige Stellen in Newtons Principiis (1776) a
Algebraische Behandlung der XII. Section des I. Buches des grossen Werkes

Newtons (1777) vydal vlastni poznamky. Jeho Zivotnim dilem pak byla dvojdilna kniha
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Philosophiae naturalis principia mathematica, auctore Isaaco Newtono, illustrata
commentationibus potissimum Is. Tesanek et quibusdam in locis commentation ibus
veterioribus clarissimorum Thom. Le Sueur et Fried. Jacquier, ex Gallicana Minorum
familia Matheseos Professorum aliter propositis (1780 a 1785). Treti Cast zustala
bohuzel nedokonc¢ena [5], [11], [13]. Struik ([22], s. 141) dodava, Zze v tomto prazském
vydani Newtonovych Principii se pokusil vymezit nékteré zakladni terminy z analyzy,

konkrétné zpiesnit pojem limitniho piechodu.

Vétsinu zivota pusobil jako ucitel na latinskych Skolach 1 prazské univerzité.
Konec svého zivota vsak prozil v chudobé a nemocen v dom¢ svého zaka Frantiska
Josefa Gerstnera, prikopnika ¢eského technického skolstvi. Slova vyrytd na Tesankové
nahrobku odkazuji na jeho celozivotni vazbu k Newtonovi: ,,Magni Newtoni

Commentator — Komentator velkého Newtona [5], [11], [13].

3.2 ARCHIMEDES ZE SYRAKUS

Archimédes se narodil vroce 287 pif. n. 1. v Sicilském pfistavu Syrakusy a
zemiel tamtéZ v roce 211 nebo 212 pf. n. 1. béhem punskych valek, rukou fimského

vojaka. Za jeho posledni slova je povazovana slavna véta: ,,Neru$s mi mé kruhy!* [3].

Dalsi povést, ktera se o Archimédovi traduje, je kterak po objeveni pozdéjsiho
Archimédova zdkona bézel po mésté Syrakusy nahy a radosti nad svym zjiSténim,
volal: ,,Heuréka!* Netz a Noel v [15]vSak tuto domnénku zpochybiiuji. Ve srovnani
s jinymi Archimédovymi objevy je podle nich Archimédtv zakon véc tak ziejma, Ze jen
tézko kvuli ni takto zufivé oslavoval. Samotna udalost by mohla byt pravdiva, avsak

Vv kontextu jiného, vyznamnéjSiho objevu.

Nemén¢ znama je také povést, ve které Archimédes pomoci zrcadel a slune¢nich
paprskil podpalil fimskou lod’. Také tato udalost byla historiky zpochybiiovana, dokud
v roce 2005 nebyl proveden podobny pokus, pii kterém pouzili 100 zrcadel a model lodi

jimi zapalili. Pozdé&ji byl pokus opakovan se skutecnou lodi plujici po vodé [3].
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Archimédes je nc¢kterymi povazovan za umélce mezi matematiky a to pfevazné
diky eleganci a krase svych feSeni. Tato tivaha neni bezpfedmétna, jelikoz Archimédovi
pfedci byli udajn¢ zjedné strany astronomové a ze strany druhé umélci. Takova
kombinace genti skute¢né mohla vést ke zrozeni matematika a umélce v jedné
osobé [15]. Mezi jeho nejznaméjsi dila patéi O kouli a valci, kde odvozuje vztah pro
povrch a objem koule, Meéreni kruhu, kde aproximuje hodnotu 7, Kvadratura paraboly,
ve které zavadi vypocet pro obsah plochy mezi parabolou a se¢nou, ¢i O konoidech a

sféroidech nebo O spiralach, kde se zabyva take studiem Archimédovy spiraly [13].

Béhem svého zivota vedl Archimédes aktivni korespondenci s dal$imi
matematiky své doby. Casto jim zasilal své nejnovéjsi objevy a zjisténi, nékdy viak ve
svych vypoctech délal zdmérné chyby a se zvédavosti oc¢ekaval, jestli je druha strana
odhali. Byl si totiz dobfe védom, Ze na svété neni mysl, kterd by se mohla rovnat té
jeho [15].
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4 KNIHA LEMMAT

Kniha Lemmat patii mezi Archimédova méné zndma a méné vyznamna dila.
Pfesto ma vSak c¢tendii mnoho co nabidnout. Krasa této knihy spociva predevsim
v Archimédovych dikazech. Ty jsou povétSinou zaloZzeny na elementarnich znalostech
a uvahach, které zdanlivé vedou kamkoliv jen ne k dokazani tvrzeni. V samém zavéru

do sebe ale vSechny myslenky zapadnou a ditkaz lemmatu je na svéte.

Obsahem této knihy je patnact lemmat — patnéct tvrzeni o kruznici (palkruznici).
Asi nejznaméjsi jsou lemmata vztahujici se k arbelosu, utvaru sevieném tiemi
pulkruznicemi, ktery Archimédes jako prvni takto pojmenoval. Slovo arbelos znamenéa
Vv feétiné obuvnicky niz (viz Obrdzek 6). Pravé podle né&j pojmenoval Archimédes

studovany tvar — viz Obréazek 7.

/»/// \\
Obrazek 6 Obuvnicky ntz [18] Obrazek 7 Arbelos

Podle McConnella v [14] se Archimédes vénoval studiu arbelosu pro vlastni
zabavu a poté€Seni. Tomu lze velmi snadno uvéfit, nebot” tento jednoduchy geometricky
utvar v sobé skryva fadu zajimavych vlastnosti a vztahd. Ty nejznaméjsi se vztahuji

k jeho obvodu a obsahu.

17



4.1 FORMY ZPRACOVANI

Kniha lemmat je vychozi literaturou pro tuto praci. V nasledujici ¢asti jsou
jednotliva lemmata podrobnéji rozpracovana a je navrzeno jejich zatazeni do vyuky.
Jako soucast zadani kazdého lemmatu jsou uvedeny znalosti potiebné ke konstrukci,
znalosti potirebné k ditkazu, forma vyukového materidlu, procvicované znalosti, zarazeni
do vyuky a ptipadné nabyté znalosti. Tak si muze kazdy uitel zvolit, kdy a jakym

zpusobem vyuzit urcité tvrzeni ve vyuce.

Jednotliva tvrzeni jsou zpracovana nékolika zpusoby podle toho, jaké jsou jejich
moznosti pro zafazeni do vyuky. VSechna lemmata jsou ilustrovdna obrazky
vytvofenymi v programu GeoGebra, vnémz je vzdy provedena i Kkonstrukce.
V pfislusném souboru lze provést verifikaci jednotlivych lemmat, coz je také
ilustrovano v kazdém zadani. Verifikace je provedena dvéma zpusoby. Prvni je uzitim
nastroje Vztah mezi objekty (nazorné¢ Obrézek 8), ktery je soucasti zakladni sady

nastrojii programu.

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno N&povéda

X0 1% 8% 1= [o] [ PA N =
» Algebraické okno » Nakresna asc| | Text

?’: Obrazek

\‘/‘ Pero

}[\/‘ Objekt od ruky

b Vztah mezi objekty

l Pravdépodobnostni kalkulacka
E Kontrola funkce
1

o

Obréazek 8 Vztah mezi objekty
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Druhy zptisob verifikace je proveden uzitim dynamického textu, ktery se méni
Vv zavislosti na aktualnich hodnotach. Muzeme tedy dokazované vztahy ovéfit pro rizné
hodnoty, které dostavame, pokud pohybujeme body v konstrukci. Zde je tieba bréat
V potaz skutecnost, Ze program vSe feSi numericky a zobrazované udaje jsou

zaokrouhleny na dv¢ desetinnd mista. Proto nékdy dochazi k nepiesnostem v fadu setin.

Vsechny GeoGebra soubory Ize najit v podobé GeoGebra Book na internetovych
strankach geogebratube.com. Do pole hledat/search zadame Kniha lemmat (viz
Obrazek 9), ktera se nasledné objevi ve vysledcich hledani, jak je naznaceno v niZze
uvedenych obrézcich. V této slozce jsou nahrany vSechny konstrukce i krokované

dikazy. Vsechny soubory jsou voln¢ stazitelné.

& 5 C fi |[)tubegeogebraorg/Flang=en =lo

English

GeaGebra

About Download Help Materials Community

Overview Search Userlist MyProfile  Upload material

You sre nere: GeoGebraTube » Overview Welcome, drypair!
it Logout

Welcome to GeoGebraTube!

Search our 96387 Free and Interactive Materials

[ kniha lemmat | [ searen |

Obrazek 9 Vyhledavani na GeoGebra Tube [9]

K n€kterym lemmatim a vybranym tvrzenim z Tesankovy sbirky jsou dale
vytvoteny pracovni listy v€etné feSeni. V téchto pracovnich listech jsou zaci ndvodnymi
otdzkami vedeni k dtikazu pfislusného tvrzeni. Ke kazdému listu je uvedeno také jeho

feseni. Pracovni listy jsou zafazeny v kapitole 6 této prace.

Ke dvandcti lemmatim jsou Vv programu GeoGebra vytvofeny soubory
s krokovanou animaci dikazu. Po otevieni souboru se zobrazi pouze zadéni ulohy,

vychozi konstrukce a posuvnik — viz Obrazek 10 na str. 18.

Pohybem posuvniku se odkryvaji jednotlivé kroky dikazu, vzdy spolu
S pfisluSnym komentafem. V pravé ¢asti okna je to posloupnost tvrzeni, ktera odpovida
Archimédovym postupiim pii dokazovéani. Aktudlni text mé vzdy cernou barvu,
predchozi kroky ziistavaji viditelné, avSak pouze Sedou barvou. V plivodnim textu neni
mezi jednotlivymi kroky vysvétlena uvaha, ktera vede od jednoho k druhému. Proto je

pro usnadnéni dikaz oproti originalu rozsifen o animaci v levé ¢asti okna. Ve vychozi
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konstrukci se postupné objevuji rizné vlastnosti a pomocné konstrukce, které naznacuji,

proc jednotlivé kroky plati.

€ Lemma0ldukaz ggb ==
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
N o Mol acll Ukazoviitio halad
— Piesun nebo vibér objektl (zrusit klidvesou Esc) o]
Tl #EAc~

Pokud se dvé kruznice dotjkaji v bode A a jejich pramery BD, EF jsou rovnobezné, body ADF lezi na piimce.

Vstup:

Obrazek 10 Dtikaz v programu GeoGebra

[ ]

7 Lemma0ldukaz.ggh
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
&

2o PAN B E g
] o] g ] 3 o Pfesun nebo vybér objektu (zrusit klavesou Esc) ? -]

L

Pokud se dvé kruznice dotijkagji v bodé A a jejich pramery BD, EF jsou rovnobézné, body ADF lezi na piimce.

® 7. Uhly £ACD, £AOF a ZCDH jsou shodné.

Vstup:

Obrazek 11 Dukaz v programu GeoGebra (kroky)
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4.1.1 ZARAZENI DO VYUKY

Kazda forma zpracovani danych lemmat ma ve vyuce jiné misto. Konstrukci
v programu GeoGebra lze vyuzit pro verifikaci jednotlivych tvrzeni a také jako
motivacni ¢ast hodiny, kterou lze zatradit pfed samotnym dokazovanim. Dynamicnost
konstrukei navic umoziuje zakiim pozorovat vlastnosti a vztahy a také snaze porozumeét
zadéani jednotlivych Gloh. Zakam lze predlozit jiz hotovou konstrukci, stejné tak si ji ale
mohou sestrojit sami podle zadani. Dalsi moznosti je také zadani pouze konstrukce bez
dokazovaného tvrzeni. To se mohou zaci s vyuzitim dynamické geometrie pokusit sami
objevit. Jejich motivace k jeho naslednému dokazani se tak muze zvysit. Pokud méa
kazdy zak moznost pracovat samostatn¢, muze praci pfizplsobit svému vlastnimu
tempu a schopnostem. Ne kazda Skola samoziejmé nabizi takové moznosti. Minimalnim
nutnym vybavenim pro préci s dynamickymi materialy je projektor napojeny na pocita¢

¢i interaktivni tabule.

Pracovni listy slouzi pfevazné k procviceni a aplikaci znalosti nabytych pfi
béznych hodindch matematiky, avsak v ulohach, které jsou pro zaky neobvyklé. Vétsina
listl totiz pracuje s jednotlivymi dikazy, coz je oblast matematiky, se kterou se Zéci
setkavaji jen minimalné a v takovéto form¢ prakticky vitbec. Povaha nékterych lemmat
ale pfimo vybizi k tomu, aby byla zaktim predlozena k teseni. V pracovnich listech jsou
proto pfipraveny takové ukoly a otdzky, které maji zZaky dovést k ditkazlim pfislusnych
tvrzeni. I zde je na volbé ucitele, zda necha zaky pracovat samostatné nebo je nutné

s nekterymi kroky tfidé pomoci a postupy objasnit.

Krokované konstrukce dikazii jsou sice z vétSi Casti vyuzitelné az na stiedni
Skole, ale jejich ptinos pro matematické mysleni zakt muze byt veliky. V kazdém kroku
musi Zaci pouZzit své znalosti, aby odlGvodnili dil¢i tvrzeni. Vyznamné se zde tedy
rozviji jejich schopnost argumentace a aplikovani znalosti pfi feSeni problému. Tento
typ vyukovych materidlii Ize opét vyuzit jak pro samostatnou praci zaki, tak kolektivné

V celé tiidé.

Jednotliva lemmata jsou systematicky rozebréna a ilustrovana v nasledujici ¢asti

préace.
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4.2 LEMMA 1

Pokud se dvé kruznice dotykaji v bodé A a jejich primeéry BD, EF jsou

rovnobeézné, body A, D, F lezi na primce.

Bod D lefi na Usedka AF
(zkontrolovano numericky)

A GeoGebra - Vztah @
~A J \:I

Obrazek 12 Lemma 1 (verifikace — kruZnice uvnitf)

Tento vztah plati také, pokud jedna kruZnice leZi vné€ druhé kruZnice.

GeoGebra - Wztah @

Bod A le#ina Usefka BF
(zkontrolovano numericky)

Obrazek 13 Lemma 1 (verifikace — kruznice vng)
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Znalosti potiebné ke konstrukci: konstrukce pfimky, usecky, rovnobézky,

dvou kruznic, které maji praveé jeden spole¢ny bod.

Znalosti potiebné k diukazu: stiidavé Uhly, vlastnosti thla v trojuhelniku —

soucet vnitinich uhla, vlastnosti thlt v rovnobézniku, podobnost trojuhelnika.

Forma vyukového materidlu:  verifikace v programu  GeoGebra

(Lemma01.ggb), dikaz v programu GeoGebra (LemmaOldukaz.ggb).

Procviované znalosti: dvojice uhlt, uwhly v trojuhelniku, podobnost

trojuhelnik.

Zarazeni do vyuky: 8.-9. ro¢nik.

Poznédmka: Diikaz lze na stiedni Skole provést také uzitim stejnolehlosti. Stied

stejnolehlosti je v obou piipadech v bodé dotyku kruznic.
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4.3 LEMMA 2

Meéjme piilkruznici nad priimérem AB s tecnami v bode B a libovolném bodé

pulkruznice D, které se protinaji v bodé T. Pokud sestrojime DE kolmo na AB a
pokud se AT a DE protne v bodé F, |DF| = |FE]|.

GeoGebra - Vztah @

'.0.' Useéka DF a Usecka FE nejsou stejné

T ¥ (zkontrolovano numericky)
Usetka DF ma stejnou délku jako Usecka FE
(zkontrolovano numericky)

Obrazek 14 Lemma 2 (verifikace)

Znalosti potiebné ke konstrukcei: konstrukce pulkruznice, te¢na v bodg;

piimka, kolmice bodem.

Znalosti potiebné k dilkazu: te¢na z bodu ke kruznici, Thaletova kruznice,

podobnost trojuhelniki.

Forma vyukového materidlu:  verifikace v programu  GeoGebra

(Lemma02.ggb), ditkaz v programu GeoGebra (Lemma02dukaz.ggb).

Procvi¢ované znalosti: Thaletova kruznice, podobnost trojihelnikd.

Zarazeni do vyuky: 8.-9. ro¢nik.
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4.4 LEMMA 3

Meéjme libovolny bod P na pulkruznici nad primeérem AB a usecku PN kolmou na
AB. Sestrojime bod D na AB tak, ze |AD| = |[ND|. Pokud déle sestrojime oblouk
PQ o délce oblouku PA a spojime body B a Q, usecky BQO a BD jsou shodné.

P GeoGehra - Vztah @

'.o.' Useéka BQ a Useéka BD nejsou stejné
L (zkontrolovano numericky)
Usecka BQ md stejnou délku jako Useéka BD
(zkontrolovano numericky)

8
=
(wl
m 4

Obrazek 15 Lemma 3 (verifikace)

Znalosti potiebné ke konstrukci: konstrukce pulkruznice, kolmice bodem,

pfeneseni oblouku dané délky.

Znalosti poti‘ebné k dikazu: vlastnosti uhli v rovnoramenném trojuhelniku,

vlastnosti thla v tétivovém Ctyithelniku.

Forma vyukového materialu: verifikace v programu  GeoGebra
(Lemma03.ggb), dikaz v programu GeoGebra (LemmaO3dukaz.ggb), pracovni

list Rovnoramenné trojuhelniky v piilkruznici
Procvif¢ované znalosti: Uhly v trojuhelniku a ¢tyiuhelniku.

Zaiazeni do vyuky: 7.-9. ro¢nik.
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4.5 LEMMA 4

Meéjme piilkruznici nad priumeérem AB a libovolny bod N na AB. Nad AN a NB
sestrojime opét dvé pulkruznice. Cdst vytycenou tremi oblouky nazyval
Archimédes arbelos = obuvnicky miz. Obsah této casti je roven obsahu kruznice
nad priumérem PN, kde PN je kolmice na AB z bodu N, ktera protind pivodni
plilkruznici v bodé P.

Spp = 19.24

Sap = (Sv+ Syp) = So

19.24 — (1.94 + 8.96) = 8.34

San = B.96 Syp = 1.94

Obréazek 16 Lemma 4 (verifikace)

Znalosti poti‘ebné ke konstrukcei: konstrukce pulkruznice, pulkruznice s danym

prumérem — stied Gsecky, kolmice bodem.

Znalosti poti'ebné k dikazu: Pythagorova véta, Upravy vyrazii vcetné
sou¢tovych vzorcti, obsah kruhu, obsah obdélniku a trojahelniku, (Eukleidovy

véty — feSeni pro SS).

Forma vyukového materialu: verifikace v programu  GeoGebra
(Lemma04.ggb), dikaz v programu GeoGebra (LemmaO4dukaz.ggb), pracovni
list Tajemstvi arbelosu.

Procvicované znalosti: operace s vyrazy, Pythagorova véta, (Eukleidovy véty).

Nabyté znalosti: zobecnéni Pythagorovy véty.

Zatazeni do vyuky: 9. roénik (pracovni list), SS (diikaz v programu GeoGebra).
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4.6 LEMMA 5

Meéjme piilkruznici nad prumérem AB a libovolny bod C na AB. Sestrojime
kolmici CD na AB, ktera protne piilkruznici v bodé D. Nad AC a CB sestrojime
dalsi dve pulkruznice. Pokud nyni sestrojime dvé kruznice vepsané, z nichz jedna
se bude dotykat usecky CD a obloukit nad AC a AB a druha kruznice usecky CD a

obloukit nad CB a AB, takto sestrojené kruznice jsou shodné.

GeoGebra - Vztah @I

/ _Ch ) Usetkar_1aUseckar_2 nejsou stejné

W (zkontrolovano numericky)
Useckar_1 ma stejnou délku jako Useckar_2
(zkontrolovano numericky)

c

Obrazek 17 Lemma 5 (verifikace)

Znalosti poti‘ebné ke konstrukei: konstrukce pulkruznice, pulkruznice s danym

pramérem — stied usecky, kolmice, kruznice dané tfemi body.

Forma vyukového materidlu:  verifikace v programu  GeoGebra
(Lemma05.ggb)

Procvi¢ované znalosti: Apolloniovy ulohy.

Zaiazeni do vyuky: SS, VS.
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4.7 LEMMA 6

Meéjme pulkruznici nad priumerem AB. Bod C zvolime na AB tak, aby
|AC|: |CB|bylo 3 : 2 nebo v jiném predem urceném poméru. Pulkruznici nad AB
vepiseme pulkruznice nad AC a CB. Sestrojime kruznici vepsanou, ktera ma
S kazdym ze ti'i obloukii jeden bod dotyku. V jakém poméru je primer kruznice

vepsané a pivodni piilkruznice|GH| : |AB|?

c B

Obrazek 18 Lemma 6 (verifikace)

Znalosti poti‘ebné ke konstrukci: konstrukce pulkruznice, pulkruznice s danym
prumérem — stfed Usecky, elipsy dané dvéma ohnisky a jednim bodem, kruznice
dané tremi body.

Procvi¢ované znalosti: Apolloniovy ulohy.

Zaiazeni do vyuky: SS, VS.
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4.8 LEMMA 7

Meéjme kruznici opsanou a vepsanou ctverci. Obsahy jimi vymezenych kruhu jsou

potom v pomeru 2 : 1.

PN

So=2-85,

107.92 = 2. 53.96

Obréazek 19 Lemma 7 (verifikace)

Znalosti potiebné ke Kkonstrukci: konstrukce c¢tverce, Kruznice opsana a

vepsana ¢tverci.

Znalosti potiebné k dukazu: vlastnosti ¢tverce — délka strany, délka uhlopficky

(Pythagorova véta), obsah kruhu.

Forma vyukového materialu: verifikace v programu  GeoGebra
(Lemma07.ggb), dikaz v programu GeoGebra (LemmaO7dukaz.ggb), pracovni
list Kolem dokola.

Procvi¢ované znalosti: Pythagorova véta, obsah kruhu, Gpravy vyrazi.
Zarazeni do vyuky: 8.-9. ro¢nik.

Poznamka: Ulohu lze rozsifit i do prostoru. Povrch koule opsané krychli je

trojnasobkem povrchu vepsané koule.
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4.9 LEMMA 8

Meéjme libovolnou secnu AB kruznice se stredem v bodé O. Secnu prodlouzime
k bodu C tak, Ze BC je rovna poloméru kruznice. Sestrojime poloprimku CO, kterd

protne kruznici v bodech D a E. Oblouky AE a BD jsou nyni v poméru 3 : 1.

AE =3-BD
5.04 = 3-1.68

Obrédzek 20 Lemma 8 (verifikace)

Znalosti potiebné ke konstrukci: konstrukce kruznice, Secny, polopiimky

bodem, rovnobé&zky.

Znalosti potiebné k dukazu: Uhly v trojuhelniku, dvojice ahli.

Nabyté znalosti: Archimédova metoda trisekce Uhlu.

Forma vyukového materidlu:  verifikace v programu  GeoGebra
(Lemma08.ggb), dikaz v programu GeoGebra (LemmaO8dukaz.ggb), pracovni

list Trisekce wthlu aneb rozdeél wihel na tretiny.

Procvi¢ované znalosti: vedlejsi tihly, vrcholové uhly, sttidavé thly.

Zaiazeni do vyuky: 6.—7. ro¢nik pro zadané velikosti Uhlu; 8.—9. ro¢nik obecné.
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410 LEMMAO

Meéjme kruznici a dveé tétivy AB, CD které jsou navzajem kolmé a jejich prisecik

nelezi ve stredu kruznice. Potom oblouk AD + CB = oblouk AC + oblouk DB.

=]
A 0

. y \F AD+CB < AC + DB

4.69+11.02 = 8.23 + 7.48

Obréazek 21 Lemma 9 (verifikace)

Znalosti potfebné ke konstrukci: konstrukce kruznice, tétivy, navzajem

kolmych tsecek.

Znalosti potiebné k dikazu: shodnost geometrickych ttvardt — o0sova

soumérnost, shodné oblouky na kruZznici.

Forma vyukového materialu: verifikace v programu  GeoGebra

(Lemma09.ggb), dikaz v programu GeoGebra (Lemma09dukaz.ggb).

Procvifované znalosti: osova soumérnost, vlastnosti kruznice — shodnost

oblouku.

Zarazeni do vyuky: 6.-9. ro¢nik.
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411 LemMmA 10

Z bodu T vedme ke kruznici tecny TA a TB a secnu TC. Dadle méjme tétivu BD
rovnobeznou s TC. Prisecik AD a TC oznacime E. Sestrojime-li nyni kolmici EH
na usecku BD, bod H je stredem BD.

GeoGebra - Vztah @

'.0-' Useéka DH a Useéka HB nejsou stejné
.l (zkontrolovano numericky)
Useéka DH md stejnou délku jako Usefka HB
(zkontrolovano numericky)

Obrazek 22 Lemma 10 (verifikace)

Znalosti potifebné ke konstrukci: konstrukce kruznice, te¢ny v bodé (te¢ny

z bodu), se¢ny (z bodu), rovnobézné a kolmé piimky.

Znalosti potiebné k dikazu: obvodovy Uhel, Usekovy Uhel, podobnost

trojuhelnikd.

Forma vyukového materialu: verifikace v programu  GeoGebra

(Lemmal0.ggb), dtkaz v programu GeoGebra (Lemmal0dukaz.ggb).
Procvi¢ované znalosti: obvodovy Uhel, podobnost trojihelnika.

Zavazeni do vyuKy: SS.
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412 LemmA 1l

Meéjme kruznici a dve tétivy AB, CD které jsou navzdajem kolmé a jejich prisecik O
nelezi ve stiedu kruznice. Potom plati, ze |AO|?> + |BO|? + |CO|* + |DO|? =

polomér?2.

|AO* + |BOJ* 4 |COJ* + | DO|* = polomer®

6.56 +51.74 +8.33 +- 40.77 = 107.4

Obrazek 23 Lemma 11 (verifikace)

Znalosti potifebné ke konstrukci: konstrukce kruznice, se¢ny, kolmice na

usecku.

Znalosti potiebné k dikazu: obvodovy thel, podobnost trojuhelnik

Pythagorova véta.

Forma vyukového materidlu:  verifikace v programu  GeoGebra

(Lemmall.ggb), dikaz v programu GeoGebra (Lemmalldukaz.ggb).

Procvicované znalosti: vlastnosti obvodového uhlu, Pythagorova véta.

Zatazeni do vyuky: SS.
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413 LEMMA 12

Meéjme piulkruznici nad prumerem AB a tecny TP, TQ z libovolného bodu T.
Sestrojime-Ii priisecik R poloprimek AQ a BP, TR je kolma na AB.

y

Obrazek 24 Lemma 12 (verifikace)

Znalosti potiebné ke konstrukcei: konstrukce ptlkruznice, poloptfimky, te¢ny

V bod¢ (te¢ny z bodu).

Znalosti potiebné k diikazu: usekovy uhel, dvojice tihli, vlastnosti tétivového

ctyfuhelniku.

Forma vyukového materialu: verifikace v programu  GeoGebra

(Lemmal2.ggb), dikaz v programu GeoGebra (Lemmal2dukaz.ggb).

Procvi¢ované znalosti: dvojice uhli, podobnost trojuhelnikli, vlastnosti

ctyrahelniki.

Zavazeni do vyuKy: SS.
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414 LemmA 13

Meéjme kruznici s prumérem AB a tétivu CD. Prusecik AB a CD oznacime E.

Pokud k tetivé CD sestrojime kolmice AM a BN, potom |CN| = |[DM|.

GeoGebra - Vztah @

& Usefka CN aUsedka DM nejsou stejné

' (zkontrolovdno numericky)

Useéka CN ma stejnou délku jako Useéka DM
(zkontrolovano numericky)

Obrazek 25 Lemma 13 (verifikace)

Znalosti potiebné ke konstrukei: konstrukce kruznice, tétivy, kolmice bodem.

Znalosti potiebné k diikazu: podobnost trojuhelnikti, vlastnosti stfednich

pticek v trojuhelniku.

Forma vyukového materialu: verifikace v programu  GeoGebra

(Lemmal3.ggb), ditkaz v programu GeoGebra (Lemmal3dukaz.ggb).

Procvic¢ované znalosti: shodnost tsecek, vlastnosti rovnobézek.

Zarazeni do vyuky: 8.-9. ro¢nik.
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4.15 LemmA 14

Meéjme piilkruznici ABC nad primérem AB. Na AB sestrojime postupné body D a
E tak, Ze |AD| = |BE|. Nad priméry AD a BE sestrojime puilkruznice smérem
k bodu C a na opacnou stranu sestrojime pulkruznici nad primérem DE. Stred AB
nazveme O a vedeme jim kolmici na AB, ktera protina oblouk nad AB v bodé C a
oblouk nad DE v bode F. Obsah plochy vymezené vsemi pulkruznicemi, kterou

Archimédes nazyval salion, odpovida obsahu kruznice s pruméerem CF.

c
o —
Sap+Scp — (Sac+ Sps) = So
95.77 4+ 1.76 — (3.51 + 3.51) = 20.51
A o B
o D\ jE
X

Obrazek 26 Lemma 14 (verifikace)

Znalosti potiebné ke konstrukci: konstrukce pulkruznice, pilkruznice s danym

praumérem, usecky dané délky, kolmice bodem.

Znalosti potiebné k diikazu: souctové vzorce, zobecnéna Pythagorova véta,

Eukleidovy Zéaklady I, Tvrzeni 10™.

Forma vyukového materialu: verifikace v programu  GeoGebra

(Lemmal4.ggb), dikaz v programu GeoGebra (Lemmal4dukaz.ggb).
Procvi¢ované znalosti: zobecnéni Pythagorovy véty, Gpravy vyrazi.

Zatazeni do vyuky: SS.

! Eukleides ([7], 90), Tvrzeni 10: ,, Kdyz se iisecka rozpili a pFipoji se k ni v piimém sméru jind, étverce
z celé s pripojenou a z piipojené jsou celkem dvakrat vétsi nezli étverec z piilky se ctvercem z piilky a
pripojené v jedno vzatych. “
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416 LEMMA 15

Méjme  kruznici s primérem AB a stranu AC vepsaného, pravidelného
petithelniku. Sestrojime bod D, ktery je stredem oblouku nad AC. Sestrojime
bod E jako prisecik poloprimek CD a BA a bod F jako prisecik usecek AC a DB.
Sestrojime-/i nyni usecku FM kolmou na AB, EM je polomeér kruznice.

GeoGebra - Vztah @

'0' Usecka BO a Usecka ME nejsou stejné
W kontrolovano numericky)
Useéka BO ma stejnou délku jako Usedka ME
(zkontrolovano numericky)

Obrazek 27 Lemma 15 (verifikace)

Znalosti potiebné ke konstrukci: konstrukce kruznice, polopiimky, kolmice

bodem, pétithelniku vepsaného kruznici, osy usecky — stied oblouku.

Forma vyukového materialu: verifikace v programu  GeoGebra
(Lemmal5.ggb).

Zatazeni do vyuky: SS.
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5 VYBRANA TVRZENI Z DILA J. TESANKA

Tvrzeni 6

Povrch koule je roven ctyrnasobku nejvetsi z jejich kruznic.
Tvrzeni 8

Obsah plaste valce opsaného kouli je roven jejimu povrchu.
Tvrzeni 11

Kuzel vepsany polokouli ma polovicni objem.

Znalosti potiebné k dikazim: obsah kruhu, objem krychle, sit’ télesa

Forma vyukového materialu: pracovni list Archimédiv nahrobek, soubor

v programu GeoGebra (objemy.ggb)
Procvi¢ované znalosti: upravy vyrazi, vzorce pro obsah kruhu a objem hranolu

Nabyté znalosti: vzorce pro povrch a objem valce, objem jehlanu, objem kuzele,

povrch a objem koule
Pomiicky: tenisovy micek, ctvrtka, rozkladaci model krychle

Zarazeni do vyuky: 9. rocnik
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Sit’ pro model krychle
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6 PRACOVNI LISTY PRO ZS

Na zaklad¢ uvedenych tvrzeni z Tesankovy knihy a vybranych lemmat jsou
zpracovany ndsledujici pracovni listy. Doporuceni, v jakém ro¢niku pracovni listy
zaradit a pozadované piedchozi znalosti, jsou uvedena u piislusnych lemmat. Soucasti
listii je také jejich feSeni. Casova dotace je planovana vzdy na jednu vyu¢ovaci hodinu
s vyjimkou pracovniho listu Archimédiiv ndhrobek, na ktery jsou potieba nejméné tii
hodiny.

Seznam pracovnich listt:

Rovnoramenneé trojuhelniky v pilkruznici (Lemma 3)

Tajemstvi arbelosu (Lemma 4)

Kolem dokola (Lemma 7)

Trisekce thlu aneb rozdeél ihel na tretiny (Lemma 8)

Archiméditv nahrobek (Tvrzeni 6, Tvrzeni 8, Tvrzeni 11)
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Zadani

Rovnoramenné trojuhelniky v pilkruZnici

Tvrzeni: Méjme libovolny bod P na palkruznici nad pramérem AB a usecku PN kolmou na AB.
Sestrojime bod D na AB tak, Ze AN = ND. Pokud ddle sestrojime oblouk PQ o délce oblouku PA a
spojime body B a Q, tusecky BQ a BD jsou shodné.

1. V obrazku vidy vyznac stejnou barvou shodné objekty (usecky, uhly, ...). Sva tvrzeni zdivodni.

Vlastnost (shodné objekty) Zdavodnéni
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Zadani Rovnoramenné trojuhelniky v pilkruZnici 2. list

2. Ze zadani plyne, Ze ¢tyfuhelniku ABQP lze opsat kruZnici. Takovy ¢tyfihelnik nazyvame

tétivovy. V takovém ¢tyiuhelniku plati, Ze soucet protéjsich uhli je 180°. Oznac tyto dvojice
opét stejnou barvou.

3. xPAD + xPQB je tedy 180°. Vyjadri velikost Ghli QDB a £BQD. Co pro tyto Uhly plati?

4. Coztoho vyplyva pro tsecky DB, QB?

Vlastnost Zdavodnéni
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Reseni

Rovnoramenné trojuhelniky v pilkruZnici — reseni

Tvrzeni: Méjme libovolny bod P na palkruZnici nad pramérem AB a usecku PN kolmou na AB.
Sestrojime bod D na AB tak, Ze AN = ND. Pokud ddle sestrojime oblouk PQ o délce oblouku PA a
spojime body B a Q, usecky BQ a BD jsou shodné.

1. V obrazku vidy vyznac stejnou barvou shodné objekty (usecky, thly, ...). Sva tvrzeni zdivodni.

Vlastnost (shodné objekty) Zdavodnéni

|AP|=|PQ| Oblouky nad AP a PQ jsou shodné.

|AP|=|PD]| Trojuhelnik ADP je rovnoramenny.

X PAD = XADP Trojuhelnik ADP je rovhoramenny.

XPDQ = xPQD Trojuhelnik PDQ je rovnoramenny.
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Regeni Rovnoramenné trojuhelniky v pilkruZnici 2. list

2. Ze zadani plyne, Ze ¢tyfuhelniku ABQP lze opsat kruZnici. Takovy ctyfuhelnik nazyvame

tétivovy. V takovém ¢tyiuhelniku plati, Ze soucet protéjsich uhla je 180°. Oznac tyto dvojice
opét stejnou barvou.

3. xPAD + xPQB je tedy 180°. Vyjadri velikost thli QDB a xBQD. Co pro tyto uhly plati?

£PAD + £PQB = 180°, xPAD = £ADP a XADP + xPDB = 180°, proto £PDB = £PQB.

Zaroven XPDQ = XPQD a protoi xBQD = xQDB.

4. Co ztoho vyplyva pro usecky DB, QB?

Vlastnost

Zduvodnéni

|DB| = |QB|

Trojuhelnik QDB je rovhoramenny
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Zadani

Tajemstvi arbelosu

1. Uvedeny obrazek znazorfiuje princip Pythagorovy véty. Zapis jeji pIné znéni.

Pythagorova véta:
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Zadani Tajemstvi arbelosu 2. list

2. Pokud nebudeme nad stranami trojihelnika sestrojovat ¢tverce ale jiné ttvary, bude tento
vztah platit pofad? OvérF to pro nasledujici obrazky.

S, = S3=

Zapis vztah mezi S, S, Sa.
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Zadani Tajemstvi arbelosu

-
\\ 7

Sy

S, = S3=

Zapis vztah mezi Sy, S, S,
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Zadani Tajemstvi arbelosu

Sy=

Zapis vztah mezi S3, S, Ss.
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Zadani Tajemstvi arbelosu 5. list

3. Pythagorova véta tedy neplati jen pro ¢tverce, ale i pro jakékoliv jiné, navzajem podobné
utvary sestrojené nad jednotlivymi stranami pravothlého trojihelniku. Nyni miZes dokazat
nasledujici Archimédovo tvrzeni:

Tvrzeni: Mé&jme pulkruZnici nad pramérem AB a libovolny bod P na AB. Nad AP a PB sestrojime
opét dvé pulkruznice. Cdst vytycenou tiemi oblouky nazyval Archimédes arbelos = obuvnicky
nuZ. Obsah této cdsti je roven obsahu kruZnice nad primérem PN, kde PN je kolmice na AB

z bodu P, kterd protind pavodni palkruznici v bodé N.

S

4. Oznad pramér nejvétsi pulkruznice d a priméry zbylych dvou pulkruZnic postupné a a d-a. Bod
S je stied nejvétsi z palkruZnic. Jaka je velikost usecek SP a SN? Vyjadfi velikosti pomocia ad.

ISP =

ISN| =
5. Trojuhelnik SPN je pravouhly. Jaka je tedy velikost tisecky PN?

IPN| =
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Zadani Tajemstvi arbelosu 6. list

6. Nyni maZeme dokazat, Ze obsah arbelosu je roven obsahu kruZnice s primérem PN. Stejné jako
u Pythagorovy véty zde plati, Ze pokud bude dokazovany vztah platit pro obsahy ¢tverct, bude
platit i pro pulkruZnice.

Sarbelos=SAﬁB—Sﬁ —SPaBzSu —Sa —So=

AP AB AP PB

7. Na zavér vyjadri vztah pro obvod arbelosu. V jakém poméru je délka horniho okraje ku délce
dolniho okraje arbelosu?
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Tajemstvi arbelosu — Feseni

1. Uvedeny obrazek znazorfiuje princip Pythagorovy véty. Zapis jeji pIné znéni.

Pythagorova véta: V pravouhlém trojuhelniku plati, Ze sou¢et obsahi ¢tvercd nad odvésnami je
roven obsahu ¢tverce nad pifeponou.
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Reseni Tajemstvi arbelosu 2. list

2. Pokud nebudeme nad stranami trojihelnika sestrojovat ¢tverce ale jiné utvary, bude tento
vztah platit pofad? OvérF to pro nasledujici obrazky.

S, =2-a°

S, 25,48,

2:¢2L2-a*+2b?

2:¢2 X2 (a?+ b?)

c? £ a? + b?
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Reseni Tajemstvi arbelosu
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Reseni Tajemstvi arbelosu
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Reseni Tajemstvi arbelosu 5. list

3. Pythagorova véta tedy neplati jen pro ¢tverce, ale i pro jakékoliv jiné, navzajem podobné
utvary sestrojené nad jednotlivymi stranami pravothlého trojihelniku. Nyni miZes dokazat

nasledujici Archimédovo tvrzeni:
Tvrzeni: Mé&jme pulkruZnici nad pramérem AB a libovolny bod P na AB. Nad AP a PB sestrojime

opét dvé pulkruznice. Cdst vytycenou tiemi oblouky nazyval Archimédes arbelos = obuvnicky
nuZ. Obsah této cdsti je roven obsahu kruZnice nad prumérem PN, kde PN je kolmice na AB z

bodu P, kterd protind pavodni palkruZnici v bodé N.

4. Oznac prumér nejvétsi pilkruZnice d a priméry zbylych dvou pilkruinic postupné a a d-a. Bod
S je stied nejvétsi z pulkruinic. Jaka je velikost usecek SP a SN? Vyjadfi velikosti pomocia ad.

d
|SP|=a—=—
2

d
[SN| = =
2

5. Trojuhelnik SPN je pravouhly. Jaka je tedy velikost use¢ky PN?

IPN| =y —-a?+a-d
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Reseni Tajemstvi arbelosu 6. list

6. Nyni maZeme dokazat, Ze obsah arbelosu je roven obsahu kruZnice s primérem PN. Stejné jako

u Pythagorovy véty zde plati, Ze pokud bude dokazovany vztah platit pro obsahy ¢tverct, bude
platit i pro pulkruZnice.

Skruinice=2'SP‘=;vz2'SP:I|v=2-(_a2+a.d)

AP PB

— ~ _ _ g2 2 (4 _ 2
Sarbelos—sﬂ}_s‘:‘—5°~558 SEP SPUB—d a d-a)

=2 (-a*+a-d)

skruinice = sarbelos

7. Na zavér vyjadri vztah pro obvod arbelosu. V jakém poméru je délka horniho okraje ku délce
dolniho okraje arbelosu?

o~ =m-d
AB
onio=mra+mn (d-a)=n-(a+td-a)=n-d

on = Or\+r\
AB AP ' PB

Ourbelos = 2 1 d
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Zadani

Kolem dokola

Tvrzeni: Mé&jme kruZnici opsanou a vepsanou ¢tverci. Obsahy jimi vymezenych kruht jsou

potom v poméru 2:1.

1. Jaky je polomér kruznic vzhledem ke strané ¢tverce? Vyjadii poloméry pomoci strany ¢tverce a.

2. Vyjadfi obsahy obou kruhd. V jakém jsou poméru?
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Reseni

Kolem dokola - reseni

Tvrzeni: Mé&jme kruZnici opsanou a vepsanou ¢tverci. Obsahy jimi vymezenych kruhG jsou

potom v poméru 2:1.

1

2. Vyjadfi obsahy obou kruhii. V jakém jsou poméru?

Sy =
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Trisekce uhlu aneb rozdél uhel na tretiny

I. Narysujlibovolny thel a arozdél ho na dvé stejné &asti.

Il. Narysuj libovolny tihel 8 a rozdél ho na tfi stejné ¢asti
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Trisekce uhlu
Zadani aneb rozdél uhel na tretiny 2. List

Rozdélit libovolny uhel na tfi stejné Edsti jen za pomoci pravitka a kruZitka nelze. Pfesto lidé i
dnes hledaji rizné jiné zpisoby, jak trisekci provést. Archimédes napFiklad objevil metodu pro
trisekci uhlu, ke které potfebuje kromé kruZitka a pravitka jen prouZek papiru. Jeho metoda je

zaloZena na principu ndsledujici tlohy.

Tvrzeni: Méjme libovolnou seénu AB kruzZnice se stfedem v bodé O. Se¢nu prodlouzime k bodu C
tak, Ze BC je rovna poloméru kruZnice. Sestrojime polopfimku CO, kterd protne kruZnici
v bodech D a E. Zbodu E sestrojime rovnobéZku EF, kterd protne kruZnici v bodé F. Oblouk AE

md trojndsobné vétsi délku neZ oblou BD.

Pokud ma byt oblouk AE trojnasobkem BD a oba oblouky leZi na stejné kruZnici, co plati pro

velikosti uhli x AOE a x BOD?
Vyznad v obrazku ¢ervené vsechny tsecky, jejichZ délka je rovna poloméru kruZnice.

Uhel £ BOD oznaé zelené a pojmenuj a. Které dalsi Gihly maji stejnou velikost? Oznad je také a.
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Trisekce uhlu
Zadani aneb rozdél uhel na tretiny

4. \Vyjadri velikost thlu 4 EOF pomoci thlu a?

5. Body E, O, D leii na pfimce a velikost x EOF jiz zname. Jaka je velikost ¥ FOD?

6. Uhel x AOE je shodny s x BOF. Jaka je velikost 4AOE?

7. Zapis znovu velikosti thli 4 AOE a ¥ BOD. Co pro né plati? Co vyplyva pro oblouky AE a BD?
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Trisekce uhlu
Zadani aneb rozdél uhel na tretiny 4. List

8. Nyni se pokus sestrojit thel tfikrat mensi nez uhel a jen pomoci pravitka a prouzku papiru, na
ktery si naneses polomér kruznice k.
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Trisekce uhlu aneb rozdél uhel na tretiny — Feseni

I. Narysuj libovolny tihel a arozdél ho na dvé stejné éasti.

Il. Narysuj libovolny uhel 8 a rozdél ho na tfi stejné ¢asti

Resitelné jen pro nékteré konkrétni velikosti, naptiklad 270°, 180°.

an
C
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Trisekce uhlu
Reseni aneb rozdél uhel na tretiny 2. List

Rozdélit libovolny thel na tfi stejné ¢asti jen za pomoci pravitka a kruZitka nelze. Pfesto lidé i
dnes hledaji rizné jiné zplsoby, jak trisekci provést. Archimédes napfiklad objevil metodu pro
trisekci uhlu, ke které potiebuje kromé kruZitka a pravitka jen prouzek papiru. Jeho metoda je

zaloZena na principu nasledujici tlohy.

Tvrzeni: Méjme libovolnou se¢nu AB kruZnice se stfedem v bodé O. Se¢nu prodlouZime k bodu C
tak, Ze BC je rovna poloméru kruZnice. Sestrojime polopfimku CO, kterd protne kruZnici
v bodech D a E. Zbodu E sestrojime rovnobéZku EF, kterd protne kruznici v bodé F. Oblouk AE

md trojndsobné vétsi délku neZ oblou BD.

1. Pokud ma byt oblouk AE trojnasobkem BD a oba oblouky leZi na stejné kruZnici, co plati pro

velikosti uhli x AOE a ¥ BOD?

Uhel x AOE je trojnasobkem thlu x BOD.

2. Vyznaév obrazku éervené viechny usecky, jejichZ délka je rovna poloméru kruZnice.

3. Uhel x BOD oznaé zelené a pojmenuj a. Které dalsi Ghly maji stejnou velikost? Oznaé je také a.
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Trisekce uhlu
Regeni aneb rozdél uhel na tretiny

4. Vyjadri velikost uhlu ¥ EOF pomoci thlu a?

X EOF=180"-2'a

5. Body E, O, D leii na pfimce a velikost x EOF jiz zname. Jaka je velikost xFOD?

% FOD = 2a

6. Uhel x AOE je shodny s x BOF. Jaka je velikost xAOE?

£ AOE =3«

7. Zapis znovu velikosti uhli x AOE a ¥ BOD. Co pro né plati? Co vyplyva pro oblouky AE a BD?
% AOE =3 % BOD

AE =3BD
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Trisekce uhlu
Reseni aneb rozdél uhel na tretiny 4, List

8. Nyni se pokus sestrojit tihel tfikrat mensi neZ uhel a jen pomoci pravitka a prouzku papiru, na
ktery si naneses polomér kruZnice k.
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Zadani

Archimédiiv nahrobek

Na obrdzku vyse vidime na prvni pohled ctverec opsany kruZnici. Pro Archiméda ale
pFedstavoval néco jiného. Byl pro néj dokonce tak dileZity, Ze si ho nechal vytesat na nahrobni

kdmen a tento obrazec se tak stal jeho symbolem. Co pro néj tedy predstavoval?

Jednd se o vdlec opsany kouli. Jak takovy vdlec vibec sestrojit?

1. Tenisovy mi¢ ma primér pfiblizné 65 mm. Jaké budou nejmensi moiné rozméry valcové
krabi¢ky, do niZ se tenisovy mi¢ vejde?

primeér podstavy =

vyska vélce =
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Zadani Archimédiiv nahrobek 2. list

2. Vypocitej vysku plasté d a délku plasté |. Zaokrouhli nahoru na celé milimetry. Narysuj sit a
vélec sestroj. Kolik budes$ potfebovat papiru na tuto sit?

Nacrtek sité:

Rozméry plasté:

Obsah sité:

3. Sit vystiihni a vyrob krabi¢ku. Nezapomeri na zéloiky pro slepeni. Ovéf, zda se miéek do
krabicky vejde.
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Zadani Archimédiiv nahrobek 3. list

Pro tuto kouli i ji vepsany vdlec plati nékolik zajimavych vlastnosti, které objevil prdvé
Archimédes. Jedna z nich se tykd objemi téchto téles.

4. Objem valce o praméru podstavy d i vySce d vypoéitame snadno. Vznikne naskladanim d
kruhovych podstav na sebe. Jaky je tedy vztah pro objem valce?

Objem valce =

5. Pro odvozeni objemu koule potiebujeme znat vztah pro objem kuZele. Ten miZeme zjistit ze
vztahu pro objem jehlanu. K tomu nam muze byt napomocny nasledujici model krychle.

Krychli muZeme roziiznout na 3 shodné jehlany s étvercovou podstavou. Jaky je tedy objem
jednotlivych jehland, je-li délka hrany krychle a?

Objem jehlanu =

6. Stejnym zpisobem muiZeme rozdélit také jakykoliv hranol. Jaky bude objem jehlanu
s podstavou o rozmérech a a b, ktery vznikne pfi roziezani kvadru o rozmérech q, b, c?

Objem jehlanu =

7. Dale miZeme tento vztah zobecnit pro jakykoliv jehlan s libovolnou podstavou a vyskou. Jak
vypocitame objem takového jehlanu?

Objem jehlanu =
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Zadani Archimédiiv nahrobek 4. |ist

8. Nyni miZeme snadno odvodit vzorec pro objem kuZele. Hlavni myslenku predstavil opét
Archimédes. Stadi si kuZel predstavit jako jehlan, jehoZ podstavu tvofi mnohouhelnik
s nekoneéné mnoho stranami - kruh. Jak muZeme tedy vypocitat jeho objem?

Objem kuZele =

V pfipraveném souboru v programu GeoGebra jsou znazornéna nasledujici télesa o stejné
vys$ce i poloméru podstavy: valec, kuzel a koule. Zarover jsou zobrazeny fezy jednotlivych téles
a jejich obsahy. Pohybuj modrym bodem V a pozoruj, jaky vztah mezi jednotlivymi obsahy
plati. Zapis tento vztah.

S =7mx7rl=1257
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Zadani Archimédiiv nahrobek 5. list

10. Pokud tento vztah plati pro viechna v, musi platit i pro objemy téles. DokaZes tedy vyjadfit
objem koule?

Objem koule =

11. Nyni miZes$ objevit stejny vztah jako pfed vice neZ 2200 lety Archimédes. Jakou ¢ast objemu
valce zabira jemu vepsana koule?

12. Jakou ¢ast objemu polokoule zabira ji vepsany kuzel?
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Zadani Archimédiiv nahrobek 6. list

Dalsi vlastnost, kterou Archimédes objevil, se tykd povrchu koule a obsahu pldsté vdlce, ktery je
kouli opsany. Nejprve ale opét musime zjistit, jak povrchy vypocitat. Vztah pro povrch vdlce
jsme jiZ objevili pFi projektovdni sité krabicky. Nyni se zaméFime na povrch koule. VyuZijeme
k tomu opét tenisovy micek.

13. Plast tenisového micku je asi 0,25 cm silny. Jaky je objem vzduchu uvnitf mi¢ku? Jaky je objem
plasté micku?

14. Pokud by byla Sifka plasté velmi mala, byl by objem plasté téméF shodny s povrchem micku.
Pro lepsi predstavu budeme nyni pracovat svétSim télesem a to s vodojemem. Polomér
vodojemu r = 6 m. Budeme jej natirat tenkou vrstvou barvy p = 0,1 mm. Kolik barvy
spotfebujeme?

t http://www.realsimple.com/home-organizing/new-uses-for-old-things/new-uses-for-penny-cd-case-
00000000028566/page3.html
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Zadani Archimédiiv nahrobek 7. list

15. Objem spotfebované barvy jsme vypoditali jako rozdil natfeného a nenatieného vodojemu.

—i.. 3_4_..3_..2. ...21..3
V—3n(r+p) 3nr—4n’rp+4n'rp+3n’p

. Dva ¢leny této rovnice miZeme zanedbat, jelikoZ je jejich hodnota téméf 0. Které to jsou?
Skrtni je ¢ervenou barvou.

. Zaroven si miZeme vrstvu natéru predstavit jako p vrstev povrchu koule. Dostavame tedy jiz
upraveny vztah:

S p=4-mwrtp

. Na zavér staci obé strany rovnice vydélit Sitkou barevné vrstvy p a ziskame vztah pro vypocet
povrchu koule. Zapis tento vzorec.

. Nyni znas vse potiebné, abys stejné jako Archimédes objevil vztah mezi povrchem koule a
plastém valce, ktery je této kouli opsany. Dokazes to?
Svij zaveér ovér pro tenisovy micek a vyrobenou krabicku.
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Reseni

Archimédiiv nahrobek - reseni

Na obrdzku vyse vidime na prvni pohled c¢tverec opsany kruznici. Pro Archiméda ale
pFedstavoval néco jiného. Byl pro néj dokonce tak dileZity, Ze si ho nechal vytesat na ndhrobni
kdmen a tento obrazec se tak stal jeho symbolem. Co pro néj tedy pfedstavoval?

Jednd se o vdlec opsany kouli. Jak takovy vdlec viibec sestrojit?

1. Tenisovy mi¢ ma primér pfiblizné 65 mm. Jaké budou nejmensi moiné rozméry valcové
krabicky, do niZ se tenisovy mic vejde?

primér podstavy = 65 mm

vyska valce = 65 mm
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Redeni Archimédiiv néhrobek 2. list

2. Vypocitej vysku plasté d a délku plasté I. Zaokrouhli nahoru na celé milimetry. Narysuj sit a
vélec sestroj. Kolik budes$ potfebovat papiru na tuto sit?

Nacrtek sité:

Rozméryplésté =1 -d =m-d-d = d*? = 132,73 cm?

2

d
Obsahsité=1-d+2 m: (E) =132,73 + 66,36 = 200cm?

3. Sit vystiihni a vyrob krabi¢ku. Nezapomeri na zéloiky pro slepeni. Ovéf, zda se miéek do
krabicky vejde.
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Redeni Archimédiiv néhrobek 3. list

Pro kouli i ji vepsany vdlec plati nékolik zajimavych viastnosti, které objevil pravé Archimédes.
Jedna z nich se tykd objemi téchto téles.

4. Objem valce o praméru podstavy d i vySce d vypoéitame snadno. Vznikne naskladanim d
kruhovych podstav na sebe. Jaky je tedy vztah pro objem valce?

d 2 3
Objemvélce:d-n:-(i) sdimirt =2y

5. Pro odvozeni objemu koule potiebujeme znat vztah pro objem kuZele. Ten miZeme zjistit ze
vztahu pro objem jehlanu. K tomu nam muze byt napomocny nasledujici model krychle.

Krychli miZeme roziiznout na 3 shodné jehlany s étvercovou podstavou. Jaky je tedy objem
jednotlivych jehland, je-li délka hrany krychle a?

Objem jehlanu = — a3
Stejnym zplUsobem miZeme rozdélit také jakykoliv hranol. Jaky bude objem jehlanu

s podstavou o rozmérech a a b a vyskou c, ktery vznikne pfi roziezani kvadru o rozmérech g, b,
c?

1
Objem jehlanu = ; a~ biE

Déale miZeme tento vztah zobecnit pro jakykoliv jehlan s libovolnou podstavou a vyskou. Jak
vypocitame objem takového jehlanu?

1
Objem kuiele = 3 Spodstava * VYSka
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Redeni Archimédiiv néhrobek 4. list

Nyni miZieme snadno odvodit vzorec pro objem kuZele. Hlavni myslenku piedstavil opét
Archimédes. Stadi si kuZel predstavit jako jehlan, jehoZ podstavu tvofi mnohouhelnik
s nekoneéné mnoho stranami - kruh. Jak muZeme tedy vypocitat jeho objem?

1
Objem kuzele = ; moriow

V piipraveném souboru v programu GeoGebra jsou znazornéna nasledujici télesa o stejné
vySce i poloméru podstavy: valec, dvojity kuiel a koule. Zaroveri jsou zobrazeny fezy
jednotlivych téles a jejich obsahy. Pohybuj modrym bodem V a pozoruj, jaky vztah mezi
jednotlivymi obsahy plati. Zapis tento vztah.

Sy =7mxr}=1257 Sy =7 xr3 =531 Sy=mx1i="126

Vztah pro obsahy: 5, -5, = 53
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Redeni Archimédiiv néhrobek 5. list

10. Pokud tento vztah plati pro viechna v, musi platit i pro objemy téles. DokaZes tedy vyjadfit
objem koule?

2

2 3

4
2 2 2 e
anule—Vua'lecﬁvkuiely—"'r '2'1‘—;'11"1‘ '1‘—;'11"1‘

11. Nyni miZe$ objevit stejny vztah jako pfed vice neZ 2200 lety Archimédes. Jakou &ast objemu
valce zabira jemu vepsana koule?

4 3 3 2
Vikoule = 3T Vyilee =21 T Vikoule = 3 Vyilec

12. Jakou &ast objemu polokoule zabira ji vepsany kuzel?

3

2
Vpnlnkoule = 5 wr : Vpaloknule =2 Vkuiel
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Reseni Archimédiiv néhrobek 6. list

Dalsi vlastnost, kterou Archimédes objevil, se tykd povrchu koule a obsahu pldsté vdlce, ktery je
kouli opsany. Nejprve ale opét musime zjistit, jak povrchy vypocitat. Vztah pro povrch vdlce
jsme jiZ objevili pFi projektovdni sité krabicky. Nyni se zaméFime na povrch koule. VyuZijeme
k tomu opét tenisovy micek.

13. Plast tenisového micku je asi 0,25 cm silny. Jaky je objem vzduchu uvnité mi¢ku? Jaky je objem
plasté migku?

Vinie =

4 3_4 3 3
;-n’-r :;-n-3.25 =143,79cm

%4 :1'1t'r3:1'1t-33:113090m3
vzduch 3 3 ’

Vptsse = Vinie — Vozduch = 143,79 — 113,09 = 30,7 cm®

14. Pokud by byla Sifka plasté velmi mala, byl by objem plasté téméF shodny s povrchem micku.
Pro lepsi pfedstavu budeme nyni pracovat s vétsim télesem a to s vodojemem. Polomér

vodojemu r=6m. Budeme jej natirat tenkou vrstvou barvy p=0,1 mm. Kolik barvy
spotiebujeme?

4 4
Vbarve = Vnatfenyvadojem - Vnenatien)’lvodnjem = ; 760,023 — ; 7+ 603 = 9051

t http://www.realsimple.com/home-organizing/new-uses-for-old-things/new-uses-for-penny-cd-case-
00000000028566/page3.html
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esenf Archimédiiv nahrobek 7. list

Objem spotiebované barvy jsme vypocitali jako rozdil natfeného a nenatfeného vodojemu.

4 4 4
V:;'n-(r+p)3—§-n'r3:4'1't-r2'p+4'1t'r-p2+§-n-p3

15. Dva dleny této rovnice miZeme zanedbat, jelikoZ je jejich hodnota témér 0. Které to jsou?
Skrtni je ¢ervenou barvou.

4-?T-P2-p+4-ﬂ'

. Zaroven si miZeme vrstvu natéru predstavit jako p vrstev povrchu koule. Dostavame tedy jiZ
upraveny vztah:

S'p=4-mrtp

. Na zavér staci obé strany rovnice vydélit Sitkou barevné vrstvy p a ziskame vztah pro vypocdet
povrchu koule. Zapis tento vzorec.

S=4'm'r

. Nyni znas vie potiebné, abys stejné jako Archimédes objevil vztah mezi povrchem koule a

plastém valce, ktery je této kouli opsany. Dokazes to?
Sviij zavér ovér pro tenisovy micek a vyrobenou krabicku.

Splégfzz-n-r-z-rzll-n'-rz

Spiase = Skoule
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6.1 ZKUSENOSTI Z VYUKY

6.1.1 TRISEKCE UHLU ANEB ROZDEL UHEL NA TRETINY

Tento pracovni list byl zkousen ve dvou tfidach. Nejprve v 7. a nasledné
Vv 6. ro¢niku. V prvni skupiné se vyskytlo hned nékolik problémi. Tim nejvétSim bylo
pravdépodobné operovani s vyrazy, se kterymi se zaci zatim nikdy nesetkali. Proto pro
né bylo nanejvys$ obtizné vyjadfovat velikosti hli pomoci neznamé a. Tyto Ukoly

nebyli schopni samostatné fesit.

Velké mnozstvi zakli mélo problém také s oznacenim vSech tsecek, jejichz délka
jejiz velikost je jasn€ uvedena v zadani tlohy. To mohlo byt zplisobeno nizkou Grovni
matematické gramotnosti zakd v dané tfidé nebo tim, Ze Zaci nev€novali zadani

dostate¢nou pozornost.

Na rozdil od 6. tfidy ale nebylo pro tyto zaky té¢zké objevit rovnoramenné
trojihelniky ani dopocitat chybé&jici tihel v trojuhelniku ¢i uhel vedlejsi, pokud by vSak
byla velikost Ghlu a zadana. Pro zaky obou ro¢nikd bylo ale naro¢né objevit, Ze také

Uhel 4 OEF mé velikost a. Velikost Uhlu £ OFFjiz ur¢ili snadno.

V navaznosti na tyto obtize byl pracovni list 1 plan hodiny pro nésledujici tfidu
prepracovan. Tentokrat nebyl postup konstrukce zakiim pouze zadan k precteni. Také
mohli na interaktivni tabuli sledovat krok za krokem konstrukci v programu GeoGebra.
To se ukazalo byti velmi nagpomocnym, jelikoZ tentokrat neméli problémy s urcenim

velikosti usecky BC.

Abychom se vyhnuli problémim pfti operacich s thlem a, méli tentokrat zaci
zadany razné konkrétni velikosti, pro které zadané tvrzeni ovétrovali. Na konci hodiny

pak dokazali rozhodnout, Ze tento diikaz bude platit pro kazdou moZznou velikost thlu a.

Pro nékteré zéky bylo obtizné uhly velikosti o viibec objevit a to nejen v ptipadé

Uhlu £0EF, ale i téch ostatnich. Moznou pfi¢inou mize byt fakt, ze Ghly byly pro tuto
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tfidu pomémé nova latka. Zaci tedy jestd neméli dostateénou zkusenost, aby vedlejsi a
stitidavé thly hledali a rozpoznali, pokud to nemaji pfimo zadano. Pro tyto zdky by
mohlo byt napomocné prolozit isecky AC, CE a EF piimkou, kterd by se v ptipad¢

potieby zobrazila v konstrukci na interaktivni tabuli.

I ptes tyto obtize, které u nékterych zaka béhem feseni ulohy vyvstaly, dokazala
pfiblizné tfetina tfidy vyfesit cely pracovni list bez jakékoliv ndpomoci a zbytku tiidy
stailo pomoci s oznaCenim uhli o, pfipadné je upozornit na vzniklé trojuhelniky,
pfedev§im na A EFO. Sami uz potom pfisli na to, Ze je potfeba pouzit pravidlo o souctu

vnitinich uhli v trojihelniku a uspésné jej pouzili.

Zaveérecny ukol hodiny, tedy objeveni Archimédovy metody trisekce thlu se
vSak bohuzel nikomu nepodafilo splnit. N&kteti zaci ale nebyli se svymi feSenimi
daleko od toho spravného. Jednalo se vSak vétSinou o metodu pokus-omyl, nez o to, ze
by se pokusili vyuzit objevenych vlastnosti. Zajimavé ale byly nékteré pokusy o trisekci
v uvodni ¢asti hodiny. Hned nékolik 74kt rozd€lilo na tfi ¢asti thel o velikosti 180°,
tedy thel, pro ktery je uloha feSitelnd jen pomoci pravitka a kruzitka. Nasli se ale také

zaci, ktefi bez védhani pouzili k vyfeSeni ulohy thlomér.

Snad nejdutlezitéjsi zkuSenost z téchto hodin je ale ta, Ze zaci méli velky zajem
ukoly vyftesit a také se jim to, byt s mensi dopomoci, datilo UspésSné zvladnout. Jejich
aktivita v porovnani s béznymi hodinami byla o poznani vétsi a to i u zaku, kteti jindy
nespolupracuji. S podobnymi aktivitami a ani s vlastnimi dikazy se totiz jesté nikdy

nesetkali.
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Obrazek 28 Prace na pracovnim listu

Obrazek 29 Vypliiovani pracovniho listu
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Obréazek 30 Nanaseni poloméru kruznice a prouzek papiru

I e ;.

Obrazek 31 Pokus zédka o trisekci hlu
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6.1.2 KOLEM DOKOLA

Tento pracovni list byl zkousen v 8. a 9. ro¢niku. Ani jedna z u¢eben nebyla
vybavena pocitac¢em, proto nebylo mozné vyuzit jako motiva¢ni fazi hodiny soubor
v programu GeoGebra. Museli jsme tedy pftejit rovnou k zaddni pracovniho listu.
V obou tfidach se bohuzel u zakd vyskytly pomémé zasadni nedostatky, které jim

zabranily v tspé$ném feseni uloh.

V osmém ro¢niku bylo nejvétSim problémem jiz zjiStovani poloméri kruZnic.
VétSina zaki pfisla na polomér kruznice vepsané, ale polomér kruznice opsané pro né
bylo t&7ké odhalit. Casto to bylo zptisobeno tim, Ze si jej do obrazku nevhodné
vyznacili, viz Obréazek 32.

Obrézek 32 Vyznaceni poloméri

Pokud uz byli Zaci schopni urcit polomér jako polovinu uhlopficky, byl pro né
problém jej vyjadiit. Uvédomili si sice, Ze musi pouzit Pythagorovu vétu, ale nedokazali
ji aplikovat na rovnoramenny pravouhly trojuhelnik s odvésnami % Pievazna cast si

pouze zapsala vztah a? + b? = ¢2. Ti, ktefi dokézali do vztahu dosadit, viak stejné

nedosli k vysledu. Obsah kruht pak jiz po¢itali s chybnymi Gdaji.

Tyto elementarni nedostatky v matematickych dovednostech Zaka byly hlavni

pfi¢inou jejich netispéchu pii feseni. Nebyt toho, bylo pro né feseni pracovniho listu
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zajimavé a neobvyklé. Jejich snaha o vyfeseni uloh byla oproti jinym hodindm znatelné
vetsi. V zavéru hodiny jsme si tedy alespon na tabuli ukdzali feSeni a zaci si pracovni

listy dovyplnili. Nakonec sami uznali, Ze ulohy nebyly sloZité a vysledek je zajimavy.

V devéatém rocniku byl pribéh srovnatelny, jen problém, na ktery Zaci narazili,

vvvvvv

v Upravach mocnin. Pii vypodétu obsahu kruznice opsané pak uvedli, Ze a? + a? = a*,

jak je vidét v Obrézku 33. Po této chybé tedy nemohli dojit ke spravnému feseni.

Obréazek 33 Chybné feseni
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7 ZAVER

Naplni této prace bylo vytvofit na zakladé historickych texti vyukové materialy,
které by zaky vedly k pfemysleni a uvazovani a zlepSily jejich matematické znalosti
nebo alespont zpestfily rutinni hodiny matematiky. Vysledkem je uceleny soubor
pracovnich listi a dynamickych materialt, které Ize v hodinach vyuzivat pravidelné a
Vjejich plném rozsahu nebo jen piilezitostné jako dopliikové materidly. VSechny
dynamické materialy jsou dostupné na webové strance

http://www.geogebratube.org/material/show/id/135598.

Vybrané pracovni listy byly zadany v hodinach matematiky na druhém stupni
ZS. Béhem téchto hodin se ukazalo, Ze s feSenim zadanych tuloh maji Zaci velky
problém, piestoze pracovni listy svou obtiznosti nijak neptevySovaly troven uciva,

které zaci jiz probirali.

Mezinarodni testy jako TIMSS (The Trends in International Mathematics and
Science Study), PISA (The Programme for International Student Assessment) ¢i PIRLS
(The Progress in International Reading Literacy Study) v poslednich letech prokazuji
spise klesajici tendenci u vykont nasich zakt. V souladu s timto zjisténim prob&hly také
vyucovaci hodiny, ve kterych byly testovany pracovni listy vytvofené v ramci této
prace. Zaci béhem prace s pracovnimi listy nebyli schopni aplikovat své znalosti.
Ukoly, které méli tentokrat fesit, pro né byly nestandardni a nedokézali si s nimi
poradit. Testovani vSak probihalo na malém vzorku, vzdy dvé tfidy, a nelze je tedy

generalizovat

Soubor vytvotenych materidlli povazuji za vhodny prostfedek k procvi¢ovani
znalosti a védomosti zaki na zakladnich i stiednich Skoldch. Povaha zpracovanych
pracovnich listd i dynamickych animaci Zaky ¢asto poprvé seznamuje s dokazovanim

matematického tvrzeni.
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