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Anotace

V této bakalatské praci se bude pracovat s programy Wolfram Alpha, wxMaxima a
Google, které jsou volné piistupné bez licenci. Pokusime se pomoci téchto programu
zpracovat zakladni prehled funkci dvou proménnych a zaroven uvést nékolik informaci
o téch to funkcich. Zavérem prace budou programy porovnany a vyhodnoceny. Prace je

zamétena studenttim pro jejich lepsi orientaci pfi studiu funkei dvou proménnych.

Annotation

In this bachelor thesis we are working with programs Wolfram Alpha, wxMaxima and
Google. These programmes are accessible without any licences. We are trying to
process basic summary of function of two variables and at the same time provide some
information about these functions. In the end of the thesis programmes are compared
and evaluated. The thesis is focused on helping the students for better orientation during

the study of function of two variables.



Na tomto misté bych rdda pod€kovala vSem, ktefi svou radou ¢i jinou pomoci ptispéli
ke zdarnému vytvoieni této prace. Zejména pak vedouci mé bakalaiské prace

RNDr. Vladimire Petraskové, Ph.D.
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Uvod

Cilem bakalatské prace je zpracovani zékladnich grafi funkci dvou proménnych. Prace
by méla napomoci studentiim, ktefi studuji matematiku, nebo se ve svém studiu setkaji
s problematikou diferencialniho poctu vice proménnych, udé€lat si lepsi predstavu o

zékladnich funkcich dvou proménnych.

Grafy t&chto funkei jsou zobrazeny v R®, proto si je nedokdZeme snadno piedstavit nebo
se je nautit jako grafy zobrazené v R?. Za timto G&elem vyuZijeme jinych dostupnych
alternativ, jak graf dané funkce zpracovat tak, aby byl spravné. Konkrétné aplikujeme

rizné programy, vyhledavace ¢i aplikace, které to umoziuji.

Grafy funkci vymodelujeme ve tfech voln¢ dostupnych programech, aby studenti mohli
pouzit pfi modelovani stejné programy. Budeme uZzivat internetovy vyhledava¢ Google,
dale budeme pracovat s matematickym internetovym vyhledava¢em Wolfram Alpha a
soucasné 1 s programem wxMaxima. Zamérné byly voleny nejdostupnéjsi a
nejjednodussi zpusoby, jak grafy funkci znazornit, aby studenti méli ptedstavu, jak
rychle a snadno si mohou graf funkce vymodelovat. K modelovani na Google a
Wolfram Alpha nam sta¢i internetovy prohlize¢ a kprogramu wxMaxima

nepotiebujeme Zadné licence.

V bakalaiské praci zpracujeme zakladni tvary a funkéni predpisy grafii funkci dvou
promé&nnych. Zaroven porovndme vyhody a nevyhody téchto programi a internetového
vyhleddvace a pokusime se urcit, ktery z nich je vhodné&j$i vyuzivat pti modelovani
grafli funkci dvou proménnych a ktery méné. Zavérem urcime, ve kterém programu se

1épe modeluje a ktery program studentiim ptinasi vice informaci o funkci.



1. Funkce dvou proménnych — zakladni pojmy

S funkci dvou proménnych se napi. setkdme u obsahu obdélnika o stranach x, y. Obsah
obdélniku je P = Xy, tzn., zavisi tedy na dvou proménnych x a y. Mnozinu vSech
uspofadanych dvojic [x; y] nazyvame rovinou. Tudiz kazda dvojce [x; y] je bodem v
této roviné o soufadnicich x, y. Funkci dvou proménnych budeme znacit f(X; y).

Cerpéno z Jarnik [3].

Definice: Necht A=[ay; a,] € R? B=[by; b,] € R% Euklidovskou vzddlenost bodii A, B
definujeme jako cislo p (A, B) takové, Ze:

p(A B) =1/(a; — b;)? + (a; — by)?.

Pravidlo p, které dvojici bodii prirazuje jejich Euklidovskou vzdalenost, se nazyva

euklidovska metrika.
Mnozina R* s euklidovskou metrikou definovanou pro kazdé dva body z R? se nazyva

. , -y o 2
euklidovsky metricky prostor a znaci se E*.

R? zna¢ime mnozinu viech usporadanych dvojic realnych &isel. Definicni obor funkce
dvou proménnych znazorfiujeme v R?. Kazd4 usporadana dvojce v R? se nazjvéa bodem.

Vyuzito literatury Gillman [1].

Definice (okoli bodu): Necht A € E?, &> 0, euklidovské okoli bodu A je mnoZina viech
bodii X, ktera ma od bodu A vzdalenost mensi nez g, ij.

O:(4) = {X € E*,p(X,4) < ¢},

Definice (prstencové okoli bodu): Nechi A € E? ¢ € R, ¢ > 0, pak & — ové prstencové
okoli bodu A je mnozina definovanda predpisem P.(A) = O.(A) — {A}.

Definice (defini¢ni obor): Necht M S R? je neprazdna mnozina. Zobrazeni f, které
kazdému bodu [X; y] € M priradi pravé jedno z € R, nazyvame redlnou funkci dvou
proménnych a znacime

fM->R,z=f(x;y).

MnozZinu M nazyvame definicnim oborem funkce f.



Defini¢énim oborem muze byt jakdkoliv mnozina v roving€, mize to byt celd rovina nebo

jen jeji ¢ast. Cerpano z literatury Kolda a kol. [4], Pta¢nik [5].

Definice (obor hodnot): MnozZinu vsech z € R, ke kterym existuje [X; Y] € M takové,

Ze 7 = f(X; y) nazyvame oborem hodnot.

Definice (druhy mnoZin): Necht mnoZina M, M € E%.

. Bod A mnoziny M nazyvame vnitinim bodem mnozZiny M, jestlize existuje okoli
bodu A, které celé lezi v mnoziné M. Mnozina vsech vnitrnich bodii se nazyva
vnitiek mnoziny M.

. Bod A € M se nazyvad hranic¢ni bod mnoziny M, jestlize v kazdém okoli bodu A
lezi vnitrni bod mnoziny M a bod, ktery v mnoziné M nelezi. MnozZina hranicnich

bodii se nazyva hranice mnoziny M.

. MnozZina M se nazyva uzavrena, jestlize obsahuje vSechny hranicni body, tj.
hranici.

. MnozZina M se nazyva oteviena, jestlize kazdy jeji bod je vnitinim bodem.

. MnozZina M se nazyva omezena, jestlize lezZi v néjakém okoli.

o Mnozina M se nazyva kompaktni, jestlize je omezend a uzaviend.

Definice: O funkci f(X; y) Fikame, Ze je spojita v bodé [Xo; Yo, jestlize ke kazdému ¢ > 0

existuje § > 0 tak, ze nerovnost

[f G5 ¥) = fxos yo)| <2
plati pro vsechny body X = [X; y] € Ps(A) =05 — {A}.

Funkce f(x; y) je spojita v Df, je-li spojita v kazdém bod¢ svého defini¢niho oboru.
Vyuzito literatury Kolda a kol. [4], Jarnik [3].

1.1. Vlastnosti spojité funkce

Weierstrassova véta: Je-li funkce f dvou proménnych definovina na kompaktni

mnoziné M (mnoZina je uzaviend a omezend), potom funkce nabyva na mnoziné M své



nejmensi a své nejvétsi hodnoty, tj. existuje [X1; Yil, [Xe; Y2l € M takové, Ze

f(x1; y1) = ming yiem{f (6 y) 3} f(x2; ¥2) = maxpeyem{f (x; ¥)}-
Cerpano z Jarnik [3].

1.2. Limita

Definice: Funkce f(x; y) md Vv bodeé [Xo; Yol limitu A, jestlize ke kazdému ¢ > 0
existuje § > 0 tak, Ze nerovnost |f(x; ¥)- A| < & plati pro vsechny body

[X; y] = € Ps(A) =05 — {A}.

e Vlastnosti limity

Funkce f(x; y) ma v daném bod¢ nejvyse jednu limitu. Limita souctu, rozdilu, soucinu a
podilu je rovna souctu, rozdilu, soufinu a podilu limit jednotlivych funkci, za
pfedpokladu, ze vSechny limity existuji a nemame neurcity vyraz. Vyuzito literatury

Vlasov [7].

1.3. Graf funkce

Definice: Grafem funkce dvou proménnych f(X; Y) je mnozina vsech usporadanych trojic

[X; y; f(x; Y)1, kde [x; y] ndlezi definicnimu oboru.

1.4. \Vrstevnice

Definice: Vrstevnice funkce dvou proménnych f na urovni ¢ je mnozina vsech bodii

[X; y1, pro které plati f{x, y) = C.

Rezy grafu funkce dvou proménnych rovnobé&zné se soufadnicovou rovinou Xy
(pudorysnou) se nazyvaji vrstevnice. Vrstevnicovym grafem budeme rozumét priméty

vrstevnic do roviny xy. Informace o vrstevnicich cerpany z Gillman [1], Pta¢nik [5].



2. Internetovy prohlize¢ Google

Americka spole¢nost Google a.s. sidli v Silicon Valley v Kalifornii. Tato spole¢nost je
prosluld svym internetovym vyhleddvacem, ktery vyuziva vétSina svétové internetové
populace. V prohlize¢i Google lidé denné vyhledaji vice nez dva miliony dotazu.
Vyhledava¢ puvodné navrhli v ramci studia na Stanfordské univerzité Sergey Brin a
Larry Page. V dnesni dobé funguje i jako kalkulator. Od roku 2011 umi Google vytvaiet
grafy funkci. Udaje o internetovém prohliZe¢i Google Eerpany z Wikipedie [8].

2.1 Modelovani grafu pomoci prohlizeée Google

Pro modelovani funkce si otevieme jakykoliv internetovy prohlize¢ se strankou

www.google.com. Do vyhledavani zadame nami pozadovanou funkci.
V kapitole 2 az 4 budeme vychazet z funkce f(x;y)=x2 + y2.

Vyse uvedenou funkci zadame do vyhledavace ve tvaru x"2+y”2 a dame vyhledat (viz
obr. 1). Google nenajde ruzné odkazy, jak jsme zvykli, ale sam vygeneruje animacni
graf (viz obr. 2). Vznikly graf si muZzeme libovolné otaet, posouvat, piiblizovat i

oddalovat.

Go 8[6‘ XA 2+y"2 @“

Internet Obrazky Videa Mapy Makupy

o
[1:]

Vyhledavaci nastroje

Obr. 1: Prikazovy radek


http://www.google.com/

v

e+ [Q
B

/
x | -10.0000 | 10.0000

'y | -10.0000 | 10.0000
z|-100.554 301.700

Do

Obr. 2: Graf f(x; y) = X+ y?
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3. Wolfram Alpha

vvvvvv

produktu Mathematica. Na rozdil od internetovych vyhledavaci se Wolfram Alpha
snazi uzivateli konkrétné odpoveédét na danou otdzku a ne jen vyhledat odkazy
smoznou odpovédi. Sluzba se vyuziva kifeSeni rlznych algebraickych uloh,
statistickych vypoctl a 1 k vizualizaci vysledkii. Poznatky o sluzbé Wolfram Alpha
cerpany z Wikipedie [9].

3.1. Modelovani v Wolfram Alpha

Pfi modelovani grafu ve Wolfram Alpha postupujeme velmi podobné jako v prohlizec¢i
Google. V internetovém vyhledavaci si otevieme stranku www.wolframalpha.com. Do
vyhledéani zaddme pozadovanou funkci x"2+y"2 a vyhledame. Wolfram Alpha
vygeneruje jak graf (obr. 3), tak i vrstevnici funkce (obr. 4).

30 plot:

0.5

=0.5

-1.0 -045 0.0 0.5 1.0

X

Obr. 3: Graf funkce f(x; y) = x*+y?>  Obr. 4: Vrstevnice funkce f(x; y) = x*+ y?
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4. Program wxMaxima

Maxima je program, ktery muZzeme volné stahnout z internetu. Program vznikl jako
soucast projektu Macsyma, byl vyvijen v Massachusetts Institute of Technology a
financovan United States Department of Energy. O jednu z verzi Macsyma se staral a
pozdé&ji ji i uvefejnil Bill Schelter pod nazvem Maxima. Nyni se o ni stara
nezavisla komunita vyvojafi a uzivateld. Jednd se o matematicky software
s operacnim systémem multiplatformni POSIX. Program je distribuovan na strankach
http://maxima.sourceforge.net s posledni verzi programu 5.33.0. Informace vyuzity
z Wikipedie [10].

4.1. Modelovani v programu wxMaxima

Nejdiive si program wxMaxima stdhneme na vyse uvedenych internetovych strankach a
nainstalujeme. Do programu zadame piikazovy fadek pro vygenerovani grafu funkce,
ktery je vidét na obrazku €. 5. Zmackneme tlacitka Shift a Enter. Program sdm otevie
dalsi okno, kde vygeneruje ptislusny graf funkce (obr. 6). S grafem mizeme libovolné
otacet (obr. 7, 8). Pomoci parametrti v hranatych zavorkach mtzeme urcovat, v jakém

rozmezi bude graf vygenerovan.

1 wxMaxima 13.04.2 [ fu

Soubor Editovat Cell Maxima Rovnice Algebra Analyza Zjednoduiit Grafy Numerické vyp
EFSHXILKDO|GQID>O @

' --> bplot3d(y*2+x"2, [x,-50,50], [y,-50,501)$

Obr. 5: Prikazovy radek pro funkci f(x; y) = X+ y* ve wxMaxima

12


http://maxima.sourceforge.net/

20 B0 B8 9.:0-.0

Obr. 6: Graf funkce f(x; y) = x*+ y? ve wxMaxima

yr2+x~2

5000
4500
4000
3500
3000
z 2500
2000
1500
1000
500

Obr. 7: Graf funkce f(x; y) = X°+ y? ve wxMaxima otoceny z pohledu os x a z

yA2+x~2

5000
4500
4000
3500
3000
z 2500
2000
1500
1000
500

Obr. 8: Graf funkce f(x; y) = x*+ y?ve wxMaxima otoceny z pohledu os y a z
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V programu wxMaxima lze i zadat ptikazovy fadek pro zobrazeni vrstevnice dané
funkce. Opét v hranatych zavorkach mizeme urcovat meze vygenerované vrstevnice.
Zadany ptikazovy fadek pro vrstevnici je vidét na obr. 9. Na obr. 10 mtizeme shlédnout

odpovidajici vrstevnici.

Soubor Editovat Cell Maxima Rovnice Algebra Analyza jednoduiit Grafy Numerické vyp

EdeX D0 GO >o @
E --> contour_plot(y*2+x~2, [x,-50,50], [y,-50,50])$

Obr. 9: Prikazovy rdadek pro vrstevnici f(x; y) = x>+ y* ve wxMaxima

40 |-

20 =

40 -20 0 20 40

Obr. 10: Vygenerovand vrstevnice funkce f{x; y) = x*+ y? ve wxMaxima
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5. Prehled zakladnich tvari funkei dvou proménnych

Pii generovani grafi funkci dvou proménnych se Vtéto kapitole seznamime se
znazornénim nékolika kvadratickych ploch. Znazornime si ty, se kterymi se nejcastéji

potkavame.

Poznamka: Soufadnicové roviny budeme znacit X = 0, y = 0, z = 0. Roviny rovnob¢é¢zné

se soufadnicovymi rovinami budeme znacit X = K, y = k, z = k, kde k je konstanta.

Grafy fezt funkci dvou proménnych vy = k, z = k v Google ani ve Wolfram Alpha
nelze zobrazit. V ndvodu na generovani ve wxMaxima se nenachédzi zadny ptikazovy
fadek pro zobrazeni téchto fezti funkce, pouze vrstevnice. V této kapitole je Cerpano

z literatury Hasek, Pech [2] a Svepesova [6].

5.1 Obecna rovina

Obecnou rovinu mizeme definovat funkénim predpisem f(x; y) = ax + by + c,
kdy a, b, c€ R a jsou libovolné konstanty. Obecny vzorec pro rovinu V analytické
geometrii jeax + by +cz+d=0.

Napt. u funkce f (X; y)=x + y + 1 vyjadiime rovinu yz tim, ze dosadime za x = 0.

Tedy f(x; y) =y + 1.

Pokud graf funkce f(x; y) = x + y + 1 protneme v soufadnicovych rovinach x =0,y =0 i
z = 0 ziskame ptimky. Pro ukazku si vymodelujeme graf funkce f(x; y) = x +y + 1, kde
Df = {[x; y] € R?}, ktery miizeme vidét na obrazku ¢&. 11.

Pomoci modelace neni zcela jasné, ze graf této funkce neni shora i zdola omezeny a to

kvali vsazeni grafu do kvadru.

15



(l!+l@‘
=]

od | Do
x | -10.0000 | 10.0000
y | -10.0000 | 10.0000
z| 237923 237923

Obr. 11: Graf funkce f(x; y) =x +y + 1 v prohlizeci Google

Contour plot

1.

05

=0.5%

he 15 -0 -5 oo
Obr. 12: Graf funkce f(x; y) =x +y +1 Obr. 13: Vrstevnice f(x; y) =x +y +1
ve Wolfram Alpha ve Wolfram Alpha
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y+x+1

100
80
60
40
20

-20
-40
-60
-80
-100

40

Obr. 14: Graf funkce f(x; y) = x +y +1 v programu wxMaxima

y+x+1

100

X

Obr. 15: Graf funkce f(x; y) = x +y + 1 ve wxMaxima z pohledu os x, z

y+x+1

100
80
60
40 |
20

_2'] —
_4D —
_ED -
_BD -
-100

Obr. 16: Graf funkce f(x; y) = x + y + 1 ve wxMaxima z pohledu os y, z
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T I T

40 = g yxtl
. 50 —
20 — H"'x\_._'5|:| —
= 0 - —
.2D — —]
.40 f— —_

| | | | |

-40 =20 0 20 40

X

Obr. 17: Vrstevnice funkce f(x; y) = x + y +1 v programu wxMaxima

5.2. Kulova plocha

Kulova plocha je jednim z druhti elipsoidi. VSechny osy kulové plochy maji shodnou
délku.

U funkci dvou proménnych znazoriiujeme pouze polovinu kulové plochy. Rovnice pro
2 2 2

kulovou plochu je Z—z + % + % = 1. Funkéni tvar pro jednu polovinu kulové plochy je

f(x; y) =Jr?2 —x? — y2, resp. f(X; y) = —/r2 — x? — y2, kde r je polomér polokoule.

Rovinou z = 0 ziskame te¢ny bod polokoule, naopak rovinami x = 0 a'y = 0 ziskame

polokruznice. Pro z = k, kdy k # 0 ziskame opét kruznici, pro x = k, y = k, kdy k # 0
ziskame polokruznice. Vymodelujeme si graf funkce f(x; y) =9 — x? — y?, kde

Df = {[x,y] € 9 — x? — y? > 0}. Z grafu vidime, Ze funkce je shora omezena.

18



Od Do
x | -10.0000 | 10.0000
y | -10.0000 | 10.0000

z | -90.2411 | 36.0757

Obr. 18: Graf funkce f(x, y) = +/9 — x2 — y2 v Google

A
\
A
\
\
\-\ I\ od Do
\ x | -10.0000 | 10.0000

y | -10.0000 | 10.0000

z | -90.2411 | 36.0757

Obr. 19: Graf funkce f(x, y) =/9 — x2 — y2 v Google

19



Real part:

Obr. 20: Graf funkce f(x; y)=/9 — x2 — y2 Obr.21: Vrstevnice f(X; y)= /9 — x% — y2

ve Wolfram Alpha ve Wolfram Alpha

sqrt(-y~2-x~2+9)

Obr. 22: Graf funkce f(x; y) = /9 — x% — y? v programu wxMaxima

20



sqri(-y~2-x"2+9)

3 -

2.5

2 |

Z 15 |
1 F

0.5

0 4 Z ) 2 4 n: ®

Obr. 23: Graf funkce f(x; y) = /9 — x2 — y2 ve wxMaxima z pohledu os X, z

sqri(-y"2-x"2+9)

3
25

7 L

z 15

1 —

0.5

0 4 Fa # i 4 - ¥

Obr. 24: Graf funkce f(x; y) = /9 — x? — y?2 ve wxMaxima z pohledu 0s y, z

I I I
4 = )
sqri(-y~2-x"2+9)
3 _
2.5
2 5 _
1.5 —
1 —_—
=0 - 0.5 —|
_2 — —
_4 — —
| | | | |
-4 -2 0 2 4

Obr. 25: Vrstevnice funkce f(x; y) = /9 — x% — y2 ve wxMaxima

21



5.3. Kuzelova rotaéni plocha

2 2 2
Pro kuzelovou rota¢ni plochu plati rovnice x_+_y -Z= 0, kde a, c jsou si rovny.
p p 2 2 2
a a c

Funkénim tvarem je f(x; y) = + W Timto tvarem ziskame polovinu kuzelové
plochy a to tzv. kuzel.

Pokud protneme kuzel v z = 0 ziskame vrcholovy bod V=[0,0,0], protnutim vx = 0 a
y = 0 ziskdme riznobézné piimky. Pokud povedeme rovnobézné tezy v z = k, kde k # 0
ziskame kruznice u fezii v X = k a y = k, kde k # 0 dostaneme paraboly.

Znazornime funkci f(x; y) = \/m, kde Df = {[x,y] € R?}. Na grafu vidime, Ze

funkce je zdola omezena.

Od Do
& x | -10.0000  10.0000
y -10.0000  10.0000

z -5.49352 16.8170

Obr. 26: Graf funkce f(x; y) = y/x2 + y2 v Google
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30 plat:

(-!+i@1
-

A 0d Do
/% x -10.0000  10.0000
y -10.0000  10.0000

z

-5.49352 16.8170

Obr. 27: Graf funkce f(x; y) = \/x2 + y2 v Google

—-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0

X

Obr. 28: Graf funkce f(x; y) = /x2 + y2 Obr. 29: Vrstevnice f(x; y) = /x? + y?

ve Wolfram Alpha ve Wolfram Alpha

23



sqri(y~2+x"2)

80
70
60
50

30
20
10

X 40

Obr. 30: Graf f(x; y) = {/x2 + y2 ve wxMaxima

sqrfy"2+x"2)

20 ¥

Obr. 31: Graf f(x; y) = /x2 + y2 ve wxMaxima z pohledu os y, z

sqrt(y~2+x"2)

Obr. 32: Graf f(x; y) = \/x2 + y2 ve wxMaxima z pohledu os X, z
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P —

40 -~ T

60 ——

40
20 — 20

-40 7
R o

-40 -20 0 20 40

X

Obr. 33: Vrstevnice f(x; y) = /x? + y? ve wxMaxima

5.4. Parabolickda kuzelové plocha

Tento typ plochy vyjadiime rovnici x> + y? — z = 0. Funkéni tvar parabolické kuZelové
plochy je f (x; y) = £(x* + Y?). Graf téchto funkei pfipomina tvar parabolického kuzele.
Povedeme-li fezy v rovinach z = 0 ziskame te¢ny bod, povedeme-li fezy v rovinach
x = 0 ay = 0 dostaneme paraboly. Pro z = k, kde k # 0 ziskame kruznice, pro x = k a
y =k, kde k # 0 ziskame paraboly.

Zobrazime si graf funkce f(x; y) = x* + y?, kde Df = {[x,y] € R?}, ktery je zdola

omezeny.

25



anpl@l

-10.0000 ‘ 10.0000
-10.0000 | 10.0000
-100.554 301.700

x | -10.0000 10.0000
y [-10.0000 | 10.0000
z -100.554 301.700

Obr. 35: Graf f(x; y) = x*+ y? v Google
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3D plot:

0.5

yoo00

=05

—-1.0 -045 0.0 0.5 1.0

x

Obr. 36: Graf f(x; y) = x*+ y? Obr. 37: Vrstevnice f(x; y) = x*+ y?
ve Wolfram Alpha ve Wolfram Alpha

5000
4500
4000
3500
3000
z 2500
2000
1500
1000
500

5000
4300
4000
3500
3000
z 2500
2000
1500
1000
500

Yy 24x~2

L L L L L L L

40

Obr. 38: Graf f(x; y) = x°+ y?v programu wxMaxima

Y242

20 ¥

Obr. 39: Graf f(x; y) = x*+ y?ve wxMaxima z pohledu os y, z
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y2+2

5000
4500
4000
3500
3000
Z 2500
2000
1500
1000
s00

Obr. 41: Vrstevnice f(x; y) = x*+ y* ve wxMaxima

5.5. Hyperbolickv paraboloid

2 2
Hyperbolicky paraboloid je dan rovnici % - 2’—2 = 2z, kladna ¢&isla a, b urcuji délku os.

Funkénim tvarem je f(x, y) = + (X*- y?).

Pokud protneme graf funkce vz = 0 ziskame rtuznobézné primky, které se protinaji
v bodg¢, ktery nazyvame sedlovy. Rezem vx = 0 a 'y = 0 ziskame paraboly. Priniky
v z = k, kde k+# 0 ziskame vzdy hyperbolu a priniky vx = k, y = k kde k #0

dostaneme paraboly.

Zobrazime si graf f(x; y) = x> y?, kde Df = {[x, y] € R%}. Graf této funkce neni shora

ani zdola omezeny. Na obrazku ¢. 42 je vidét bod A, ktery je sedlovym bodem funkce.
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(+ [
Y @
r\

- 1

~ 0d Bo
\ <" | x|-10.0000 10.0000
X y -10.0000 100000
. & 2 106441 104.441

Obr. 42: Graf f(x; y) = x> y* v Google, kde A je sedlovy bod

3D plot: Contour plot:

Obr. 43: Graf f(x; y) = x*- y*

Obr. 44: Vrstevnice f(x; y) = x*- y
ve Wolfram Alpha

ve Wolfram Alpha
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X~2-y"2

Obr. 45: Graf f(x; y) = x> y?v programu wxMaxima

X202

-500
-1000
-1500
-2000
-2500 46 26 # 26 48 20 X

Obr. 46: Graf f(x; y) = x*- y? ve wxMaxima z pohledu os X, z

K2y 2

-500
-1000
-1500
-2000
-2500

Obr. 47: Graf f(x; y) = x*- y? v programu wxMaxima z pohledu os y, z
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40

20

-20

-40

w2y
2e+003 ——
1e+003

0
-le+003 ——
-2e+003 _f_

-40 -20 0

20

40

Obr. 48: Vrstevnice f(x; y) = x> y*v programu wxMaxima
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6. DalSi priklady funkeci dvou proménnych

V této kapitole se seznamime s dalsimi piiklady funkci, jejichz grafy budeme

znazoriovat ve vSech vyse uvedenych programech. Funkce jsou volené tak, aby tvar

jejich grafu byl zajimavy a ptesto funkéni tvar byl co nejjednodussi.

e Piiklad 1
Je dana funkce

£ y) =x3+y°
kde Df = {[x, y] € R?}. Znazornéte graf funkce ve vSech vyse uvedenych programech.

Resent:

V predeSlych kapitolach jsme se

setkali

s nejbeéznéjsi

a nejuzivan&jsi

funkci

f. f(x, y) = x> + y2. Pokud mocninu zvySime, graf funkce se podstatné zméni
y g

(viz. obr. 49). Dale mtizeme vidét zobrazeni funkce v programech.

o Znazornéni v prohlize¢i Google

N Od

x | -10.0000 10.0000

y | -10.0000

10.0000

z |-1653.80 1653.80

Obr. 49: Graf v Google
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I 0Od Do
x  -10.0000 10.0000
y | -10.0000 | 10.0000

z -1653.80 1653.80

Obr. 50: Graf v Google

o Znazornéni v programu wxMaxima

250000
200000
150000
100000

50000
z 0
-50000
-100000
-150000
-200000
-250000

Y 34x7°3

Obr. 51: Graf ve wxMaxima

33




250000
200000
150000
100000

50000
z 0
-50000

-100000

-150000

-200000 '

-250000 E—46 20

Yy 3+x°3

Obr. 52: Graf ve wxMaxima z pohledu os x a z

250000
200000
150000
100000

20000
E 0
-50000
-100000
-150000
-200000
-250000

Y 34x3

|20

Obr. 53: Graf ve wxMaxima z pohledu osy a z

40 -

20

Yy 3+x43 ]
2e+005 =—
1le+005

0

-le+005 ——

-2e+105 ——

Obr. 54: Graf vrstevnice ve wxMaxima



o Znazornéni v programu Wolfram Alpha

Contour plot:

1.0

0.5

y 0.0

—0.5

—1.0

-10 =03 0.0 0.5 1.0

x

Obr. 55: Graf ve WolframAlpha Obr. 56: Graf vrstevnice ve

Wolfram Alpha

e Piiklad 2

Je dana funkce

ff(x;y) =

x2+y?'
kde Df = {[x,y] € R?[0,0]}. Znazornéte graf funkce ve vSech vySe uvedenych

programech.
Resen:

Nyni muZzeme na grafech (obr. 57 az obr. 64) vidét, jak se funkce zméni, pokud

vytvofime pfevracenou funkei k funkei f: f (X, y) = x*+ y2.
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o Znazornéni v prohlizeci Google

5]
) ¥ 1™
N
\
\
\
\_

N

__,/w"l"/ N 0d Do

x |-10.0000 ' 10.0000
y | -10.0000 | 10.0000
z -70.6571 212.003

. ™
N\
o

-10.0000 ' 10.0000
y |-10.0000 | 10.0000
z -70.6571 212.003

Vice informaci

Obr. 58: Graf v Google
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o Znazornéni v programu Wolfram Alpha

1.0

v 00

-0.5

-1.0
-1.0 -0.5 oo 05 1.0

X

Obr. 59: Graf ve Wolfram Alpha Obr. 60: Graf vrstevnice ve

Wolfram Alpha

o Znazornéni v programu wxMaxima

8e+027
7e+027
6e+027
S5e+027
4e+027
3e+027
2e+027
1le+027

1/(y~2+x2)

Obr. 61: Graf ve wxMaxima
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8e+027
Fe+027
Ge+027
Se+027
$e+027
Je+027
2e+027
le+027

0

40

20

= 0

-20

-40

1y~ 2+x"2)

ge+027
Je+027
Ge+027 -
Se+027
$+027
3e+027 -
2e+027
le+027 -

—~H —t

41
[=s]
~
4
[ x]
X
L= x]

Obr. 62: Graf ve wxMaxima z pohledu os x a z

1/(y~2+x"2)

o N
[ =]

Obr. 63: Graf ve wxMaxima z pohledu osy a z

1f{y~2+x"2)

fe+l27 —

4e+027
2e+027

-40 -20 ] 20 40

Obr. 64: Graf vrstevnice ve wxMaxima
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e Piiklad 3
Je déna funkce
f: f(x; y) = In (X* +y?),
kde Df = {[x,y] € R?[0,0]}. Znazornéte graf funkce ve vSech vySe uvedenych

programech.

ReSeni:
Pokud vlozime zékladni a nejvyuzivanéjsi funkci do ptirozeného logaritmu, graf funkce

se velmi zméni. Mlizeme si pov§imnout podoby s grafem funkce ptedeslé, a to funkce

f f(x,y) =

x2+y?’

o Znazornéni v prohliZze¢i Google

€ (1)

\
\ vl \
\ e
' “ 4+ |x| od Do
! e x | -10.0000 | 10.0000

z -9.84616 | 9.7338S

Obr. 65: Graf v Google
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07+ @
=)

x | 10,0000 | 10.0000
v | -10.0000 | 10.0000
z -9.84616 9.73385

ol

Obr. 66: Graf v Google

o Znazornéni v programu Wolfram Alpha

Contour plot

3

3D plot

Obr. 67: Graf ve Wolfram Alpha Obr. 68: Graf vrstevnice ve Wolfram Alpha
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o Znazornéni v programu wxMaxima

10

-10
-20

-40
-30
-60
-70

log(y~2+x~2)

Obr. 69: Graf ve wxMaxima

log(y~2+x~2)

k-]
i
o

b
uj

Obr. 70: Graf ve wxMaxima z pohledu os x a z

log(y"2+x"2)

Obr. 71: Graf ve wxMaxima z pohledu osy a z
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T T T T
40 = log(y~2+x°2)
[] —_—
_2[] ——
20 1= -40 7
_60 _
= 0 - -
-20 — ]
_40 — —
] | ] | ]
-40 -20 0 20 40
X

Obr. 72: Graf vrstevnice ve wxMaxima

e Piiklad 4
Je dana funkce
f: f0¢; y) = (¢ - 7Y%,
kde Df = {[x, y] € R?}. Zn4zornéte graf funkce ve viech vyse uvedenych programech.

Resent:

o Znazornéni v prohlizeci Google

(1 [a]+] [Q
¥

Do

x |-10.0000 10.0000

. / y |-10.0000 | 10.0000
‘ z .-2360490 . 7082.6%

Obr. 73: Graf v Google
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|

(+ @
E

p: x -10.0000 | 10.0000
y |-10.0000 | 10.0000
z  -2360.90 7082.69

Obr. 74: Graf v Google

o Znazornéni v programu Wolfram Alpha

Contour plot:

0.04

a0 plot:
0.02 p

¥ 000

—0.02F

—0.04

8

—004 —002 000 002 0.04

0.00

X
X

005 —0.05

Obr. 76: Graf vrstevnice ve

Obr. 75: Graf ve Wolfram Alpha
Wolfram Alpha
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o Znazornéni v programu wxMaxima

(x~2-y~2)~2

Y

Obr. 77: Graf ve wxMaxima

(x~2-y~2)"2

Je+006
6e+006
Se+006
4e+006
3e+006
2e+006
le+006

20

Obr. 78: Graf ve wxMaxima z pohledu os x a z

(x~2-y~2)"2

7e+006
Ge+l06
Se+006
4e+006
3e+006
2e+006
le+006

20

Obr. 79: Graf ve wxMaximay pohledu osy a z
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[ I [

40 = (x~2-y~2)~2
fe+006 —
4e+006

20 1= 2e+006 7

|
= -I|— —
_ZD — —
_40 — p—
! | . | !
-40 -20 0 20 40

Obr. 80: Graf vrstevnice ve wxMaxima

e Piiklad 5
Je dana funkce
f f(x; y) = x3* y°,
kde Df = {[x, y] € R?}. Znazornéte graf funkce ve viech vyse uvedenych programech.

ReSeni:
Nyni si zobrazime graf funkce, kterd vznikne jako soucin dvou funkei.

o Znazornéni v prohlizeci Google

N

Od Do

x | -10.0000 ' 10.0000
y | -10.0000 | 10.0000
z -180614 120614

Obr. 81: Graf v Google
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0d | Do

x| -10.0000 10.0000
y | -10.0000 | 10.0000
'z | 180614 | 180614

Obr. 82: Graf v Google

o Znazornéni v programu Wolfram Alpha

Contour plot:

1.0
30 plot:

0.5

—0.5F

B W) SEPEPEES L -
—1.0 —0.5 0. 0.5 1.0
Obr. 83: Graf ve Wolfram Alpha Obr. 84: Graf vrstevnice ve
Wolfram Alpha
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o Znazornéni v programu wxMaxima

X"3*y~3

2e+010
1.5e+010
1e+010
5e+009
iz
0
-5e+009

-1le+010

-1.5e+0104q
X 0 2

\

20 “U

40 o 11 =20 u y

Obr. 85: Graf ve wxMaxima

X3FY3

2e+010
1.5e+010
1e+010
5e+009
z
a
-5e+009

-le+010

-1.5e+010

Obr. 86: Graf ve wxMaxima z pohledu os x a z
X3Fy 3

2e+010
1.5e+010
1e+010
S5e+009
z
]
-5e+009

-1le+010

-1.5e+010

Obr. 87: Graf ve wxMaxima z pohledu osy az
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T T I
40 XAB*YAB =
le+010 ——

0
20 - 1e+010 7
= 0 —
-20 |- _

| | | | |

-40 -20 0 20 40

Obr. 88: Graf vrstevnice ve wxMaxima

e Piiklad 6
Je dana funkce:

APV 3_3’_—x2+|"|_6)-
f.f(x,y)—x+(2 X2+ |x| +2 36,

kde Df = {[x, y] € R?}. Zn4zornéte graf funkce ve vech vyse uvedenych programech.

Reseni:

Funkce je volena tak, aby jeji graf byl atypicky od ostatnich grafi. Dale miizeme uvést,
ze skladanim funkci vice proménnych s vyuzitim goniometrickych funkci nebo na
zaklad¢ aritmetickych operaci, mizeme ziskat zajimavé grafy napt. viny, kvétiny, srdce

atd.
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o Znazornéni v prohlizeci Google

@

A\
5\
\
,‘a
) 3 \ From To
Sk X % |'x[-10.0000 | 10.0000
\“\_& : yd v | -10.0000 | 10.0000
~a = 138288 30239
Obr. 89: Graf v Google
) (]
L:J A
=7 / B
= [ R
From To

| x | 10,0000 | 10.0000
/| 'y | -10.0000 | 10.0000
z 133283 3033%6

Obr. 90: Graf v Google
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o Znazornéni v programu Wolfram Alpha

30 plot:

Contour plot:

2 o1

Obr. 91: Graf ve Wolfram Alpha Obr. 92: Graf vrstevnice ve

Wolfram Alpha

o Znazornéni v programu wxMaxima

9000
8000
7000
6000
5000
z 4000
3000
2000
1000

-1000

9000
8000
7000
6000
5000
Z 4000
3000
2000
1000

-1000

Function

Obr. 93: Graf ve wxMaxima

Function

Obr. 94: Graf ve wxMaxima
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Function

Qooo
8000 |
7000
6000
s000
z 4000
3000
2000
1000

-1000

Frl
AT

4 20

.
o
1
(s 5]
ra
[==]

Obr. 95: Graf ve wxMaxima

40 = Function

8e+003 ——

-20 —

X

Obr. 96: Graf vrstevnice ve wxMaxima
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7. Porovnani programu

Cilem mé bakalaiské prace je nejen zpracovani grafii funkci dvou proménnych, ale i
porovnani programd, ve kterych jsem grafy modelovala. V této kapitole bych chtéla

vyse uvedené programy porovnat, vyhledat jejich klady a zapory.

7.1. Google

Nejdiive se podivame na internetovy vyhledava¢ Google. Jeho velkou ptednosti je
rychlost vytvofeni grafu a pomérné snadné zadani funk¢éniho tvaru. Google vytvoii

animacni graf, kterym miizeme libovolné manipulovat, to znamend, Ze si graf mizeme

vvvvv

Nevyhodou je, ze graf se znazorni uz v danych mezich na ose x a ose y. Nevime tedy,
jak graf funkce vypada v jiném rozmezi. Google graf zobrazi do kvadru a tim muze
mast napiiklad pti znazornéni roviny. DalSim zaporem je, ze nezobrazi vrstevnici grafu
jako jiné programy. Velkou nevyhodou, kterou mé i sluzba Wolfram Alpha je potieba

pfipojeni na internetovou sit’.

7.2. Wolfram Alpha

Pii modelovani funkce ve sluzbé Wolfram Alpha je ptfednosti jeji rychlost, podobné
jako u Googlu. Nejvétsi vyhodou, kterou sluzba poskytne je zndzornéni vrstevnice

funkce bez dalsiho zadavani do piikazového fadku.

Zobrazeny graf neni v prili§ velké kvalité¢ a je velmi maly, nemize tedy slouzit
k dalsimu vyuzivani, spiSe slouzi jen pro piedstavu tvaru grafu dané funkce.
S vytvofenym grafem nemiZzeme manipulovat a ani neovlivnime meze na ose x a y, na
kterych je zndzornén. U nékterych grafli a vrstevnic zkresluje tvar vysledného tvaru
grafu funkce (napt. obr. 20 a 21). Z grafu bychom usoudili, ze vrstevnice jsou elipsy.
Vrstevnice jsou ale kruznice. Ktomuto zkresleni dochézi, tim Zze Wolfram Alpha

zobrazuje graf v ose x ve vétsim métitku nez v ose y.
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Obr. 20: Graf f(x; y) =9 — x? — y? Obr.21: Vrstevnice f(x; y) =/9 — x2 — y?

ve Wolfram Alpha ve Wolfram Alpha

7.3. wxMaxima

Vyhodou programu wxMaxima je vyuZiti bez piistupu k internetové siti. Stejné jako u
prohlize¢e Google i u tohoto programu se graf zobrazi ve vysoké kvalité oproti
Wolfram Alpha. Grafem mizeme libovolné manipulovat a pomoci ptikazového fadku
muzeme urcovat velikost znazornéni mezi na ose x a y, t0 oba piedeslé programy

neumoznovaly. Graf se zobrazi do samostatného okna.

Abychom mohli program vyuzivat, je potieba jeho stazeni a nasledné instalace. Dale
potfebujeme znalost piikazového tadku, ktery musime uvést, aby se graf funkce
zobrazil. Podobn¢ jako u programu Wolfram Alpha i u wxMaxima dochazi ke zkresleni
grafu vrstevnice u n¢kterych funkei napt. obr. 33 a 41. Opét je to dano tim, Ze program

zobrazi graf v ose x na vét§im métitku nez na ose y.

= T |
~ ~

a0 - sqri(y~2+x~2) ]
60

40
20 - 20

-20 —

ap ]
40 -

Obr. 33: Vrstevnice f(x; y) = /x2 + y2 ve wxMaxima
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Zaveér

Cilem mé¢ bakalarské prace bylo vymodelovani grafti funkci dvou proménnych ve tiech

dostupnych programech a to ve wxMaxima, Wolfram Alpha a Google.

Nejdiive jsme se seznamili s funkcemi dvou proménnych. Dale jsme ziskali informace o
vyuzivanych programech, a jak se v nich graf funkce modeluje. Nasledovalo popsani
zakladnich tvart funkci dvou proménnych. Po té jsme si uvedli nékolik dalSich funkeci.
Ke konci jsme si shrnuli vyhody a nevyhody vyuzivanych programi. Zavérem si

uré¢ime, ktery z programi je pro modelovani nejvhodnéjsi a ktery naopak ne.

Neda se jednoznaéné urcit, ktery program je vhodny a ktery méné. Vzdy zalezi na
uzivateli, k ¢emu vznikly graf funkce dvou proménnych potiebuje. Pokud si uZzivatel
pottebuje vyhledat graf jen pro svou ptfedstavu, jak graf dané funkce vypada, doporucila
bych mu vyuzit sluzbu Wolfram Alpha, kvuli rychlosti a snadnému vyhledani. Dal§im
divodem je, Ze sluzba sama zobrazi i graf vrstevnice dané funkce. Pokud ale uzivatel
potiebuje s vyhledanym grafem dale pracovat a vyuzivat ho, doporucila bych mu
program wxMaxima, kvili kvalit¢ a volbé rozmezi vzniklého grafu. Graf vznikly
pomoci prohlize¢e Google se da také dale vyuzivat, ale pokud bychom chtéli i graf

vrstevnice, museli bychom stejné€ vyuzit program wxMaxima.
Touto praci jsem chtéla ¢tenare ¢astecné seznamit s funkcemi dvou proménnych. Prace

ma slouzit k ziskani lepsi predstavy, jak grafy téchto funkci vypadaji a jak snadno je

mozné grafy funkci vyhledat.
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