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Anotace:

Tento text je ur€en vSem zdjemcum z fad Siroké vetejnosti. Prace zahrnuje
konstrukci a vypocet zlatého Cisla a jeho vlastnosti. Seznamuje s historii a ukazuje
ptiklady vyskytu zlatého fezu v rovinné geometrii a souvislost s Fibonacciho
posloupnosti. Pojednava o vyskytu zlatého ftezu, Fibonacciho posloupnosti
a logaritmickych spiral v ptirod¢ — jak v mnoho formach Zijicich Zivoc¢icht a rostlin,
tak na lidském téle. Text je doplnén nazornymi obrazky, které jsou vytvoreny
v programu GeoGebra. Vlastnosti zlaté¢ho Cisla a rovinné konstrukce jsou doplnény

o podrobné diikazy. Vyskyt zlatého fezu je pak dopInén sadou fotografii.

Abstract:

Diploma thesis is intended as material for general public. The thesis includes
construction methods of the Golden Section and calculation of the Golden Number
and its properties. It makes aquainted with the history of the Golden Section and its
shows occurrence in a plane geometry. The thesis describes the connection between
the Golden Number and the Fibonacci Sequence, occurrence of the Golden Section,
Fibonacci Sequnce and the logarithmic spirals in nature in both proportions of living
organisms and in plants and on the human body. The text is completed with
illustractive figures drawn mostly in GeoGebra. The Golden Number properties and

the plane constructions are given. The Golden Section is completed with photos.
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1 UVODNI KAPITOLA

., Nescetné jsou divy sveta.’

’

SOFOKLES (495405 pt. n. 1.)

Tématem mé diplomové prace je zlaty fez. Toto souslovi neni Siroké
vefejnosti prilis§ zndmé. Neni se ¢emu divit, neni totiz ani ve stfedoSkolskych
ucebnicich. N¢kdo se s nim sezndmi na vysoké Skole, jini nikdy a pfesto jej mizeme
najit v bézném zivoté¢ a vSude okolo nds. Je pro nas vSedni a pfirozeny, Ze jej ani

nevnimame. Pfitom je uzivam jiz od starovéku — naptiklad ve stavitelstvi.

Co se tedy skryva pod pojmem zlaty fez? Zlatym fezem je mysleno rozdéleni
usecky na dvé ¢asti. Jejich délky jsou v konkrétnim poméru. Pomér délky vétsi Casti
rozdélené usecky ku délce mensi z ¢asti tisecky je roven poméru celé usecky ku delsi
z ¢asti rozdelené usecky. Tento pomér je konstantni a nezalezi na ptivodni délce

usecky.

V nasledujici kapitole popiSi historii zlatého cisla, poté uvedu odvozeni
hodnoty zlatého Cisla, jeho vlastnosti a konstrukci. Dale se zaméfim na vyuziti

zlatého fezu a to hlavné v prirod€. Na zavér popisi metodiku zlatého tfezu.

1.1 Historie

Pokud budeme sledovat vysvétleni a zfejm€ i prvni definici zlatého fezu,
dostavame se do obdobi kolem roku 300 pf. n. 1., kdy matematik Eukleides, autor
véhlasnych Zakladl, knihy, podle které studovalo geometrii nejedno pokoleni, se
zabyval ulohou: ,,Jak rozdeélit danou usecku na dve casti tak, aby pomer celé usecky

k vetsi casti byl stejny jako pomer vetsi casti k mensi. *

Eukleides tuto proporci odvodil zrozdéleni Gsecky v krajnim a stfednim

poméru, kdyz se celd ¢ast ma k delsi ¢asti jako delsi dil ke kratSimu.

Obrizek 1 rozdéleni usecky



Podivame-li se na obrazek 1, pak je usecka AB delsi nez AC. Zaroveii je AC
delsi nez CB. Rovna-li se pomér délky usecky AC k délce CB a AB k AC, pak je

usecka rozdélena v poméru zlatého fezu.

Toto tvrzeni se zdd byt na prvni pohled nevinné, ale kdo by se nadal, ze
ovlivni pohled na otazky daleko ptesahujici obor matematiky. Kuptikladu postaveni
listh v botanice, strukturu galaxii ¢i architekturu a uméni. Ve zlatém fezu spolu
nalezneme spoustu nadhery a pfekvapeni. Albert Einstein to vyjadfil takto: ,,70
nejlepsi, co miizeme zazit, je tajemstvi. Je to zakladni emoce, ktera stoji u kolébky
opravdoveho umeéni a vedy. Kdo to nezna, nedokaze jiz byt zvédavy a neni schopen

citit udiv, je prakticky mrtev, podoben vyhaslé svici.

Jak nam uvadi Livio [14] v zajmu o zlaty fez, Eukleida nasledovalo mnoho
matematikd. Naptiiklad ,,Dodatek” k Zakladim, za jehoz autora je povazovan
Hypsiklodes z Alexandrie, obsahuje dtlezitou vétu o dvandctisténu a dvacetisténu.
Poté objevy tykajici se zlatého fezu tfidnou a pokud se objevuji, jsou spojovany
s Heronem (1. st. n. 1.), Ptolemaiem (2. st. n. 1) a Pappem (4. st.). Pak nastava doba
temna. Velkad alexandrijska knihovna byla zpustoSena a celd védecka aktivita se
ptesouva do Indie a arabského svéta. Zde zminim vznik desitkové pozi¢ni soustavy

a vznik indicko-arabskych ¢islic.

S nastupem islamu se novym centrem studia matematiky stdvd muslimsky
svét. Uvedu alespon tfi tehdej$i matematiky: Al-Chvarizmim (9. st.), abia Kamilu

Sudzu (9. st.) a abul Vafa (10. st.).

Prace téchto i dalsich islamskych matematikii je velmi vyznamna, i kdyz
pouze dil¢i v historii zlatého fezu. Obdobi postupnych poznatkli a objevovani je
nezbytné pro pfisti prilom. Tématu pokroku vénoval dramatik G. B. Shaw jeden ze
svych vyrokt: ,,Rozumny clovek se prizpiisobuje svétu, nerozumny se usilovne snazi
prizbiisobit sveét sobé. Proto veskery pokrok zavisi na cloveku nerozumném.”

V ptipadé zlatého fezu cekal tento prilom na Leonarda Pisdnského zvaného

Fibonacci. [14]

Pfesnd hodnota zlatého fezu (pomér Usecek) je <Cislo nekoncici,
1,6180339887... Tato Cisla fascinovala svét uz od starovéku. Neni proto divu, Ze

objev cisla neperiodického desetinného rozvoje bez opakovani ¢i systému, uvedl



Pythagorejskou spole¢nost v chaos a vyvolal krizi. Pythagorejci vétili, Ze existence

iraciondlnich ¢isel je chybou v kosmu a tato chyba musi byt zaml¢ena. [14]

Zajimavy je 1 samotny puvod nazvu ,,zlaty fez“. Pro jeho oznaceni se dnes
pouziva jméno fi (¢), coz je pocatecnim pismenem jména Feidia, slavného feckého
sochare, ktery proslul pravé uzitim zlatého fezu ve svych dilech. Oznaceni zlaty fez,

zlaty pomér, zlaté Cislo, bozska proporce, fi a jeho symbol jsou synonymy.

Zlaty pomér vyvoldval nadSeni jiz od antiky. Je tedy nutné pro odhaleni
oznaceni zabrousit az do antiky? Ve skutecnosti ne. Termin zlaty ez ziejmé jako

prvni pouzil Martin Ohm v roce 1835 ve své knize Cisté zédklady matematiky.

Kvili ¢emu je vlastné geometricky pomér tak piitazlivy, ze si zasluhuje
takovou pozornost? Pfitazlivost zlatého poméru je hlavné v tom, Ze méa schopnost
objevit se zcela necekané i v situacich a objektech, kde bychom ho necekali. Uz jste
si n€kdy zkusili rozkrojit obycejné jablko na polovinu? Vyjma toho, Ze zde
o Vanocich hledate, zda budete mit nasledujici rok $tésti, mizete zde najit jadérka,
ktera jsou rozmisténa do tvaru péticipé hvézdy. Pentagram ma tu vlastnost, Ze jeho

delsi strana ke krat$im (myslené zékladné) odpovida zlatému poméru, obr. 2.

/\

Obrazek 2 péticipa hvézda
To je vSak pouze Spicka ledovce. V nasledujicich kapitolach poodhalime
dalsi ukéazky tohoto ¢isla. Jak se slune¢nice otaci za sluncem, uspotadani listli neboli
fylotaxe, uspofadani kiiry ananasu, stavba kvétu slunecnice? To vSe a mnohem vice

Ize vyjadrit zlatym pomérem.



2 ZLATE CIiSLO

Jak jsem jiz uvadéla, rozdelime-li tseCky na dvé nestejné dlouhé ¢asti tak, ze
se celd ma ku delsi casti jako delsi ¢ast ku kratsi, je usecka rozdélena v poméru

zlatého fezu.

Mame Gsecku 4B a na ni bod C. Oznacime |AB| = a, |AC| = x,tedy |CB| =
a X . , v
a—x, kde x > a —x, plati: S = . Pak mizeme fict, Ze jsme useCku 4B

rozdé€lili bodem C v poméru zlatého fezu, obr. 3.

Obrazek 3 Odvozeni zlatého poméru.

Nyni ukazi ur¢eni konkrétni hodnoty zlatého ¢isla.

. r a x 4 4
Zvolime |AB| = 1, tj. a = 1, dosadime do vztahu = dostavame

Jednoduchymi tUpravami tuto rovnici upravime na kvadratickou rovnici
x? 4+ x —1 =0, Podminkami se nemusime zabyvat, jelikoz x zna¢i délku Gsecky,
tudiz rovno nule neni. Oba zlomky jsou tedy definované. Dosazenim do vzorce

vyjadiime kotfeny rovnice.

—b +Vb?% — 4ac
12 = 2a ’
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Kofen x, je zaporny, nemiize tedy predstavovat délku tsecky. Nam vyhovuje
koten x4, ktery je ptiblizné roven 0,61803. Toto ¢islo je opravdu pfiblizné, jelikoz

\/5 je iracionalni &islo.

-1+v5

Dopocitejme konec¢nou hodnotu zlatého fezu (¢). ¢ = % ,a=lax = .

2 1+V5 2 (1+V5) _ 1+V5

—1+V5 1445 ' 1+V5  —1+5 2
2

Odtud ¢ =

Tato hodnota je pfiblizné rovna 1,61803. Opét se jednd o iraciondlni ¢islo.

Jelikoz jsme dospéli k algebraickému vyjadieni zlatého fezu, mizeme jej
vypocitat s vysokou presnosti. V roce 1966 M. Berg na salovém pocitaci IBM 1401
vypocital ¢ na 4599 mist za desetinnou ¢arkou. Dnes tento vypocet mizeme provést
na jakémkoliv pocitaci za méné nez 2 sekundy. V prosinci 1996 byl naptiklad zlaty
fez vypocitan na deset milioni desetinnych mist, tehdy to trvalo 30 minut. Pro

zajemce predkladam vycet, uvadeéjici ¢ v desitkové soustave:
1,6180339887 4989484820 4586834365 6381177203 0917980576
2862135448 6227052604 6281890244 9707207204 1893911374
8475408807 5386891752 1266338622 2353693179 3180060766
7263544333 8908659593 9582905638 3226613199 2829026788
0675208766 8925017116 9620703222 1043216269 5486262963
1361443814 9758701220 3408058879 5445474924 6185695364
8644492410 4432077134 4947049565 8467885098 7433944221
2544877066 4780915884 6074998871 2400765217 0575179788
3416625624 9407589069 7040002812 1042762177 1117778053
1531714101 1704666599 1466979873 1761356006 7087480710
1317952368 9427521948 4353056783 0022878569 9782977834

7845878228 9110976250 0302696156 1700250464 3382437764

11



8610283831 2683303724 2926752631 1653392473 1671112115
8818638513 3162038400 5222165791 2866752946 5490681131
7159934323 5973494985 0904094762 1322298101 7261070596
1164562990 9816290555 2085247903 5240602017 2799747175
3427775927 7862561943 2082750513 1218156285 5122248093
9471234145 1702237358 0577278616 0086883829 5230459264
7878017889 9219902707 7690389532 1968198615 1437803149
9741106926 0886742962 2675756052 3172777520 3536139362

1076738937 6455606060 5921658946 6759551900 4005559089...

2.1 Zajimavé vlastnosti zlatého poméru

Jak zlaty stred je absurdni,
nestravim do konce svych dni.
Prevratim ho, procpak ne,
mam pak totéz bez jedné.
Zvysim cislo o jednu,
znam hned jeho mocninu.

P. S. BRUCKMAN (1977)

Budeme-li usecku rozdélenou ve zlatém poméru zkoumat dale, zjistime

zajimavé vlastnosti Cisla ¢.

12



Jiz zndme konkrétni hodnotu Cisla ¢ 1 zplsoby konstrukce déleni tsecky

praveé ve zlatém poméru. Pojd’'me se nyni podivat na n¢které zajimavé vlastnosti.

a) @ -@¢=-1

1 2 2 -1-v5 1-+5
PTA-VE 1-V5 -1-v5 -1-v5 2
2
Diikaz:
_1+V5 145
(p_ 2 l(p_ 2 )
S_1+V5 15 _1-5
=T 2 4
by @el=¢e-1
Diikaz:
1445
(p_ 2 )
L, 1 1 2 1-v5 21-v5) -1++5
Y T T 1+v5 1+v5 1-v5 1-5 2
2
1++5 —1++5
p—1= —1l=—"
2 2
0 @*=¢@+1
Diikaz:
1445
(p: 2 )

L, 1+\/§2_1+2\/§+5_2(3+\/§)_3+\/§
e\ )T T T

13



1++/5 3++5
—tl=—

p+1=

Vlastnosti a.), b.), c.) vyplivaji také z kvadratické rovnice x? + x — 1 = 0,

zminénou vyse. Cisla ¢ a ¢ jsou prevracenymi hodnotami kotenti této rovnice.

d) Hodnota vyrazu: |1 + \/ 1+ \/ 1++/1+ -

Predstavme si, ze se snazime urCit hodnotu nasledujiciho vyrazu,

spocivajiciho v souctu nekone¢ného sledu druhych odmocnin:

1+ 1+/1+«1+m

Prvni metodou, jak postupovat, je zalit pocitat v/1++/1, coz je V2 =

1,414 ..., pak sedist |1+ +/1 ++/1, a takto pokratovat dal v nad&ji, Zze se hodnoty

budou blizit k né¢jakému ¢islu. My si ukdzeme mnohem elegantnéjsi feSeni. Hodnotu,

kterou hledame, ozna¢me x.

x= |1+ 1+/1+«1+m

ODb¢ strany rovnice umocnime na druhou.

x2=1+ [1+ J1+V1+ -

Na pravé strané¢ nam zmizela vn€j$i odmocnina. Pov§Simnéme si, Zze druhy

vyraz na pravé strané pokracuje do nekonecna, takze se vlastné rovnad naSemu
ptivodnimu x. Dostavame tedy kvadratickou rovnici x2 = 1 + x. To je vSak rovnice,

ktera definuje zlaty fez. Zjistili jsme, Ze pfedchozi nekone¢né vyjadieni je rovno ¢.

14



e) Retézové zlomky

Nyni se podivame na jiny typ nekone¢ného vyrazu, tentokrat ve zlomcich.
Zéklad teorie fetézovych zlomkl byl dan jiz italskym matematikem Pietrem

Antoniem Cataldim (1548-1626).

Kone¢nym fetézovym zlomkem nazveme vyraz tvaru

kde a4, ay, ...a, € N.

Tento zapis je pomerné neSikovny, ¢astéji uzivaime zapisu:

1 1 1
G +—+— -+t —
a, das an

Jednd se o ptipad ftetézového zlomku. Jak se spocitd hodnota tohoto
nekonecného zlomku? Opét bychom mohli zkratit fadu jednicek a pocitat postupné
od nejvyse polozenych vyrazii s nadéji, ze se objevi ¢iselna limita, k niz bude Ciselny
zlomek konvergovat. My vyuZijeme elegantnéjSi metody, podobné¢ jako

v ptedchozim ptiklad€. Hodnotu, kterou hleddme, oznacime x.

Opét si vSimneme, ze vzhledem k nekoneénému charakteru fetézového
zlomku je jmenovatel vyrazu na pravé stran¢ rovnice ve skutecnosti totozny s x.

Mame tedy rovnici:

1
x=1+-=

=

15



Vynasobenim obou stran x dostaneme x? = 1+ x,coZ je znovu rovnice
definujici zlaty fez.

Jak uvadi Bruckman ve své basni Vzdy ve stfedu:
,,Jako retézovy zlomek,
mi zlaty stred bere spanek.
Jednicky jen pricitam,

a v hlavé z toho zmatek mam*.

3 KONSTRUKCE ZLATEHO REZU

V této kapitole si vysvétlime, jak usecku, které odpovida zlatému poméru
sestrojit. Uvedu ¢tyfi moznosti konstrukce. Prvni vychdzi jiz ze sestrojené usecky AB
a hleddme bod C. Dalsi dv¢, pak ukazuji moZnost sestrojeni, zndme-li pouze jednu
z Casti useCky a chceme-li doplnit zbyvajici. Posledni konstrukce umoziuje sestrojit

usecku rozdelenou v poméru zlatého fezu pouze pomoci skladani papiru.

U vsech konstrukei provedu pocetni diikaz, aby bylo zifejmé, ze jsme opravdu

ziskali zlaty fez.

3.1 Konstrukce 1
Mame tsecku AB libovolné délky. Na této usecce hleddme bod C tak, aby

C délil usecku zlatym pomérem.
Postup konstrukce:

. op,p1lAB
2. M,M €p,|BM| = |AB|

3. AABM

4. k,k(M,r = |BM|)
5. NNNeknAM

6. LI(A,r=|AN])
7. C,CelnAB.

16



Obrazek 4 Konstrukce 1

Diikaz:

Chceme ukdazat :Zi: % = ¢. Ozna¢ime |AB| = a.
Pak |[BM| = *

|AM| = |a? + —a2 = \/g,

|AC| = |AN| = |AM| — [MN| = V5 - = =2(V5 - 1),

IBC| = |AB| = |AC| = a~ (V5 -1) =2 (3~ V5).

Hodnoty pomért:
|AB| _ a 2 V5+1 2-(\/§+1)_1+\/§_
4cl"Z(ys—1) vE-1+5+1  5-1 2z ©
lAC| 2(\/_—1) V51 3+v5 _3V5-3+45-V5 2425 1+45
A 2(3 V5) 3-+5 3445 9-5 4 2
:(p_

A dtikaz je proveden.
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3.2 Konstrukce 2

Konstrukce je obdobna konstrukci 1, ale pro ukdzku nepotiebujeme nic vic
nez list papiru. Z papiru si vystfihneme Ctverec. Za délku strany volime velikost

usecky, ktera bude zlatym fezem rozdélena.

M¢éjme ctverec ABCD se stranou délky a. Prelozime ho na pul tak, aby vznikl
obdélnik a opét rozevieme. Stied strany AD oznacime E. Papir ohneme tak, aby ndm

vznikla usecka EC (viz obr. 7). A opét rozlozime.

D C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
”
-
-
-
-
-
-
’/
-
[ S e e e e e F
A

Obriazek 5 Konstrukce skladanim papiru

Dale vezmeme vrchol D a pfilozime jej na ohyb EC. Bod D tedy splyva
s useCkou EC a ¢ast usecky EC je prekryta useckou DE.

Obriazek 6 Konstrukce skladanim papiru
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Nyni na ptehyb CE pftilozime vrchol B.

€ e o e mm mm m m owm m) m m o e - =

Obriazek 7 Konstrukce skladanim papiru

C

Obrizek 8 Skliadani z papiru

Bod D déli tsecku BC ve zlatém poméru tak, Ze usecka DC je vétSim dilem usecky
BC.

Dukaz:

, . |BC| |DC|
Chceme ukdzat — = —— =
|DC]| |BD|

Plivodni ¢tverec mél rozméry a X a.
a

Potom |BC| = a,|CD| = a, |ED| = >
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Dale ur¢ime pomoci Pythagorovi véty délku EC.

a2 5a? a
|EC|=«/|CD|2+IDE|2=ja2+(—) =j—=u\/§.

2 4 2

Ale a > 0, jinak by ¢tverec neexistoval, tudiz |EC| = %\/g

Zjistime délky jednotlivych usec¢ek BD a DC.
a a a
IDC| = |EC| — |ED| = 5V5 -5 == (V5 - 1),
2 2 2
a a
|BD| = |BC| — |DC| = a —E(\/E_ 1) = 5(3 —5).

|BC| _ a _\/§+1_2(\/§+1):\/§+1:

DCl~2(y5-1) V5+1 4 2 ¥
D¢l 5(¥5-1) 34v5 2542 541

:2 L] s s :(p_
|BD| %(3—\/5) 3+4v5 9-5 2

Dtikaz je proveden.

3.3 Konstrukce 3
Na usecce AC libovolné délky hleddme bod B tak, aby bod C délil isecku 4B

ve zlatém pomeru. Pritom Gsecka AC je vétsi nez CB.

Tato konstrukce slouzi k sestrojeni i pravidelného pétithelniku.

Postup konstrukce:

1. AC,|AC] jelibovolna

2. F,|FA| = |FC|

3. D,CD 1 AC, |CD| = |AC|
4. kk(F,r=|FD|)

5. B_BBeEkn- AC
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7 7 > N
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7/ 7 N
’ / N\
7 \
I, N
’ \
/I \
/I \
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\
II \
II \
II \
g %
A F C I B
i
]
/
Obrazek 9 konstrukce 2
Dikaz:
., 1AB] _ |AC|
Chceme uvkazat — = — =

lac| ~ |cB|

Nejdfive si zvolime libovolnou délku tusecky AC pomoci této délky si

vyjadiime jednotlivé délky usecek. Nad useCkou AC si prestavime ctverec ACDE.
Strana ctverce je délky a.

a =|AC| =|CD|,

IFCl = 14F| = a,
a 2 5 a
— — |42 N - |22
IFDI—IFBI—\[a +(2) j4a 2‘/5'

a
|AB| = |AF| + |FB| = 5

a a
2+§\/§=§(1+\/§);

a a a
IBC| = |FB| — |FCl==V5—===(V5-1).
2 2 2
Dosadime do hodnot piislusnych poméri:
a
14B] 7(1+V5) 1+4+5
acl= a« 2 _#
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ACl a2 V541 2(5+1) V5+1_
BCl S(v5-1) v5-1+5+1  5-1 2

©.

Dtikaz je proveden.

3.4 Konstrukce 4
Na dané usecce CB libovolné délky, hleddme bod A4 tak, aby bod C d¢lil

usecku AB zlatym pomérem. Pfitom usecka AC je vetsi nez BC.

Popis konstrukce:

1. bbb LBC,CE€M

2. F,F €b,|CF| = |FE|
3. k,k(F,r =|FB])
4. G,GEbNCF
5. LI(C,R = |CG]
6. AJLAeln- BC
G
e T
| v b W
I',’ ‘ \ \\
I" ’/ k \\
I" ,I E \ \\\
K ] \ '
! 1 1 '\
! l 2 | \
H 1 I \
i ! I \
i \ ' '.
I \ r 1
I'.A N C /B ': K
\ A /’ 4
' \\ // !

Obrazek 10 Konstrukce 3
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Dukaz:

AB AC
Chceme ukazat, ze 145] = lacl =
|AC| |BC|
Zvolime libovolnou, ale pevnou délku usecky BC a pomoci této délky
vyjadiime délky jednotlivych usecek. Nad useckou CB si pro ndzornost piedstavime

ctverec CBDE. Strana ¢tverce je a.

a = |BC| = |ED|,

a 2 5 a
— — 2 _ — —_n2 — _
IFBI—IFDI—\[a +(2) _j4a =25,

a

|AC| = |CG| = |FC| + |FD| =3

a a
+§\/§=§(1 +\/§):

|4B] = 1AC| +1BC| =5 (14 V8) +a =2 (1 +V5 +2) =2 (3 +V5),

Dosadime do hodnot poméri:

4B] 7(3+V5) (3+V5) (1-v5) 3-3V5+V5-5 -2-2V§
lACl 2(1+v5) (1+v5) (1-+5) 1-5 —"

1445

, COZ je rovno .

a
lacl 7(1+V5) 1445
Bl a2

, opét dostdvame hodnotu @.
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4 ROVINNE UTVARY A ZLATY REZ

,,Geometrie ma dva velké poklady; jednim je véta Pythagorova; druhym
rozdelent usecky v krajnim a strednim poméru. Prvni lze prirovnat k Zile zlata, druhy

‘

Ize oznadit za drahokam.
JOHANNES KEPLER (1571-1630)

Jiz Eukleides nazyval zlaty fez pomérem krajnim stfednim. V tvodu Sesté
knihy Zakladt je uvedena nasledujici definice, cituji z ¢eského piekladu Frantiska
Servitka zroku 1907: ,,Pravime, Ze primka jest rozdelena pomérem krajnim

Vo6

a strednim, kdyz vetsi usecka ma se k mensi jako celd k vetsi.

4.1 Zlaty obdélnik

Obdélnik nazveme zlaty, jsou-li jeho strany v poméru zlatého fezu. Jeho
konstrukei jsme jiz naznacili v konstrukei 2 zlatého fezu. Na polopiimce — AC jsme
nalezli bod B tak, Ze bod C déli ise¢ku |AB| zlatym fezem. Nyni zbyva sestrojit bod
G tak, abychom dostali obdélnik ABGE, ktery je zlaty.

Obrizek 11 zlaty obdélnik — konstrukce
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Zlaty obdéInik ma nékolik zajimavych vlastnosti:

1) VepiSeme-li zlaty obdélnik ctverci, obr. 12, pak vrcholy obdélniku déli strany

¢tverce v poméru zlatého fezu.

N
¢ al? ¢
D al2 F "
d b/2 d
b2 |E

K b M

d d

A B
[¢]
(]

Obrazek 12 zlaty obdélnik ¢tverci
Diikaz, [9]:
, . C
Chceme ukazat, ze = 0.

Pro trojuhelnik ALB (stejné jako pro trojuhelnik DCN) musi dle Pythagorovy véty

2
platit ¢? + ¢2 = a2. Odtud ¢ = %.

Analogicky pro trojuhelnik BMC (stejné jako pro trojuhelnik KAD) musi dle

b2
Pythagorovy véty platit d2 + d? = b%2.Pak d = T\/_

Tedy
a2
c_ 2 _a_
iz p ¢
2
Pozn.

Toto tvrzeni neplati pouze pro zlaty obdélnik, ale i pro obdélnik, jehoz strany

jsou v libovolném poméru a: b.

25



Dukaz, [8]:

Dany étverec ozna¢ime KLMN, obdélnik ABCD. |AB| = a,|BC| = b, strana
obdélniku jsou v poméru %. Usecky, na které déli vrcholy obdéIniku jednotlivé strany
¢tverce, ozna¢me ¢, d. Prasecik tse¢ek CD a LN ozna¢me F, prusecik tseCek AD
a KM pismenem E, obr. 12. Trojuhelnik KED a DFN jsou podobné (dle véty
uu). Oba jsou pravouhlé a rovnoramenné. Plati:

IDN| =c,
a
IDF| = |FN| =,
2
|IDK| =d,
(s
|EK| = |DE| =5

Z podobnosti trojuhelniktt KDE a DFN plyne:

|IDF| _ |DN|
|EK|  |DK/
a
7 . C
b~
2
a C
b d

2) Kowal, [13] naptiklad uvadi, ze pokud od obdélnika ABGE odfizneme Ctverec
ACDE, dostavame obdélnik CBGD, ktery bude rovnéz zlaty. Stejné tak mizeme
oddélit od obdélniku CBGD opét ¢tverec IHGD a zbyvajici ¢ast bude opét zlatym
obdélnikem, takto bychom mohli pokracovat dal a ziskali bychom nekone¢né

mnoho zlatych obdélnikt, které se pii kazdém odfiznuti oto¢i o 90°.
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Obriazek 13 Zlaty obdélnik

Soubor takto vytvofenych cCtvercli, jejichz velikosti stran jsou praveé

Fibonacciho ¢isla, nazyvame Fibonacciho ¢tyfuhelniky.

E D G
b

b C a-b
A a B

Obrazek 14 oddéleni ¢tverce od zlatého odbélnika

Vyse uvedené pravidlo plati pouze pro zlaty obdélnik (neexistuje jiny pomer

délek stran obdélniku, ktery by po odebrani ctverce zachoval zlaté ¢islo), [8].

Dukaz:

M¢éjme libovolny obdélnik srozméry a X b, kde a > b. Pomér %oznaéme m.

Hledame m takové, Ze:

Coz je ekvivalentni vyrazu
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._a . b 1
Dosadime = = m (respektive — = —):
b a m

—=m-1,
m

0=m?-m-—1.

Tato rovnice ma dva koteny m,, my:

:1+\/§ 1-+/5

™ 2 T

druhy koten feSenim neni, m zna¢i pomér délek stran a nesmi byt zaporny. Ziskali

jsme tedy jedno feSeni:

1++/5
m: 2 :(p_

Uvedena vlastnost plati pouze pro obdélnik, jehoz strany jsou v poméru ¢,

[8].

3) Dalsi zajimavou vlastnost zlatého obdélniku ndm popisuje Livio [14], uvadi, ze
prasecik uhlopficek libovolného péaru ptvodniho obdélniku a nové ziskaného
mensiho obdélniku je bodem zlatého fezu. Kazdy zlaty obdélnik ma takovéto zlaté
body Ctyfi a plati, ze se tyto body piiblizné nachdzeji v pomysinych prisecicich

tfetin stran.

28



\\ i
~ /
\\ ,
\\ 7
\\3 2 Ve
\\ /
~ 74
\\ 7
\\ /
~ /
~N
711
4 / \\
/ .
/ ~N
A C B

Obrazek 15 Konstrukee zlatého fezu pomoci tietin

Zvolime-li ctverec, jehoz strany rozdélime v poméru zlatého fezu, tyto body

nam tvofi vrcholy zlatého obdélnika.

4.2 Konstrukce zlatého obdélniku
Muzeme vyuzit mnoho zplsobt. Staci narysovat dvé tsecky v poméru zlatého
fezu atyto usecky vytvori strany hledaného obdélniku. Zaméfime se vSak na

konstrukce sméfujici piimo k nalezeni zlatého obdélniku.

4.2.1 Konstrukce 1:
Sestrojte zlaty obdélnik ABCD, je-li dana jeho kratsi strana AD, [8].

Reseni:
1. E,F; AEFD je ctverec,
2. M;M e%|AE|,

3 N:N E%IDFI,

4. ki k (M;|FM|),

5. h;h (N;|ENJ),

6. B;B € (» AE nk),
7. C;C(>DFnh),
8. obdélnik ABCD.
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Sestrojte zlaty obdélnik ABCD, je-li dana jeho kratsi strana AD, [8].

Reseni:

o ® =N 0 bk

\

Obrazek 16 Konstrukce 1 [8]

4.2.2 Konstrukce 2:

- AX;AX 1L AD,

- DY; DY 1 AD,

E:E e%|AD|,

k; k (4; |AE)),

F;F € (- AXnk),

h; h (F,3|AE|),

C;C € (- DYnNh),

B; B €- AX,|AB| = |DC|,
Obdélnik ABCD.
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Obrazek 17 Konstrukce 2 [8]

Ovéreni:

Necht’ |AD| = b, potom:

N| TS

|AE| = |AF| =,

3b
ICFI =3 14| ==

|BC| = |AD| = b.
/%2 b
|BF| = /ICFI2 = |CBI? = |———b? = Eﬁ,

b

|AB|=|AF|+|BF|=2

b b
+§\/§=§(1+\/§);

b
AB  5(1+V5) 145
apl-  » 2z %

A pomér stran narysované¢ho obdélniku je skute¢né v poméru zlatého fezu.
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4.2.3 Konstrukce 3:
M¢éjme pravouhly trojuhelnik s odvésnami 3 a 4 cm a s pieponou dlouhou
5 cm. PfipiSme zlaty obdélnik tak, aby jeho krat§i strana byla shodnd s delsi

odvésnou, [10].
Reseni:

Pravouhly trojuhelnik popisSeme ABC, kde BC je delSi odvésna a AC piepona.
K odvésné BC ptipiSeme dle postupu nize obdélnik BEFC.

1. k;k (4,|AC)),

D;D € (- AB nk),
h;h (D,|CDJ),

E;E € (- ABnh),
o p,p L BE, E€p,
m; m (E, |BC|),
F;F € (pnm),
ObdéInik BEFC.

© N kWD

?
D

|

/

Obrazek 18 Konstrukce 3

Ovéreni:

Ujistime se, Ze obdélnik BEFC je opravdu zlaty. Vime, ze |AB| = 3,|BC| =
4,|AC| = 5. Pak plati:
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|AD| =5,

|BD| = |AD| - |AB| =5—-3 =2,

|cD| = |DE| = \/IBCI? + [BD|? = /4% + 22 = 245,

|BE| = |BD| + IDE| = 2 + 2v5 = 2(1 +V5),

IBE| 2(1+.5) 1++5
Bcl-~ a2 ¢

Pomér délek kratsi ku delsi strané obdélniku je roven ¢, obdélnik je tedy zlaty.

4.3 Zlata spirala

Spirdlu tvofenou Ctvrtinami kruznic a zakreslenou do Fibanacciho
Ctyfuhelnikii zplisobem znazornénym na obr. 19 nazyvame zlaté spirdla. Zlaté spirdla

je vepisovana do obdélnikd, jejichz poméry stran se blizi zlatému fezu, [9].

Spirala, kterou nazyvame zlata, je specidlnim piipadem logaritmické spiraly.

Proto strucné popisi, co je logaritmicka spirdla a spirala viibec.

Spirdla je kiivka, ktera lze zavést jako trajektorie bodu pohybujiciho se
predepsanym zplisobem po poloptimce, pfiCemz se tato polopiimky zaroven otaci
okolo svého pocatku. Cast polopiimky ohraniend jejim poc¢atkem a bodem spiraly
se nazyva pravodi¢ bodu. Pocatkem otacejici se polopfimky byva nazyvan pdlem

spiraly, [8].
Definice logaritmické spiraly ma v polarnich soutadnicich (r, 8) tvar:
r=a-eb’,
r ...vzdalenost od pocatku soustavy souradnic P
6 ...uhel, ktery svira poloprimky PA s kladnym smérem osy x.

a, b ...kladné realné konstanty

e ...zaklad prirozeného logaritmu
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S rostouci hodnotou uhlu 6 se kiivka vzdaluje od svého polu, naopak
s klesajici hodnotou uhlu 6 se k polu pfiblizuje. Vezmeme-li ¢ast blizko polu
a zvétsili bychom ji, dostali bychom stejnou ¢ast logaritmické spirdly, jen vzdalené;si

od pélu. Ma tedy stéle stejny tvar.

Zlatou spiralu ziskdme specialni volbou konstanty b, tak aby platilo pro

. 21
9=Eaeb0=(p.Pakb= =°
2 T

Zlata spiradla upoutala uz Bernoulliho, ktery ji nevahal oznacit za ,,spira

mirabilis* — neobycejnd, obdivuhodna spiréla.

Spiralu Ize vkreslit do obrazku, ktery jsme ziskali vepisovanim stale menSich
zlatych obdélniki do sebe. Spirala bude postupné prochazet body A,D,H,K, M, ...,
obr. 19. Jeji pdl P je prusecik useéek EB a CG. Pti zméné uhlu o 90° se zméni délka

pravodice @krat. [8]

Konstrukcei spirdly 1ze provést pomoci ¢tvrtkruznic. Sestrojime oblouk AD se
sttedem C, k nému pfipojime oblouk DH se stiedem v I, pokra¢ujeme obloukem HK
se stfedem v J atd., timto postupem ziskame kiivku. Kterd je na prvni pohled témét
totozna se zlatou spirdlou, obr. 19. Skutecna spirdla se nedotyka stran ¢tvercd, ale

protind je pod velmi malym thlem.

E D G
I J H
P
M L
A E c K B
Obriazek 19 zlata spirala

Délka pravodici logaritmické spirdly je zavisla na thlu S, ktery pravodi¢

svira s pevnou osou.
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A F c K B

Obrazek 20 konstrukee zlaté spiraly [9]

T
ﬁ—nzl
1

r:E' neEcZz.

Uhel mezi te¢nou této kiivky v jejim libovolném bodé a piimkou, spojujici

tento bod se stfedem spirdly, je staly. Stifed spirdly O je prusecik uhlopticek BE

a GC, které jsou k sob¢ kolmé. AH a DK se protinaji v bodé¢ O a jsou osami thll

mezi BE a GC, [12].

Obrazek 21 te¢ny logaritmické spiraly [12]

Zlata spirdla neméni svij tvar a roste stejné do délky i do Sitky. Tuto

vlastnost vyuzivaji i zivoCichové ¢i rostliny pii stavbé ulit ¢i postaveni listd. Jako

jedina kiivka zachovava tvar a pomér Casti. Zajimavé je, ze asymetrickd kiivka

vyjadiuje symetricky rust.
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Logaritmickou spirdlu lze konstruovat i vrcholy do sebe vepsanych zlatych

trojuhelnika.

4.4 Zlaty trojuhelnik

Zlaty trojuhelnik je rovnoramenny s ramenem délky r a zdkladnou délky

z, pro ktery plati:

Vrcholovy thel zlatého trojuhelnika je roven 36° a thly pii zékladné 72°, obr.
22. Toto tvrzeni dokaZeme.

Za jednotku délky zvolime zékladnu trojihelnika. Nyni, aby byl trojuhelnik

5 . , o « “
. Velikost thlu pii zdkladn¢ oznaéme «a

zlaty, musi mit ramena délku

a trojuhelnik rozdélime vyskou k zédkladn¢ na dva shodné pravouhlé trojuhelniky.

Pro thel a plati:

1
A 1
cosa = =
1+v5 1+45.
2
Nyni zbyva ukazat, ze cos72° = ﬁg Tento dikaz lze elegantné provést

pomoci pravideln¢ho pétithelniku. Jeho platnost prokazeme v kapitole 4.5.2.
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Obrazek 22 zlaty trojuhelnik
Mutzeme pokracovat podobné jako u zlatého trojihelnika a zmenSovat
pivodni trojihelnik. VepiSeme do =zlatého trojihelniku novy rovnoramenny
trojuhelnik tak, Ze bude mit rameno shodné s ptivodni zékladnou. Pokracujeme-li

dale, mizeme vytvofit nekonecné¢ mnoho trojuhelnikt, obr. 23.

C

Obriazek 23 zlaty trojuhelnik - vepsané trojihelnik

Jednou z ptekvapivych vlastnosti takto ziskanych zlatych trojuhelnikt je fakt,
ze jejich vrcholy lezi na tzv. zlaté logaritmické spirdle. Pol takovéto spirdly se
nachdazi v priseciku téznic AA” a DD’ se stranami BC a AB. Je zajimavé, ze at’ spirdlu
zvétsime nebo zmenSime na jakykoli rozmér, svlij tvar neméni, pouze roste

stejnomérné do délky a Siky, [13].
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4.5 Pravidelny pétiuhelnik

Je jednim z pravidelnych rovinnych tutvart, tj. vSechny jeho strany a vSechny
vnitini Ghly jsou shodné. Lze jej vepsat do kruznice a rovnéz mu lze kruZznice vepsat.
Je v8ak jediny mnohouhelnik, ktery ma stejny pocet thlopticek jako stran. Navic Ize

sestrojit v€etné hlopticek nakreslit jednim tahem.

Nejpouzivangjsi je konstrukce pravidelného pétiithelniku, znadme-li polomér
kruznice opsané. My konstrukci provedeme tzv. eukleidovsky, tj. pouze pomoci

kruzitka a pravitka (bez métitka a thloméru).

4.5.1 Konstrukce 1:

Obrazek 24 Konstrukce stran

V kruznici se sttedem v S sestrojime pramér AC a primér BD na néj kolmym.
Bod O je stfedem tusecky AS. Z bodu OopiSeme kruznici o poloméru OD, kterad
protne usecku AC v bodé E. Vzdalenost DE je rovna velikosti strany pravidelné¢ho
pétidhelniku. Pro zajimavost: UseCka SE je stranou pravidelného desetithelnika

a usecka SD je stranou pravidelného Sestithelnika.
ASED je pravouhly, tudiz plati:

2 _ 2 2
as“ = ag” + ap°,
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kde as, ag, a1gznadi strany pravidelného pétithelniku, Sestithelniku a desetithelniku

vepsaného stejnému kruhu.

4.5.2 Konstrukce 2:
Dals$i mozna konstrukce je pomoci thloméru. Libovolny pravidelny n-uhelnik

je sjednocenim n shodnych rovnoramennych trojihelnikti se spole¢nym vrcholem ve

: cv g , . 180°
sttedu n-uhelniku. Velikost vnitiniho uhlu u vrcholu je rovna o

Pravidelny pétithelnik mizeme rozdélit na pét shodnych rovnoramennych
trojuhelnikii. Vnitfni thel u vrcholu kazdého trojiihelniku je roven 72°. Uhly pii
zakladn¢ musi byt shodné, kazdy ma velikost 54°. Zname-li vnitini whly

trojuhelniku, mizeme jej sestrojit a narysovat tak cely pétitthelnik.

Dale uvedu nékolik vlastnosti pétithelniku a ukadzeme si, pro¢ je hodnota

1 : ..
cos72° = e pro¢ je konstrukce 2 spravna.

YW

Ovérime platnost tvrzeni:

1. Uhlopricky, které nemaji spolecny krajni bod, se v pravidelném pétitihelniku

protinaji v poméru zlatého rezu, obr. 25.

Obrazek 25 Uhlopti¢ky pravidelného pétiiihelnika
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AABE~AFAE
|BE| : |AB| = |AE| : |FA]
|AB| = |BF| = |AE|
|AF| = |EF|
|BE| : |BF| = |BF|: |BE| = ¢.
Diikaz:

M¢jme pétithelnik ABCDE. Prusecik thlopticek AD a EB ozna¢me F. Pak
trojuhelnik ABE je rovnoramenny a jeho vnitini uhel u vrcholu 4 je roven 108°.
Uhly u zédkladny BE musi byt shodné a kazdy z nich méti 36°. Trojuhelnik EAF je
také rovnoramenny a vime, ze Ghel EAD je shodny s tthlem AEB. Na vnitini thel
u vrcholu F v trojihelniku EAF zbyvéa 108°. Trojuhelniky BEA, EAF jsou podobné
podle véty uu. Plati:

|BE| _ |AB|
|AE| — |EF|

Po dopocitani uhli zjistime, ze trojuhelnik je ABF je rovnoramenny. Pak

|AB| = |BF|.Navic |AB| = |AE|. Dosadime do vztahu vySe:

|BE| _ |BF|
|BF|  |EF|

Bod F lezi na GseCce BE. Bod F déli useCku BE zlatym fezem.
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2. Z prvniho odvozeni taktéz plyne, ze pomer uhlopricky a strany pravidelného
trojithelniku je zlaty. |BE| : |AB| = ¢, obr. 26.
D

Obrazek 26 Tvrzeni 2

Jiz vime, 7e |<AEB| = 36° a |«CED| = 36°. Uhel BEC dopo¢itame a je
roven 36°. Trojuhelnik BCE je rovnoramenny se zékladnou BC. Uhly pii zakladng
jsou shodné a tudiz rovny 72°. Z ptedchoziho tvrzeni vime, ze Uhly 72° jsou

i v trojuhelniku AFB. Trojihelniky BCE, FAB jsou podobné podle véty uu. Pak plati,
[8]:

|BE| _ |BC|
|AB| ~ |FAI

Dale plati:

|BC| = |AB| — |BF],
|[FA| = |EF],
|BC| _ |BF]
|[FA| ~ |EF|
1 olati: BEL —
Podle tvrzeni 1 plati: BFl Q.

|BE| _|BC| _ |BF| _
1AB| ~ |FA| _|EF] ¢
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3. Sestrojime-li vSechny uhlopricky tohoto pravidelného trojuhelniku, dostdvame
peéticipou hvezdu (pentagram), uvniti- které je opét pravidelny pétivhelnik. Pomér
délek stran puvodniho a nového pétiuhelniku se rovna druhé mocniné zlatého

cisla, obr.27.

Obriazek 27 pentagram

PriseCiky uhlopfi¢ek pravidelného pétidhelniku ABCDE jsou vrcholy
pravidelného pétithelniku KLMNO, obr. 27. Pomér stran pétitthelnikd je roven ¢?2.

Uhlopticky déli kazdy vnitini thel pravidelného pétithelniku na téi shodné

uhly, velikost kazdého z nich oznacme a = 36°. Z konstrukce, obr. 27, je patrno:
|=ZALK| = |=ACD| = 2a = 72°
|<O0KL| = |=OEK| + |#EOK| = 3a = 108°
AEOK = AAKL = ABLM ...

Pétithelnik KLMNO je pravidelny. Oznaéme délky jeho stran x. Je-li délka
ptvodniho pétithelniku ABCDE rovna jedné, plati:

|AE| = |4A0| =1,

|AK| = |DO| =1 —x,

42



|40l 140l 40|
®=1po| " 1ak| " 40| = |KO|

o . 1 .
Po upravé a vyuziti rovnosti @ — 1 = — ziskdvame:
¢

|[A0] ¢

— T —— 2
K| " p—1_ ¢

S FIBONACCIHO POSLOUPNOST

Tato kapitola je vénovana souvislosti Fibonacciho c¢isel a zlatého fezu.
Kapitola pojednava o historii Fibonacciho posloupnosti a postupu jak Fibonacciho

posloupnost generuje zlaty fez.

Leonardo Pisano, pozdé&ji zvany Fibonacci (asi 1170-1230), vyslechl legendu
o vzniku Zivota na Zemi, kdy prvni pramati a praotec zplodili muze a Zenu. Ti
dospéli a po case zplodili dalsi dvojici. Mezitim vSak nesmrtelni prarodice zplodili
dalsi dvojici, a tak to Slo dal a dal. Dospéla dvojice plodila generaci za generaci dal$i

dvojice...

Fibonacci nad touto legendou piemyslel a vyslo mu, ze pocet dospélych part

roste nasledovné:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233, ...

Pravidlo této posloupnosti je jednoduché — kazdy dalsi ¢len je soucet dvou

ptedchazejicich ¢lenti. To ale zdaleka neni vSechno!

Uvazujme podily dvou po sobé jdoucich ¢isel Fibonacciho posloupnosti,

<10 C i xr o y (o . < i
vydélime kazdé cislo cCislem predchazejicim. Hledame ¢&isla 7:1, kde E, =
n

1,1,2,3,5,8,13, ...;n € N. Nalezneme nize uvedenou posloupnost ¢isel:
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n Fn+1
108

1 1

1 = 1,0000000000
2 2

1 = 2,0000000000
3 3

> = 1,5000000000
4 5

3 =1,666666667
5 8

3 =1,6000000000
6 13

ry =1,6250000000
/ 21 =~ 1,6153846154

137
8 34 = 1,6190476191

21 7
? 55 =~ 1,6176470588

34
10 89

To = 1,6181818182

Tuto posloupnost miizeme znézornit také graficky, obr. 28.

1 @
18
4 2 1 o o o Ll
16 [+ i
144 _
2 17
129 n+
1 ] g
oy
0
0&
04
02 5
2 4 n 8 ]

Obrazek 28 Grafické znazornéni posloupnosti [9]
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Limita této posloupnosti je rovna hodnoté zlatého cisla, nejcastéji vSak
nazyvana zlaty fez. Jak jsme jiz uvedli, ma hodnotu pfiblizné 1,618034. Jednd se

o iraciondlni ¢islo.

Zlaté Cislo 1ze tedy zavést jako pomér usecek, ale i jako limitu [14]

= lim <Fn+1)
(p F *

n—-»oo n

6 BINETOVA FORMULE

Nezastupitelnou ulohu pii analyze Fibonacciho ¢isel maji i konstanty ¢

ap =— i. Generuji ptimo n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti.

F :(pn_((p,)n :(pn_((p,)n
" -9 N

Tento vyraz nazyvame Binetova formule pro Fibonacciho ¢isla.

Tuto formuli publikoval jiz v roce 1765 Leonhard Euler (1707-1783). V roce
1843 ji znovu objevil francouzsky matematik Jacques Philippe Marie Binet (1786—
1856), [1].

Uloha: DokaZte platnost Binetovy formule pro Fibonacciho &isla:

n_ N n_ N
Fnz(p ((p) :(p ((p) ,provn € N,

p—¢ V5

Pro ¢ plati: ¢ = 1_2—\/5

Dosadime-li do Binetova vzorce postupné n = 1 a n = 2, musi ndm vyjit (za
predpokladu, Ze je vzorec spravny) F; =1 a F, = 1. Dale ovéfime, Ze pro vzorec plati
rekurentni vztah F, = F, -; + F, -2. Pfi vypoctu je vyuZzito vlastnostip +1 =2,y + 1
=2,[10].
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1+v5\"  (1+v5)
2 2 ) 142V545-1+2V5-5 45
V5 - 4V5 45

n-1_=n-1 n—-2_=n—-2
- 4 —9

Fo= Fogt Fpp=t—F—+5———=

P @+ D= A (P+1) _ 9" T2 9?2 5% @"— 3"

s s s

7 FIBONACCIHO CISLA KOLEM NAS

V nésledujici kapitole se zaméfim na vyuziti Fibonacciho ¢isel a jejich
souvislost se svétem piirody. Vynechdm nejzndméjsi tlohu tzv. Fibonacciho kraliky,

k nahlédnuti bude v dalsi kapitole jako metodické zpracovani pro zéky.

Dale ctenafe upozoriuji, ze vesSkera tvrzeni o vyskytu zlatého fezu,
logaritmické spirdly a dalSich geometrickych tutvarii jsou nadnesena. Informace
o vyskytu a uziti zlatého fezu jsou vysledkem opakovanych a aproximovanych
méfeni. Budu-li mluvit naptiklad o pravidelnim pétiahelniku, je myslen model, ktery

nam ho na prvni pohled ptipomina.
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7.1 Vcela medonosna (Apis mellifera L.) a jeji rodokmen

Tento druh je velmi zndmy a vyznamny. Chceme-li si ukédzat souvislost
Fibonacciho ¢isel s rodokmenem vcely medonosné, musime znat nékterd némé
zndma fakta o ni. A to, Ze ne vSechny z nich jsou potomky dvou rodi¢t. V kolonii
véel existuje piisnd hierarchie. Jedna zvlastni samice je nazyvand kralovna
a produkuje vajicka. Dale dé€lnice, tedy samice, které vSak neprodukuji vajicka. Vceli

roj mé i n¢kolik samcti — trubci.

Samci jsou potomky kralovny, ale vznikaji z neoplozenych vajicek. Tedy
trubci maji pouze matku, zddného otce. Samice (d€lnice) vznikaji z oplozenych

vajicek, maji oba rodice.

e Trubec ma pouze matku.
e Trubec ma 2 prarodiCe (samici a samce).
e Trubec ma 3 praprarodiCe, jeho babicka méla dva rodice a dédecek

jednoho,...

o g
i T7 971% § ¢
0

Obrazek 29 rodokmen véely medonosné [7]

Pro ptehledné;jsi nalezeni Fibonacciho posloupnosti zapiSeme rodokmen do

tabulky:

Pocet Rodice Prarodi¢e | Praprarodice | Dalsi

predci
Trubci 1 2 3 5 8
Veely 2 3 5 8 13
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7.2 Vcela medonosna a cesty v butikach plastve

Rodokmenem vcel vsak spojitost vcel s Fibonacciho posloupnosti nekoncime.

Zajimavy piiklad ndm uvadi JaroSova [10]. Pfedstavme si sousedni fady
bunék v plastvu. Pokusme se nalézt pocet cest, kterymi se mize vcela pfesunout
z jedné bunky do jiné skrze bunky ostatni. Muze 1ézt pouze vpravo nebo Sikmo

vpravo dold nebo Sikmo vpravo nahoru.

Oznaéme b,, pocet cest kn —té bunice. Potom existuje pravé jedna cesta

k bunice 4, viz obr. 31, b; = 1.

Do buiikky B vedou dvé odlisné cesty, viz obr. 32. b, = 2. K buiice C se vcela

miiZze dostat tfemi riznymi zplsoby, viz obr. 33, b3 = 3.

-”i“ﬁ.xjfﬂx"( .x_[_,, B \\l
. ! J |
E -~ H . J : L o~~ N ,x’-ka
i '\-\.::t 4 \‘[.-' o B x""*-\-\"_'-'f e -2
T ]
L. 4 J~ B E e B,

o P

Obrazek 30 sousedni Fady bunék [10]

J e K
""'\-\-._I,-"".F-' ""‘-\-\..‘_\:\_._’._.-

4] 41, ) )

Obrazek 31 Cesta do buiiky 4 [10] Obrazek 32 Cesta do buiiky B [10]
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Obrazek 33 Cesta do buiiky C [10]

Mnozi jiz zacatek Fibonacciho posloupnosti vidi, ale ukdzeme jesté pro cestu

do buniky D. Na obr. 34 je patrné, ze do buiky D existuje pét rozdilnych cest, proto

Obrazek 34 Cesta do buiiky D [10]

Vyvoj Fibonacciho posloupnosti uvedu ptehlednéji v tabulce:

N
9]
S

n 1 2 3

(9,
o0
~D

b, 1 2 3

7.3 Lidské télo

Stavbou a poméry lidského téla se zabyvali zejména architekti a malifi jiz od
antického Recka. Uvahy dale rozvinul ¥imsky architekt a stavitel Vitrius. Podle ného
se délka rozpjatych pazi rovna vysce téla a tudiz je mozné lidské télo zakreslit do
¢tverce. Kolem této figury opsal kruznici, jejiz stied je v pupku. Pupek je pfirozenym
sttedem, neptli vSak télo. Jeho myslenky graficky zpracoval Leonardo da Vinci,

ktery tak vytvotil znamy obraz Vitruvianského ¢lovéka, pbr. 35.
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Obrazek 35 Vitruviansky ¢lovék

Zlaty tfez na lidském téle popsal Adolf Zeising, ktery zlaty fez povazoval za
pravidlo, zdkladni princip krasy. Podle Adolfa Zeisinga je vzdalenost od temene
k pupku ke vzdélenosti pupku od podlozky ve stejném pomeru jako tato vzdalenost
k vysce téla. Zlaty fez podle néj plati i pro koncetiny, proto délka predlokti je k délce
paze ve stejném poméru jako délka celé horni koncetiny k predlokti s rukou, obr. 36.
Tento poznatek je vSak malo uzivany, protoze ma u figury tabulku, jejiz uziti je dosti

komplikované. Jeho ndzory ziejmé ovlivnili autory poloviny 19. a 20. stoleti.
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Obrazek 36 lidské télo [18]
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Obrazek 37 oblicej [18] Obrazek 38 ruka [18]

Zapésti by mélo rozdélovat ve zlatém fezu ruku s prsty od predlokti, obr. 39.
Nezpochybnitelny je i fakt, ze zdravy ¢lovék ma 2 ruce, na kazdé po 5 prstech, které
jsou rozdéleny tiemi ¢lanky. V zapésti pak 8 kustek. Cisla 2, 3, 5, 8 nam jisté néco

tikaji.
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Obrazek 39 lidska paze, dostupné z http://www.fotoknihy-mcl.cz

Obrazek 40 zlata spirala a lidské ucho
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Francouzsky architekt Le Corbusier (1887-1965) ve své studii Modulor
zformuloval systém, ktery se opira o zlaty fez a miry cloveéka. Modulor je systém
proporci zalozenych na pomérech vysky stojiciho ¢lovéka a ¢lovéka se vzpazenou
rukou. Kazdy usek prvni série rozmért je polovinou série druhé. Obé nakreslené do

jednoho obrazku davaji rozdé€leni, kde mimo déleni v zlatém fezu nastava piileni,

[11].
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Obrazek 41 systém Modulor [11]

Harmonickou analyzu celé¢ho lidského téla nam ukazuje Huntley, obr. 42.
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Obrazek 42 télo atleta, harmonic analysis [7]

Zlaty fez nachdzime i v dnes$ni dob¢, podivame-li se na rentgen ruky, obr. 43.

ru zlatého fezu. Na obr. 43 je Clanek prstu

v

o

U jsou v pome

¢lanky prst

ime, Ze

Vid

v

ko A4 ku ¢lanku prstu B v pomeru zlatého fezu. Clanek B je ve stejném

oznaceny ja

¢lanku prstu C atd.

Simu

4

k dal

v

poméru
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Obrazek 43 rentgen lidské ruky

Jiz Leonardo da Vinci aplikoval geometrické proporce a zlaty fez na lidskou
tvar. Mlcenlivy Leonardo vSak o svych dilech malokdy diskutoval, a tak zda viibec

a ¢im se presné tidil, je jen pfedmétem spekulaci.

Hlava by méla byt jednou osminou postavy dospélého ¢loveka, [2]. Lidsky
oblicej nabizi mnoho kombinaci, kde spatiime zlaty fez. Uvedu naptiklad, ze vyska
a Sitka lidské tvare by méla byt v poméru zlatého tezu, [16]. Zlaty fez nalezneme
dokonce v tstech. V kazdé Ctvrtiné chrupu se vysttida za zivot 13 zubt, 5 v détstvi

a 8 v dospélosti

i

o
N

Obrizek 44 zlaty Fez a lidska tvar [19]

55



Ideélni zlaty ez se objevuje v priméru mnoha meéfeni lidského téla nebo
jinak na idealnich piipadech. Perfektni rozdéleni obliceje v poméru zlatého fezu
mizeme nalézt v obli¢eji Helen Wills (olympijskd tenisova Sampidnka), obr. 45.

Dal$im takovym ptipadem je profil obli¢eje Isabelly d Este, obr. 46.

Obrazek 45 Miss Helen Wills, Harmonic Analysis [7]
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. Prate XXXVII
Miss Helen Wills, Diagram of Proportions in Face

Obrazek 46 Miss Helen Wills, Diagram proporci obliceje [7]

Obrazek 47 Isabella d Este, [7]
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7.4 Rostliny

7.4.1 Fylotaxe
Fibonacciho posloupnost se vyskytuje u fylotaxe rostlin — obor zabyvajici se
uspofadanim listd na stonku. Termin zavedl Charels Bonnet. V 19. stoleti pak
vznikla matematickd fylotaxe, u zrodu stali Karl Friedrich Schimper, Alexander

Braun, August Bravais a Louis Bravais.

Jak uvadi Livio [14], vertikdIni stonek pfi svém rlstu vytvaii listy ve zcela
pravidelném rozmisténi. Listy nerostou jeden nad druhym, to by bylo nevyhodné pro
pusobené slunecniho svitu a desté. Prechod jednoho listu (¢i vétvicky) na druhy, ma

charakter Sroubovitého vynuti kolem stonku.

Obrazek 48 uspoiadani listd na stonku [11]

Listy na stonku vyrGstaji nad pfedchozim listem posunuty o urcity thel.
Tento uhel vyjadiuji botanici ve tvaru zlomku, jenz udava, jakou Cast obvodu
kruZnice vytina.

11235 8

Podivame-li se na Citatele a jmenovatele zlomkl, nachazime Fibonacciho

posloupnost.

Muzeme stanovit, Ze listy jsou postaveny jednak ve spirdle, kde urcity pocet
listhh tvofi skupiny mezi dvéma listy stojicimi nad sebou, a jednak tvofi listy urcity
pocet svislych fad, v nichz stoji listy vzdy po ur¢itém poctu otacek spiraly kolem
osy. Tedy dva sousedni listy jsou od sebe vzdaleny vzdy o uréitou vysku -

distanci d a odchyleny o thel.
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Divergence je stala a lze ji vyjadrit zZlomkem, ktery nam v Citateli udava pocet

otacek spirdly kolem stonku, ve jmenovateli pak pocet listil v jedné skupiné.

Uhel mezi spojnicemi stiedu stonku rozpracovali ve své praci z roku 1837
bratti Bravaisové. Objevili, ze nové listy vyrustaji zhruba ve stejném thlu kolem

sttedu a ze tento thel (divergencni thel) se blizi hodnoté 137,5°. Tento uhel je uréen

, . 360
zlatym fezem. Uhel, ktery déli celou otocku ve zlatém fezu, je roven s = 222,5°.

Jelikoz je to vice nez polovina kruhu, méli bychom od 360° odecist

222,5° a dostavame prave 137,5°. Tento thel je nékdy nazyvan zlaty thel.

Obriazek 49 Fylotaxe rostlin

Uvedu schématicky na obrazku stfidavé postaveni listl na stonku se zlomkem
1 . , <oy oy ERT
> obr. 50, které najdeme u lipy ¢i vinné révy. Kde stoji vzdy tfeti list nad

prvnim, pfic¢emz cely cyklus je jediny obvod genetické spiraly.
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Obrizek 50 geneticka spirdla se zlomkem 1/2
U olse lisky tvofi genetickd spirala téz jeden obvod, ale pfechazi 3 listy,

zlomek by byl roven §

U stromil napt. dub, viSen, topol, akat, vrba a jablon stoji listy v 5 fadach

a genetickd spirdla se oto¢i okolo osy dvakrat, genetickd spirdla je vyjadfena

2
zlomkem e

.1 . 3 . N N . . ¥
Geneticka spirala se zlomkem g Je meéné Castd a najdeme jej napf. u Inu,

fedkve, vaviinu.

O pric¢inach postaveni listli jsou riizné teorie, A. Braun ve spirdle postaveni
listh spatfoval uskutecnéni matematické myslenky. Hanstein a pozd&ji Kerner si
genetickou spirdlu vysvétlovali tak, Ze kazdy list se snazi zaujmout misto, kde bude
mit dostatek svétla, vzduchu a mista. Ve vyctu teorii bychom mohli pokracovat, je
vSak nesporné, Ze rozestaveni listl zavisi na kazdém rostlinném druhy, tak na

podminkach vnéjsich.

7.4.2 Kiira ananasu
Skvostnou ukazkou fylotaxe je klira ananasu. Kazdy Sestitthelnikovy dilek na
povrchu je soucasti tii riznych spiral, obr. 51. VéEtSina ananast ma 5, 8, 13, 21 spiral

o vzristajici strmosti.

60



Obrazek 51 kira ananasu [20]

7.4.3 Ter¢ slunec¢nice
Némecky matematik G. Van Iterson ve svém dile z roku 1907 ukazal, ze
seskupime-li tésné po sobé jdouci body, které se na husté vinuté spirdle vydéluji
v thlech 137,5°. Pak lze spatfit jednu skupinu spirdl smétujicich podle hodinovych

ruci¢ek a druhou mifici opacné.

Obrazek 52 ter¢ slunecnice [10]

Pocty téchto spirdl maji tendenci byt cleny Fibonacciho posloupnosti.
U slunecnice to byva 34 spiral po sméru hodinovych ruc¢i¢ek a 21 proti sméru (pocet
spirdl miize byt 1 55 a 34, 55 a 89 ¢i 89 a 144). VSe jsou samoziejm¢ pomery

sousednich ¢lenti Fibonacciho posloupnosti.
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Na otézku, pro¢ tomu tak je, nabizeji odpovéd’ matematici Yves Couder
a Stéphane Douady. Dle jejich nazoru je to jediny mozny zpusob, jak se do terce

vejde co nejvice semen.

7.4.4 Si¥Kky jehli¢natych stromi
Opét zde mizeme sledovat spirdly ve sméru i proti sméru hodinovych
ruciCek. Po sméru 8 spiral a proti sméru hodinovych rucicek 13 spiral, obr. 53. Opét

¢isla odpovidaji dvéma sousednim ¢lentim Fibonacciho posloupnosti.

Obrazek 53 §iska borovice [10]

Pozn. Sisky jsou v podstaté zdievnatdlé kvéty, proto zde nachazime uloZeni

ve spirdle.

7.4.5 Okvétni listky
Podivame se blize na okvétni listky rostlin. Pro mnoho z nich nalezneme

pocet, odpovidaji Fibonacciho ¢islim. Napft. jak uvadi Jarosova, [10]:

= ] okvétni listek: calla,...

= 2 okvétni listky: euforbia,...

= 3 okvétni listky: kosatec, lilie, trilium...

= 5 okvétnich listki: blatouch, divoka ruze, karafiat, columbine...
= 8 okvétnich listkl: celandine, sanguinaria canadensis. ..

= 13 okvétnich listka: trapatka, staréek, nékteré sedmikréskys,...

= 21 okvétnich listka: astra, ¢ekanka, sedmikraska,...

= 34 okvétnich listkl: kopretina,...

= 55, 89 okvétnich listkii: celed’ hvézdnicovitych,...
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Obrazek 54 calla [VI] Obrazek 55 euforbia [VII] Obrazek 56 trilium [VIII]

Obrazek 57 columbine [IX] Obrazek 58 Sanguinaria [X] Obrazek 59 starcek [X]

Obrazek 60 ¢ekanka, Josef Dohnal [X]

Existuji samoziejmé i vyjimky, kde pocet okvétnich listki neodpovida
Fibonacciho ¢&lenu. Napi. 4 okvétni listky mé fuchsie, obr. 61. Ctyfka neni

Fibonacciho ¢islo, ale je Lucasovo Cislo.

Obrazek 61 Fuchsie [XI]
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7.5 Zvirata

V této kapitola prozkoumame svét zvitat. Fibonacciho ¢isla jsou zde velmi
hojna. Spocitame-li naptiklad rohovinové platy na zelvim krunyii, zjistime, Ze jich je
13. P&t uprostied a osm pfi kraji, obr. 62. Télo pavouka je rozdéleno do osmi ¢lankii,

neseno osmi nohama, na kazdé noze je pét ¢lanki.

Obrizek 62 kruny¥ Zelvy [V]

7.5.1 Profil koné

Velmi zajimava je analyza fotografie profilu kon¢ perfektniho plnokrevnika,
obr. 63. Objevuje se zde zajimava kombinace Ctverct, <p,\/5 a obdélnik ¢ - \/5

Vysledny télesny ramec koné je poté prekvapive Ctverec, obr. 63.
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Obrizek 63 Harmonicka analyza profilu koné [7]

7.5.2 Rohy a kly
Livio [14] uvadi, ze zékladni vlastnost, kterou ma pravé jen logaritmicka
spirala, je, Ze se vzrustajici velikosti se jeji tvar neméni. Zamyslime-li se chvilku nad

tim, je jasné, ze tato vlastnost bude pasovat na mnoho ristovych jevil v prirode.

Tuto vlastnost objevime u roht berand, slonich klt ¢i rohit kudu velkého, obr.
64. Spirdla vyrasta hromadénim za sebe, s ristem se tedy rozsituje a vzdalenost mezi
zavity se prodluzuje, s tim se kiivka vzdaluje od svého pocatku (tzv. pdlu). Otaceni

pod stéle stejnym thlem tak zvySuje vzdalenost od po6lu ve stejnych pomérech, [14].
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Pokud bychom méli opticky mikroskop a pfiblizili si mikroskopickou

strukturu rohu, vidéli bychom zlatou spiralu.

Nadhernou ukazkou zlaté spirdly se pySni samec narvala, obr. 65, ktery ma
levy Spicak pfeménény v rovny kel dlouhy az 3 metry. Na povrchu klu je opét vyryta

zlata spirala.

Obrizek 64 Kudu velky [I1]

Obrazek 65 zub narvala [IV]

7.5.3 Schranky mékkys$a
Podivejme se zpét na kapitolu 7.5.2, kde Livio uvadi zdkladni vlastnost
logaritmické spiraly. Spirdla se vzrlstajici vzdalenosti neméni tvar. Piedstavme si
pak ulitu mekkyse, obr. 66, zde ulita lodénky (Nautilus). Lodénka stavi stale vetsi

komirky a uzavira mensi, které jiz nepouziva. Mensi opusti a prestéhuje se do veétsi,
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nemusi tak ménit celkovy tvar svého téla. Kazdy prirtistek skotfapky je doprovazen
pomérnym zvySenim jejiho poloméru. Tento piiklad krasné ukazuje, pro¢ ptiroda

inklinuje k zlatému fezu.

Obrazek 66 Nautilus [I]

Méné znamy je zivoCich Oxygurus, obr. 67. Jedna se o volné plovouciho
moiského zivocicha. Jeho podrobnéjsi prozkoumani zcela jist¢ povede k velmi

podmétnym zaveérim.

Obriazek 67 Oxygurus [I11]

Dalsi ulity plzd, které jsou ve tvaru logaritmické spirdly, uvedu na obrazcich.
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Obrizek 68 ulity plzi [XII]

Obrizek 69 Ulita plze [XIII] Obriazek 70 ulita plze [XIII]

7.6 Let dravcu

Logaritmicka spirdla je ekvianguldrni (rovnouhld) a pravé této vlastnosti
vyuzivaji sokoli pro svij let. Oznaceni ekvianguldrni oznacuje dalsi vyznacnou
vlastnost logaritmické spirdly. Narysujeme-li useCku od polu k jakémukoliv bodu

této kiivky, rozdélime kiivku vzdy ve stejném thlu, [14].

Sokol st¢hovavy je jeden z nejrychlejSich letcii. Na svou kofist se snasi
rychlosti az 300 km/h. Mohli by vSak 1état jesté rychleji, kdyby se vrhali na kofist

sttemhlav a nedrzeli se logaritmické spiraly.

Biolog Vance A.Tuckera ptemyslel, pro¢ sokoli nelétaji nejkrat$i moZnou
cestu. Ve svém vyzkumu publikované v listopadu 2000 v Journal of Experimental
Biology ukazuje, Ze sokoli drzi pfi toku na kofist hlavu zpfima a sleduji pfitom
logaritmickou spirdlu. Diky tomu, Ze odchylka te¢ny a pravodice je v kazdém bodé
spirdly stejnd, umoziiuje jim tato drdha neustdle sledovat cil pfi maximalni mozné

rychlosti. Pfi pfimé trase letu by vzhledem k postaveni o¢i museli mit hlavu oto¢enou
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0 40°, coz by je znatn¢ zpomalovalo. Diky rovnouhlé vlastnosti této spiraly jim

prave tato draha umoziuje neustale sledovat cil, [14].

Obrazek 72 dvé po sobé jdouci pozice [4]

7.7 Fibonacciho posloupnost ve vesmiru
., Svet v zrnicku pisku rozeznat,
A nebe v divoké kvétine,
Bezmezny prostor do vlastnich dlani brat,
A vecnost prozit jen v hodiné.”

W. BLAKEA (1757-1827)
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7.7.1 Prstence Saturnu
Abychom nezlstavali stdle na planeté Zemi, dal$i ukazkou jsou prstence
planety Saturnu. I zde nachdzime skryty fad a pomér vzdalenosti prstencti od planety

je v pomeru zlatého fezu, obr. 73.

)
-

Obrazek 73 Saturn a jeho prstence [6]

Dalsi zajimavy vyskyt zlatého fezu ve vesmiru uvadi V. Hordgjcuk, [6].
Sefad'me planety a objekty mezi nimi, vypoctéme jejich stfedni vzdalenosti od
Slunce a relativni hodnotu k planeté ptfedchozi. Data zaneseme do tabulky a bude az

ptekvapivé, ze ¢islo, ke kterému vzdalenost konverguje, bude blizké zlatému fezu.

Planeta Stfedni vzdalenost od Relativni vzdalenost k predchozi
Slunce planeté
Merkur 57,909,175 km 1
Venuse 108,208,930 km 1,868597
Zemé 149,597,870 km 1,382490
Mars 227,936,640 km 1,523662
Ceres 413,715,000 km 1,815044
Jupiter 778,412,010 km 1,881517
Saturn 1,426,725,400 km 1,832867
Uran 2,870,972,200 km 2,012281
Neptun 4,498,252,900 km 1,566805
Pluto 5,906,376,200 km 1,313028
Eris 10,210,000,000 km 1,728640
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Primér 1,629540...

Zlaty ez 1,618034...

Zustava otazky, zda jsou v naSi soustave jeSté dalSi objekty a relativni

vzdalenost by se dale blizila zlatému Cislu.

7.7.2 Mlééna draha
Zlaty tez, jenz tidi rlst slunecnice ¢i let sokola objevime i v uskupeni hvézd
do stejné roviny jako napiiklad soustavy Mlécné drahy. Tyto gigantické galaxie
obsahuji miliardy hvézd jako je i nase Slunce. Pomoci Hubbleova teleskopu dnes

miizeme sledovat asi sto miliard galaxii a mnohé z nich jsou spirdlnimi galaxiemi.

Podle Newtonova gravitacniho zdkona zdvojndsobeni vzdalenosti oslabuje
gravitacni silu ¢tyfikrat (sila je nepfimo imérna druhé mocniné vzdalenosti). Kdyby
se pfi zdvojnasobeni vzdalenosti gravita¢ni sila snizovala osmkrat (sila by byla
nepiimo umeérnd tfeti mocnin€ vzdalenosti). Pak v takovém vesmiru by se planety
pohybovali po zlaté spirale, bud’to ke Slunci nebo by se vzdalovali od do vesmiru,

[14]. Bud'me tentokrat radi, Ze priroda dala pfednost elipse pred zlatou spirdlou.

Spiralni galaxie je relativné tenkym diskem, sloZzenym z plynu, prachu
a hvézd. Cely tento galakticky disk rotuje okolo jadra. Pfi riznych vzdalenostech od
jadra se rychlost rotace méni. Vyssi je blize jadra a snizuje se smérem od jadra. Pro¢

ma tolik galaxii tvar prave spiraly?

Zakladni otazka, kterou astrofyzikové zkoumali, bylo, jak se velkoplo$ny
tvar, kde vnitini ¢asti disku rotuji rychleji nez vnéjsi, mize udrzet stabilni. Naptiklad
v okoli Slunce je rychlost 220 kilometr za sekundu a jedno otoceni trva piiblizné
225 miliont let. Praveé kvili rizné rychlosti rotace ¢asti disku mé galaxie tvar zlaté

spiraly. Jiny velkoplo$ny tvar by casem podlehl rozpadu, [14].
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Obrazek 74 Mlécna draha, Foto: R. Hurt

Zlaty pomér mizeme také najit ve vztahu Zemé - VenuSe. Venuse kazdych
osm let vykresli okolo planety Zemé péticetnou rozetu, obr. 75. Osm let na Zemi je

ttinact let na Venusi, [1]. Pét, osm a tfinact jsou prvky Fibonacciho posloupnosti.

Obrazek 75 péticetna roseta [15]

A nam tak nezbyva nez souhlasit s Greenem, Ze ,,vesmir dava smysl*.

72



8 METODICKE ZPRACOVANI ZLATEHO REZU

8.1 Pracovnilist ¢. 1

CiL AKTIVITY: Zajmova hodina geometrie. Ukazka vyuziti Fibonacciho

poslopnosti

Pozn. motivaéné¢  doporucuji  zdkim  pustit  video,  dostupné

z https://www.youtube.com/watch?v=kkGeOWY OFoA.

UKOLL1: Na &tvercovou sit’ narysujte étverec 8 x 8 cm. Nasledng jej rozstiihejte dle

ptedlohy.

Obrazek 76 rozdéleni ¢tverce

UKOL 2: Vznikl¢ dilky preskladejte do tvaru obdélnika, obr. 77.

13

Obrizek 77 piedloha pro obdélnik
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Je mozné, aby ze Ctverce, ktery ma obsah 64 cm?, vznikl obdélnik s obsahem

65 cm??

Pokus se o vysvétleni problému (pouzij k podrobnéjSimu narysovani program

GeoGebra, k diikazu pak podobnost trojuhelniki).

RESENI:

Body E a F nelezi v pfimce. Vznikd ndm mnohouhelnik KFEH, jenz ma

obsah 1 cm?.

Provedeme diikaz pomoci podobnosti trojuhelnikd.

Obrazek 78 feseni v programu GeoGebra

Necht’ bod M nalezi na ptimce KL a prodlouzené strané EF trojuhelnika

EFN. Jestli je EFK piimka a ne lomena ¢éara, potom by bod M musel splynout

sbodem K. Z podobnosti trojihelniki EFN a EML, dostaneme:
IML| : |FN| = |EL|:|EN|

IML|:3=13:8
IML| =(13:8) -3
|[ML| = 4,875
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Délka strany ML je 4,875, zatimco KL méti 5. Body M a K nejsou proto totozné.

Zajimavost: Tento piiklad je propojen s Fibonacciho posloupnosti, vypiSeme-li si

délky stran rovinnych utvart: 8, 13, 5. Vidime ¢leny Fibonacciho posloupnosti:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...
Pozn.

Takto lze sestrojit libovolny piiklad. VyuZijeme-li tfi ¢leny posloupnosti
jdouci po sobé a sestrojime Ctverec o délce strany prostiedni cifry a obdélnik ze

zbyvajicich dvou.
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8.2 Pracovni list €. 2

PREDPOKLADANE ZNALOSTI: Zaci znaji hodnotu zlatého fezu a pojem

Fibonacciho posloupnost.

CiL AKTIVITY: Zijmova hodina matematiky. Ukazka vyuziti zlatého fezu

a Fibonacciho posloupnosti zdbavnou formou.

TRIK 1:

Vyberte si libovolna dvé ¢Cisla (s libovolnym poctem cifer). Nyni s pouzitim
kalkulacky nebo vlastni hlavy vytvofime Fibonacciho posloupnost, jejiz dva prvni
¢leny jsme si zvolili. Tedy secteme prvni dva ¢leny a vytvoiime tak Cleny tfeti.
Ctvrté &islo vytvotime seétenim druhého a tietiho &lenu. Paty &len souétem Gtvrtého

a tretiho, a tak dale, dokud nevytvotime fadu dvaceti Cisel.

Ukazka FeSeni: Jestlize bychom jako prvni dvé ¢isla zvolili 5 a 7, dostaneme fadu

¢isel: 5,7,12,19,31,50,81,131,212 ...

A nyni s pomoci kalkulacky vydélime naSe dvacaté ¢islo devatenactym. Co

vam vysledné ¢islo pfipomind? Samoziejmé je to fi.

TRIK 2:
Zopakujte si délitelnost Cislem 11.

Sectéte kterykoli deset po sobé jdoucich ¢isel Fibonacciho posloupnosti.

Ziskany soucet je vzdy délitelny beze zbytku 11.
Ukéazka FeSeni: Zvolme prvnich deset nasledujicich ¢isel Fibonacciho posloupnosti.
1+1+24+3+5+8+13+ 21+ 34+ 55=143

Takto ziskany soucet je délitelny 11. (143 + 11 = 13).
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Soucet kterykoli desiti ndslednych Fibonacciho Cisel se vzdy rovnd 11 - ti
nasobku sedmého cisla v pofadi. Mizeme tak snadno a rychle scitat naslednych

Fibonacciho ¢&isel.

TRIK 3: (Trik bleskového s¢itani)

Timto trikem bez vét§iho Usili mizeme velmi rychle secist n-tici Fibonacciho
Cisel a ohromit publikum. Soucet Fibonacciho ¢isel od prvniho po n-té se rovna

(n + 2) — témugislu minus 1.
Ukéazka FeSeni: Zvolime pro ukézku opét prvnich deset ¢lenti
1+1+2+4+3+4+5+4+8+13+4+21+34+4+55=143

Na ¢islo 143 mtizeme pfiijit i rychleji, nez jednotlivé Cleny s¢itat. Soucet se

rovna dvanactému ¢islu v potadi Fibonacciho posloupnosti, zde 144 minus 1.

Soucet prvnich 56 ¢isel je roven 58. Cislu minus 1. Pozadejte spoluzéka c¢i
rodice, aby vam napsali dlouhy sloupec Fibonacciho Cisel, zac¢inajici 1, 1 a kazdé
nové Cislo bude souctem dvou predchozich. Spoluzék, pak muize urcit libovolnou
hranici mezi dvéma cisly sepsaného sloupce. Vy pak mizete jednoduse urcit soucet
vsech ¢isel pfed timto meznikem. Vysledek se bude rovnat druhému clenu za

pfedélem minus jedna.
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9 ZAVER
,,Jestli jsem nahodou opomenul néco vice ¢i méné nalezitého nebo nezbytného,

prosim o odpustenti, protoze nikdo neni bez chyby a nikdo nemiize myslet na

vSechno.”
LEONARDO FIBONACCI

Po bliz§im zkoumani Fibonacciho posloupnosti a zlatého fezu bych rada
uvedla, ze prace neni shrnutim obsahu veskeré problematiky tykajici se Fibonacciho
posloupnosti. Nebot’ tato problematika je tak spletitd, a v mnoha smérech vybocuje

z matematiky vlibec, Ze jedind prace si nemtze takovy cil vytycit.

Uziti zlatého fezu specifikuji na vyskytu ve svété piirody a doufam, ze az
pristé budeme jist ananas, posilat rdzi nékomu blizkému ¢i obdivovat slunecnici,

vzpomene, ze i zde nalezneme zlaty fez.

Kdo hled4, ten také najde a vyhledat zlaty fez je moZzné na mistech
neptedstavitelnych. Jste-li vysoci naptiklad 190 cm, pak Vas pas bude asi ve vysce

1,90/1,618, tedy asi ve vysce 1,17 m. Pfeméite se!

Posledni kapitolu vénuji tvorb& metodického zpracovani, které by mohli

vyuzit i ucitelé zédkladnich Skol. Jak ekl Charlese F. Brown:
,, Priimerny ucitel vypravi. Dobry ucitel vysveétluje.

Vyborny ucitel ukazuje. Nejlepsi ucitel inspiruje.”
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