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Anotace:

Diplomova préce je vénovana tématu vicerozmérny Riemanntv integral. Cilem prace
je poskytnout prehledné shrnuti teorie vicerozmérného Riemannova integralu, na
vhodné zvolenych feSenych prikladech popsat zakladni metody vypoctu a seznamit
s praktickym uzitim v matematice a v ptirodnich védéch.

Summary:

The diploma thesis surveys the problematics of multidimensional Riemann integral.
The goals of the thesis are, firstly, to provide a clear summary of the Multidi-
mensional Riemann Integration Theory, secondly, to describe the basic calculation
methods on carefully chosen examples, and, thirdly, to demonstrate its practical use
in mathematics and natural sciences in general.
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Uvod

Diplomova préace je vénovana tématu vicerozmérny Riemanntv integral.

Cilem prace je poskytnout ¢tenafi prehledné shrnuti zakladni teorie vicerozmérného
Riemannova integralu, na vhodné zvolenych fesenych piikladech popsat zakladni
metody vypocCtu a seznamit s praktickym uzitim v matematice a v prirodnich vé-
déch.

Prace je rozdélena do péti kapitol. V prvni kapitole ,Historie integralniho poc¢tu® se
¢tenar docte o objevech vyznamnych matematiki, které byly zdkladem pro vznik in-
tegralniho nebo-li infinitezimélniho po¢tu. Druhé a tieti kapitola seznamuje ¢tenaie
se zavedenim a metodami vypoctu dvojného, resp. trojného Riemannova integralu.
Dale se v téchto kapitolach mize ¢tenar docist o praktickém vyuziti dvojného, resp.
trojného Riemannova integralu v matematice a v pfirodnich védach. To znamené:
vypocet obsahu, objemu, hmotnosti, momentu setrvacnosti, statickych momenti,
tézisté a dalsich matematickych a fyzikalnich aplikaci. Ve ¢tvrté kapitole se Ctenar
seznami se zavedenim a vyuzitim n-rozmérného Riemannova integralu. N-rozmérny
Riemannuv integral muzeme vyuzit v teorii relativity a kvantové fyzice. Pata kapi-
tola slouzi jako sbirka feSsenych a nefesenych piikladi.

Tato diplomova prace by méla byt uzitecna vSem c¢tenaitim, ktefi chtéji pochopit
zékladni problematiku vicerozmérného Riemannova integralu. Pro vétsi naroky cCte-
nafe, prace poskytuje dulezité odkazy na literaturu, ktera se touto problematikou
zabyva.

U ¢tenére se predpoklada znalost pojmu ze stiedoskolské matematiky a znalost in-
tegralniho poc¢tu funkei jedné realné proménné.

Véty jsou uvedeny bez dikazi, jelikoz dikazy jsou u vétSiny z nich technicky na-
rocné. Dikazy je mozné vyhledat v pouzité literatufe. Rada ilustra¢nich obrazki a
feSenych typovych piikladi z kapitoly druhé, tfeti a paté mé ¢tenaii pomoci k po-
chopeni teoretického vykladu.



1 Historie Riemannova integralu

Historie matematickych véd saha hluboko do minulosti. Velky rozvoj byl zazna-
menén jiz ve starovékém Egypté, Mezopotamii, v éiné, Indii a arabskych zemich.
Matematika byla vyuzivana pro feSeni praktickych problému napiiklad pii vybéru
dani, budovani cest, pfibytkt, chrami, mechanismu zavlazovani pudy, atd. Objevily
se prvni mySlenky vypoc¢tu objemi a obsahi zejména pii vyméfe pudy a stavitel-
stvi. Stavba pyramid, které byly ziejmé postaveny kolem 3. stoleti piFed n.l, ndm
dokazuje, ze Egyptané ovladali matematické védy na vysoké trovni.

f{eckymi matematiky, ktefi se zabyvali problematikou obsahti a objemu byli Hippo-
krates (460 — 370 pied n.l.), Démokritos (460 — 370 pfed n.l.) a Eudoxos (asi 408 —
355 pred.n.l.). Hippokrates dokazal, 7e pomér obsahii dvou kruhi je roven poméru
druhgjch mocnin jejich priméri |citovano z [13|, s.11]. Hippokrates tuto matema-
tickou uvahu vysvétlil tak, ze vepsal do obou kruht pravidelny n-mnohotihelnik a
pocet vrcholi n postupné zvysoval.

Dalsi jeho matematickou tivahou bylo, ze kuzZel mize bijt podobné ,wycerpdvan® jehlany
s pravidelnou mnohothelnikovou zdkladnou vepsanou do kruhové zdkladny kuZele |ci-
tovano z [13], s.11]. Spoletné s Démokritem se domnival, ze objem kuZele je jedna
tretina vdlce s toutéz zdkladnou a vyskou |citovano z [13], s.11].

Eudoxos pomoci svoji exhaustivni (vy¢erpavaci) metody dokazal matematické mys-
lenky, které vyslovili Démokrates a Hippokrates. Hlavni myslenkou této metody bylo
obsahy a objemy ,rozdélit“ na nekonecny pocet tvari, pro které byl obsah nebo ob-
jem zndmy. Eudoxos tvrdil: | Jestlize od dané veliciny odecteme jeji cdst vétsi nez
jegi polovina a od zbytku opét jeho cdst véetsi nezZ jeho polovina a budeme tak cinit
stdle, zbude néjakd velicina, jez bude mensi neZ libovolnd kladnd veli¢ina® [citovano
z [13], s.13]|. Eudoxovu metodu vyuzil a zdokonalil Archimedes ze Syrakus (287 —
212 pied n.l.). Pouzil ji k vypo&tu plochy kruhu, paraboly, objemu a obsahu koule,
vélce a jinych téles!3.

Podobné metody objevil nezavisle v Ciné v 3. stoleti naseho letopo¢tu Liu Hui (Liou
Chuej 220 — 280 n.1.) a uzil je k hledani plochy kruhu. Tuto metodu pozdéji pouzili v
5. stoleti Zu Chongzhi (429 — 500 ) a Zu Geng (450 — 520) k nalezeni objemu koulel'?),

Dalsi vyznamny pokrok v integralnim poctu ucinili az v 16. stoleti némecky astro-
nom a matematik Johannes Kepler (1571-1630), toskansky astronom a fyzik Galileo
Galilei (1564 — 1642) a italsky matematik, zak Galilea, Bonaventura Cavalieri (1598
— 1647). Vichni t7i urcovali obsahy nebo objemy pomoci souctu tzv. indivisibilii. Slo
o nedélitelné casti (usecky), ze kteryjch se utvarely plosné itvary, nebo o ¢dsti ploch
(napr. kruhy), ze ktergch se vytvdiela télesa |citovano z [13], s.25].



Bonaventura Cavalieri objevil metodu nedélitelnosti, které dnes rfikdme Cavalieriho
princip. Cavalieriho princip tika: ,kdyzZ dvé télesa maji stejnou visku a kdyzZ rezy
rovinami, které jsou rovnobéiné s jejich podstavami a maji od nich stejnou vzddle-
nost, jsou takové, Ze pomer jejich obsahi je vZdy stejny, potom objemy téles maji tijz
pomer* [citovano z [13], s.25].

Poznamka: Na obrézku 1 je naznaceno uziti Cavalieriho principu. BliZze se o tomto
principu muze ¢tenaf docist v [13] na strané 23 az 28.

Obrazek 1: Cavalieriho princip (Obréazek pievzat z [13] s. 26)

Dalsi krok v infinitezimalnim poc¢tu provedli v 17. stoleti anglicky technolog a mate-
matik Isaac Barrow (1630 — 1677) a italsky fyzik a matematik Evangelista Torricelli
(1608-1647), kteif zjistili prvni naznaky spojeni mezi integraci a diferenciacil*?,

Torricelli byl zastancem metody indivisibilii. Souc¢asné s nedélitelnymi tseckami po-
uzival i ,nedélitelné” ¢asti kiivek a jako Isaac Barrow pouzival fecké metody spoci-
vajici na geometrickych tvahach. Tyto metody byly neptesné 3],

Déle byly vyuzivany algebraické metody. Tyto metody vyuzili francouzsky mate-
matik Pierre de Fermat (1601 — 1665), francouzsky filosof, matematik a fyzik René
Descartes (1596 — 1650) a anglicky matematik John Wallis (1616 - 1703). Pouzivali
je pri hledani tézist téles, vypoctu obsahu a objemu téles. Descartes vyvoj infinite-
zimélniho poc¢tu urychlil vydanim svého dila ,Géométrie”, ve které vylozil klasickou
geometrii pomoci algebraickych metod!*3.

Francouzsky fyzik, matematik, spisovatel a teolog Blaise Pascal (1623 — 1662) se za-
byval cykloidy. Urcil obsah a tézisté jeji tisece a objem télesa vzniklého rotaci pomoci
této tisece. Uveédomil si, ze veskeré integrovdni vede k viypoctu jistyjch aritmetickych
soucti mocnin |citovano z [13], s.33].

Vyznamny pokrok v integraci uc¢inili anglicky fyzik, matematik a astronom Sir Isaac
Newton (1642 — 1727) a némecky filosof, matematik a teolog Gottifried Wilhelm
Leibniz (1646 — 1716), nezavisle na sobé vytvorili diferencialni a integralni pocet.
Vybudovali ucelenou teorii, do které zahrnuli viechny objevy svych predchidcil™?.



Obrazek 2: Obecnéa cykloida

Zatimco Newton a Leibniz provedli systematicky pfistup k integraci, jejich prace
postrada miru pfisnosti (rigoréznosti). Biskup Berkeley (1685 — 1753) nezapomenu-
telné napadl mizejici priristky uzivané Newtnonem, nazyval je , duchové zemielyjch
velicin“2,

V devatenéactém stoleti nastupuje obdobi "zpfesiiovani matematické analyzy". Jed-
nim z matematiki, ktefi se vénovali upfesnéni pojmu integralu, byl francouzsky
matematik Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857). V roce 1823 Cauchy formuloval
definici integrdlu a zabyval se jeho existenci pro pomérné Sirokou tridu funkci. Cau-
chy se snazil pro funkci f : [a.b] = R urcit obsah plochy vymezené osou x, piimkami
T =a, x=>b a grafem funkce f |citovano z [13], 8.55].

b
Cauchyovym dmyslem bylo definovat integrdl [ f(x)dx jako limitu soucti tvaru

n

Z f(xi—l)(ﬂﬁi - %‘—1),

=1

kdyz mazimum délek ,délicich® intervali [x;_1, z;] bude konvergovat k nule |citovano
z [13],5.56].

>>> >
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Obrazek 3: Cauchyiv integralni soucet



Integraci upftesnil némecky matematik Bernhard Riemann (1826 — 1866) pomoci
limit. Riemann voli libovolnyg bod & = xi— 1+ &;0; v i-tém intervalu [x;_1,z;] v
déleni D intervalu [a,b] a podobné jako Cauchy definuje integrdl vztahem:

b

J f(z)dz = lim 37 f(&)(2i-1),
a |
kde 0 znamend mazimum délek ; intervali [x;_q,x;] v déleni D |citovano z [13], s.59,
5.60].

Cauchy pracoval se spojitou funkci, Riemann zaddné pozadavky na funkci nemél. Na
(obrazku 4) je znizornén Riemanniiv integralni soudet!*3),

Riemann rozlisil vlastni a nevlastni urcity integral. U nevlastniho integrdlu jde o

situaci, kdy je funkce f(x) integrovatelnd mezi a + € a b pro jakkoli kladné € a neni
b

integrovatelnd mezi a a b. Kdyz pak v této situaci ezistuje limita lim [ f(x)dz, pak

ate
b

se pod pojmem nevlastniho urcitého integrdlu [ f(x)dz rozumi pravé tato limita |ci-

a

tovano z [13], s.61, 5.62].

SOG4t 118 kv1 )

N

Xt Ekr10 k+1

Obrazek 4: Riemannuv integralni soucet. Obrazek prevzat z ([13], s.60).



Na ponékud jinych integralnich souc¢tech a na pojmu miry je zalozen postup, ve-
douci k obecnéjsim typum urcitého integralu. Riemanniyv integral prvni zobecnil
francouzsky matematik Henri Léon Lebesgue (1875 — 1941)112,

Lebesguetiv integrdl je obecnéjsi neZ integrdal Riemanniv v tom smyslu, Ze kaZdd
funkce f, kterd md na intervalu [a, b] Riemanniv integrdl, md rovnéz Lebesgueiv in-
tegrdl na tomto intervalu a oba integrdly maji stejnou hodnotu. Opacné toto tvrzent
neplati [citovano z [13], s.94].

Lebesgueova integralu se vyuziva napiiklad v moderni teorii Fourierovych fad, pro-
story integrovatelnych funkci ve funkcionélni analyze, v teorii pravdépodobnosti,

atd. Ve dvacatém stoleti byly zavedeny jesté obecnéjsi integraly nez je Lebesgueiv
integral. Jde o tzv. Perrontiv integral a Denjoytv total'.

Prvni ¢esky napsanou uc¢ebnici s ndzvem ,,0O poctu integrdlnim®, vydanou v roce 1871,
napsal ¢esky matematik a spisovatel FrantiSek Josef Studnicka (1836 — 1903). Tato
ucebnice se prakticky vénuje Newtonové integralu. Dalsi ceSti matematici, ktefi se
zabyvali integralnim poc¢tem, byli Karel Petrov (1868-1950), Vojtéch Jarnik (1897 —
1970), Otakar Boriivka (1899 — 1995) a Jan Maiik (1920 — 1994)13].
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2 Dvojny Riemanniiv integral

V této kapitole se Ctenaf sezndmi se stru¢nym zavedenim dvojného Riemannova in-
tegralu, jeho vlastnostmi a se zdkladnimi metodami vypoctu. Véty jsou uvedeny bez
diikazi. Pro hlubsi seznameni s dvojnym Riemannovym integralem a dal$imi pojmy
této kapitoly, véetné dikazi jednotlivych vét, doporucuji ¢tenafi literaturu 2], [4],
[51, 8], [9], [11], [15].

2.1 Zavedeni dvojného Riemannova integralu

Méjme spojitou funkci f : R? — R omezenou na dvojrozmérném uzavieném inter-
valu I = (a,b) x (¢,d), kde a,b,c,d € R; a < b, ¢ < d, pak musi existovat ¢islo
[ € RY takové, ze pro kazdé (z,y) € I je |f(x,y)| <.

Vytvorme libovolné déleni
Dy:a=xg<x1 <a90<..<ZTy,, =0b
Dy:c=yp<pn<y2<..<yYm=d

intervalu (a, b) a (c, d).

Pro libovolna déleni D, a D, definujme déleni D = (D,, D,) intervalu jako systém
uzavienych dvojrozmérnych intervali

L = T 1, Tm) X (Yn_1,Yn), kde m € {1,...,r}, n € {1, ..., p},

a oznacme

A([mn> = (xm - xm—l)'(yn - yn—l)

obsahy obdélniku I,,,, (obrazek 5).
Pro kazdé takovéto déleni D intervalu I definujeme soucty

T

D)= Y % il f(e.y). (M),

m=1n=1 (z,y)EImn

SD)Y =3 sup  f(zy). (M),

m=1n=1 (z,y)€Imn

kde s(D) je dolni soucet a S(D) je horni sou¢et a pomoci nich dolni a horni dvojny
Riemannuv integral funkce f na intervalu [/

[[ f(z,y)dzdy = sup{s(D); D je déleni I },
1
[[ f(z,y)dzdy = inf{S(D); D je déleni I }.
T

11
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Obréazek 5: znézornéni obsahu obdélniku 1,,,

f{ikéme, ze funkce f je na intervalu I (Riemannovsky) integrovatelna, plati-li

I fy)drdy = [ S y)drdy.

Tuto spole¢nou hodnotu pak znacime [[ f(z,y)dzdy a nazyvame dvojnym Rie-
T

mannovym integralem funkce f na intervalu .

Dvojny integral mizeme definovat i pro jiné obory nez je obdélnik.
Necht O je "uzavieny obdélnik", ktery obsahuje uzavienou oblast M. Jestlize v O
definujeme funkei g(x,y) tak, ze

pak

{[f (@, y)dedy <L [f g(z,y)dady.

Pro meéritelnou oblast plati: Je-li funkce f spojitd na uzaviené métitelné oblasti
M C R?, pak je f integrovatelna na M.

Poznamka: Méritelna oblast je oblast, kterd ma konec¢ny obsah.

Necht AM; je element méfitelné integracni oblasti M C R? a D jeji déleni, které
muzeme vytvorit z elementtd AM;. Normou v(D) kazdého takového déleni D mno-
ziny M nazveme nejvétsi z obsahu AS; > 0. Funkce f(z,y) je pak integrovatelna
na méfitelné integracni oblasti M C R?, pravé kdyz k libovolnému a > 0 existuje
b > 0 takové, ze pro libovolné déleni D mnoziny M s normou déleni v(D) < b pro
soucet

k

Z flas, B;)AS;,

i=1
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plati

|S — Af4f f(z,y)dzdy| < a.

Poznamka: Pokud je dané funkce na M integrovatelna, plati:

k
J{[f f(z,y)drdy = ; f(as, Bi)AS;.

2.2 Vlastnosti dvojného Riemannova integralu

V této podkapitole jsou uvedeny zakladni vlastnosti dvojného Riemannova integralu
bez dikazi. Podrobnéjsi teorii véetné diikazii, muze ¢tendl najit v této literatuie
4], [11].

Véta 2.2.1.: Je-li f(z,y) = ¢, ¢ € R pro v8echna [z,y] € M, pak
[[ f(z,y)dzdy = c¢-m(M), kde m(M) je mira mnoziny M.
M

Poznamka: Mira mnoziny je pojem, ktery zobechuje pojem obsah mnoziny. U Rie-
mannova integralu pracujeme s Joradanovou teroii miry. Vice je uvedeno v literatuie
[4], [5]-
Véta 2.2.2.: Je-li m(M) = 0 pro omezenou funkei f, pak [[ f(z,y)dzdy = 0.

M

Véta 2.2.3.: Jsou-li f;, fo funkce integrovatelné na mnoziné M, pak jsou integro-
vatelné i funkce c; f1 + co fo, kde ¢1, co € R. To znamené:

[ (eifi@, y)dady + o fo(x, y)dady) = c1 [[ fi(z, y)dady + ez [[ fo(x,y)dzdy.
M M M

Poznamka: Tuto vlastnost oznac¢ujeme jako linearitu integralu.

Véta 2.2.4.: Jsou-li fi, fo funkce integrovatelné na mnoziné M a pro vSechna
[z,y] € M plati fi(z,y) < fo(x,y), pak plati

1\f4f fi(z,y)dzdy < 1\f4f fo(z,y)dzdy.

Poznamka: Této vlastnosti fikime monotonie dvojného integralu.

Véta 2.2.5.: Je-li funkce f integrovatelnid na mnoziné M a existuje métitelnd mno-
zina E, E C M, pak je funkce f také integrovatelna na FE.

13



Véta 2.2.6.: Je-li funkce f integrovatelnd na mnoziné M a E, pak je funkce f
integrovatelnd na M U E. Pokud M N E = (), pak

[f f(rc,y)dxdyzg;f f(x,y)dxdy+£f [z, y)dady.

MUE

Véta 2.2.7.: Je-li funkce f : M — R omezené a spojita pro v8echna [z,y] € M\ E,
kde M je mnozina méfitelna a m(E) = 0, pak funkce f je na M integrovatelna.

2.3 Metody vypoc¢tu dvojného Riemannova integralu

V této podkapitole jsou na feSenych prikladech vysvétleny zadkladni metody vypoctu
dvojného Riemannova integralu. Pro bliz§i seznameni s témito metodami se miize
¢tenafl podivat do literatury (2], [4], [5], [8], [9], [11], [15].

2.3.1 Vypocet pies obdélnik
Necht’ f: M — R; M C R?a,b,c,d € R a plati
M = {[z,y] € R%a < x < bjc <y < d}. Predpokladejme, 7e f je na mnoziné M
d

integrovatelna a pro vsechna = € (a,b) existuje funkce I(z) = [ f(z,y)dy.
Pak funkce I : (a,b) — R je na (a, b) integrovatelna a plati:

b

JI(z)dz = [[ f(z,y)dxdy.

a M

Poznamka:
Pokud je f spojita, jsou splnény piedpoklady této véty automaticky.
Analogicky miizeme Fici, Ze pokud za stejnych predpokladi pro Yy € (¢, d) existuje

b
funkce I(y) = [ f(z,y) dz. Pak funkce I : (¢,d) — R je na (c,d) integrovatelna. To
znamena, ze plaati:
d

JI(y)dy = éf f(x,y)dzdy.

C

Umluva: Dvojny integral budeme zapisovat v téchto tvarech:

b /d d /b
J[ fly)dedy = [ <ff(ﬂf,y) dy) de = [ (ff(x,y) dﬂf) dy.
M c a

a c

Na obrazku 6 je zndzornéna mnozina M.
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M

Obréazek 6: Znazornéni mnoziny M

Ptiklad 1: Integrujte v obou potradich:

[/ (@ +1+y%) dedy; M ={[z,y) e Ri0 <2 <3,1 <y <3}
M

Reseni:
Mnozinu M znézornime v soufadnicovém systému x, y (obréazek 7).

Obréazek 7: Znazornéni mnoziny M

Ur¢ime meze integralu z € (0,3), y € (1, 3).
Mame dva zpusoby integrace:
a) Prvné integrujeme podle proménné y a poté integrujeme podle proménné z:

3

3
Jf (@ +1+y? dxdy—ff S +1+97) dxdy:f[:c3y+y+§]ldx:
M 0

3 3
:0f(3x3+3+9—(x3+1+§)) dx:0f(2x3+%) dr =

3 145
_ |zt 32 _
“lErl -7
b) Prvné integrujeme podle proménné x a poté integrujeme podle proménné y:
33 3 3
[[(@@+1+y?)dady = [ [(2®+ 1+ ¢?) dxdy:f[ﬁitherQx} dy =
M 10 1

3
= [yt dy= (2 4357) dy= [y + o) = 2

H%w

=

15



2.3.2 Vypocet pres ,kiivoCary obdélnik* a Fubiniova Véta

Necht M je uzaviené elementarni oblast typu [z, y], ktera je popsana nerovnicemi:
a<z<b,
p1(z) <y < pa(z).

Necht I = (a,b) x (c,d), kde
c< inf @i(z), sup @o(z) <d.
z€(a,b) z€{a,b)

Interval I obsahuje mnozinu M. (Obréazek 8).

Obrazek 8: Znazornéni oblasti M a intervalu [

Véta 2.3.2.1. (Zobecnéna Fubiniova véta): Necht funkce f(z,y) je integrova-
telna na mnoziné M, ktera je obsazena v intervalu I = (a, b) x (¢, d). Existuje-li pro

P2(x)
kazdé ¢islo x € (a,b) integral [ f(xz,y)dy, pak existuje integral
e1(z)
b | p2(x)
L= [ flz,y)dy| dz a plati:
a |e1(2)

b | p2(z)

a |ei(x)
Poznamka: Vétu 2.3.2.1. je mozné vyslovit i pro oblast typu [y, x], tj. je-1i oblast
M déana nerovnicemi
c<y<d,
p1(y) <z < a(y).

©2(y)
Existuje-li pro kazdé Cislo y € (c,d) integral [ f(z,y)dz, pak existuje integral
e1(y)

d | p2(y)
Li=[1| [ f(z,y)dz| dy a plati:

¢ [p1(y)

16



d | v2(y)
1221{4] flz,y)dedy = [ [ / f(fv,y)dx] dy.

c |e1(y)
Piiklad 2: Integrujte v obou poradich [[ 2?dxdy. Oblast M je ohrani¢ena kiiv-
M
kami: y = 2%, y = 3.

Reseni:
Nejprve znazornime integra¢ni oblast M (obrazek 9).

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
5 y=3x |
I
I
I
4 I
I
I
3 I
M i
I
2 |
, !
y=z° |
1 I
I
I

| X

-1 0 1 2 3 4

Obrazek 9: Znazornéni integrac¢ni oblasti M

Z obrazku 9 je vidét, Ze pro ohranic¢eni integracni oblasti M plati:

22 <y<3z,0<2<3.

Pak
3 3z
ffodxdy—ffodxdy—
3 3 v 573
= [a?y]% do f(3a:3—a;)dx—[x —%] =12,15.
0 0 0

Zaménime-li poradi integrace, dostaneme:

9 Vu 9 vy
[f aaray=[ [raray= | [2]" ay
M 0 % 0 ’
9 3 ’

17



P¥iklad 3: Vypoctéte integral [[ (z + y) dz dy, kde oblast M je ohranifena kiiv-
M

kami: y = %la:; y = 8x; %/ =1 a nerovnici z > 0.

Reseni:
Znézornime integracni oblast M (obrazek 10).

= 8x
6]’ vt
5,
4,
I
1 iy
N y=4/z
1
1
1
oA [
1 e
1 1
MI
1 .
11 2 3 4 5
V2

Obrézek 10: Znazornéni integrac¢ni oblasti M

Integracni oblast typu [z, y] miuZeme rozdélit na dvé ¢asti My, Ms. Z obréazku 10 je
vidét, Ze pro ohranic¢eni integrac¢ni oblasti plati:

M1:0§x§%;ix§y§8x
L1 1 4
My: Zm<r<4gr<y<]

Pak

% 278 4 % % 5 5
:f[xy—i—y?] dx+f[:py+%}zdx: <8x2+32x2—%—%> dz+
0 1

4 22 a2 < 4 28+/2
+!<4+§_I_§> de = [Ba?]) + [t = 8 - 0]l = =548
V2

18



2.3.3 Substituce ve dvojném integralu

Véta 2.3.3.1.: Necht uzaviena oblast N (proménnych u, v) se zobrazi pomoci rovnic
r = z(u,v); y = y(u,v) vzajemné jednoznaéné na uzavienou oblast M (proménnych
x, y). Necht funkce x(u,v) a y(u,v) maji v N spojité prvni parcialni derivace a necht
Jacobiuv determinant (Jakobian)

or O
Do) = | B 4 |

ou  Ou
je v N ruzny od nuly. Necht funkce f(z,y) je v oblasti M, pak plati:

// flz,y)dedy = // f(z(u,v),y(u,v))|D(u,v)| dudo, (2.3.1)

jakmile jeden z integréalu existuje.
Substituce pomoci polarnich soufadnic

Nejcastéji se jako substituce ve dvojném integralu pouziva transformace na polarni
soufadnice. Pro transformaci polarnich souradnic na kartézské plati tyto vztahy:

x = pcosp, y= psingp, (2.3.2)

kde
P € (OapO)a 2 € (Oa 27T)

Véta 2.3.3.2.: Necht uzaviena oblast N (proménnych p, ¢) se zobrazi pomoci rovnic
r=2x(p, ),y = y(p, p) vzajemns jednozna¢né na uzavienou oblast M (proménnych
z, y). Necht funkce z(p, ¢), y(p, ¢) maji v N spojité prvni parcialni derivace a necht
Jacobiuv determinant

or Oz 1
_| 9 9 | _|COSp —psing |
D(p, ¢) ‘ g_z g_i/? ‘ sinp pcosp p > 0.

Necht funkce f(z,y) je v oblasti M, pak plati:

{J flz,y) dxdy:ﬁf Fa(p, ), y(p, o)) |D(p, @) dpde =
= ﬁf f(z(pcos e, psing)pdpde,

jakmile jeden z integréalu existuje.
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Ptiklad 4: Vypoctéte integral [[ (z+1)dz dy, kde oblast M je dana témito nerov-
M
nicemi: 2 + y* < 16, y > |z|.

Reseni:
Znézornime integra¢ni oblast M (Obrazek 11).

y > |x|

Obrazek 11: Znézornéni integrac¢ni oblasti M

Pro polarni soufadnice dané vztahem (2.3.2) pro oblast M plati:

T 37
4 — —).
pew,%weu,4>

Pak
Ty T4 T
[[(x+1)dedy = [ [(pcosp+1)pdpde = [ [p*cospdpde+ [ [pdpde =
M ™ 0 T 0 T 0
3x ) 3x Yo s
4 374 iar 5,74 64 4 4
= fcosgp[%}odgo—i-f[%hdgo:?fcosgpdgo—i—Sf dy =
I I I I

3r

= [sing]s +8[y]

= 4.

M:\g‘g’o

Substituce do zobecnénych polarnich soufadnic

Substituce do zobecnénych polarnich soufadnic se pouziva u dvojného integralu,
pokud hranice oblasti ptes ktery integrujeme, ma elipticky tvar. Pro transformaci
zobecnénych polarnich soutadnic na kartézské plati tyto vztahy:

x =apcosp, y = bpsin p, (2.3.3)
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kde a,b > 0, a,b € R jsou poloosy elipsy a p € (0, po), ¢ € (0,27).

Véta 2.3.3.3.: Necht uzaviena oblast N (proménnych p, @) se zobrazi pomoci rovnic
r=2x(p,¢), y = y(p, p) vzajemné jednoznacné na uzavienou oblast M (proménnych

x, y). Necht funkce x(p, ¢), y(p, ¢) maji v N spojité prvni parcialni derivace a necht
Jacobituv determinant

oxr Oz .
_ |9 9, |_|acosg —apsing |
D(p, ) 'g_i S_Z‘ bsing  bpcose abp > 0.

Necht funkce f(z,y) je v oblasti M, pak plati:

{[f fz,y) dxdy:%f F@(p, @), ylp, o)) ID(p, )| dpdep =
= %f f(x(apcos p, bpsin )abp dp dep,

jakmile jeden z integrali existuje.

Pfiklad 5: Vypoctéte integral [[ (z+y)dz dy, kde oblast M je dana témito nerov-
M

nicemi: gl”—z —|—y2 <1;0<4y <zx.

Reseni:
Znazornime integracni oblast M (Obrazek 12).

21y
0 X
- -3 -2 0 1 2 3 4

Obrézek 12: Znazornéni integracéni oblasti M

Pro transformaci do zobecnénych polarnich souradnic na kartézské plati tyto vztahy:
T =apcosp = 4pcos p,
y = bpsin p = psin p.

Pro urceni meze integralu pro ¢, dosadme vztahy pro transformaci zobecnénych
polarnich soutadnic na kartézské do nerovnice 0 < 4y < z, to znamena:

0 <4psinp < 4pcosyp
tan(p) <1

S <07_>'

|

21



Pro urceni meze integralu pro dosadme Vztah ro transformaci zobecnénych
?
polarnich soutadnic na kartézské do nerovnice = —|— y? < 1, to znamena:

16p° cos® COSS"—i—p sin?p <1
p* <1

a z podminky pro p > 0 plati p € (0, 1).
Pro Jakobian dostaneme:

D(p, ) = % g—z ' dcosp —4psinp ‘:4/).
’ 8—% % sin ¢ p COS

Pak

T1
ff(:v+y)d$dy:ff(4pcosgo+psing0) 4 pdpdyp =
00

—_

(4cosp +sinyp) 4 p*dpdy =

%
il 4cos<p—|—smgp) dp =
0

—

éﬁ}

O%Mﬂ
og:_.

0

[4sin ¢ — cos ¢]§ = 2\/5—1-

ol

2.4  Aplikace dvojného Riemannova integralu

V této podkapitole seznamuji ¢tenafe s aplikacemi dvojného Riemannova integréalu.
Ctenaf se s touto problematikou mize napiiklad seznamit v této literatuie [3], [5], [6].

2.4.1 Vypocet obsahu uzaviené oblasti

Necht existuje uzaviena oblast M, lezici v roviné x, y, pak pro obsah S plati:

_ // de dy. (2.4.1)

Piiklad 6: Vypoctéte obsah pravoihlého trojuhelnika, ktery je v kartézském sys-
tému soutadnic dan témito body: A[0,0]; B [4,0]; C [0, 5].
Vysledek udejte v cm?.

Regeni:
Zadany utvar mizeme zobrazit pomoci programu GeoGebra (obrazek 13).

Nyni uréime meze integra¢ni oblasti.
z € (0;4),
y € (05— 2x).
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0 <

Obréazek 13: Zobrazeni ttvaru

Vysledny obsah ttvaru bude:

5-5g 4

fz dy = [(5—32) do = [51:—@}4: 10 em?.
0 0 0

8

1
S=[[dedy= [ da
M 0

Pfiklad 7: Pomoci substituce na polarni soufadnice odvodte vztah pro vypocet
obsahu kruhu.

Reseni:
V programu GeoGebra znazornime kruh s polomérem r (obrazek 14). Tuto integra¢ni
oblast vyhodné vyjadiime polarnimi souradnicemi ¢ a p.

Obrézek 14: Zobrazeni integra¢ni oblasti

Je vidét, ze meze integracni oblasti jsou:

p € (0;r), kde r je polomér kruhu,
@ € (0;2m).
Pro vysledny obsah kruhu plati:

2 r 27
S:]\fj[ drdy = b[ dgobfpdp: Of%dﬂpz%[ﬂgﬂ:mﬂ.
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2.4.2 Vypocet objemu trirozmérného télesa

Objem télesa ohrani¢eného shora spojitou funkei f(z,y), zdola rovinou z = 0 a ze
stran plochou, kterd vytina v roviné z = 0 méfitelnou oblast M je dany vztahem:

_ // F(z,y) dz dy. (2.4.2)

Priklad 8: Vypoctéte objem télesa vymezeného plochami
fle,y) =2 +y* 2+2y=6, 2 =0;y=0; 2 = 0.

ResSeni:

Znézornime integrac¢ni oblast, kterd je ohranic¢ena ki¥ivkami 42y =6; 2 =0;y =0
(obrazek 15).

Obréazek 15: Znazornéni integracni oblasti

Urc¢ime meze integracni oblasti. Integra¢ni oblast méa tyto meze:

Pro objem V' bude platit:

6
Vfo flr,y)dedy = [
0
6
= [(—84% + B2 - 324+ 9)dz = [—Ex4+2x3—%x2+9x}g:—0.j.
0

Poznamka: Zkratka o.j. je objemové jednotka.
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2.4.3 Urceni tézisté rovinnych té&les

vvvvvvvv
YV

vy

rovinné desky.

Tézisté rovinné desky:

Vv

v bodé [z, y], pak plati:

1
Ty = S _ 1 // zp(z,y) dz dy, (2.4.3)
m m
M
Sy 1
Yo=—=— // yp(z,y) dz dy, (2.4.4)
m m
M

kde m = [[ p(x,y) dz dy je celkova hmotnost rovinné desky, S, je staticky moment
M

vzhledem k ose x a S, je staticky moment vzhledem k ose y.

vy

1
T = S _ 1 // xdx dy, (2.4.5)
m m
M
Sy 1
Yo = — = — // ydz dy, (2.4.6)
m m
M

kde S, je staticky moment vzhledem k ose x a .S, je staticky moment vzhledem
k ose y.

Poznamka: Homogenni téleso je téleso, které mé ve vSech Castech stejné vlastnosti
(stejné hustota, stejné rozmisténi ¢astic, atd.).

Staticky moment je soucin sily a nejkratstho kolmého ramene sily.

Blize se ¢tenaf muze docist o urceni tézisté téles napiiklad v [3].

Y vy

meéru r.

Reseni:
Nejprve se zaméfime na urceni tézisté polokruhové desky. Homogenni polokruhovou
desku znazornime v programu GeoGebra (obrazek 16). Priklad budeme fesit pomoci
substituce na polarni souradnice.
Meze pro polovinu kruhu v polarnich souradnicich (2.3.2) tedy jsou:
p € (0;r), kde r je polomér polokruhové desky;
@ € (0;2m).
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@)
Obréazek 16: Zobrazeni polokruhové desky

Dale ur¢ime hmotnost desky. Pro hmotnost m desky bude platit:

YV

317 . -
[%] cospdyp = Zr[sing]; =0

M
Yo = %ff ydrdy = #fprSingodpdgo: %f[%} sinpdp =
00 0
4
_ 2 _
51 [~ cosplg = 3

Vvt

jako cvicenti.

2.4.4 Uréeni momentu setrvac¢nosti rovinnych téles

Moment setrvacnosti je fyzikalni veli¢ina, kterd vyjadiuje miru setrvacnosti télesa
pri otacivém pohybu. Jeji velikost zavisi na rozlozeni hmoty v télese vzhledem k ose
otadeni. Jednotkou momentu setrvacnosti je kg.m?.

Moment setrvacnosti tuhého télesa mizeme urcit jednoduchym Riemannovym inte-
gralem

I= /72 dm, (2.4.7)
(m)

kde r je vzdalenost hmotnostniho elementu dm od osy rotace (obrazek 17).
Dvojny Riemanntv integrdl mazeme uzit k uréeni momentu setrvac¢nosti rovinného

télesa (napiiklad rovinné desky M). Pokud je hmota spojité rozlozena, plati tyto
vztahy:
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Obrézek 17: Moment setrvac¢nosti tuhého télesa

sz// y*p(x,y) dz dy, (2.4.8)
I _// 22p(z, y) da dy, (2.4.9)

I, _// 2? +y?) p(x,y) dz dy, (2.4.10)

kde I, je moment setrvacnosti vzhledem k ose x, I, je moment setrvacnosti vzhle-
dem k ose y, I, je moment setrvacnosti vzhledem k poc¢atku (tzv. polarni moment),
p(x,y) je hustota materialu.

Poznamka: Jedna-li se o homogenni rovinné téleso je p(x,y) = 1.
Blize se ¢tenaf muze do¢ist o ur¢eni momentu setrvacénosti v [3] nebo v né&jaké dalsi
vysokoskolské ucebnici fyziky.

Priklad 10: Urcete polarni moment tenkého homogenniho kotouce o poloméru r.
Hmota v kotouci je spojité rozlozena.

Reseni:
Kotou¢ je znazornén na obrazku 18. Priklad budeme feSit pomoci substituce na po-
larni soutadnice, vztah (2.3.2).
Meze pro p a ¢ jsou:
€ (0,r), kde r je polomér kotouce,
€ (0, 2m).
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Obréazek 18: Moment setrvacnosti kotouce

Pro polarni moment bude platit:
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3 Trojny Riemanntiv integral

V této kapitole se ¢tenar seznami se struénym zavedenim trojného Riemannova in-
tegralu, jeho vlastnostmi a se zédkladnimi metodami vypoctu. Pro hlubsi seznameni
s trojnym Riemannovym integralem a dalSimi pojmy této kapitoly doporucuji ¢te-
naii literaturu (2], [4], |5], [8], [9], [11], [15].

3.1 Zavedeni trojného Riemannova integralu

Trojny Riamannuv integral 1ze zavést zcela analogicky jako dvojny Riamanniv in-
tegrél, s jedinym rozdilem, ze obdélnikovou sit nahradime kvadrovou, (obréazek 19).

0 1 2 3

Obrazek 19: Kvadrova sit

Méjme funkei f : R* — R omezenou na trojrozmérném uzavieném intervalu
I = {a,b) x {(c,d) x {e,g), kde a,b,c,d,e,g € R; a < b, ¢ < d, e < g, pak musi
existovat ¢islo [ € R takové, ze pro kazdé (z,y,2) € I je |f(z,y,2)| <.

Vytvorme libovolné déleni D, :a =xg < 21 < 29 < ... < T, = b,

Dy:c=y<yi <y <...<ym=d,D,:e=2 <2z <z <.. <z,=gintervall
(a,b), (c,d) a (e, g)-
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Pro libovolna déleni D,, D,, D, definujme déleni D = (D,, D,, D,) intervalu jako
systém uzavienych trojrozmérnych intervalt I, = (Tpm_1, Tpm) X

X(Yn—1,Yn) X (To_1,20), kde m € {1,....;7}, n € {1,...,p}, 0 € {1,....t}, a oznadme
MILno) = (T — Tn—1)-(Yn — Yn-1)-(20 — Zo—1) Objemy kvadri I,,,,.

Pro kazdé takovéto déleni D intervalu I definujeme soucty
p t

s(D) =% S (9 (M)

m=1n=1 o=1 (z,y,2)€Imno

SD)= X 5% swp  fle..2) ().

1 (z,y,z)€Imno

kde s(D) je dolni soucet a S(D) je horni soucet. Pomoci téchto sou¢tu definujeme
trojny Riemanniv integral funkce f na intervalu [

[[[ f(z,y,2)dxdydz = sup{s(D); D je déleni I },
1

[[[] f(z,y,z)dedydz = inf{S(D); D je déleni I }.
I

Rekneme, Ze funkce f je na intervalu I (Riemannovsky) integrovatelnd, plati-li

f!f f(l’,y,Z)dl‘dde:fff f(x,y,z)dxdydz

Tuto spolenou hodnotu pak zna¢ime [[[ f(z,y,z)dzdydz a nazgvame trojnym
7

Riemannovym integrilem funkce f na intervalu /.

Trojny integral muzeme definovat i pro jiné obory nez je kvadr.
Necht K je "uzavieny kvadr", ktery obsahuje uzavienou oblast M. Jestlize v K
definujeme funkei g(x,y, 2) tak, ze

Cf Fe ) (w2 € M,
gm‘{ 0 (v 2) & M.
pak

fA{f flw,y,2)dedydz < f]ff g(z,y, 2) dz dy dz.

Pro méftitelnou oblast, plati: Je-li funkce f spojitd na uzaviené métitelné oblasti
M C R?, pak je f integrovatelna na M.

Poznamka: Méritelnou oblasti v tomto ptipadé myslime oblast s kone¢nym obje-
menmn.

Necht AM; je element méfitelné integracni oblasti M C R? a D je jeji déleni.
Normou v(D) kazdého déleni D mnoziny M nazveme nejvétsi z objemia AV; > 0.
Funkce f(x,y,z) je pak integrovatelnd na méfitelné integracni oblasti M C RS2,
jestlize k libovolnému a > 0 existuje b > 0 takové, Ze pro libovolné déleni D mno-
ziny M s normou déleni v(D) < b pro soucet
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k

Zf(%‘;ﬁz‘,%‘)ﬁ‘/;;

=1

plati

WV —[[[ f(z,y,2)dzdydz| < a.
M

Poznamka: Pokud je dané funkce na M integrovatelna, plati:

k

=1

3.2 Vlastnosti trojného Riemannova integralu

V této podkapitole jsou uvedeny zakladni vlastnosti trojného Riemannova integralu
bez dikazli. Ditkazy téchto vét a dalsi vlastnosti trojného Riemannova integrélu,
miiZze ¢tenar najit naptiklad v literatuie [4], [11]. Bystry ¢tenaf si jisté vSimne ana-
logie mezi vlastnostmi dvojného a trojného integralu.

Véta 3.2.1.: Je-li f(z,y,2) =c¢, ¢c € R pro vSechna [z,y, z] € M, pak
[[] f(x,y,2)dedydz = ¢- m(M), kde m(M) je mira M.
M

Véta 3.2.2.: Je-li m(M) = 0 pro omezenou funkei f, pak
M

Véta 3.2.3.: Je-li f(z,y,2) =¢; ¢ € R, pak plati, ze

fA{f Cdxdydz:cfk{f dz dy dz.

Véta 3.2.4.: Jsou-li f, fo funkce integrovatelné na mnoziné M, pak je integrova-
telna i funkce (¢; f1 + cofa), kde ¢1, o € R. A plati:

[Jf (cLfi(z,y, z)dz dydz + co fo(z,y, 2)dz dy dz) =
M
=G fff fl(x7y7 z)dxdydz +c fff fQ(ZE,y,Z)dZEdde
M M

Poznamka: Tuto vlastnost nazyvame linearitou integralu.

Véta 3.2.5.: Jsou-li fi, fo funkce integrovatelné na mnoziné M a pro vSechna
[z,y,2] € M plati fi(z,y,2) < fa(z,y,2), pak

[[] filz,y,z)dxdydz < [[[ folz,y, z)dz dy d=.
M M
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Poznamka: Tuto vlastnost nazyvame monotonie integralu.

Véta 3.2.6.: Je-li funkce f integrovatelnid na mnoziné M a existuje métitelna mno-
zina E, E C M, pak je funkce f také integrovatelna na FE.

Véta 3.2.7.: Je-li funkce f integrovatelnd na mnoziné M a FE, pak je funkce f
integrovatelna na M U E. Pokud M N E = (), mizeme psét:

I[f f(x,y,z)dxdydz:fjv{f f(a:,y7z)d3:dydz—l—fEff f(x,y,z)dzdydz.

MUE

Véta 3.2.8.: Je-li funkce f : M — R omezend a spojita pro vSechna [z, y, z] € M\E,
kde M je mnozina méfitelna a m(E) = 0, pak funkce f je na M integrovatelna.

3.3 Metody vypoctu trojného Riemannova integralu

V této podkapitole jsou na feSenych piikladech vysvétleny zakladni metody vypo-
¢tu trojného Riemannova integralu. Pro blizs§i seznameni s témito metodami se miize
¢tenaf podivat do literatury [2], [4], [3], [8], [9], [11], [15]-

3.3.1 Uziti Fubiniovy Véty pro trojny Riamanniv integral

Nize uvedena Fubiniova véta ndm dava navod, jak trojny Riemanniv integral pie-
vést na integral trojnasobny. Vypocet trojného integralu pak vedeme trojndsobnou
integraci funkce vzdy jen jedné proménné.

Fubiniova v&ta pro trojny Riamanntv integral: Necht f(x,y,z) je spojita
funkce na intervalu I = (a,b) x {c,d) x (e, g). Pak plati:

a c e

=j‘ [ w2 dydz} de = [ {fd [j (o 9,2) dz] dy} ar.

c € a Cc

Poznamka: Kromé téchto vztahu plati obdobné vzorce, které dostaneme, permutujeme-
li vhodné diferencialy dz, dy, dz.

Prvni zobecnéna Fubiniova véta: Necht M je oblast v roviné xy, necht existuji
funkce @1 a o, které jsou spojité na oblasti M a necht existuje funkce f(z,y,z)
v oblasti V, ktera se sklada z bodu [z, vy, 2], pro které plati:

o1(x,y) < 2 < po(z,y); [z,y] € M.
Pak plati:
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w2(z,y)
[[] f(z,y,2)dedydz = [[ dady [ f(z,y,2)dz.
%

Je-li oblast M dana nerovnicemi a < x < b, ¢1(x) <y < ¢o(z), kde a,b € R a ¢1, ¢
jsou spojité funkce. Pak plati:

b da(z)  p2(zy)
[[] fx,y,2)dedydz= [dz [ dy [ f(z,y,2)d=
14 a

#1(z)  pr(zy)

Druhéa zobecnéna Fubiniova véta: Mé&jme funkei f(z,y, z) v oblasti V', ktera se
sklada z bodu [z,y, 2], pro které plati:

a<r<blyz]e M),

kde mnozina M (zx) je mnozina v roviné yz, zavisla na x a a,b € R. Pak plati:

SIS Fop2)drdydz - Fdo [f fay, 2) dyde.

a  M(x)

Poznamka: Analogicky se druha zobecnéné Fubiniova véta formuluje pro mnozinu
v roviné xz zavislou na y a pro mnozinu v roviné xy zavislou na z.

Pt¥iklad 1: Vypoctéte trojny integral [[[ (z+y+z)dz dydz, kde oblast M je ome-
M
zené témito intervaly: z € (0,3),y € (0,3),z € (0, 3).

Reseni:
Proménné z,y, z nejsou na sobé zavislé. Zvolime naptiklad tento zplisob integrace:

(x4+y+z2)dedydz =

Ot —w

fjv[f(x—iry—l—z)dxdydz:

»

I
-]

O%mo%w

3 3 3
[ [%—ny—l—xz]odyd (2 43y +3z) dydz =
00

3 243

3
9 3y
[§y+—g +3yz}0dz— 0 9

—

27z + %]

O =

Priklad 2:
Vypoctéte trojny integral [[[ dadydz, kde:
M

M={(z,y,2) e Rz >0ANy>0Az+y<z<1}
Regeni:
Nejprve ur¢ime meze integracni oblasti. Integra¢ni mez pro proménnou z je urcena
jednozna¢né z € (x +y, 1). Integra¢ni meze pro proménné y a z ur¢ime z podminek

x>0,y >0ax+y<1 (obrazek 20).
Integracni meze pro proménné y a z jsou y € (0,1 —z), x € (0, 1).

Pro integraci bude platit:
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Obrazek 20: Znazornéni integracni oblasti

11—z 1 11—z

[[[ dzdydz= [ [ [ dedyde=[ [(1—2—y)dyda =
M 0 0 z+y 0 0
1 11—z

{470

3.3.2 Substituce v trojném integralu

Véta 3.3.2.1.: Necht uzaviena oblast N (proménnych wuy, us, ug) se zobrazi pomoci
rovnic © = x(uy, us, u3); y = y(uy, us, uz); 2 = z(uq, uz, usz) vzajemné jednoznacné
na uzavienou oblast M (proménnych z, y, z). Necht funkce x(uy, ug, us), y(uq, ug, us3)
a z(uy, ug, ug) maji v N spojité prvni parcialni derivace a necht Jacobiuv determinant
(Jakobian)

o0 Ow  On

oul Ouso Oous

Oy 9y Oy

Bur  Ous D
0z 0 o
ou1 Ouso ous

D(Ul, U, Ug) -

je v N rizny od nuly. Necht funkce f(z,y, z) je v oblasti M, pak plati:
JIf fz,y,2)dzdydz =
M

= fff fa(ur, ug, uz), y(ur, uz, us), 2(ur, uz, ug)) | D(uq, uz, us)| duy dug dus.
N
Substituce pomoci valcovych (cylindrickych) soufadnic

Pro transformaci valcovych soutfadnic na kartézské plati tyto vztahy:

T =pcosy; y=psing; z =, (3.3.1)
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kde
p e (0700)7 Y e (0727T)a v E (—O0,00)

Poznamka: Vztahy (3.3.1) jsou znazornény na obréazku 21.

Miuzeme si vSimnout, Ze valcové soufadnice jsou vztahy pro transformaci kvadru
na valec. Pokud je oblast integrace valec nebo jeho ¢ast, je velice vhodné valcové
soutadnice k vypoctu integralu vyuzit.

2}

Obrazek 21: Cylindrické soutadnice

Véta 3.3.2.2.: Necht uzaviena oblast N (proménnych p, ¢, v) se zobrazi pomoci
rovnic x = pcosy; y = psing; z = v vzajemné jednozna¢né na uzavienou oblast
M (proménnych x,y,z).

Necht funkce © = pcosy; y = psiny; z = v maji v N spojité prvni parcidlni
derivace a necht Jacobiiv determinant

or oz Ox ,

gp ,89“0 g” cosp —psiny 0
D(p.p,v)=| 55 55 ao |=|sing pcosp 0|=p>0.

9z 0z 0z 0 0 1

dp Op Ov

Necht funkce f(x,y, z) je v oblasti M, pak plati:

fof f(z,y,z)dedydz = fjvff f(pcose, psing,v)|D(p, ,v)| dpdpdv =

= /// f(pcosp, psinp,v)pdpdpdo. (3.3.2)
N
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Pt¥iklad 3: Vypoctéte trojny integral [[[ dzdydz, kde:
M

M={(z,y,2) e R%2?+¢y*<1Az>0A0< 2z <6}
ReZeni:
Mnozina M je polovina vélce (obrazek 22a) s podstavou pulkruhu
(obrazek 22b).

a) b)

-1 -05

Obrézek 22: Znazornéni integrac¢ni oblasti M

Pro vypocet integralu vyuzijeme transformaci pro prevod na cylindrické soutadnice.
Pro urceni integra¢nich mezi proménnych p, ¢ a v vyfeSime nerovnice

22+ 12 <1Axz>0AN0<2<6
tim, Ze za jednotlivé proménné x, y, z dosadime vztahy (3.3.1). Potom bude platit:
p?cos? o+ p?sino < 1A pcosp >0A0< v <6.
Po vyteseni téchto nerovnic dostaneme tyto integracni meze:
p€(0,1); € (—g, g), v € (0,6).
Nyni muzeme dosadit do vztahu (3.3.2). Bude platit:

6 5 1
[J] f(pcosp, psing,v)pdpdpdv = [ [ [pdpdpdv =
M 0 0

us

2 1 1 6
[%] dedv =3 [[¢]2x dv = 3m.
0 0 2

Il
O Y=o
—wvla

[
Wl

Substituce pomoci sférickych souradnic

Pro transformaci sférickych souradnic na kartézské plati tyto vztahy:
x = psindcos; y = psindsing; z = pcos, (3.3.3)
kde p € (0,00), ¢ € (0,2m), ¥ € (0, 7).
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Poznamka: Vztahy (3.3.3) jsou znazornény na obrazku 23.

4
M
|
|
|
|
|
" I pcost
|
|
19 |
: o y
@ ! s
| ~
psinsin @ :////psinfl?cos¢

Obrazek 23: Sférické soufadnice

Véta 3.3.2.2.: Necht uzaviené oblast N (proménnych p, ¢, ¥) se zobrazi pomoci
rovnic x = psincos p; y = psindsiny; z = pcost, vzijemné jednoznacné na uza-
vienou oblast M (proménnych z, y, 2).

Necht funkce z = psind cos p; y = psindsinp; z = pcos?) maji v N spojité prvni
parcialni derivace a necht Jacobitiv determinant

9z 0z oo
dp O 0V
dy Oy o
D(p.p,0) =15 a5 35 |=
dp O 0OV
sindcosy —psindsing pcosvcosp
= | sindsing pcosesing  psinpcosy | = —p?sindd < 0.
cost 0 —psind

Necht funkce f(z,y,z) je v oblasti M, pak plati:

Jff f(z,y,2)dedydz =
M
= [[] f(z = psindcosyp; y = psindsing; z = pcos?)|D(p, p,V)|dpdpdd =
N

= /// f(psind cos p, psin ¥ sin p, pcos ) p? sin ¥ dp dedd. (3.3.4)
N
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Poznamka: Podobné jako u vélcovych soufadnic si i zde miizeme vSimnout, 7Ze
sférické soufadnice popisuji transformaci kvadru na kouli. Pouzivaime je zpravidla
tehdy, kdyz oblast integrace je koule nebo jeji ¢ast.

Priklad 4: Vypoctéte trojuy integral [[[ (z* +y* + 2?) dz dy dz, kde:
M

M={(z,y,2) ER% 2+ 9>+ 22 <1Ax>0Ay>0Az2>0}

Reseni:
Mnozina M je "osmina koule" (obrazek 24a) s podstavou ¢tvrtkruhu (obrazek 24b).

gast b) « gast a)

Obréazek 24: Znazornéni mnoziny M

Pro vypocet integralu vyuzijeme transformaci pro prevod na sférické soutradnice.
Pro urceni integrac¢nich mezi proménnych p, ¢ a 9 vyresime nerovnice

24+ 22 <1IAT>0AYy>0A2>0
tim, Ze za jednotlivé proménné z, y, z dosadime vztahy (3.3.3). Potom bude platit:

p?sin® 9 cos? p + p?sin? ¥sin® ¢ + p? cos? ¥ < 1 A psindcosp > 0A
Apsindsingp > 0A pcost > 0.

Po vyteseni téchto nerovnic dostaneme tyto integracni meze:

pe(0,1); p e (og) 9 e (0%)

Nyni muzeme dosadit do vztahu (3.3.4). Bude platit:
Iff (p2 sin? ¥ cos? o + p?sin? ¥ sin? ¢ + p? cos? 19) p*sinddpdddyp =

=

SN,

%
=/
0

1
[ (p?sin® ¥ cos® ¢ + p? sin® I sin®  + p? cos? V) p*sind dpdd dp =
0

19, — &
5dgp 0

SN

T T 1 JL
jjfp‘*sinﬂdpdz?dgpzjj%sim?dz?dgpz
000 00
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3.4 Aplikace trojného Riemannova integralu

V této podkapitole seznamuji ¢tenafe s aplikacemi trojného Riemannova integralu.
Ctenaf se s touto problematikou muze napiiklad seznamit v této literatufe [3], [5],

[6].

3.4.1 Vypocet objemu ti¥irozmérného télesa

Uvazujme integral [[[ f(z,y,z)dzdydz. Mnozinu D nazveme tifrozmérné téleso.

D
Pro funkci f(x,y,z) plati f(x,y,z) = 1. Pak vSechny integralni soucty funkce
f(z,y, z) se rovnaji objemu V mnoziny D. Plati:

_ // 2y, 2) dz dy dz. (3.4.1)

Priklad 5: Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného témito nerovnostmi
0<zr<y<z<3

Regeni:
Urc¢ime meze integracni oblasti:

€(0,3); y € (2,3); 2 € (y,3).
Pro objem V' bude platit:

333 33
V:fffdxdydz:fffdzdydx:ff dydx—
0z vy 0z
3

23 .
(3—1) dydx—of[?)y—%] dx:[%”—%vL%} = —0.J.

|

a%w

3.4.2 Vypocet hmotnosti téles

Uvazujme t¥irozmérné téleso D. Hmotnost m télesa D, kterd ma v bodé [z,y, z] € D
hustotu p(z,y, z) vypotteme podle vztahu:

m = /// p(x,y, z)dedy dz. (3.4.2)

Piiklad 6: Vypoctéte objem télesa D v dm?® a hmotnost télesa D v kg, kde
D= {(z,y,2) e R% 22+ 4> < 1Az >0A0 < z < 6}. Téleso je homogenni. Je
vyrobeno z kovu. Hustota télesa je 5000 kg - m =3

Regeni:

Vyuzijeme piikladu 3 z kapitoly "Substituce pomoci valcovych (cylindrickych) sou-
fadnic". MnoZina D je polovina valce (obrazek 22a) s podstavou pilkruhu (obrazek
22b). Integra¢ni meze jsou:

pe(0.1); pe (=5, 5)ve(0,6).
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Vypocitame objem:

Protoze je téleso vyrobeno z homogenniho materialu, stac¢i dosadit, po prevedeni
objemu na m?, do znamého vztahu pro vypocet hmotnosti:

m=V-p=3r-1072-5000 = 157 kg.

Hmotnost télesa je 157 kg.

Y v oy

Uvazujme téleso, ve kterém je hmota spojité rozlozena (homogenni téleso). p(x,y, z)
je spojitou funkci. Bod T [xg, yo, 20] je t&8Zist& t&lesa. Plati:

1
o= — /// zp(z,y,z)dedydz, (3.4.3)
m
M
1
o= /// yp(z,y, z)dedydz, (3.4.4)
M

1
0= /// zp(x,y, z) dedy dz, (3.4.5)
M

kde m je hmotnost daného télesa M.

Vztah [[[ zp(z,y,z)dzdydz se nazgva staticky moment télesa M k roving S,,.
Y

Pro statické momenty télesa M vzhledem k rovindm S,., S, Sy, plati tyto vztahy:

S,. = / / / vp(z,y, 2) dz dy dz, (3.4.6)
S,. — / / / up(z, v, 2) dz dy dz, (3.4.7)
Spy = /// zp(x,y, z) dedy dz. (3.4.8)
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v dm3.

D={(z,y,2) e R 22+ 9>+ 22 <1A2>0Ay>0A2>0}.

Téleso je homogenni. Je vyrobeno z umélé hmoty o hustoté 3000 kg - m 3.

Regeni:

Vyuzijeme teSeni piikladu 4 z kapitoly "Substituce pomoci sférickych souradnic"a
uré¢ime integrac¢ni meze. Mnozina D je "osmina koule"(obrézek 24a) s podstavou
¢tvrtkruhu (obrazek 24b).

Integra¢ni meze ve sférickych souradnicich mame
pe(0.1); 9 (0,5) 0 €(0,5).

Vyuzijeme vztahu (3.4.1) a transformace do sférickych soufadnic. Bude platit

sin¥dddy =

Wl

O —uwlx

g
J
0

251 T
V=[] [ pFsinvdpdddp = [ ][5 sinvdide—
000 00 0

[— cos 19](? dp = %dm?’.

Wl
o

Téleso je homogenni. Po prevedeni objemu z dm?® na m?, dosadime do vztahu pro

hmotnost:
m=V. p— -1073-3000 =2 k:

Nyni dosadime do vztaht pro statické momenty (3.4.6), (3.4.7) a (3.4.8). Bude platit

4

1
[p—ﬂ sin?¥sinpdpdpdd =
0

O —
SYE.

231
Se. = [ [ ] 300003 sin® ¥ sin ¢ dp dep dv) = 3000
000

INIE]

= 30 [ [sin®Ysinpdpdd = 750f cosﬁ]§ sin® 9 dv = 750 [ I_%S(w)dﬁ =
00 0

4

I

=750 |4 - smfﬂ)] P psen 37T
0

C’%wmw

551 5
= [ [ [ 3000p°sin* ¥ cos p dpdipdd) = 220 [ [sin® o cos p dp di) =
000 0
5 5
50 [ [sind]¢ sin® 9 do = 750 [ 1= qy —
0 0
,- 3 7bm
o 9 sin(29) | 2 X
ol

sin ¥ cos ¥ dpp dv) =

S LS.

T T 1 .
fff 3000p3sin19c0819dpd¢d19:%f
000 ;

3757

= B [ 2sind cos ¥ d) = BX* [ sin 20 dg = 3T [— cos (279)]0% ==
0 0

YV

(3.4.5).
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1 1 375
T m drdyds = —.5,. = 2 = 375;
Zo mfbff xp(x,y,z) raydz s z
1 dedyds = +.5,. = 2= — 375
wo = o5 HIJ apl@.y.z)dedydz = 5.5, = —= = 375
1 dedyds = .5, = 25 — 375
ZO_Efbff xp(%!/ﬂ') rday Z—E. yz—?— .

Soufadnice t&zisté jsou T [375; 375; 375].

3.4.4 Vypocet momentd setrvac¢nosti

Moment setrvacnosti télesa M vzhledem k ose o je definovén:

I= /// rp(x,y, z)dr dy dz, (3.4.9)
M

kde r je vzdalenost bodu R [z,y, z] od osy o a p(z,y, z) je hustota.

Moment setrvacnosti vzhledem k osam soufadnic je definovan:

I, = /// (v + 2% p(z,y, 2) dz dy dz; (3.4.10)

I, = /// (z% + 2%)p(x, y, 2) doe dy dz; (3.4.11)

I = /// (v* + 2°)p(x,y, z) dr dy dz. (3.4.12)

Polarni moment (moment setrvac¢nosti vzhledem k poc¢atku) je definovan:

= /// (2% +y* + 2%)p(x,y, 2) dv dy d=. (3.4.13)
M

Piiklad 8: Vypoctéte polarni moment télesa D ve tvaru ¢tvrtiny koule.
D=A{(p,p,0) eR}0<p<1IANO<p<mA0<I<I}
Téleso je homogenni. Hustota materialu je 2000 kg - m 3.
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Reseni:
Integraéni meze sférickych soutadnic (3.3.3) jsou:
p € (0,1); p(0,7); ¥ € (0, g)-

Dosadime do vztahu (3.4.13)

2000 (p? sin® ¥ cos? ¢ + p* sin® Isin® p + p* cos? ¥) p? sin dp dp dd =

O —uh
O—x

1
0

DO
o
o
(@]

Ol O — .
C—x

1 %w %w
/ phsind dpdy dy = 2000 [ | H sind dipdd = 400 [ [ sind dp dv =
= 4007 [ sin 9 dd = 4007 kg - m>.
0

Polarni moment ¢tvrtiny koule je 4007 kg - m?2.
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4 N-rozmérny Riemanniiv integralu

N-rozmérny Riamanniv integral 1ze zavést zcela analogicky jako dvojny a trojny Ri-
amannuv integral, s jedinym rozdilem, ze obdélnikovou a kvadrovou sit nahradime
"n-rozmérnou siti".

Vlastnosti n-rozmérného Riemannova integralu a metody vypoctu jsou analogické
jako u dvojného a trojného Riemannova integrélu.

Priklad: Vypoctéte ¢yt rozmérny integral [[[[ dadydzdu,

M
kde M = {(z,y,2,u) ERE0<2<1IA0<y<2A0<2<1A0<u<1}.
Regeni:

Urc¢ime meze integracni oblasti:

€ (0,1); y € (0,2); 2 € (0,1); u € (0, 1).

Podle Fubiniho véty plati:

o,

121 11 2 112
fffdxdydzdu:fff[x](l)dydzdu:fffdydsz—
000 000 000
1 11 1
[ [y dzdu=2[[dedu=2[][z], du

0 00 0

VyuZiti n-rozmérného Riemannova integralu v pfirodnich védach

o%,_,

N-rozmérny Riemanntv integral mizeme vyuzit v teorii relativity, kvantové fyzice,
topologii.

V teorii relativity se da vyuZzit n-rozmérny Riemanniv integral napt.: v Einsteinové
teorii geometrického unitarniho pole. Blize se ¢tenar docte o této teorii v [14].

Déle miizeme vyuzit Riemanniiv integril v astrofyzice pii vypoctu gravitace cerné
diry. Blize se ¢tenai docte v [14].
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5 Shbirka prikladi na dvojny a trojny integral

Tato cast diplomové prace slouzi ¢tenafi jako mal& sbirka feSenych a neresenych
prikladi. Ctenaf si procvici zékladni teorii vicerozmérného Riemannova integrélu.
Pfi psani této kapitoly jsem se nechal inspirovat témito sbirkami [1],[5], [7], [10].

5.1 Resené priklady
1 a3

Piiklad 1: Vypoctéte integral [ [ xy® dydz.
0 22

Reseni:

1 23 1 23

ff:cy3dydx:0f [ ]m Ofl(xT—"”;)dx:

0 z2
1| g4 210 1_ 1
=35 %= (1w
21 a2

Piiklad 2: Vypoctéte integral [ [ r3sin® o drde.
00
Resent:

2 21 2 27

2m a a
ffr%in%odrdgpzfsin%o[%] :“Igf(l cos( )dg0:
00 0 0 0
a® | ¢ sin(2¢) 2 abm
T [5 St ]0 T4
2 1
Priklad 3: Vypoctéte integral [
00

ReSeni:
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Piiklad 4: Vypoctéte integral f f dz dy.

23+2

Reseni:

Priklad 5: Vypoctéte integral [[ (z + y)dady, kde M je lichobé&znik s vrcholy

M
[0,0],[0,1],[1,0],[1,2]. Urcete vSechny moznosti integra¢nich mezi obou moznych
proménnych.

Reseni:
Znézornime integracni oblast M (obrazek 25).

Obrézek 25: Znazornéni mnoziny M

I) Integra¢ni meze v prvnim piipadé budou:
€ (0,1);y € (0,1 + ).
Bude platit:

1 14 1 51 14
[ [ (@+y)dyde = [ [ay+5]
0 0

0

1
—Of(%+2x+%>dx—

z3 2 1 !
5 +at+ia] =2
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IT) Ve druhém piipadé bude mit integra¢ni oblast tyto meze:
Bude platit:
1

11 1
ffx—l—y dxdy+ff r+y) dxdy—f[g—z—kyx] dy+f[ —|—yx] 1dy:
0 0 -

1 y—1
"
f( +y) dy—l—f(?)y——) dy = 2.
0
Pt¥iklad 6: Vypoctéte hodnotu integralu [[ zydz dy, kde
D
D={[z,y e R} x>+ 169> <4 Az >0Ay >0}

Regeni:
Znézornime integracni oblast D. (obrazek 26). Integra¢ni oblasti je prvni kvadrant

Y
1.5

154

Obréazek 26: Znazornéni obrazce D

elipsy. Pro urceni integra¢nich mezi muzeme vyuzit substituce na zobecnéné polarni
soufadnice. Z nerovnice z? + 16y* < 4 vyjadifme velikost hlavni a vedlejsi poloosy.

a=2;b= %
Zobecnéné polarni souradnice jsou:

T = 2pCos y;

Yy = %p sin .

Do nerovnic pro integracni oblast D dosadime zobecnéné polarn{ soutfadnice. Bude
platit:

4p2005290+%p2sin2ap <4 Apcose >0Apsing > 0.
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) T
Upravou téchto nerovnic vyjadiime integracni meze pro p a . p € (0,1); ¢ € (0, §>

Pro Jakobian dostaneme:

dr Oz .

9% 90 2cosp —2psing 2 . 9
Dp,o)=| 2 % |= . = pcos” p+ psin® p = p.
(p, #) ‘g_z g—i| Lsing  Lpcosy pcos” p + psin®p = p

Pro vypocet hodnoty integralu bude platit:

3

1 s s
ffxyda:dy:jfp3coscpsing0dpd30: %fcosg@singpdgpz %jsianodgo:
D 00 0 0

_ 1 [—cos2¢ %_1
—8[ 2 }0 T

oo

Ptiklad 7: Vypoctéte obsah obrazce D, kde D = {[z,y] € R* 3y < 2% +y* < 9y}.

ReSeni:
Znézornime integraéni oblast D (obrazek 27). Piiklad mizeme vyfesit pomoci pie-

Obréazek 27: Znazornéni obrazce D

vodu na polarni soufadnice. Integracni meze uré¢ime dosazenim polarnich soutradnic
(2.3.2) do nerovnice, ktera plati pro obrazec D.

3psing < p?sin® ¢ + p? cos? ¢ < Ypsin
Po upravé nerovnice dostaneme tento tvar:
3sinp < p < 9sinep
Z této nerovnice muzeme urcit integracni meze pro p a ¢
p € (3sinp, 9sin p); ¢ € (0, ).
Pro obsah obrazce bude platit:

7 9sine T ,79sine g
[ [ pdpde=[ [%} dy = 36 [ sin® pdp = 1870s.J.
0 3sin¢ 0 3sing 0

Obsah obrazce je 1870s.j. (obsahovych jednotek).
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Priklad 8: Vypoctéte obsah obrazce P = {[z,y] € R?; (2 + y2)2 = 8zy}.

Regeni:
Znézornime integra¢ni oblast P (obrazek 28).
Obrazec P je soumérny podle pocatku. Obsah obrazce je v prvnim kvadrantu stejny

6 5 4 3 2

-2

Obrazek 28: Znazornéni obrazce P

jako ve tretim kvadrantu. Staci tedy vypocitat obsah obrazce v prvnim kvadrantu
a hodnotu obsahu vynésobit dvéma.

Priklad muzeme vyfeSit pomoci pfevodu na polarni soutadnice. Integra¢ni meze
ur¢ime dosazenim polarnich soutadnic do nerovnice

0 < (2% + 9?)? < 8xy. Bude platit:

0 < (p?cos? ¢ + p?sin® ) < 8p?sinpcos

p? < 24/2cos psin .

Po kone¢nych tpravach budou integracni meze pro p a ¢:

p € (0,2/sin(2¢)); ¢ € (0, 3).
Pro obsah obrazce bude platit:

T 24/sin(2¢) 3 24/sin(2p)
2 [ pdpdp=2] 5]
0

%
de =2 [2sin(2¢p)dp =
0 0 0

0

jus
2

=4 [—_0052(230)} = 40s.J.

=]

Obraz obrazce je 4 0s.].
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Priklad 9: Pomoci prechodu k poldrnim soutadnicim vypoclete objem télesa ohra-
niceného plochams
=4yt gt =x, 0t +y? = 22,2 =0. [[1],5.338].

Reseni:
Znézornime integracni oblast (obrazek 29). Piiklad muzeme vyfesit pomoci prevodu

Obrézek 29: Znazornéni integracéni oblasti

na polarni souradnice. Integra¢ni meze uré¢ime dosazenim polarnich soufadnic (2.3.2)
do nerovnic
r<2?+9*a0<2?+y? <22 Bude platit:

peosp < (p? cos® o + p?sin® ) < peosp A0 < (p?cos® ¢ + p?sin® @) < 2pcos p.
Po tpravach budou integra¢ni meze pro p a ¢:
p € (cosp,2cosp); p € (0,m); Jakobian J = p

Nyni miuzeme dosadit do vztahu pro objem (2.4.2):

T 2cosp ) ) . m 2cos ¢ 3 7T 4] 2cosp
] (PPeos o+ p?sin’p) pdpdp = [ f pdpdsozf[’ﬂ dp =
0 cosy 0 cosy 0 cos
=1 Ofcos‘lgo =1 of (14 2cos(2p) + cos?(2¢)) dp = 12 [3p + sin 2 + §sinde]; =
45T |
= _—o0.j.
32

45
Objem obrazce bude 3—; 0.].
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Priklad 10: Vypoctéte objem télesa M ohraniceného plochami
r=a? 4yt =40t + 4y — 4y = %x;yzQz.

Regeni:

Téleso M je ohranifeno rotaénimi paraboloidy z = 22 +y? a 2 = 4a2? +4y?> — 4 a
rovinami y = sz a y = 2z (obrazek 30a).

Prumétem télesa M do roviny zy je oblast P ohrani¢ena pifimkami

y = tx; y = 2z a kruznicf 2? + y? = 3 (obrézek 30Db).

Rovnici kruznice jsme ziskali z priniku zadanych dvou rotac¢nich paraboloidi

2% 4+ y? = 42?4+ 4% — 4.

Vypocet pres dvojny integral:

Vzhledem k tomu, Ze oblast integrace je ¢ast kruhu (obrazek. 30b), vyhodné je vyuZzit
polarni soufadnice, vztah (2.3.2). Pro soufadnice libovolného bodu télesa M plati
tyto nerovnice:

1
4p? — 4 < z < p?; arctan <§> < <arctan2; 0 <

7

»
Yong
e

S
P | (3]
|
L
o
-

¥ Obra’zeka Obrézekb

Obrazek 30: Znazornéni télesa M

Pro objem V' bude platit:

V=[[(2*+y*— 42 — 4> +4) dedy = [[ (4 — 32> - 3y?) dody =
P P

2
V3 arctan?2

bf [ (4=3p%)pdpdp=

arctan( % )

(4 — 3p%) p ]2\ dp = (arctan2 — arctan (1)) - [4"— - 3”—}

arctan(f)
4 ; 3 .
= — arcta — ..
3 I 1 4 0.7

2
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Vypocet pres trojny integral:

Vzhledem k tomu, ze oblast integrace M je prostor mezi dvéma paraboloidy (obrazek
30a), je vyhodné vyuzit transformaci do valcovych souiadnic, vztah (3.3.1). Pro
soufadnice libovolného bodu télesa M plati tyto nerovnice:

4p2 —4<ov< p2; arctan (%) <p<arctan2; 0 < p < \/lg

Podle vztahu (3.4.1) pro objem V bude platit:

2

V3 arctan?2 p>
V=/[[[dedydz= [ [ [ pdvdedp =
M 0 arctan(%) 4p?—4
% arctan 2 % arctan 2
=/ p(p* =4p* +4) dpdp= [ [ (4-3p*)pdpdp=
0 0

arctan(%)
= { (4 — 3p2) p [p]reren? ) dp = (arctan2 — arctan (1)) - [4’)— — 3”—}

aufctan(l
4 ‘ 3 .
= —arctany|{ — | o.j.
3 1))

2
chobé&znik ma vrcholy [0, 0], [0, 1], [1, 0], [1, 2]. Hustota p(z,y) je v kazdém bodé této
desky dana funkci p(z,y) = e”.

Regeni:

Pro urceni integra¢nich mezi vyuzijeme (obrazek 25) z piikladu 5.

Integracni meze budou:

r € (0,1);y € (0,1+x).

Nyni vypoc¢itdame hmotnost m. Ve vypoc¢tu uzijeme metodu Per partes. Bude platit:

1 1+
m= [[p(x,y)dedy,= [ [ e"dydz =
M 00

= [(a:—l—l)em](l)—glﬂexdx: [(z+1)e*]g —[e*]p=2¢ —1—e+1=c.

Nyni uré¢ime t&zisté 7' podle vztahi (2.4.5) a (2.4.6). Bude platit:
1 14z 1 5 3 1 5
xo—éffxdydxz%f(x—ka?)dx:%[g—|—‘%} = —.
0 0 0 0 6e
1142 1 , 17
yg—%ffydydx—%f(“r?x”)dx—%[aﬂ—zz%—%} = —.
0 0 0 Ge

ro|2 7]
6e’ 6e
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Priklad 12: Urcete hodnotu integralu [[[ % dz dy dz, kde
Y
M={[z,y,2] ER*2>0ANy>0AN2z>0Ax+y+2z <2}

Regeni:
Mnozina M je ¢tyfstén (obrazek 31a) s podstavou trojuhelnika (obrazek 31b). Vyfesenim

4. It%
3 4
2 N
\\\
L
\'\
1 N\
\\
\\
"
N\
) ) O \\ -
2 . \*\\-‘ 0 1 2
Obrazek 31a v Obrazek 31b

Obrazek 31: Znazornéni integracni oblasti

nerovnic z > 0Ay > 0Az > 0Ax+y+ 2z <2 dostaneme tyto integracni meze:
r€(0,2);y€(0,2—1x);2€(0,2—y— ).

Pro integraci bude platit:

y 2
[ Hdedyde=1[ [(z+y)2—-z—y)dydz =
0 0 0

2
2 2—x
:%f of (22 — 2 — 2yx + 2y — y?) dydw =

0
2 372—
%f[2xy—x2y—y2x+y2—%]o dr =
0
1 2 4 2 3 1|4 23 4 2
:§f<§—l' _'_?) dx:§[§x_§+ﬁ]0:§.
0
Priklad 13: Vypoctéte objem télesa T', kde
T:{[x7y7z]€R3;0§$2+y2+22§4/\\/$2+y2SZ},

Reseni:
Téleso je ¢ast koule se sttedem v pocatku a poloméru 2, kterou z ni vytizne kuzelova

plocha z = /22 + y? (obrazek 32).

Pro vypocet objemu uzijeme pievodu na sférické soutadnice. Do nerovnic pro T
dosadime vztahy (3.3.3) a vyjadiime integratni meze pro p, ¢, 9. Bude platit:
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Obrazek 32: Znazornéni télesa T

0 < p?cos? psin? ¥ + p?sin? psin® ¥ + p? cos? ¥ < 4A
A/ p? cos? psin® 0 + p? sin® psin® 0 < pcosV
0<p?<4Atand <1
0§p§2/\0§19§£

Integra¢ni meze jsou:
€ (0,2);9 € (0, T} p € (0,2m).

Nyni dosadime do vztahu pro objem (3.4.1). Bude platit:

2

2
OprSinﬁdpdﬁdgp = gbf

2 T 16w V2 ,
:%! —cos¥]g dp = 8(—‘/7§+1)~[<p]§ = (1——) 0.J.

3 2
16 2
Objem télesa T je il (1 — £> 0.J.

V=

O =

2
[sinddvde =
0

o N
%ﬁ
O — iy

3 2

Priklad 14: Urcete moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenniho rota¢niho
valce o vysce h a poloméru r, kde osa z prochazi stfedem horni a dolni podstavy.

ReZeni:

Znézornime zadani piikladu (obrazek 33).

K vypoctu uzijeme substituce na valcové soutradnice.
Integra¢ni meze jsou:

€ (0,7);2 € (0,h); ¢ € (0,2m).

Pro vypocet momentu setrva¢nosti na osu z uzijeme vztahu (3.4.12). Protoze vélec
je homogenni bude p(z,y, z) = 1. Bude platit:
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Obrazek 33: Znazornéni piikladu 14

2w

h r h r
[ [ (p*cos? o+ p?sin® ) pdpdzde = [ [ [ pPdpdzdy
00 000

h
fd _ 4fd80 7rh7“
0 2

_
4
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5.2 Priklady s vysledky

Prlklad 1: Vypoctéte nasledujici integraly:

nyQZn )dz dy [gﬂln( ) — %]
24 ; 8 14
1f0fx2 y2in(y?) do dy [§ln(4) — 2—7}

T 2
IIT) wfif < e T 2+1> dz dy [%ln@) - %ln(?)) — arctan (%) + arctan(r)

Piiklad 2: Zménte poradi integrace
1 2x 33—z

{({f(x,y)dydx—i—{ { f(z,y)dydz. LfQS

[

2

Y

z,y)de dy]

Piiklad 3: Vypoctéte obsah plochy obrazce M, kde

3
M= {[z,y e R: 2>+ 12> <3 Az >0Ay > 0}. [7T s.7.]

Poznamka: s.j. je zkratka objemové jednotky.
Piiklad 4: Urcete hodnotu integralu [ [ (b + 2?2 + y2) dz dy, kde
D

3
D = {[x,y] € R* 2% + ¢y* = b*}. {—57;17 } .

Piiklad 5: Urcete hodnotu integralu [[[ zy?*zdxdydz, kde
M
M={[z,y,2] ER*0<2<2AN0<y<3A0<2<2}, 36] .
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Priklad 6: Vypoctéte objem télesa T', kde

114 .
35 '

T ={[z,y, 2] € R3 2z = 2®+y* Az = 42’ +4y* Ny = (z—2)*A\y = 2—2}. [—0]

Piiklad 7: Vypoctéte objem télesa M, kde
M={[z,y,z2] ER*y+2<3AN22+y* > 1A2*+y* <9A2>0;}. [2470.7].

Priklad 8: Vypoctéte hmotnost koule o poloméru 2, jejiz hustota je dana
plz, z,y) = 2 +y°.

Hmotnost koule je Eﬂ'.

5.3 Priklady bez vysledkii

Piiklad 1: Urdete hodnotu integralu [[ y(arcsinz)?dz dy, kde
M
M={[z,y) eR50<x<1Aa<y<b}

Pfiklad 2: Uréete hodnotu integralu [[ e (#H7) 4 dy, kde
M
M ={[z,y] € R* 2? + y* < 36}.

Pfiklad 3: Vypoctéte hodnotu integralu [[ xydxdy, kde
P
P={[z,y) e R* 2> +y* <INz >0Ay >0}

Priklad 4: Prepiste integracni meze:
2 2z 23—z

a) fff(x,y)dydwrif [ flz,y)dydz.

9 4—x

N

T

3
b) [ [ flz,y)dyde +
00

2 v/ 1-y?

o) [ [ flz,y)dyda.
0 0

f(z,y)dy dx.

——
o] =

Piiklad 5: Urcete integracni meze v obou moznych potfadich proménnych :
1. M je trojuhelnik s vrcholy [0, 0], [3, 0], [3, 3];

2. P je ohrani¢ena kiivkami y = 2%y = /x;
3. D je kruh zadana nerovnici 22 + y? < 25;
4. P={[z,y] € R;Z +y <1Az>0Ay>0};

Piiklad 6: Urcete hmotnost tenké desky s hustotou p(z,y) = x + y, kterd ma tvar
trojuhelnika s vrcholy [0,0], [1, 4], [1,0].
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Priklad 7: Vypoctéte objem télesa M, kde
M= {[z,y,z] ER*2z=3—x—y;x>0;y>0;2>0}.

Piiklad 8: Vypoctéte objem télesa M, kde
M={[z,y,z2] ER}y+2<3A2*+y* <1Az*+y*<4Az>0}

YV

poloméru r, kde osa z prochazi stitedem horni a dolni podstavy.
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Z.aveér

Tato diplomovéa prace byla zamétrena na zakladni teorii vicerozmérného Riemannova
integralu, jeho aplikace v ptirodnich védach a muze byt uzita i jako maléd sbirka
feSenych a nefesenych prikladii.

Integralni pocet je velice rozsahly tematicky celek vysokoskolské matematiky, proto
v této praci nebyla uvedena celad problematika vicerozmérného Riemannova inte-
gralu. Resené typové piiklady byly voleny tak, aby nebyly prilis obtizné a technicky
naroc¢né na provedeni.

Yive

sgueuv integral, k¥ivkové integraly a dalsi druhy integrali. Lebesgueuv integral na-
priklad témeér nevyzaduje, oproti Riemannovu integralu, aby integrovatelnou funkei
byla spojita funkce. V celé této prici se predpokladalo, Ze integrované funkce je spo-
jitd. Pokud by integrovana funkce nebyla spojita, byl by postup pii feseni nékterych
prikladiit mnohem komplikovanéjsi.

vvvvvv

vypocty jsem pouzil GeoGebru 4.2 a 5.0, Maple 7.00 a GNU Octave.
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