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Anotace:

Diplomová práce je v¥nována tématu vícerozm¥rný Riemann·v integrál. Cílem práce
je poskytnout p°ehledné shrnutí teorie vícerozm¥rného Riemannova integrálu, na
vhodn¥ zvolených °e²ených p°íkladech popsat základní metody výpo£tu a seznámit
s praktickým uºitím v matematice a v p°írodních v¥dách.

Summary:
The diploma thesis surveys the problematics of multidimensional Riemann integral.
The goals of the thesis are, �rstly, to provide a clear summary of the Multidi-
mensional Riemann Integration Theory, secondly, to describe the basic calculation
methods on carefully chosen examples, and, thirdly, to demonstrate its practical use
in mathematics and natural sciences in general.
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Úvod

Diplomová práce je v¥nována tématu vícerozm¥rný Riemann·v integrál.

Cílem práce je poskytnout £tená°i p°ehledné shrnutí základní teorie vícerozm¥rného
Riemannova integrálu, na vhodn¥ zvolených °e²ených p°íkladech popsat základní
metody výpo£tu a seznámit s praktickým uºitím v matematice a v p°írodních v¥-
dách.

Práce je rozd¥lena do p¥ti kapitol. V první kapitole �Historie integrálního po£tu� se
£tená° do£te o objevech významných matematik·, které byly základem pro vznik in-
tegrálního nebo-li in�nitezimálního po£tu. Druhá a t°etí kapitola seznamuje £tená°e
se zavedením a metodami výpo£tu dvojného, resp. trojného Riemannova integrálu.
Dále se v t¥chto kapitolách m·ºe £tená° do£íst o praktickém vyuºití dvojného, resp.
trojného Riemannova integrálu v matematice a v p°írodních v¥dách. To znamená:
výpo£et obsahu, objemu, hmotnosti, momentu setrva£nosti, statických moment·,
t¥ºi²t¥ a dal²ích matematických a fyzikálních aplikací. Ve £tvrté kapitole se £tená°
seznámí se zavedením a vyuºitím n-rozm¥rného Riemannova integrálu. N-rozm¥rný
Riemann·v integrál m·ºeme vyuºít v teorii relativity a kvantové fyzice. Pátá kapi-
tola slouºí jako sbírka °e²ených a ne°e²ených p°íklad·.

Tato diplomová práce by m¥la být uºite£ná v²em £tená°·m, kte°í cht¥jí pochopit
základní problematiku vícerozm¥rného Riemannova integrálu. Pro v¥t²í nároky £te-
ná°e, práce poskytuje d·leºité odkazy na literaturu, která se touto problematikou
zabývá.

U £tená°e se p°edpokládá znalost pojm· ze st°edo²kolské matematiky a znalost in-
tegrálního po£tu funkcí jedné reálné prom¥nné.

V¥ty jsou uvedeny bez d·kaz·, jelikoº d·kazy jsou u v¥t²iny z nich technicky ná-
ro£né. D·kazy je moºné vyhledat v pouºité literatu°e. �ada ilustra£ních obrázk· a
°e²ených typových p°íklad· z kapitoly druhé, t°etí a páté má £tená°i pomoci k po-
chopení teoretického výkladu.
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1 Historie Riemannova integrálu

Historie matematických v¥d sahá hluboko do minulosti. Velký rozvoj byl zazna-
menán jiº ve starov¥kém Egypt¥, Mezopotámii, v �ín¥, Indii a arabských zemích.
Matematika byla vyuºívána pro °e²ení praktických problém· nap°íklad p°i výb¥ru
daní, budování cest, p°íbytk·, chrám·, mechanismu zavlaºování p·dy, atd. Objevily
se první my²lenky výpo£tu objem· a obsah· zejména p°i vým¥°e p·dy a stavitel-
ství. Stavba pyramid, které byly z°ejm¥ postaveny kolem 3. století p°ed n.l, nám
dokazuje, ºe Egyp´ané ovládali matematické v¥dy na vysoké úrovni.

�eckými matematiky, kte°í se zabývali problematikou obsah· a objem· byli Hippo-
krates (460 � 370 p°ed n.l.), Démokritos (460 � 370 p°ed n.l.) a Eudoxos (asi 408 �
355 p°ed.n.l.). Hippokrates dokázal, ºe pom¥r obsah· dvou kruh· je roven pom¥ru
druhých mocnin jejich pr·m¥r· [citováno z [13], s.11]. Hippokrates tuto matema-
tickou úvahu vysv¥tlil tak, ºe vepsal do obou kruh· pravidelný n-mnohoúhelník a
po£et vrchol· n postupn¥ zvy²oval.

Dal²í jeho matematickou úvahou bylo, ºe kuºel m·ºe být podobn¥ �vy£erpáván� jehlany
s pravidelnou mnohoúhelníkovou základnou vepsanou do kruhové základny kuºele [ci-
továno z [13], s.11]. Spole£n¥ s Démokritem se domníval, ºe objem kuºele je jedna
t°etina válce s toutéº základnou a vý²kou [citováno z [13], s.11].

Eudoxos pomocí svojí exhaustivní (vy£erpávací) metody dokázal matematické my²-
lenky, které vyslovili Démokrates a Hippokrates. Hlavní my²lenkou této metody bylo
obsahy a objemy �rozd¥lit� na nekone£ný po£et tvar·, pro které byl obsah nebo ob-
jem známý. Eudoxos tvrdil: �Jestliºe od dané veli£iny ode£teme její £ást v¥t²í neº
její polovina a od zbytku op¥t jeho £ást v¥t²í neº jeho polovina a budeme tak £init
stále, zbude n¥jaká veli£ina, jeº bude men²í neº libovolná kladná veli£ina� [citováno
z [13], s.13]. Eudoxovu metodu vyuºil a zdokonalil Archimedes ze Syrakus (287 �
212 p°ed n.l.). Pouºil jí k výpo£tu plochy kruhu, paraboly, objemu a obsahu koule,
válce a jiných t¥les[13].

Podobné metody objevil nezávisle v �ín¥ v 3. století na²eho letopo£tu Liu Hui (Liou
Chuej 220 � 280 n.l.) a uºil je k hledání plochy kruhu. Tuto metodu pozd¥ji pouºili v
5. století Zu Chongzhi ( 429 � 500 ) a Zu Geng (450 � 520) k nalezení objemu koule[12].

Dal²í významný pokrok v integrálním po£tu u£inili aº v 16. století n¥mecký astro-
nom a matematik Johannes Kepler (1571-1630), toskánský astronom a fyzik Galileo
Galilei (1564 � 1642) a italský matematik, ºák Galilea, Bonaventura Cavalieri (1598
� 1647).V²ichni t°i ur£ovali obsahy nebo objemy pomocí sou£tu tzv. indivisibilií. �lo
o ned¥litelné £ásti (úse£ky), ze kterých se utvá°ely plo²né útvary, nebo o £ásti ploch
(nap°. kruhy), ze kterých se vytvá°ela t¥lesa [citováno z [13], s.25].
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Bonaventura Cavalieri objevil metodu ned¥litelnosti, které dnes °íkáme Cavalieriho
princip. Cavalieriho princip °íká: �kdyº dv¥ t¥lesa mají stejnou vý²ku a kdyº °ezy
rovinami, které jsou rovnob¥ºné s jejich podstavami a mají od nich stejnou vzdále-
nost, jsou takové, ºe pom¥r jejich obsah· je vºdy stejný, potom objemy t¥les mají týº
pom¥r� [citováno z [13], s.25].

Poznámka: Na obrázku 1 je nazna£eno uºití Cavalieriho principu. Blíºe se o tomto
principu m·ºe £tená° do£íst v [13] na stran¥ 23 aº 28.

Obrázek 1: Cavalieriho princip (Obrázek p°evzat z [13] s. 26)

Dal²í krok v in�nitezimálním po£tu provedli v 17. století anglický technolog a mate-
matik Isaac Barrow (1630 � 1677) a italský fyzik a matematik Evangelista Torricelli
(1608-1647), kte°í zjistili první náznaky spojení mezi integrací a diferenciací[12].

Torricelli byl zastáncem metody indivisibilií. Sou£asn¥ s ned¥litelnými úse£kami po-
uºíval i �ned¥litelné� £ásti k°ivek a jako Isaac Barrow pouºíval °ecké metody spo£í-
vající na geometrických úvahách. Tyto metody byly nep°esné [13].

Dále byly vyuºívány algebraické metody. Tyto metody vyuºili francouzský mate-
matik Pierre de Fermat (1601 � 1665), francouzský �losof, matematik a fyzik René
Descartes (1596 � 1650) a anglický matematik John Wallis (1616 - 1703). Pouºívali
je p°i hledání t¥ºi²´ t¥les, výpo£tu obsah· a objem· t¥les. Descartes vývoj in�nite-
zimálního po£tu urychlil vydáním svého díla �Géométrie�, ve které vyloºil klasickou
geometrii pomocí algebraických metod[13].

Francouzský fyzik, matematik, spisovatel a teolog Blaise Pascal (1623 � 1662) se za-
býval cykloidy. Ur£il obsah a t¥ºi²t¥ její úse£e a objem t¥lesa vzniklého rotací pomocí
této úse£e. Uv¥domil si, ºe ve²keré integrování vede k výpo£tu jistých aritmetických
sou£t· mocnin [citováno z [13], s.33].

Významný pokrok v integraci u£inili anglický fyzik, matematik a astronom Sir Isaac
Newton (1642 � 1727) a n¥mecký �losof, matematik a teolog Gottifried Wilhelm
Leibniz (1646 � 1716), nezávisle na sob¥ vytvo°ili diferenciální a integrální po£et.
Vybudovali ucelenou teorii, do které zahrnuli v²echny objevy svých p°edch·dc·[13].
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Obrázek 2: Obecná cykloida

Zatímco Newton a Leibniz provedli systematický p°ístup k integraci, jejich práce
postrádá míru p°ísnosti (rigoróznosti). Biskup Berkeley (1685 � 1753) nezapomenu-
teln¥ napadl mizející p°ír·stky uºívané Newtnonem, nazýval je �duchové zem°elých
veli£in� [12].

V devatenáctém století nastupuje období "zp°es¬ování matematické analýzy". Jed-
ním z matematik·, kte°í se v¥novali up°esn¥ní pojmu integrálu, byl francouzský
matematik Augustin Louis Cauchy (1789 � 1857). V roce 1823 Cauchy formuloval
de�nici integrálu a zabýval se jeho existencí pro pom¥rn¥ ²irokou t°ídu funkcí. Cau-
chy se snaºil pro funkci f : [a.b]→ R ur£it obsah plochy vymezené osou x, p°ímkami
x = a, x = b a grafem funkce f [citováno z [13], s.55].

Cauchyovým úmyslem bylo de�novat integrál
b∫
a

f(x)dx jako limitu sou£t· tvaru

n∑
i=1

f(xi−1)(xi − xi−1),

kdyº maximum délek �d¥licích� interval· [xi−1, xi] bude konvergovat k nule [citováno
z [13],s.56].

Obrázek 3: Cauchy·v integrální sou£et
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Integraci up°esnil n¥mecký matematik Bernhard Riemann (1826 � 1866) pomocí
limit. Riemann volí libovolný bod ξi = xi− 1 + εiδi v i-tém intervalu [xi−1, xi] v
d¥lení D intervalu [a, b] a podobn¥ jako Cauchy de�nuje integrál vztahem:

b∫
a

f(x)dx = lim
δ→0+

n∑
i=1

f(ξi)(xi−1),

kde δ znamená maximum délek δi interval· [xi−1, xi] v d¥lení D [citováno z [13], s.59,
s.60].
Cauchy pracoval se spojitou funkcí, Riemann ºádné poºadavky na funkci nem¥l. Na
(obrázku 4) je znázorn¥n Riemann·v integrální sou£et[13].

Riemann rozli²il vlastní a nevlastní ur£itý integrál. U nevlastního integrálu jde o
situaci, kdy je funkce f(x) integrovatelná mezi a+ ε a b pro jakkoli kladné ε a není

integrovatelná mezi a a b. Kdyº pak v této situaci existuje limita lim
ε→0

b∫
a+ε

f(x)dx, pak

se pod pojmem nevlastního ur£itého integrálu
b∫
a

f(x)dx rozumí práv¥ tato limita [ci-

továno z [13], s.61, s.62].

Obrázek 4: Riemann·v integrální sou£et. Obrázek p°evzat z ([13], s.60).
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Na pon¥kud jiných integrálních sou£tech a na pojmu míry je zaloºen postup, ve-
doucí k obecn¥j²ím typ·m ur£itého integrálu. Riemann·v integrál první zobecnil
francouzský matematik Henri Léon Lebesgue (1875 � 1941)[12].

Lebesgue·v integrál je obecn¥j²í neº integrál Riemann·v v tom smyslu, ºe kaºdá
funkce f , která má na intervalu [a, b] Riemann·v integrál, má rovn¥º Lebesgue·v in-
tegrál na tomto intervalu a oba integrály mají stejnou hodnotu. Opa£n¥ toto tvrzení
neplatí [citováno z [13], s.94].

Lebesgueova integrálu se vyuºívá nap°íklad v moderní teorii Fourierových °ad, pro-
story integrovatelných funkcí ve funkcionální analýze, v teorii pravd¥podobnosti,
atd. Ve dvacátém století byly zavedeny je²t¥ obecn¥j²í integrály neº je Lebesgue·v
integrál. Jde o tzv. Perron·v integrál a Denjoy·v totál[13].

První £esky napsanou u£ebnici s názvem �O po£tu integrálním�, vydanou v roce 1871,
napsal £eský matematik a spisovatel Franti²ek Josef Studni£ka (1836 � 1903). Tato
u£ebnice se prakticky v¥nuje Newtonov¥ integrálu. Dal²í £e²tí matematici, kte°í se
zabývali integrálním po£tem, byli Karel Petrov (1868-1950), Vojt¥ch Jarník (1897 �
1970), Otakar Bor·vka (1899 � 1995) a Jan Ma°ík (1920 � 1994)[13].
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2 Dvojný Riemann·v integrál

V této kapitole se £tená° seznámí se stru£ným zavedením dvojného Riemannova in-
tegrálu, jeho vlastnostmi a se základními metodami výpo£tu. V¥ty jsou uvedeny bez
d·kaz·. Pro hlub²í seznámení s dvojným Riemannovým integrálem a dal²ími pojmy
této kapitoly, v£etn¥ d·kaz· jednotlivých v¥t, doporu£uji £tená°i literaturu [2], [4],
[5], [8], [9], [11], [15].

2.1 Zavedení dvojného Riemannova integrálu

M¥jme spojitou funkci f : R2 → R omezenou na dvojrozm¥rném uzav°eném inter-
valu I = 〈a, b〉 × 〈c, d〉, kde a, b, c, d ∈ R; a < b, c < d, pak musí existovat £íslo
l ∈ R+ takové, ºe pro kaºdé (x, y) ∈ I je |f(x, y)| ≤ l.

Vytvo°me libovolné d¥lení
Dx : a = x0 < x1 < x2 < ... < xm = b
Dy : c = y0 < y1 < y2 < ... < ym = d

interval· 〈a, b〉 a 〈c, d〉.

Pro libovolná d¥lení Dx a Dy de�nujme d¥lení D = (Dx, Dy) intervalu jako systém
uzav°ených dvojrozm¥rných interval·

Imn = 〈xm−1, xm〉 × 〈yn−1, yn〉, kde m ∈ {1, ..., r}, n ∈ {1, ..., p},

a ozna£me

λ(Imn) = (xm − xm−1).(yn − yn−1)

obsahy obdélník· Imn (obrázek 5).
Pro kaºdé takovéto d¥lení D intervalu I de�nujeme sou£ty

s(D) =
r∑

m=1

p∑
n=1

inf
(x,y)∈Imn

f(x, y).(λImn),

S(D) =
r∑

m=1

p∑
n=1

sup
(x,y)∈Imn

f(x, y).(λImn),

kde s(D) je dolní sou£et a S(D) je horní sou£et a pomocí nich dolní a horní dvojný
Riemann·v integrál funkce f na intervalu I∫∫

I

f(x, y)dxdy = sup{s(D); D je d¥lení I },∫∫
I

f(x, y)dxdy = inf{S(D); D je d¥lení I }.
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Obrázek 5: znázorn¥ní obsahu obdélník· Imn

�íkáme, ºe funkce f je na intervalu I (Riemannovsky) integrovatelná, platí-li∫∫
I

f(x, y)dxdy =
∫∫
I

f(x, y)dxdy.

Tuto spole£nou hodnotu pak zna£íme
∫∫
I

f(x, y)dxdy a nazýváme dvojným Rie-

mannovým integrálem funkce f na intervalu I.

Dvojný integrál m·ºeme de�novat i pro jiné obory neº je obdélník.
Nech´ O je "uzav°ený obdélník", který obsahuje uzav°enou oblast M . Jestliºe v O
de�nujeme funkci g(x, y) tak, ºe

g(x) =

{
f(x, y), (x, y) ∈M,
0; (x, y) /∈M,

pak

∫∫
M

f(x, y)dxdy
def.
=
∫∫
I

g(x, y)dxdy.

Pro m¥°itelnou oblast platí: Je-li funkce f spojitá na uzav°ené m¥°itelné oblasti
M ⊂ R2, pak je f integrovatelná na M .

Poznámka: M¥°itelná oblast je oblast, která má kone£ný obsah.

Nech´ 4Mi je element m¥°itelné integra£ní oblasti M ⊂ R2 a D její d¥lení, které
m·ºeme vytvo°it z element· 4Mi. Normou v(D) kaºdého takového d¥lení D mno-
ºiny M nazveme nejv¥t²í z obsah· 4Si > 0. Funkce f(x, y) je pak integrovatelná
na m¥°itelné integra£ní oblasti M ⊂ R2, práv¥ kdyº k libovolnému a > 0 existuje
b > 0 takové, ºe pro libovolné d¥lení D mnoºiny M s normou d¥lení v(D) < b pro
sou£et

k∑
i=1

f(αi, βi)∆Si,
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platí

|S −
∫∫
M

f(x, y)dxdy| < a.

Poznámka: Pokud je daná funkce na M integrovatelná, platí:∫∫
M

f(x, y)dxdy ∼=
k∑
i=1

f(αi, βi)∆Si.

2.2 Vlastnosti dvojného Riemannova integrálu

V této podkapitole jsou uvedeny základní vlastnosti dvojného Riemannova integrálu
bez d·kaz·. Podrobn¥j²í teorii v£etn¥ d·kaz·, m·ºe £tená° najít v této literatu°e
[4], [11].

V¥ta 2.2.1.: Je-li f(x, y) = c, c ∈ R pro v²echna [x, y] ∈M, pak∫∫
M

f(x, y)dxdy = c ·m(M), kde m(M) je míra mnoºiny M .

Poznámka: Míra mnoºiny je pojem, který zobec¬uje pojem obsah mnoºiny. U Rie-
mannova integrálu pracujeme s Joradanovou teroií míry. Více je uvedeno v literatu°e
[4], [5].

V¥ta 2.2.2.: Je-li m(M) = 0 pro omezenou funkci f, pak
∫∫
M

f(x, y)dxdy = 0.

V¥ta 2.2.3.: Jsou-li f1, f2 funkce integrovatelné na mnoºin¥ M , pak jsou integro-
vatelné i funkce c1f1 + c2f2, kde c1, c2 ∈ R. To znamená:∫∫

M

(c1f1(x, y)dxdy + c2f2(x, y)dxdy) = c1
∫∫
M

f1(x, y)dxdy + c2
∫∫
M

f2(x, y)dxdy.

Poznámka: Tuto vlastnost ozna£ujeme jako linearitu integrálu.

V¥ta 2.2.4.: Jsou-li f1, f2 funkce integrovatelné na mnoºin¥ M a pro v²echna
[x, y] ∈M platí f1(x, y) ≤ f2(x, y), pak platí∫∫

M

f1(x, y)dxdy ≤
∫∫
M

f2(x, y)dxdy.

Poznámka: Této vlastnosti °íkáme monotonie dvojného integrálu.

V¥ta 2.2.5.: Je-li funkce f integrovatelná na mnoºin¥ M a existuje m¥°itelná mno-
ºina E, E ⊆M , pak je funkce f také integrovatelná na E.
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V¥ta 2.2.6.: Je-li funkce f integrovatelná na mnoºin¥ M a E, pak je funkce f
integrovatelná na M ∪ E. Pokud M ∩ E = ∅, pak∫∫

M∪E
f(x, y)dxdy =

∫∫
M

f(x, y)dxdy +
∫∫
E

f(x, y)dxdy.

V¥ta 2.2.7.: Je-li funkce f : M → R omezená a spojitá pro v²echna [x, y] ∈ M \E,
kde M je mnoºina m¥°itelná a m(E) = 0, pak funkce f je na M integrovatelná.

2.3 Metody výpo£tu dvojného Riemannova integrálu

V této podkapitole jsou na °e²ených p°íkladech vysv¥tleny základní metody výpo£tu
dvojného Riemannova integrálu. Pro bliº²í seznámení s t¥mito metodami se m·ºe
£tená° podívat do literatury [2], [4], [5], [8], [9], [11], [15].

2.3.1 Výpo£et p°es obdélník

Necht' f : M → R;M ⊂ R2; a, b, c, d ∈ R a platí
M = {[x, y] ∈ R2; a ≤ x ≤ b; c ≤ y ≤ d}. P°edpokládejme, ºe f je na mnoºin¥ M

integrovatelná a pro v²echna x ∈ 〈a, b〉 existuje funkce I(x) =
d∫
c

f(x, y) dy.

Pak funkce I : 〈a, b〉 → R je na 〈a, b〉 integrovatelná a platí:

b∫
a

I(x) dx =
∫∫
M

f(x, y) dx dy.

Poznámka:
Pokud je f spojitá, jsou spln¥ny p°edpoklady této v¥ty automaticky.
Analogicky m·ºeme °íci, ºe pokud za stejných p°edpoklad· pro ∀y ∈ 〈c, d〉 existuje

funkce I(y) =
b∫
a

f(x, y) dx. Pak funkce I : 〈c, d〉 → R je na 〈c, d〉 integrovatelná. To

znamená, ºe platí:

d∫
c

I(y) dy =
∫∫
M

f(x, y) dx dy.

Úmluva: Dvojný integrál budeme zapisovat v t¥chto tvarech:∫∫
M

f(x, y) dx dy =
b∫
a

(
d∫
c

f(x, y) dy

)
dx =

d∫
c

(
b∫
a

f(x, y) dx

)
dy.

Na obrázku 6 je znázorn¥na mnoºina M .
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Obrázek 6: Znázorn¥ní mnoºiny M

P°íklad 1: Integrujte v obou po°adích:

∫∫
M

(x3 + 1 + y2) dx dy; M = {[x, y] ∈ R; 0 ≤ x ≤ 3, 1 ≤ y ≤ 3}.

�e²ení:
Mnoºinu M znázorníme v sou°adnicovém systému x, y (obrázek 7).

Obrázek 7: Znázorn¥ní mnoºiny M

Ur£íme meze integrálu x ∈ 〈0, 3〉, y ∈ 〈1, 3〉.
Máme dva zp·soby integrace:
a) Prvn¥ integrujeme podle prom¥nné y a poté integrujeme podle prom¥nné x:∫∫

M

(x3 + 1 + y2) dx dy =
3∫
0

3∫
1

(x3 + 1 + y2) dx dy =
3∫
0

[
x3y + y + y3

3

]3
1

dx =

=
3∫
0

(
3x3 + 3 + 9−

(
x3 + 1 + 1

3

))
dx =

3∫
0

(
2x3 + 32

3

)
dx =

=
[
x4

2
+ 32

3
x
]3
0

=
145

2
.

b) Prvn¥ integrujeme podle prom¥nné x a poté integrujeme podle prom¥nné y:∫∫
M

(x3 + 1 + y2) dx dy =
3∫
1

3∫
0

(x3 + 1 + y2) dx dy =
3∫
1

[
x4

4
+ x+ y2x

]3
0

dy =

=
3∫
1

(
81
4

+ 3 + 3y2
)

dy =
3∫
1

(
93
4

+ 3y2
)

dy =
[
93
4
y + y3

]3
1

=
145

2
.
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2.3.2 Výpo£et p°es �k°ivo£arý obdélník� a Fubiniova V¥ta

Nech´ M je uzav°ená elementární oblast typu [x, y], která je popsána nerovnicemi:
a ≤ x ≤ b,

ϕ1(x) ≤ y ≤ ϕ2(x).

Nech´ I = 〈a, b〉 × 〈c, d〉, kde

c ≤ inf
x∈〈a,b〉

ϕ1(x), sup
x∈〈a,b〉

ϕ2(x) ≤ d.

Interval I obsahuje mnoºinu M . (Obrázek 8).

Obrázek 8: Znázorn¥ní oblasti M a intervalu I

V¥ta 2.3.2.1. (Zobecn¥ná Fubiniova v¥ta): Nech´ funkce f(x, y) je integrova-
telná na mnoºin¥ M , která je obsaºena v intervalu I = 〈a, b〉× 〈c, d〉. Existuje-li pro

kaºdé £íslo x ∈ 〈a, b〉 integrál
ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy, pak existuje integrál

I1 =
b∫
a

[
ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y)dy

]
dx a platí:

I1 =
∫∫
M

f(x, y) dx dy =
b∫
a

[
ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy

]
dx.

Poznámka: V¥tu 2.3.2.1. je moºné vyslovit i pro oblast typu [y, x], tj. je-li oblast
M dána nerovnicemi

c ≤ y ≤ d,
ϕ1(y) ≤ x ≤ ϕ2(y).

Existuje-li pro kaºdé £íslo y ∈ 〈c, d〉 integrál
ϕ2(y)∫
ϕ1(y)

f(x, y) dx, pak existuje integrál

I2 =
d∫
c

[
ϕ2(y)∫
ϕ1(y)

f(x, y) dx

]
dy a platí:
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I2 =
∫∫
M

f(x, y) dx dy =
d∫
c

[
ϕ2(y)∫
ϕ1(y)

f(x, y) dx

]
dy.

P°íklad 2: Integrujte v obou po°adích
∫∫
M

x2 dx dy. Oblast M je ohrani£ena k°iv-

kami: y = x2; y = 3x.

�e²ení:
Nejprve znázorníme integra£ní oblast M (obrázek 9).

Obrázek 9: Znázorn¥ní integra£ní oblasti M

Z obrázku 9 je vid¥t, ºe pro ohrani£ení integra£ní oblasti M platí:

x2 ≤ y ≤ 3x, 0 ≤ x ≤ 3.

Pak ∫∫
M

x2 dx dy =
3∫
0

3x∫
x2
x2 dx dy =

=
3∫
0

[x2y]
3x
x2 dx =

3∫
0

(3x3 − x4) dx =
[
3
4
x4 − x5

5

]3
0

= 12, 15.

Zam¥níme-li po°adí integrace, dostaneme:

∫∫
M

x2 dx dy =
9∫
0

√
y∫

y
3

x2 dx dy =
9∫
0

[
x3

3

]√y
y
3

dy

=
9∫
0

(√
y3

3
− y3

81

)
dy =

[
2
15

√
y5 − y4

324

]9
0

= 12, 15.
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P°íklad 3: Vypo£t¥te integrál
∫∫
M

(x + y) dx dy, kde oblast M je ohrani£ena k°iv-

kami: y = 1
4
x; y = 8x; xy

4
= 1 a nerovnicí x ≥ 0.

�e²ení:
Znázorníme integra£ní oblast M (obrázek 10).

Obrázek 10: Znázorn¥ní integra£ní oblasti M

Integra£ní oblast typu [x, y] m·ºeme rozd¥lit na dv¥ £ásti M1, M2. Z obrázku 10 je
vid¥t, ºe pro ohrani£ení integra£ní oblasti platí:

M1 : 0 ≤ x ≤ 1√
2
; 1
4
x ≤ y ≤ 8x

M2 : 1√
2
≤ x ≤ 4; 1

4
x ≤ y ≤ 4

x
.

Pak

∫∫
M

(x+ y)dx dy =

1√
2∫

0

8x∫
x
4

(x+ y)dx dy +
4∫
1√
2

4
x∫
x
4

(x+ y) dx dy =

=

1√
2∫

0

[
xy + y2

2

]8x
x
4

dx+
4∫
1√
2

[
xy + y2

2

] 4
x

x
4

dx =

1√
2∫

0

(
8x2 + 32x2 − x2

4
− x2

32

)
dx+

+
4∫
1√
2

(
4 + 8

x2
− x2

4
− x2

32

)
dx =

[
1271
96
x3
] 1√

2

0 +
[
4x− 8

x
− 3

32
x3
]4

1√
2

=
28
√

2

3
+ 8.
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2.3.3 Substituce ve dvojném integrálu

V¥ta 2.3.3.1.: Nech´ uzav°ená oblastN (prom¥nných u, v) se zobrazí pomocí rovnic
x = x(u, v); y = y(u, v) vzájemn¥ jednozna£n¥ na uzav°enou oblastM (prom¥nných
x, y). Nech´ funkce x(u, v) a y(u, v) mají v N spojité první parciální derivace a nech´
Jacobi·v determinant (Jakobián)

D(u, v) =

∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂u

∣∣∣∣
je v N r·zný od nuly. Nech´ funkce f(x, y) je v oblasti M , pak platí:∫∫

M

f(x, y) dx dy =

∫∫
N

f(x(u, v), y(u, v))|D(u, v)| du dv, (2.3.1)

jakmile jeden z integrál· existuje.

Substituce pomocí polárních sou°adnic

Nej£ast¥ji se jako substituce ve dvojném integrálu pouºívá transformace na polární
sou°adnice. Pro transformaci polárních sou°adnic na kartézské platí tyto vztahy:

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, (2.3.2)

kde
ρ ∈ (0, ρ0), ϕ ∈ (0, 2π).

V¥ta 2.3.3.2.:Nech´ uzav°ená oblastN (prom¥nných ρ, ϕ) se zobrazí pomocí rovnic
x = x(ρ, ϕ), y = y(ρ, ϕ) vzájemn¥ jednozna£n¥ na uzav°enou oblastM (prom¥nných
x, y). Nech´ funkce x(ρ, ϕ), y(ρ, ϕ) mají v N spojité první parciální derivace a nech´
Jacobi·v determinant

D(ρ, ϕ) =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂ρ

∂x
∂ϕ

∂y
∂ρ

∂y
∂ϕ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cosϕ −ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

∣∣∣∣ = ρ ≥ 0.

Nech´ funkce f(x, y) je v oblasti M , pak platí:∫∫
M

f(x, y) dx dy =
∫∫
N

f(x(ρ, ϕ), y(ρ, ϕ))|D(ρ, ϕ)| dρ dϕ =

=
∫∫
N

f(x(ρ cosϕ, ρ sinϕ)ρ dρ dϕ,

jakmile jeden z integrál· existuje.
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P°íklad 4: Vypo£t¥te integrál
∫∫
M

(x+ 1) dx dy, kde oblast M je dána t¥mito nerov-

nicemi: x2 + y2 ≤ 16, y ≥ |x|.

�e²ení:
Znázorníme integra£ní oblast M (Obrázek 11).

Obrázek 11: Znázorn¥ní integra£ní oblasti M

Pro polární sou°adnice dané vztahem (2.3.2) pro oblast M platí:

ρ ∈ 〈0, 4〉, ϕ ∈ 〈π
4
,
3π

4
〉.

Pak

∫∫
M

(x+ 1) dx dy =

3π
4∫
π
4

4∫
0

(ρ cosϕ+ 1)ρ dρ dϕ =

3π
4∫
π
4

4∫
0

ρ2 cosϕ dρ dϕ+

3π
4∫
π
4

4∫
0

ρ dρ dϕ =

=

3π
4∫
π
4

cosϕ
[
ρ3

3

]4
0

dϕ+

3π
4∫
π
4

[
ρ2

2

]4
0

dϕ = 64
3

3π
4∫
π
4

cosϕ dϕ+ 8

3π
4∫
π
4

dϕ =

= 64
3

[sinϕ]
3π
4
π
4

+ 8 [ϕ]
3π
4
π
4

= 4π.

Substituce do zobecn¥ných polárních sou°adnic

Substituce do zobecn¥ných polárních sou°adnic se pouºívá u dvojného integrálu,
pokud hranice oblasti p°es který integrujeme, má eliptický tvar. Pro transformaci
zobecn¥ných polárních sou°adnic na kartézské platí tyto vztahy:

x = aρ cosϕ, y = bρ sinϕ, (2.3.3)
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kde a, b > 0, a, b ∈ R jsou poloosy elipsy a ρ ∈ (0, ρ0), ϕ ∈ (0, 2π).

V¥ta 2.3.3.3.:Nech´ uzav°ená oblastN (prom¥nných ρ, ϕ) se zobrazí pomocí rovnic
x = x(ρ, ϕ), y = y(ρ, ϕ) vzájemn¥ jednozna£n¥ na uzav°enou oblastM (prom¥nných
x, y). Nech´ funkce x(ρ, ϕ), y(ρ, ϕ) mají v N spojité první parciální derivace a nech´
Jacobi·v determinant

D(ρ, ϕ) =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂ρ

∂x
∂ϕ

∂y
∂ρ

∂y
∂ϕ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a cosϕ −aρ sinϕ
b sinϕ bρ cosϕ

∣∣∣∣ = abρ ≥ 0.

Nech´ funkce f(x, y) je v oblasti M , pak platí:∫∫
M

f(x, y) dx dy =
∫∫
N

f(x(ρ, ϕ), y(ρ, ϕ))|D(ρ, ϕ)| dρ dϕ =

=
∫∫
N

f(x(aρ cosϕ, bρ sinϕ)abρ dρ dϕ,

jakmile jeden z integrál· existuje.

P°íklad 5: Vypo£t¥te integrál
∫∫
M

(x+y) dx dy, kde oblast M je dána t¥mito nerov-

nicemi: x
2

16
+ y2 ≤ 1; 0 ≤ 4y ≤ x.

�e²ení:
Znázorníme integra£ní oblast M (Obrázek 12).

Obrázek 12: Znázorn¥ní integra£ní oblasti M

Pro transformaci do zobecn¥ných polárních sou°adnic na kartézské platí tyto vztahy:

x = aρ cosϕ = 4ρ cosϕ,
y = bρ sinϕ = ρ sinϕ.

Pro ur£ení meze integrálu pro ϕ, dosa¤me vztahy pro transformaci zobecn¥ných
polárních sou°adnic na kartézské do nerovnice 0 ≤ 4y ≤ x, to znamená:

0 ≤ 4ρ sinϕ ≤ 4ρ cosϕ
tan(ϕ) ≤ 1

ϕ ∈ 〈0, π
4
〉.
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Pro ur£ení meze integrálu pro ρ, dosa¤me vztahy pro transformaci zobecn¥ných
polárních sou°adnic na kartézské do nerovnice x2

16
+ y2 ≤ 1, to znamená:

16ρ2 cos2 ϕ
16

+ ρ2 sin2 ϕ ≤ 1
ρ2 ≤ 1

a z podmínky pro ρ ≥ 0 platí ρ ∈ 〈0, 1〉.
Pro Jakobián dostaneme:

D(ρ, ϕ) =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂ρ

∂x
∂ϕ

∂y
∂ρ

∂y
∂ϕ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 4 cosϕ −4ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

∣∣∣∣ = 4ρ.

Pak ∫∫
M

(x+ y) dx dy =

π
4∫
0

1∫
0

(4ρ cosϕ+ ρ sinϕ) 4 ρdρ dϕ =

=

π
4∫
0

1∫
0

(4 cosϕ+ sinϕ) 4 ρ2dρ dϕ =
[
4ρ3

3

]1
0

π
4∫
0

(4 cosϕ+ sinϕ) dϕ =

= 4
3

[4 sinϕ− cosϕ]
π
4
0 = 2

√
2 +

4

3
.

2.4 Aplikace dvojného Riemannova integrálu

V této podkapitole seznamuji £tená°e s aplikacemi dvojného Riemannova integrálu.
�tená° se s touto problematikou m·ºe nap°íklad seznámit v této literatu°e [3], [5], [6].

2.4.1 Výpo£et obsahu uzav°ené oblasti

Nech´ existuje uzav°ená oblast M , leºící v rovin¥ x, y, pak pro obsah S platí:

S =

∫∫
M

dx dy. (2.4.1)

P°íklad 6: Vypo£t¥te obsah pravoúhlého trojúhelníka, který je v kartézském sys-
tému sou°adnic dán t¥mito body: A [0, 0]; B [4, 0]; C [0, 5].
Výsledek udejte v cm2.

�e²ení:
Zadaný útvar m·ºeme zobrazit pomocí programu GeoGebra (obrázek 13).

Nyní ur£íme meze integra£ní oblasti.
x ∈ 〈0; 4〉,

y ∈ 〈0; 5− 5
4
x〉.
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Obrázek 13: Zobrazení útvaru

Výsledný obsah útvaru bude:

S =
∫∫
M

dx dy =
4∫
0

dx
5− 5

4
x∫

0

dy =
4∫
0

(
5− 5

4
x
)

dx =
[
5x− 5x2

8

]4
0

= 10 cm2.

P°íklad 7: Pomocí substituce na polární sou°adnice odvo¤te vztah pro výpo£et
obsahu kruhu.

�e²ení:
V programu GeoGebra znázorníme kruh s polom¥rem r (obrázek 14). Tuto integra£ní
oblast výhodn¥ vyjád°íme polárními sou°adnicemi ϕ a ρ.

Obrázek 14: Zobrazení integra£ní oblasti

Je vid¥t, ºe meze integra£ní oblasti jsou:

ρ ∈ 〈0; r〉, kde r je polom¥r kruhu,
ϕ ∈ 〈0; 2π〉.

Pro výsledný obsah kruhu platí:

S =
∫∫
M

dx dy =
2π∫
0

dϕ
r∫
0

ρ dρ =
2π∫
0

r2

2
dϕ = r2

2
[ϕ]2π0 = πr2.

23



2.4.2 Výpo£et objemu t°írozm¥rného t¥lesa

Objem t¥lesa ohrani£eného shora spojitou funkcí f(x, y), zdola rovinou z = 0 a ze
stran plochou, která vytíná v rovin¥ z = 0 m¥°itelnou oblast M je daný vztahem:

V =

∫∫
M

f(x, y) dx dy. (2.4.2)

P°íklad 8: Vypo£t¥te objem t¥lesa vymezeného plochami
f(x, y) = x2 + y2; x+ 2y = 6; x = 0; y = 0; z = 0.

�e²ení:
Znázorníme integra£ní oblast, která je ohrani£ena k°ivkami x+ 2y = 6; x = 0; y = 0
(obrázek 15).

Obrázek 15: Znázorn¥ní integra£ní oblasti

Ur£íme meze integra£ní oblasti. Integra£ní oblast má tyto meze:

x ∈ 〈0, 6〉,
y ∈ 〈0, 6−x

2
〉.

Pro objem V bude platit:

V =
∫∫
M

f(x, y) dx dy =
6∫
0

3−x
2∫

0

(x2 + y2) dy dx =
6∫
0

[
x2y + y3

3

]3−x
2

0
dx =

=
6∫
0

(−13
24
x3 + 15

4
x2 − 9

2
x+ 9)dx =

[
−13

96
x4 + 5

4
x3 − 9

4
x2 + 9x

]6
0

=
135

2
o.j.

Poznámka: Zkratka o.j. je objemová jednotka.
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2.4.3 Ur£ení t¥ºi²t¥ rovinných t¥les

T¥ºi²t¥ t¥lesa je p·sobi²t¥ tíhové síly. T¥ºi²t¥ t¥lesa m·ºeme ur£it experimentáln¥,
nap°íklad zav¥²ováním, jako pr·se£ík t¥ºnic. T¥ºi²t¥ t¥lesa m·ºeme ur£it také ma-
tematicky. Pomocí dvojného Riemannova integrálu m·ºeme ur£it nap°íklad t¥ºi²t¥
rovinné desky.

T¥ºi²t¥ rovinné desky:
Nech´ x0, y0 jsou sou°adnice t¥ºi²t¥ rovinné desky M a ρ = ρ(x, y) je její hustota
v bod¥ [x, y], pak platí:

x0 =
Sy
m

=
1

m

∫∫
M

xρ(x, y) dx dy, (2.4.3)

y0 =
Sx
m

=
1

m

∫∫
M

yρ(x, y) dx dy, (2.4.4)

kde m =
∫∫
M

ρ(x, y) dx dy je celková hmotnost rovinné desky, Sx je statický moment

vzhledem k ose x a Sy je statický moment vzhledem k ose y.

Je-li deska homogenní, pak ρ(x, y) = 1. Pro t¥ºi²t¥ homogenní desky bude platit:

x0 =
Sy
m

=
1

m

∫∫
M

x dx dy, (2.4.5)

y0 =
Sx
m

=
1

m

∫∫
M

y dx dy, (2.4.6)

kde Sx je statický moment vzhledem k ose x a Sy je statický moment vzhledem
k ose y.

Poznámka: Homogenní t¥leso je t¥leso, které má ve v²ech £ástech stejné vlastnosti
(stejná hustota, stejné rozmíst¥ní £ástic, atd.).
Statický moment je sou£in síly a nejkrat²ího kolmého ramene síly.
Blíºe se £tená° m·ºe do£íst o ur£ení t¥ºi²t¥ t¥les nap°íklad v [3].

P°íklad 9: Ur£ete polohu t¥ºi²t¥ homogenní polokruhové a kruhové desky o polo-
m¥ru r.

�e²ení:
Nejprve se zam¥°íme na ur£ení t¥ºi²t¥ polokruhové desky. Homogenní polokruhovou
desku znázorníme v programu GeoGebra (obrázek 16). P°íklad budeme °e²it pomocí
substituce na polární sou°adnice.
Meze pro polovinu kruhu v polárních sou°adnicích (2.3.2) tedy jsou:

ρ ∈ 〈0; r〉, kde r je polom¥r polokruhové desky;
ϕ ∈ 〈0; 2π〉.
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Obrázek 16: Zobrazení polokruhové desky

Dále ur£íme hmotnost desky. Pro hmotnost m desky bude platit:

m =
∫∫
M

ρ(x, y) dx dy =
π∫
0

r∫
0

ρ dρ dϕ =
π∫
0

[
ρ2

2

]r
0

dϕ = r2

2

π∫
0

dϕ =
πr2

2
.

Nyní ur£íme t¥ºi²t¥ T [x0, y0]:

x0 = 1
m

∫∫
M

x dx dy = 2
πr2

π∫
0

r∫
0

ρ2 cosϕ dρ dϕ = 2
πr2

π∫
0

[
ρ3

3

]r
0

cosϕ dϕ = 2
3π
r [sinϕ]π0 = 0

y0 = 1
m

∫∫
M

y dx dy = 2
πr2

π∫
0

r∫
0

ρ2 sinϕ dρ dϕ = 2
πr2

π∫
0

[
ρ3

3

]r
0

sinϕ dϕ =

= 2
3π
r [− cosϕ]π0 =

4

3π
r.

Sou°adnice t¥ºi²t¥ pro polokruhovou desku jsou T =

[
0,

4

3π
r

]
.

Sou°adnice t¥ºi²t¥ pro kruhovou desku jsou T = [0, 0]. Výpo£et ponecháme £tená°i
jako cvi£ení.

2.4.4 Ur£ení momentu setrva£nosti rovinných t¥les

Moment setrva£nosti je fyzikální veli£ina, která vyjad°uje míru setrva£nosti t¥lesa
p°i otá£ivém pohybu. Její velikost závisí na rozloºení hmoty v t¥lese vzhledem k ose
otá£ení. Jednotkou momentu setrva£nosti je kg.m2.

Moment setrva£nosti tuhého t¥lesa m·ºeme ur£it jednoduchým Riemannovým inte-
grálem

I =

∫
(m)

r2 dm, (2.4.7)

kde r je vzdálenost hmotnostního elementu dm od osy rotace (obrázek 17).

Dvojný Riemann·v integrál m·ºeme uºít k ur£ení momentu setrva£nosti rovinného
t¥lesa (nap°íklad rovinné desky M). Pokud je hmota spojit¥ rozloºená, platí tyto
vztahy:

26



Obrázek 17: Moment setrva£nosti tuhého t¥lesa

Ix =

∫∫
M

y2ρ(x, y) dx dy, (2.4.8)

Iy =

∫∫
M

x2ρ(x, y) dx dy, (2.4.9)

Ip =

∫∫
M

(
x2 + y2

)
ρ(x, y) dx dy, (2.4.10)

kde Ix je moment setrva£nosti vzhledem k ose x, Iy je moment setrva£nosti vzhle-
dem k ose y, Ip je moment setrva£nosti vzhledem k po£átku (tzv. polární moment),
ρ(x, y) je hustota materiálu.

Poznámka: Jedná-li se o homogenní rovinné t¥leso je ρ(x, y) = 1.
Blíºe se £tená° m·ºe do£íst o ur£ení momentu setrva£nosti v [3] nebo v n¥jaké dal²í
vysoko²kolské u£ebnici fyziky.

P°íklad 10: Ur£ete polární moment tenkého homogenního kotou£e o polom¥ru r.
Hmota v kotou£i je spojit¥ rozloºena.

�e²ení:
Kotou£ je znázorn¥n na obrázku 18. P°íklad budeme °e²it pomocí substituce na po-
lární sou°adnice, vztah (2.3.2).
Meze pro ρ a ϕ jsou:

ρ ∈ 〈0, r〉, kde r je polom¥r kotou£e,
ϕ ∈ 〈0, 2π〉.
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Obrázek 18: Moment setrva£nosti kotou£e

Pro polární moment bude platit:

Ip =
∫∫
M

(x2 + y2) ρ(x, y) dx dy =
2π∫
0

r∫
0

(
ρ2 sin2 ϕ+ ρ2 cos2 ϕ

)
ρ dρ dϕ =

=
2π∫
0

r∫
0

ρ3 dρ dϕ = r4

4

2π∫
0

dϕ =
r4

2
π.
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3 Trojný Riemann·v integrál

V této kapitole se £tená° seznámí se stru£ným zavedením trojného Riemannova in-
tegrálu, jeho vlastnostmi a se základními metodami výpo£tu. Pro hlub²í seznámení
s trojným Riemannovým integrálem a dal²ími pojmy této kapitoly doporu£uji £te-
ná°i literaturu [2], [4], [5], [8], [9], [11], [15].

3.1 Zavedení trojného Riemannova integrálu

Trojný Riamann·v integrál lze zavést zcela analogicky jako dvojný Riamann·v in-
tegrál, s jediným rozdílem, ºe obdélníkovou sí´ nahradíme kvádrovou, (obrázek 19).

Obrázek 19: Kvádrová sí´

M¥jme funkci f : R3 → R omezenou na trojrozm¥rném uzav°eném intervalu
I = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 × 〈e, g〉, kde a, b, c, d, e, g ∈ R; a < b, c < d, e < g, pak musí
existovat £íslo l ∈ R+ takové, ºe pro kaºdé (x, y, z) ∈ I je |f(x, y, z)| ≤ l.

Vytvo°me libovolné d¥lení Dx : a = x0 < x1 < x2 < ... < xm = b,
Dy : c = y0 < y1 < y2 < ... < ym = d,Dz : e = z0 < z1 < z2 < ... < zm = g interval·
〈a, b〉, 〈c, d〉 a 〈e, g〉.
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Pro libovolná d¥lení Dx, Dy, Dz de�nujme d¥lení D = (Dx, Dy, Dz) intervalu jako
systém uzav°ených trojrozm¥rných interval· Imno = 〈xm−1, xm〉×
×〈yn−1, yn〉 × 〈xo−1, xo〉, kde m ∈ {1, ..., r}, n ∈ {1, ..., p}, o ∈ {1, ..., t}, a ozna£me
λ(Imno) = (xm − xm−1).(yn − yn−1).(zo − zo−1) objemy kvádr· Imno.

Pro kaºdé takovéto d¥lení D intervalu I de�nujeme sou£ty

s(D) =
r∑

m=1

p∑
n=1

t∑
o=1

inf
(x,y,z)∈Imno

f(x, y, z).(λImno),

S(D) =
r∑

m=1

p∑
n=1

t∑
o=1

sup
(x,y,z)∈Imno

f(x, y, z).(λImno),

kde s(D) je dolní sou£et a S(D) je horní sou£et. Pomocí t¥chto sou£t· de�nujeme
trojný Riemann·v integrál funkce f na intervalu I∫∫∫

I

f(x, y, z) dx dy dz = sup{s(D); D je d¥lení I },∫∫∫
I

f(x, y, z) dx dy dz = inf{S(D); D je d¥lení I }.

�ekneme, ºe funkce f je na intervalu I (Riemannovsky) integrovatelná, platí-li∫∫∫
I

f(x, y, z) dx dy dz =
∫∫∫
I

f(x, y, z) dx dy dz.

Tuto spole£nou hodnotu pak zna£íme
∫∫∫
I

f(x, y, z) dx dy dz a nazýváme trojným

Riemannovým integrálem funkce f na intervalu I.

Trojný integrál m·ºeme de�novat i pro jiné obory neº je kvádr.
Nech´ K je "uzav°ený kvádr", který obsahuje uzav°enou oblast M . Jestliºe v K
de�nujeme funkci g(x, y, z) tak, ºe

g(x) =

{
f(x, y, z); (x, y, z) ∈M,
0; (x, y, z) /∈M,

pak

∫∫∫
M

f(x, y, z) dx dy dz
def.
=
∫∫∫
I

g(x, y, z) dx dy dz.

Pro m¥°itelnou oblast, platí: Je-li funkce f spojitá na uzav°ené m¥°itelné oblasti
M ⊂ R3, pak je f integrovatelná na M .

Poznámka: M¥°itelnou oblastí v tomto p°ípad¥ myslíme oblast s kone£ným obje-
mem.

Nech´ 4Mi je element m¥°itelné integra£ní oblasti M ⊂ R3 a D je její d¥lení.
Normou v(D) kaºdého d¥lení D mnoºiny M nazveme nejv¥t²í z objem· 4Vi > 0.
Funkce f(x, y, z) je pak integrovatelná na m¥°itelné integra£ní oblasti M ⊂ R3,
jestliºe k libovolnému a > 0 existuje b > 0 takové, ºe pro libovolné d¥lení D mno-
ºiny M s normou d¥lení v(D) < b pro sou£et
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k∑
i=1

f(αi, βi, γi)∆Vi,

platí

|V −
∫∫∫
M

f(x, y, z) dx dy dz| < a.

Poznámka: Pokud je daná funkce na M integrovatelná, platí:∫∫∫
M

f(x, y, z) dx dy dz ∼=
k∑
i=1

f(αi, βi, γi)∆Vi.

3.2 Vlastnosti trojného Riemannova integrálu

V této podkapitole jsou uvedeny základní vlastnosti trojného Riemannova integrálu
bez d·kaz·. D·kazy t¥chto v¥t a dal²í vlastnosti trojného Riemannova integrálu,
m·ºe £tená° najít nap°íklad v literatu°e [4], [11]. Bystrý £tená° si jist¥ v²imne ana-
logie mezi vlastnostmi dvojného a trojného integrálu.

V¥ta 3.2.1.: Je-li f(x, y, z) = c, c ∈ R pro v²echna [x, y, z] ∈M, pak∫∫∫
M

f(x, y, z) dx dy dz = c ·m(M), kde m(M) je míra M .

V¥ta 3.2.2.: Je-li m(M) = 0 pro omezenou funkci f, pak∫∫∫
M

f(x, y, z) dx dy dz = 0.

V¥ta 3.2.3.: Je-li f(x, y, z) = c; c ∈ R, pak platí, ºe∫∫∫
M

c dx dy dz = c
∫∫∫
M

dx dy dz.

V¥ta 3.2.4.: Jsou-li f1, f2 funkce integrovatelné na mnoºin¥ M , pak je integrova-
telná i funkce (c1f1 + c2f2) , kde c1, c2 ∈ R. A platí:∫∫∫

M

(c1f1(x, y, z)dx dy dz + c2f2(x, y, z)dx dy dz) =

= c1
∫∫∫
M

f1(x, y, z)dx dy dz + c2
∫∫∫
M

f2(x, y, z)dx dy dz.

Poznámka: Tuto vlastnost nazýváme linearitou integrálu.

V¥ta 3.2.5.: Jsou-li f1, f2 funkce integrovatelné na mnoºin¥ M a pro v²echna
[x, y, z] ∈M platí f1(x, y, z) ≤ f2(x, y, z), pak∫∫∫

M

f1(x, y, z)dx dy dz ≤
∫∫∫
M

f2(x, y, z)dx dy dz.
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Poznámka: Tuto vlastnost nazýváme monotonie integrálu.

V¥ta 3.2.6.: Je-li funkce f integrovatelná na mnoºin¥ M a existuje m¥°itelná mno-
ºina E, E ⊆M , pak je funkce f také integrovatelná na E.

V¥ta 3.2.7.: Je-li funkce f integrovatelná na mnoºin¥ M a E, pak je funkce f
integrovatelná na M ∪ E. Pokud M ∩ E = ∅, m·ºeme psát:∫∫∫

M∪E
f(x, y, z)dx dy dz =

∫∫∫
M

f(x, y, z)dx dy dz +
∫∫∫
E

f(x, y, z)dx dy dz.

V¥ta 3.2.8.: Je-li funkce f : M → R omezená a spojitá pro v²echna [x, y, z] ∈M\E,
kde M je mnoºina m¥°itelná a m(E) = 0, pak funkce f je na M integrovatelná.

3.3 Metody výpo£tu trojného Riemannova integrálu

V této podkapitole jsou na °e²ených p°íkladech vysv¥tleny základní metody výpo-
£tu trojného Riemannova integrálu. Pro bliº²í seznámení s t¥mito metodami se m·ºe
£tená° podívat do literatury [2], [4], [5], [8], [9], [11], [15].

3.3.1 Uºití Fubiniovy V¥ty pro trojný Riamann·v integrál

Níºe uvedená Fubiniova v¥ta nám dává návod, jak trojný Riemann·v integrál p°e-
vést na integrál trojnásobný. Výpo£et trojného integrálu pak vedeme trojnásobnou
integrací funkce vºdy jen jedné prom¥nné.

Fubiniova v¥ta pro trojný Riamann·v integrál: Nech´ f(x, y, z) je spojitá
funkce na intervalu I = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 × 〈e, g〉. Pak platí:∫∫∫

M

f(x, y, z) dx dy dz =
b∫
a

d∫
c

g∫
e

f(x, y, z) dx dy dz =

=
b∫
a

[
d∫
c

g∫
e

f(x, y, z) dy dz

]
dx =

b∫
a

{
d∫
c

[
g∫
e

f(x, y, z) dz

]
dy

}
dx.

Poznámka: Krom¥ t¥chto vztah· platí obdobné vzorce, které dostaneme, permutujeme-
li vhodn¥ diferenciály dx, dy, dz.

První zobecn¥ná Fubiniova v¥ta: Nech´ M je oblast v rovin¥ xy, nech´ existují
funkce ϕ1 a ϕ2, které jsou spojité na oblasti M a nech´ existuje funkce f(x, y, z)
v oblasti V, která se skládá z bod· [x, y, z], pro které platí:

ϕ1(x, y) ≤ z ≤ ϕ2(x, y); [x, y] ∈M.

Pak platí:
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∫∫∫
V

f(x, y, z) dx dy dz =
∫∫
M

dx dy
ϕ2(x,y)∫
ϕ1(x,y)

f(x, y, z) dz.

Je-li oblastM dána nerovnicemi a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x), kde a, b ∈ R a φ1, φ2

jsou spojité funkce. Pak platí:

∫∫∫
V

f(x, y, z) dx dy dz =
b∫
a

dx
φ2(x)∫
φ1(x)

dy
ϕ2(x,y)∫
ϕ1(x,y)

f(x, y, z) dz.

Druhá zobecn¥ná Fubiniova v¥ta: M¥jme funkci f(x, y, z) v oblasti V , která se
skládá z bod· [x, y, z], pro které platí:

a ≤ x ≤ b, [y, z] ∈M(x),

kde mnoºina M(x) je mnoºina v rovin¥ yz, závislá na x a a, b ∈ R. Pak platí:

∫∫∫
V

f(x, y, z) dx dy dz =
b∫
a

dx
∫∫
M(x)

f(x, y, z) dy dz.

Poznámka: Analogicky se druhá zobecn¥ná Fubiniova v¥ta formuluje pro mnoºinu
v rovin¥ xz závislou na y a pro mnoºinu v rovin¥ xy závislou na z.

P°íklad 1: Vypo£t¥te trojný integrál
∫∫∫
M

(x+y+z) dx dy dz, kde oblastM je ome-

zená t¥mito intervaly: x ∈ 〈0, 3〉, y ∈ 〈0, 3〉, z ∈ 〈0, 3〉.

�e²ení:
Prom¥nné x, y, z nejsou na sob¥ závislé. Zvolíme nap°íklad tento zp·sob integrace:∫∫∫

M

(x+ y + z) dx dy dz =
3∫
0

3∫
0

3∫
0

(x+ y + z) dx dy dz =

3∫
0

3∫
0

[
x2

2
+ xy + xz

]3
0

dy dz =
3∫
0

3∫
0

(
9
2

+ 3y + 3z
)

dy dz =

3∫
0

[
9
2
y + 3y2

2
+ 3yz

]3
0

dz =
[
27z + 9z2

2

]3
0

=
243

2
.

P°íklad 2:
Vypo£t¥te trojný integrál

∫∫∫
M

dx dy dz, kde:

M = {(x, y, z) ∈ R3;x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ x+ y ≤ z ≤ 1}.

�e²ení:
Nejprve ur£íme meze integra£ní oblasti. Integra£ní mez pro prom¥nnou z je ur£ena
jednozna£n¥ z ∈ 〈x+ y, 1〉. Integra£ní meze pro prom¥nné y a x ur£íme z podmínek
x ≥ 0, y ≥ 0 a x+ y ≤ 1 (obrázek 20).
Integra£ní meze pro prom¥nné y a x jsou y ∈ 〈0, 1− x〉, x ∈ 〈0, 1〉.

Pro integraci bude platit:
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Obrázek 20: Znázorn¥ní integra£ní oblasti

∫∫∫
M

dx dy dz =
1∫
0

1−x∫
0

1∫
x+y

dz dy dx =
1∫
0

1−x∫
0

(1− x− y) dy dx =

1∫
0

[
y − xy − y2

2

]1−x
0

dx =

=
1∫
0

(
1
2
− x+ x2

2

)
dx =

[
1
2
x− x2

2
+ x3

6

]1
0

=
1

6
.

3.3.2 Substituce v trojném integrálu

V¥ta 3.3.2.1.: Nech´ uzav°ená oblast N (prom¥nných u1, u2, u3) se zobrazí pomocí
rovnic x = x(u1, u2, u3); y = y(u1, u2, u3); z = z(u1, u2, u3) vzájemn¥ jednozna£n¥
na uzav°enou oblastM (prom¥nných x, y, z). Nech´ funkce x(u1, u2, u3), y(u1, u2, u3)
a z(u1, u2, u3) mají vN spojité první parciální derivace a nech´ Jacobi·v determinant
(Jakobián)

D(u1, u2, u3) =

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u1

∂x
∂u2

∂x
∂u3

∂y
∂u1

∂y
∂u2

∂y
∂u3

∂z
∂u1

∂z
∂u2

∂z
∂u3

∣∣∣∣∣∣
je v N r·zný od nuly. Nech´ funkce f(x, y, z) je v oblasti M , pak platí:∫∫∫

M

f(x, y, z) dx dy dz =

=
∫∫∫
N

f(x(u1, u2, u3), y(u1, u2, u3), z(u1, u2, u3))|D(u1, u2, u3)| du1 du2 du3.

Substituce pomocí válcových (cylindrických) sou°adnic

Pro transformaci válcových sou°adnic na kartézské platí tyto vztahy:

x = ρ cosϕ; y = ρ sinϕ; z = v, (3.3.1)
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kde

ρ ∈ (0,∞), ϕ ∈ (0, 2π), v ∈ (−∞,∞).

Poznámka: Vztahy (3.3.1) jsou znázorn¥ny na obrázku 21.
M·ºeme si v²imnout, ºe válcové sou°adnice jsou vztahy pro transformaci kvádru
na válec. Pokud je oblast integrace válec nebo jeho £ást, je velice vhodné válcové
sou°adnice k výpo£tu integrálu vyuºít.

Obrázek 21: Cylindrické sou°adnice

V¥ta 3.3.2.2.: Nech´ uzav°ená oblast N (prom¥nných ρ, ϕ, v) se zobrazí pomocí
rovnic x = ρ cosϕ; y = ρ sinϕ; z = v vzájemn¥ jednozna£n¥ na uzav°enou oblast
M (prom¥nných x,y,z).
Nech´ funkce x = ρ cosϕ; y = ρ sinϕ; z = v mají v N spojité první parciální
derivace a nech´ Jacobi·v determinant

D(ρ, ϕ, v) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂ρ

∂x
∂ϕ

∂x
∂v

∂y
∂ρ

∂y
∂ϕ

∂y
∂v

∂z
∂ρ

∂z
∂ϕ

∂z
∂v

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
cosϕ −ρ sinϕ 0
sinϕ ρ cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = ρ > 0.

Nech´ funkce f(x, y, z) je v oblasti M , pak platí:∫∫∫
M

f(x, y, z) dx dy dz =
∫∫∫
N

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ, v)|D(ρ, ϕ, v)| dρ dϕdv =

=

∫∫∫
N

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ, v)ρ dρ dϕdv. (3.3.2)
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P°íklad 3: Vypo£t¥te trojný integrál
∫∫∫
M

dx dy dz, kde:

M = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 ≤ 1 ∧ x ≥ 0 ∧ 0 ≤ z ≤ 6}.
�e²ení:
Mnoºina M je polovina válce (obrázek 22a) s podstavou p·lkruhu
(obrázek 22b).

Obrázek 22: Znázorn¥ní integra£ní oblasti M

Pro výpo£et integrálu vyuºijeme transformaci pro p°evod na cylindrické sou°adnice.
Pro ur£ení integra£ních mezí prom¥nných ρ, ϕ a v vy°e²íme nerovnice

x2 + y2 ≤ 1 ∧ x ≥ 0 ∧ 0 ≤ z ≤ 6

tím, ºe za jednotlivé prom¥nné x, y, z dosadíme vztahy (3.3.1). Potom bude platit:

ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ ≤ 1 ∧ ρ cosϕ ≥ 0 ∧ 0 ≤ v ≤ 6.

Po vy°e²ení t¥chto nerovnic dostaneme tyto integra£ní meze:

ρ ∈ (0, 1); ϕ ∈
(
−π

2
,
π

2

)
; v ∈ (0, 6).

Nyní m·ºeme dosadit do vztahu (3.3.2). Bude platit:∫∫∫
M

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ, v)ρ dρ dϕ dv =
6∫
0

π
2∫
−π

2

1∫
0

ρ dρ dϕ dv =

=
6∫
0

π
2∫
−π

2

[
ρ2

2

]1
0

dϕ dv = 1
2

6∫
0

[ϕ]
π
2

−π
2

dv = 3π.

Substituce pomocí sférických sou°adnic

Pro transformaci sférických sou°adnic na kartézské platí tyto vztahy:

x = ρ sinϑ cosϕ; y = ρ sinϑ sinϕ; z = ρ cosϑ, (3.3.3)

kde ρ ∈ (0,∞), ϕ ∈ (0, 2π), ϑ ∈ (0, π).
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Poznámka: Vztahy (3.3.3) jsou znázorn¥ny na obrázku 23.

Obrázek 23: Sférické sou°adnice

V¥ta 3.3.2.2.: Nech´ uzav°ená oblast N (prom¥nných ρ, ϕ, ϑ) se zobrazí pomocí
rovnic x = ρ sinϑ cosϕ; y = ρ sinϑ sinϕ; z = ρ cosϑ, vzájemn¥ jednozna£n¥ na uza-
v°enou oblast M (prom¥nných x, y, z).
Nech´ funkce x = ρ sinϑ cosϕ; y = ρ sinϑ sinϕ; z = ρ cosϑ) mají v N spojité první
parciální derivace a nech´ Jacobi·v determinant

D(ρ, ϕ, ϑ) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂ρ

∂x
∂ϕ

∂x
∂ϑ

∂y
∂ρ

∂y
∂ϕ

∂y
∂ϑ

∂z
∂ρ

∂z
∂ϕ

∂z
∂ϑ

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
sinϑ cosϕ −ρ sinϑ sinϕ ρ cosϑcosϕ
sinϑ sinϕ ρ cosϕ sinϑ ρ sinϕ cosϑ
cosϑ 0 −ρ sinϑ

∣∣∣∣∣∣ = −ρ2 sinϑ < 0.

Nech´ funkce f(x, y, z) je v oblasti M , pak platí:∫∫∫
M

f(x, y, z) dx dy dz =

=
∫∫∫
N

f(x = ρ sinϑ cosϕ; y = ρ sinϑ sinϕ; z = ρ cosϑ)|D(ρ, ϕ, ϑ)| dρ dϕdϑ =

=

∫∫∫
N

f(ρ sinϑ cosϕ, ρ sinϑ sinϕ, ρ cosϑ)ρ2 sinϑ dρ dϕdϑ. (3.3.4)
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Poznámka: Podobn¥ jako u válcových sou°adnic si i zde m·ºeme v²imnout, ºe
sférické sou°adnice popisují transformaci kvádru na kouli. Pouºíváme je zpravidla
tehdy, kdyº oblast integrace je koule nebo její £ást.

P°íklad 4: Vypo£t¥te trojný integrál
∫∫∫
M

(x2 + y2 + z2) dx dy dz, kde:

M = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤ 1 ∧ x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ z ≥ 0}.

�e²ení:
Mnoºina M je "osmina koule"(obrázek 24a) s podstavou £tvrtkruhu (obrázek 24b).

Obrázek 24: Znázorn¥ní mnoºiny M

Pro výpo£et integrálu vyuºijeme transformaci pro p°evod na sférické sou°adnice.
Pro ur£ení integra£ních mezí prom¥nných ρ, ϕ a ϑ vy°e²íme nerovnice

x2 + y2 + z2 ≤ 1 ∧ x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ z ≥ 0

tím, ºe za jednotlivé prom¥nné x, y, z dosadíme vztahy (3.3.3). Potom bude platit:

ρ2 sin2 ϑ cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϑ sin2 ϕ+ ρ2 cos2 ϑ ≤ 1 ∧ ρ sinϑ cosϕ ≥ 0∧
∧ ρ sinϑ sinϕ ≥ 0 ∧ ρ cosϑ ≥ 0.

Po vy°e²ení t¥chto nerovnic dostaneme tyto integra£ní meze:

ρ ∈ (0, 1); ϕ ∈
(

0,
π

2

)
; ϑ ∈

(
0,
π

2

)
.

Nyní m·ºeme dosadit do vztahu (3.3.4). Bude platit:∫∫∫
M

(
ρ2 sin2 ϑ cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϑ sin2 ϕ+ ρ2 cos2 ϑ

)
ρ2 sinϑ dρ dϑ dϕ =

=

π
2∫
0

π
2∫
0

1∫
0

(
ρ2 sin2 ϑ cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϑ sin2 ϕ+ ρ2 cos2 ϑ

)
ρ2 sinϑ dρ dϑ dϕ =

π
2∫
0

π
2∫
0

1∫
0

ρ4 sinϑ dρ dϑ dϕ =

π
2∫
0

π
2∫
0

1
5

sinϑ dϑ dϕ =

π
2∫
0

1
5
dϕ =

π

10
.
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3.4 Aplikace trojného Riemannova integrálu

V této podkapitole seznamuji £tená°e s aplikacemi trojného Riemannova integrálu.
�tená° se s touto problematikou m·ºe nap°íklad seznámit v této literatu°e [3], [5],
[6].

3.4.1 Výpo£et objemu t°írozm¥rného t¥lesa

Uvaºujme integrál
∫∫∫
D

f(x, y, z) dx dy dz. Mnoºinu D nazveme t°írozm¥rné t¥leso.

Pro funkci f(x, y, z) platí f(x, y, z) = 1. Pak v²echny integrální sou£ty funkce
f(x, y, z) se rovnají objemu V mnoºiny D. Platí:

V =

∫∫∫
D

f(x, y, z) dx dy dz. (3.4.1)

P°íklad 5: Vypo£t¥te objem t¥lesa ohrani£eného t¥mito nerovnostmi
0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ 3.

�e²ení:
Ur£íme meze integra£ní oblasti:

x ∈ 〈0, 3〉; y ∈ 〈x, 3〉; z ∈ 〈y, 3〉.
Pro objem V bude platit:

V =
∫∫∫
D

dx dy dz =
3∫
0

3∫
x

3∫
y

dz dy dx =
3∫
0

3∫
x

[z]3y dy dx =

=
3∫
0

3∫
x

(3− y) dy dx =
3∫
0

[
3y − y2

2

]3
x

dx =
[
9x
2
− 3x2

2
+ x3

6

]3
0

=
9

2
o.j.

3.4.2 Výpo£et hmotnosti t¥les

Uvaºujme t°írozm¥rné t¥leso D. Hmotnost m t¥lesa D, která má v bod¥ [x, y, z] ∈ D
hustotu ρ(x, y, z) vypo£teme podle vztahu:

m =

∫∫∫
D

ρ(x, y, z) dx dy dz. (3.4.2)

P°íklad 6: Vypo£t¥te objem t¥lesa D v dm3 a hmotnost t¥lesa D v kg, kde
D = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 ≤ 1 ∧ x ≥ 0 ∧ 0 ≤ z ≤ 6}. T¥leso je homogenní. Je
vyrobeno z kovu. Hustota t¥lesa je 5000 kg ·m−3.

�e²ení:
Vyuºijeme p°íkladu 3 z kapitoly "Substituce pomocí válcových (cylindrických) sou-
°adnic". Mnoºina D je polovina válce (obrázek 22a) s podstavou p·lkruhu (obrázek
22b). Integra£ní meze jsou:

ρ ∈ (0, 1); ϕ ∈ (−π
2
,
π

2
); v ∈ (0, 6).
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Vypo£ítáme objem:

V =
6∫
0

π
2∫
−π

2

1∫
0

ρ dρ dϕ dv =

6∫
0

π
2∫
−π

2

[
ρ2

2

]1
0

dϕ dv =
6∫
0

1
2

[ϕ]
π
2

−π
2

= 3π dm3.

Protoºe je t¥leso vyrobeno z homogenního materiálu, sta£í dosadit, po p°evedení
objemu na m3, do známého vztahu pro výpo£et hmotnosti:

m = V · ρ = 3π · 10−3 · 5000 = 15π kg.

Hmotnost t¥lesa je 15π kg.

3.4.3 Výpo£et t¥ºi²t¥ a statických moment·

Uvaºujme t¥leso, ve kterém je hmota spojit¥ rozloºena (homogenní t¥leso). ρ(x, y, z)
je spojitou funkcí. Bod T [x0, y0, z0] je t¥ºi²t¥ t¥lesa. Platí:

x0 =
1

m

∫∫∫
M

xρ(x, y, z) dx dy dz, (3.4.3)

y0 =
1

m

∫∫∫
M

yρ(x, y, z) dx dy dz, (3.4.4)

z0 =
1

m

∫∫∫
M

zρ(x, y, z) dx dy dz, (3.4.5)

kde m je hmotnost daného t¥lesa M .

Vztah
∫∫∫
M

xρ(x, y, z) dx dy dz se nazývá statický moment t¥lesa M k rovin¥ Syz.

Pro statické momenty t¥lesa M vzhledem k rovinám Syz, Sxz, Sxy platí tyto vztahy:

Syz =

∫∫∫
M

xρ(x, y, z) dx dy dz, (3.4.6)

Sxz =

∫∫∫
M

yρ(x, y, z) dx dy dz, (3.4.7)

Sxy =

∫∫∫
M

zρ(x, y, z) dx dy dz. (3.4.8)
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P°íklad 7: Vypo£t¥te objem, t¥ºi²t¥ a statické momenty t¥lesa D. Objem po£ítejte
v dm3.
D = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤ 1 ∧ x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ z ≥ 0} .
T¥leso je homogenní. Je vyrobeno z um¥lé hmoty o hustot¥ 3000 kg ·m−3.

�e²ení:
Vyuºijeme °e²ení p°íkladu 4 z kapitoly "Substituce pomocí sférických sou°adnic"a
ur£íme integra£ní meze. Mnoºina D je "osmina koule"(obrázek 24a) s podstavou
£tvrtkruhu (obrázek 24b).

Integra£ní meze ve sférických sou°adnicích máme:
ρ ∈ (0, 1); ϕ ∈ (0,

π

2
); ϑ ∈ (0,

π

2
).

Vyuºijeme vztahu (3.4.1) a transformace do sférických sou°adnic. Bude platit

V =

π
2∫
0

π
2∫
0

1∫
0

ρ2 sinϑ dρ dϑ dϕ =

π
2∫
0

π
2∫
0

[
ρ3

3

]1
0

sinϑ dϑ dϕ = 1
3

π
2∫
0

π
2∫
0

sinϑ dϑ dϕ =

= 1
3

π
2∫
0

[− cosϑ]
π
2
0 dϕ =

π

6
dm3.

T¥leso je homogenní. Po p°evedení objemu z dm3 na m3, dosadíme do vztahu pro
hmotnost:
m = V · ρ = π

6
· 10−3 · 3000 = π

2
kg.

Nyní dosadíme do vztah· pro statické momenty (3.4.6), (3.4.7) a (3.4.8). Bude platit

Sxz =

π
2∫
0

π
2∫
0

1∫
0

3000ρ3 sin2 ϑ sinϕ dρ dϕ dϑ = 3000

π
2∫
0

π
2∫
0

[
ρ4

4

]1
0

sin2 ϑ sinϕ dρ dϕ dϑ =

= 3000
4

π
2∫
0

π
2∫
0

sin2 ϑ sinϕ dϕ dϑ = 750

π
2∫
0

[− cosϑ]
π
2
0 sin2 ϑ dϑ = 750

π
2∫
0

1−cos(2ϑ)
2

dϑ =

= 750
[
ϑ
2
− sin(2ϑ)

4

]π
2

0
= 750π

4
=

375π

2
;

Syz =

π
2∫
0

π
2∫
0

1∫
0

3000ρ3 sin2 ϑ cosϕ dρ dϕ dϑ = 3000
4

π
2∫
0

π
2∫
0

sin2 ϑ cosϕ dϕ dϑ =

= 750

π
2∫
0

[sinϑ]
π
2
0 sin2 ϑ dϑ = 750

π
2∫
0

1−cos(2ϑ)
2

dϑ =

= 750
[
ϑ
2
− sin(2ϑ)

4

]π
2

0
=

375π

2
;

Sxy =

π
2∫
0

π
2∫
0

1∫
0

3000ρ3 sinϑ cosϑ dρ dϕ dϑ = 3000
4

π
2∫
0

π
2∫
0

sinϑ cosϑ dϕ dϑ =

= 750π
4

π
2∫
0

2 sinϑ cosϑ dϑ = 750π
4

π
2∫
0

sin 2ϑ dϑ = 375π
4

[− cos (2ϑ)]
π
2
0 =

375π

2
.

Pokud známe statické momenty, dosadíme do vztah· pro t¥ºi²t¥ (3.4.3), (3.4.4) a
(3.4.5).

41



x0 =
1

m

∫∫∫
D

xρ(x, y, z) dx dy dz =
1

m
.Syz =

375π
2
π
2

= 375;

y0 =
1

m

∫∫∫
D

xρ(x, y, z) dx dy dz =
1

m
.Syz =

375π
2
π
2

= 375;

z0 =
1

m

∫∫∫
D

xρ(x, y, z) dx dy dz =
1

m
.Syz =

375π
2
π
2

= 375.

Sou°adnice t¥ºi²t¥ jsou T [375; 375; 375] .

3.4.4 Výpo£et moment· setrva£nosti

Moment setrva£nosti t¥lesa M vzhledem k ose o je de�nován:

I =

∫∫∫
M

r2ρ(x, y, z) dx dy dz, (3.4.9)

kde r je vzdálenost bodu R [x, y, z] od osy o a ρ(x, y, z) je hustota.

Moment setrva£nosti vzhledem k osám sou°adnic je de�nován:

Ix =

∫∫∫
M

(y2 + z2)ρ(x, y, z) dx dy dz; (3.4.10)

Iy =

∫∫∫
M

(x2 + z2)ρ(x, y, z) dx dy dz; (3.4.11)

Iz =

∫∫∫
M

(y2 + x2)ρ(x, y, z) dx dy dz. (3.4.12)

Polární moment (moment setrva£nosti vzhledem k po£átku) je de�nován:

Ip =

∫∫∫
M

(x2 + y2 + z2)ρ(x, y, z) dx dy dz. (3.4.13)

P°íklad 8: Vypo£t¥te polární moment t¥lesa D ve tvaru £tvrtiny koule.
D = {(ρ, ϕ, ϑ) ∈ R3; 0 < ρ < 1 ∧ 0 < ϕ < π ∧ 0 < ϑ < π

2
}.

T¥leso je homogenní. Hustota materiálu je 2000 kg ·m−3.
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�e²ení:
Integra£ní meze sférických sou°adnic (3.3.3) jsou:

ρ ∈ (0, 1); ϕ(0, π); ϑ ∈ (0,
π

2
).

Dosadíme do vztahu (3.4.13)

π
2∫
0

π∫
0

1∫
0

2000
(
ρ2 sin2 ϑ cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϑ sin2 ϕ+ ρ2 cos2 ϑ

)
ρ2 sinϑ dρ dϕ dϑ =

= 2000

π
2∫
0

π∫
0

1∫
0

ρ4 sinϑ dρ dϕ dϑ = 2000

π
2∫
0

π∫
0

[
ρ5

5

]1
0

sinϑ dϕ dϑ = 400

π
2∫
0

π∫
0

sinϑ dϕ dϑ =

= 400π

π
2∫
0

sinϑ dϑ = 400π kg ·m2.

Polární moment £tvrtiny koule je 400π kg ·m2.
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4 N-rozm¥rný Riemann·v integrálu

N-rozm¥rný Riamann·v integrál lze zavést zcela analogicky jako dvojný a trojný Ri-
amann·v integrál, s jediným rozdílem, ºe obdélníkovou a kvádrovou sí´ nahradíme
"n-rozm¥rnou sítí".

Vlastnosti n-rozm¥rného Riemannova integrálu a metody výpo£tu jsou analogické
jako u dvojného a trojného Riemannova integrálu.

P°íklad: Vypo£t¥te £ty° rozm¥rný integrál
∫∫∫∫
M

dx dy dz du,

kde M = {(x, y, z, u) ∈ R4; 0 ≤ x ≤ 1 ∧ 0 ≤ y ≤ 2 ∧ 0 ≤ z ≤ 1 ∧ 0 ≤ u ≤ 1}.

�e²ení:
Ur£íme meze integra£ní oblasti:

x ∈ 〈0, 1〉; y ∈ 〈0, 2〉; z ∈ 〈0, 1〉; u ∈ 〈0, 1〉.

Podle Fubiniho v¥ty platí:

1∫
0

1∫
0

2∫
0

1∫
0

dx dy dz du =
1∫
0

1∫
0

2∫
0

[x]10 dy dz du =
1∫
0

1∫
0

2∫
0

dy dz du =

1∫
0

1∫
0

[y]20 dz du = 2
1∫
0

1∫
0

dz du = 2
1∫
0

[z]10 du = 2.

Vyuºití n-rozm¥rného Riemannova integrálu v p°írodních v¥dách

N-rozm¥rný Riemann·v integrál m·ºeme vyuºít v teorii relativity, kvantové fyzice,
topologii.

V teorii relativity se dá vyuºít n-rozm¥rný Riemann·v integrál nap°.: v Einsteinov¥
teorii geometrického unitárního pole. Blíºe se £tená° do£te o této teorii v [14].

Dále m·ºeme vyuºít Riemann·v integrál v astrofyzice p°i výpo£tu gravitace £erné
díry. Blíºe se £tená° do£te v [14].
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5 Sbírka p°íklad· na dvojný a trojný integrál

Tato £ást diplomové práce slouºí £tená°i jako malá sbírka °e²ených a ne°e²ených
p°íklad·. �tená° si procvi£í základní teorii vícerozm¥rného Riemannova integrálu.
P°i psaní této kapitoly jsem se nechal inspirovat t¥mito sbírkami [1],[5], [7], [10].

5.1 �e²ené p°íklady

P°íklad 1: Vypo£t¥te integrál
1∫
0

x3∫
x2
xy3 dy dx.

�e²ení:

1∫
0

x3∫
x2
xy3 dy dx =

1∫
0

x
[
y4

4

]x3
x2

dx =
1∫
0

(
x13

4
− x9

4

)
dx =

= 1
4

[
x14

14
− x10

10

]1
0

=

(
− 1

140

)
.

P°íklad 2: Vypo£t¥te integrál
2π∫
0

a2∫
0

r3 sin2 ϕ dr dϕ.

�e²ení:

2π∫
0

a2∫
0

r3 sin2 ϕ dr dϕ =
2π∫
0

sin2 ϕ
[
r4

4

]a2
0

dϕ = a8

4

2π∫
0

(
1−cos(2ϕ)

2

)
dϕ =

= a8

4

[
ϕ
2
− sin(2ϕ)

4

]2π
0

=
a8π

4
.

P°íklad 3: Vypo£t¥te integrál
2∫
0

1∫
0

y3

1+x2
dx dy.

�e²ení:

2∫
0

1∫
0

y3

1+x2
dx dy =

2∫
0

y3 [arctan(x)]10 dy = π
4

2∫
0

y3 dy =

= π
4

[
y4

4

]2
0

= π.
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P°íklad 4: Vypo£t¥te integrál
1∫
0

4∫
3

2
x2−3x+2

dx dy.

�e²ení:

1∫
0

4∫
3

2
x2−3x+2

dx dy =
1∫
0

4∫
3

2
(x−2)(x−1) dx dy =

1∫
0

4∫
3

(
2

x−2 −
2

x−1

)
dx dy =

=
1∫
0

4∫
3

(
2

x−2

)
dx dy −

1∫
0

4∫
3

(
2

x−1

)
dx dy =

1∫
0

[
ln
(
x−2
x−1

)2]4
3

dy =
1∫
0

ln
(
16
9

)
dy =

= ln
(
16
9

)
[y]10 = ln

(
16

9

)
.

P°íklad 5: Vypo£t¥te integrál
∫∫
M

(x + y) dx dy, kde M je lichob¥ºník s vrcholy

[0, 0], [0, 1], [1, 0], [1, 2]. Ur£ete v²echny moºnosti integra£ních mezí obou moºných
prom¥nných.

�e²ení:
Znázorníme integra£ní oblast M (obrázek 25).

Obrázek 25: Znázorn¥ní mnoºiny M

I) Integra£ní meze v prvním p°ípad¥ budou:
x ∈ 〈0, 1〉; y ∈ 〈0, 1 + x〉.
Bude platit:

1∫
0

1+x∫
0

(x+ y) dy dx =
1∫
0

[
xy + y2

2

]1+x
0

dx =
1∫
0

(
3x2

2
+ 2x+ 1

2

)
dx =[

x3

2
+ x2 + 1

2
x
]1
0

= 2.
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II) Ve druhém p°ípad¥ bude mít integra£ní oblast tyto meze:
II)x ∈ 〈0, 1〉;x ∈ 〈y − 1, 1〉; y ∈ 〈0, 1〉; y ∈ 〈1, 2〉.
Bude platit:
1∫
0

1∫
0

(x+ y) dx dy +
2∫
1

1∫
y−1

(x+ y) dx dy =
1∫
0

[
x2

2
+ yx

]1
0

dy +
2∫
1

[
x2

2
+ yx

]1
y−1

dy =

=
1∫
0

(
1
2

+ y
)

dy +
2∫
1

(
3y − 3y2

2

)
dy = 2.

P°íklad 6: Vypo£t¥te hodnotu integrálu
∫∫
D

xy dx dy, kde

D = {[x, y] ∈ R2;x2 + 16y2 ≤ 4 ∧ x > 0 ∧ y > 0}.

�e²ení:
Znázorníme integra£ní oblast D. (obrázek 26). Integra£ní oblastí je první kvadrant

Obrázek 26: Znázorn¥ní obrazce D

elipsy. Pro ur£ení integra£ních mezí m·ºeme vyuºít substituce na zobecn¥né polární
sou°adnice. Z nerovnice x2 + 16y2 ≤ 4 vyjád°íme velikost hlavní a vedlej²í poloosy.

x2

4
+
y2

1
4

≤ 1

a = 2; b = 1
2
.

Zobecn¥né polární sou°adnice jsou:

x = 2ρ cosϕ;
y = 1

2
ρ sinϕ.

Do nerovnic pro integra£ní oblast D dosadíme zobecn¥né polární sou°adnice. Bude
platit:

4ρ2 cos2 ϕ+ 16
4
ρ2 sin2 ϕ ≤ 4 ∧ ρ cosϕ > 0 ∧ ρ sinϕ > 0.
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Úpravou t¥chto nerovnic vyjád°íme integra£ní meze pro ρ a ϕ. ρ ∈ 〈0, 1〉;ϕ ∈ 〈0, π
2
〉.

Pro Jakobián dostaneme:

D(ρ, ϕ) =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂ρ

∂x
∂ϕ

∂y
∂ρ

∂y
∂ϕ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2 cosϕ −2ρ sinϕ
1
2

sinϕ 1
2
ρ cosϕ

∣∣∣∣ = ρ cos2 ϕ+ ρ sin2 ϕ = ρ.

Pro výpo£et hodnoty integrálu bude platit:∫∫
D

xy dx dy =

π
2∫
0

1∫
0

ρ3 cosϕ sinϕ dρ dϕ = 1
4

π
2∫
0

cosϕ sinϕ dϕ = 1
8

π
2∫
0

sin 2ϕdϕ =

= 1
8

[− cos 2ϕ
2

]π
2

0
=

1

8
.

P°íklad 7: Vypo£t¥te obsah obrazce D, kde D = {[x, y] ∈ R2; 3y ≤ x2 + y2 ≤ 9y}.

�e²ení:
Znázorníme integra£ní oblast D (obrázek 27). P°íklad m·ºeme vy°e²it pomocí p°e-

Obrázek 27: Znázorn¥ní obrazce D

vodu na polární sou°adnice. Integra£ní meze ur£íme dosazením polárních sou°adnic
(2.3.2) do nerovnice, která platí pro obrazec D.

3ρ sinϕ ≤ ρ2 sin2 ϕ+ ρ2 cos2 ϕ ≤ 9ρ sinϕ

Po úprav¥ nerovnice dostaneme tento tvar:

3 sinϕ ≤ ρ ≤ 9 sinϕ

Z této nerovnice m·ºeme ur£it integra£ní meze pro ρ a ϕ

ρ ∈ 〈3 sinϕ, 9 sinϕ〉;ϕ ∈ 〈0, π〉.

Pro obsah obrazce bude platit:
π∫
0

9 sinϕ∫
3 sinϕ

ρ dρ dϕ =
π∫
0

[
ρ2

2

]9 sinϕ
3 sinϕ

dϕ = 36
π∫
0

sin2 ϕdϕ = 18πos.j.

Obsah obrazce je 18πos.j. (obsahových jednotek).
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P°íklad 8: Vypo£t¥te obsah obrazce P = {[x, y] ∈ R2; (x2 + y2)
2

= 8xy}.

�e²ení:
Znázorníme integra£ní oblast P (obrázek 28).
Obrazec P je soum¥rný podle po£átku. Obsah obrazce je v prvním kvadrantu stejný

Obrázek 28: Znázorn¥ní obrazce P

jako ve t°etím kvadrantu. Sta£í tedy vypo£ítat obsah obrazce v prvním kvadrantu
a hodnotu obsahu vynásobit dv¥ma.
P°íklad m·ºeme vy°e²it pomocí p°evodu na polární sou°adnice. Integra£ní meze
ur£íme dosazením polárních sou°adnic do nerovnice
0 ≤ (x2 + y2)2 ≤ 8xy. Bude platit:

0 ≤
(
ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ

)
≤ 8ρ2 sinϕ cosϕ

ρ2 ≤ 2
√

2 cosϕ sinϕ.

Po kone£ných úpravách budou integra£ní meze pro ρ a ϕ:

ρ ∈ 〈0, 2
√

sin(2ϕ)〉;ϕ ∈ 〈0, π
2
〉.

Pro obsah obrazce bude platit:

2

π
2∫
0

2
√

sin(2ϕ)∫
0

ρ dρ dϕ = 2

π
2∫
0

[
ρ2

2

]2√sin(2ϕ)

0
dϕ = 2

π
2∫
0

2 sin(2ϕ)dϕ =

= 4
[
−cos(2ϕ)

2

]π
2

0
= 4 os.j.

Obraz obrazce je 4 os.j.
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P°íklad 9: Pomocí p°echodu k polárním sou°adnicím vypo£t¥te objem t¥lesa ohra-
ni£eného plochami
z = x2 + y2, x2 + y2 = x, x2 + y2 = 2x, z = 0. [[1],s.338].

�e²ení:
Znázorníme integra£ní oblast (obrázek 29). P°íklad m·ºeme vy°e²it pomocí p°evodu

Obrázek 29: Znázorn¥ní integra£ní oblasti

na polární sou°adnice. Integra£ní meze ur£íme dosazením polárních sou°adnic (2.3.2)
do nerovnic
x ≤ x2 + y2 a 0 ≤ x2 + y2 ≤ 2x. Bude platit:

ρ cosϕ ≤
(
ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ

)
≤ ρ cosϕ ∧ 0 ≤

(
ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ

)
≤ 2ρ cosϕ.

Po úpravách budou integra£ní meze pro ρ a ϕ:

ρ ∈ 〈cosϕ, 2 cosϕ〉;ϕ ∈ 〈0, π〉; Jakobián J = ρ

Nyní m·ºeme dosadit do vztahu pro objem (2.4.2):

π∫
0

2 cosϕ∫
cosϕ

(
ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ

)
ρ dρ dϕ =

π∫
0

2 cosϕ∫
cosϕ

ρ3 dρ dϕ =
π∫
0

[
ρ4

4

]2 cosϕ
cosϕ

dϕ =

= 15
4

π∫
0

cos4 ϕ = 15
16

π∫
0

(1 + 2 cos(2ϕ) + cos2(2ϕ)) dϕ = 15
16

[
3
2
ϕ+ sin 2ϕ+ 1

8
sin 4ϕ

]π
0

=

=
45π

32
o.j.

Objem obrazce bude
45π

32
o.j.
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P°íklad 10: Vypo£t¥te objem t¥lesa M ohrani£eného plochami

z = x2 + y2; z = 4x2 + 4y2 − 4; y = 1
2
x; y = 2x.

�e²ení:
T¥leso M je ohrani£eno rota£ními paraboloidy z = x2 + y2 a z = 4x2 + 4y2 − 4 a
rovinami y = 1

2
x a y = 2x (obrázek 30a).

Pr·m¥tem t¥lesa M do roviny xy je oblast P ohrani£ená p°ímkami
y = 1

2
x; y = 2x a kruºnicí x2 + y2 = 4

3
(obrázek 30b).

Rovnici kruºnice jsme získali z pr·niku zadaných dvou rota£ních paraboloid·

x2 + y2 = 4x2 + 4y2 − 4.

Výpo£et p°es dvojný integrál:
Vzhledem k tomu, ºe oblast integrace je £ást kruhu (obrázek. 30b), výhodné je vyuºít
polární sou°adnice, vztah (2.3.2). Pro sou°adnice libovolného bodu t¥lesa M platí
tyto nerovnice:

4ρ2 − 4 ≤ z ≤ ρ2; arctan

(
1

2

)
≤ ϕ ≤ arctan 2; 0 ≤ ρ ≤ 2√

3
.

Obrázek 30: Znázorn¥ní t¥lesa M

Pro objem V bude platit:

V =
∫∫
P

(x2 + y2 − 4x2 − 4y2 + 4) dx dy =
∫∫
P

(4− 3x2 − 3y2) dx dy =

2√
3∫

0

arctan 2∫
arctan( 1

2)
(4− 3ρ2) ρ dϕ dρ =

=

2√
3∫

0

(4− 3ρ2) ρ [ϕ]arctan 2
arctan( 1

2) dρ =
(
arctan 2− arctan

(
1
2

))
·
[
4ρ

2

2
− 3ρ

4

4

] 2√
3

0
=

=
4

3
arctan

(
3

4

)
o.j.
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Výpo£et p°es trojný integrál:
Vzhledem k tomu, ºe oblast integraceM je prostor mezi dv¥ma paraboloidy (obrázek
30a), je výhodné vyuºít transformaci do válcových sou°adnic, vztah (3.3.1). Pro
sou°adnice libovolného bodu t¥lesa M platí tyto nerovnice:

4ρ2 − 4 ≤ v ≤ ρ2; arctan
(
1
2

)
≤ ϕ ≤ arctan 2; 0 ≤ ρ ≤ 2√

3
.

Podle vztahu (3.4.1) pro objem V bude platit:

V =
∫∫∫
M

dx dy dz =

2√
3∫

0

arctan 2∫
arctan( 1

2)

ρ2∫
4ρ2−4

ρ dv dϕ dρ =

=

2√
3∫

0

arctan 2∫
arctan( 1

2)
ρ (ρ2 − 4ρ2 + 4) dϕ dρ =

2√
3∫

0

arctan 2∫
arctan( 1

2)
(4− 3ρ2) ρ dϕ dρ =

=

2√
3∫

0

(4− 3ρ2) ρ [ϕ]arctan 2
arctan( 1

2) dρ =
(
arctan 2− arctan

(
1
2

))
·
[
4ρ

2

2
− 3ρ

4

4

] 2√
3

0
=

=
4

3
arctan

(
3

4

)
o.j.

P°íklad 11: Vypo£t¥te hmotnost tenké lichob¥ºníkové desky a ur£ete t¥ºi²t¥. Li-
chob¥ºník má vrcholy [0, 0], [0, 1], [1, 0], [1, 2]. Hustota ρ(x, y) je v kaºdém bod¥ této
desky dána funkcí ρ(x, y) = ex.

�e²ení:
Pro ur£ení integra£ních mezí vyuºijeme (obrázek 25) z p°íkladu 5.
Integra£ní meze budou:
x ∈ 〈0, 1〉; y ∈ 〈0, 1 + x〉.
Nyní vypo£ítáme hmotnost m. Ve výpo£tu uºijeme metodu Per partes. Bude platit:

m =
∫∫
M

ρ(x, y) dx dy,=
1∫
0

1+x∫
0

ex dy dx =

= [(x+ 1)ex]10 −
1∫
0

ex dx = [(x+ 1)ex]10 − [ex]10 = 2e− 1− e+ 1 = e.

Nyní ur£íme t¥ºi²t¥ T podle vztah· (2.4.5) a (2.4.6). Bude platit:

x0 = 1
e

1∫
0

1+x∫
0

x dy dx = 1
e

1∫
0

(x+ x2) dx = 1
e

[
x2

2
+ x3

3

]1
0

=
5

6e
.

y0 = 1
e

1∫
0

1+x∫
0

y dy dx = 1
e

1∫
0

(
1+2x+x2

2

)
dx = 1

2e

[
x+ x2 + x3

3

]1
0

=
7

6e
.

Hmotnost lichob¥ºníkové desky je e jednotkách hmotnosti. T¥ºi²t¥ T je ur£eno

T =

[
5

6e
,

7

6e

]
.
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P°íklad 12: Ur£ete hodnotu integrálu
∫∫∫
M

x+y
2

dx dy dz, kde

M = {[x, y, z] ∈ R3;x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ z ≥ 0 ∧ x+ y + z ≤ 2}.

�e²ení:
MnoºinaM je £ty°st¥n (obrázek 31a) s podstavou trojúhelníka (obrázek 31b). Vy°e²ením

Obrázek 31: Znázorn¥ní integra£ní oblasti

nerovnic x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ z ≥ 0 ∧ x+ y + z ≤ 2 dostaneme tyto integra£ní meze:

x ∈ 〈0, 2〉; y ∈ 〈0, 2− x〉; z ∈ 〈0, 2− y − x〉.

Pro integraci bude platit:

2∫
0

2−x∫
0

2−y−x∫
0

x+y
2

dz dy dx = 1
2

2∫
0

2−x∫
0

(x+ y)(2− x− y) dy dx =

= 1
2

2∫
0

2−x∫
0

(2x− x2 − 2yx+ 2y − y2) dy dx =

1
2

2∫
0

[
2xy − x2y − y2x+ y2 − y3

3

]2−x
0

dx =

= 1
2

2∫
0

(
4
3
− x2 + x3

3

)
dx = 1

2

[
4
3
x− x3

3
+ x4

12

]2
0

=
2

3
.

P°íklad 13: Vypo£t¥te objem t¥lesa T , kde
T = {[x, y, z] ∈ R3; 0 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4 ∧

√
x2 + y2 ≤ z}.

�e²ení:
T¥leso je £ást koule se st°edem v po£átku a polom¥ru 2, kterou z ní vy°ízne kuºelová
plocha z =

√
x2 + y2 (obrázek 32).

Pro výpo£et objemu uºijeme p°evodu na sférické sou°adnice. Do nerovnic pro T
dosadíme vztahy (3.3.3) a vyjád°íme integra£ní meze pro ρ, ϕ, ϑ. Bude platit:
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Obrázek 32: Znázorn¥ní t¥lesa T

0 ≤ ρ2 cos2 ϕ sin2 ϑ+ ρ2 sin2 ϕ sin2 ϑ+ ρ2 cos2 ϑ ≤ 4∧
∧
√
ρ2 cos2 ϕ sin2 ϑ+ ρ2 sin2 ϕ sin2 ϑ ≤ ρ cosϑ

0 ≤ ρ2 ≤ 4 ∧ tanϑ ≤ 1

0 ≤ ρ ≤ 2 ∧ 0 ≤ ϑ ≤ π

4
.

Integra£ní meze jsou:

ρ ∈ 〈0, 2〉;ϑ ∈ 〈0, π
4
〉;ϕ ∈ (0, 2π).

Nyní dosadíme do vztahu pro objem (3.4.1). Bude platit:

V =
2π∫
0

π
4∫
0

2∫
0

ρ2 sinϑ dρ dϑ dϕ = 8
3

2π∫
0

π
4∫
0

2∫
0

sinϑ dϑ dϕ =

= 8
3

2π∫
0

[− cosϑ]
π
4
0 dϕ = 8

3

(
−
√
2
2

+ 1
)
· [ϕ]2π0 =

16π

3

(
1−
√

2

2

)
o.j.

Objem t¥lesa T je
16π

3

(
1−
√

2

2

)
o.j.

P°íklad 14: Ur£ete moment setrva£nosti vzhledem k ose z homogenního rota£ního
válce o vý²ce h a polom¥ru r, kde osa z prochází st°edem horní a dolní podstavy.

�e²ení:
Znázorníme zadání p°íkladu (obrázek 33).
K výpo£tu uºijeme substituce na válcové sou°adnice.
Integra£ní meze jsou:

ρ ∈ (0, r); z ∈ (0, h);ϕ ∈ (0, 2π).

Pro výpo£et momentu setrva£nosti na osu z uºijeme vztahu (3.4.12). Protoºe válec
je homogenní bude ρ(x, y, z) = 1. Bude platit:
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Obrázek 33: Znázorn¥ní p°íkladu 14

Iz =
2π∫
0

h∫
0

r∫
0

(
ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ

)
ρ dρ dz dϕ =

2π∫
0

h∫
0

r∫
0

ρ3 dρ dz dϕ

= r4

4

2π∫
0

h∫
0

dz dϕ = hr4

4

2π∫
0

dϕ =
πhr4

2
.
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5.2 P°íklady s výsledky

P°íklad 1: Vypo£t¥te následující integrály:

I)
2∫
1

π
2∫
π
4

y2ln(y2) dx dy
[
2
3
πln(4)− 7π

18

]
II)

2∫
1

1∫
0

x2y2ln(y2) dx dy
[
8
9
ln(4)− 14

27

]
III)

π∫
π
2

2∫
1

(
yx

(x+1)(x+2)
+ 1

y2+1

)
dx dy

[
15π2

8
ln(2)− 9π2

8
ln(3)− arctan

(
π
2

)
+ arctan(π)

]
P°íklad 2: Zm¥¬te po°adí integrace
1∫
0

2x∫
0

f(x, y) dy dx+
3∫
1

3−x∫
0

f(x, y) dy dx.

[
2∫
0

3−y∫
y
2

f(x, y) dx dy

]
.

P°íklad 3: Vypo£t¥te obsah plochy obrazce M , kde

M = {[x, y] ∈ R2;x2 + 12y2 ≤ 3 ∧ x > 0 ∧ y > 0}. [
π
√

3

8
s.j.]

Poznámka: s.j. je zkratka objemové jednotky.

P°íklad 4: Ur£ete hodnotu integrálu
∫∫
D

(
b+

√
x2 + y2

)
dx dy, kde

D = {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 = b2}.
[

5πb3

3

]
.

P°íklad 5: Ur£ete hodnotu integrálu
∫∫∫
M

xy2z dx dy dz, kde

M = {[x, y, z] ∈ R3; 0 ≤ x ≤ 2 ∧ 0 ≤ y ≤ 3 ∧ 0 ≤ z ≤ 2}. [36] .
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P°íklad 6: Vypo£t¥te objem t¥lesa T , kde

T = {[x, y, z] ∈ R3; z = x2+y2∧z = 4x2+4y2∧y = (x−2)2∧y = x−2}.
[

114

35
o.j.

]
.

P°íklad 7: Vypo£t¥te objem t¥lesa M , kde
M = {[x, y, z] ∈ R3; y + z ≤ 3 ∧ x2 + y2 ≥ 1 ∧ x2 + y2 ≤ 9 ∧ z ≥ 0; }. [24πo.j.] .

P°íklad 8: Vypo£t¥te hmotnost koule o polom¥ru 2, jejíº hustota je dána
ρ(x, z, y) = x2 + y2.

Hmotnost koule je
64

5
π.

5.3 P°íklady bez výsledk·

P°íklad 1: Ur£ete hodnotu integrálu
∫∫
M

y(arcsinx)2dx dy, kde

M = {[x, y] ∈ R2; 0 ≤ x ≤ 1 ∧ a ≤ y ≤ b}.

P°íklad 2: Ur£ete hodnotu integrálu
∫∫
M

e
−1
2 (x2+y2)dx dy, kde

M = {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 ≤ 36}.

P°íklad 3: Vypo£t¥te hodnotu integrálu
∫∫
P

xy dx dy, kde

P = {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 ≤ 9 ∧ x ≥ 0 ∧ y ≥ 0}.

P°íklad 4: P°epi²te integra£ní meze:

a)
2∫
0

2x∫
0

f(x, y) dy dx+
2∫
1

3−x∫
0

f(x, y) dy dx.

b)
3∫
0

2x2∫
0

f(x, y) dy dx+
4∫
1

4−x
4∫
0

f(x, y) dy dx.

c)
2∫
0

√
1−y2∫
0

f(x, y) dy dx.

P°íklad 5: Ur£ete integra£ní meze v obou moºných po°adích prom¥nných :
1. M je trojúhelník s vrcholy [0, 0], [3, 0], [3, 3];

2. P je ohrani£ena k°ivkami y = x2; y =
√
x;

3. D je kruh zadaná nerovnicí x2 + y2 ≤ 25;

4. P = {[x, y] ∈ R2; x
2

2
+ y2

3
≤ 1 ∧ x > 0 ∧ y > 0};

P°íklad 6: Ur£ete hmotnost tenké desky s hustotou ρ(x, y) = x+ y, která má tvar
trojúhelníka s vrcholy [0, 0], [1, 4], [1, 0].
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P°íklad 7: Vypo£t¥te objem t¥lesa M , kde
M = {[x, y, z] ∈ R3; z = 3− x− y;x ≥ 0; y ≥ 0; z ≥ 0}.

P°íklad 8: Vypo£t¥te objem t¥lesa M , kde
M = {[x, y, z] ∈ R3; y + z ≤ 3 ∧ x2 + y2 ≤ 1 ∧ x2 + y2 ≤ 4 ∧ z ≥ 0}.

P°íklad 9: Ur£ete hmotnost a t¥ºi²t¥ homogenního rota£ního válce o vý²ce h a
polom¥ru r, kde osa z prochází st°edem horní a dolní podstavy.
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Záv¥r

Tato diplomová práce byla zam¥°ena na základní teorii vícerozm¥rného Riemannova
integrálu, jeho aplikace v p°írodních v¥dách a m·ºe být uºita i jako malá sbírka
°e²ených a ne°e²ených p°íklad·.

Integrální po£et je velice rozsáhlý tematický celek vysoko²kolské matematiky, proto
v této práci nebyla uvedena celá problematika vícerozm¥rného Riemannova inte-
grálu. �e²ené typové p°íklady byly voleny tak, aby nebyly p°íli² obtíºné a technicky
náro£né na provedení.

V technických oborech, zejména fyzice, se p°i náro£n¥j²ích problémech vyuºívá Lebe-
sgueuv integrál, k°ivkové integrály a dal²í druhy integrál·. Lebesgueuv integrál na-
p°íklad tém¥° nevyºaduje, oproti Riemannovu integrálu, aby integrovatelnou funkcí
byla spojitá funkce. V celé této práci se p°edpokládalo, ºe integrovaná funkce je spo-
jitá. Pokud by integrovaná funkce nebyla spojitá, byl by postup p°i °e²ení n¥kterých
p°íklad· mnohem komplikovan¥j²í.

Text byl psán po£íta£ovým softwarem Texmaker. Na tvorbu obrázk· a sloºit¥j²í
výpo£ty jsem pouºil GeoGebru 4.2 a 5.0, Maple 7.00 a GNU Octave.
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