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ANOTACE

Cilem bakaléiské prace VySetrovani mnozin bodu danych vlastnosti s uzitim
software dynamické geometrie je zkoumani n¢kolika vybranych kiivek, které vznikaji
jako mnozina bodi dané vlastnosti pomoci matematickych programi GeoGebra
a CoCoA. U kazdé kiivky je popsan postup odvozeni obecné rovnice a obrazky

ukazujici vznik dané kiivky.

ABSTRACT

The aim of the bachelor thesis Investigation of loci of points with given
properties using dynamic geometry software is exploration of a few selected curves,
witch are created as a locus of points with given properties using mathematical
software GeoGebra and CoCoA. For each curve the process of determination of the

locus equation and realated figures is described.
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1 Uvod

Matematicky software dynamické geometrie pomahd pii konstrukénich
ulohach pfi vyuce matematiky. S jeho pouzitim lze ovéfovat vztahy mezi objekty
anazorn¢ je ukazat pro lepsi pochopeni. Pro svou praci jsem si vybral ovétovani
mnozin bodd danych vlastnosti v programu GeoGebra, ktery je volné k dispozici. Jeho
pracovni prostiedi je velmi pfehledné a intuitivni. Velkou vyhodou je moznost prace
s posuvniky, diky nimz lze jednoduSe ménit hodnoty jednotlivych konstrukci a
vytvaret potfebné ulohy. Pro slozitéjsi ptipady odvozeni rovnice kiivky jsem pouzival

matematicky program CoCoA, ktery je uzivatelsky nenarocny a velmi rychly.

Prace je rozdélena do péti zakladnich kapitol, po tvodnim oddilu nasleduje

druha kapitola, kde se seznamime s funkci mnoZina bodii programu GeoGebra.

V dalsi ¢asti prace jsou popisovany jednotlivé kiivky jako mnozZiny bodda.
U kazdé kiivky je popsan alespon jeden piiklad odvozeni obecné rovnice, n¢kolik
zpusobu jak kiivka vznika, a to jako mnozina bodd, které maji ur¢enou vlastnost, nebo

jako obalové kiivka. Déle je uvedena zminka o jeji historii a zdkladnich vlastnostech.

Ve treti kapitole popisuji strofoidu, jeji vznik jako prisecik vysek trojuhelnika,
odvozeni obecné a parametrické rovnice. Dale uvadim vznik strofoidy jako prisecik
piimky prochézejici sttedem kruZnice a jako mnoZinu ohnisek elips vznikajicich pfi

fezu valce.

Ctvrta kapitola pojednava o kardioidé. Tato velice zajimava algebraicka kiivka
vznika jako mnozina pat kolmic spusténych na te¢nu kruznice. Dale se v kapitole

nachdazi postup odvozeni obecné rovnice kiivky a dalsi tf1 pfipady vzniku této kiivky.

V paté kapitole se zabyvam asteroidou, Kterou vytvaii mnozina pat kolmic
spusténych na thlopficku obdélnika, odvozenim obecné rovnice kiivky, vytvotrenim

kiivky jako hypocykloidy a obalky mnoziny elips a usecek pevné délky.

Praci nechybi zavér a seznam pouzitych zdrojt, ze kterych jsem Cerpal.



2 VysSetfovani mnozin bodi danych vlastnosti

V programu GeoGebra je k dispozici funkce ,,mnozina bodi®, diky které lze

ovetovat zavislost polohy bodu na jiném bod¢.

Na modelovém piikladu si ukazeme, jak tato funkce funguje.

Vysetiete mnozinu vsech bodi, které maji od daného bodu S stejnou vzdalenost

r. Symbolicky v roviné p lze zapsat M = {X € p;|XS| = r }, tuto vlastnost spliiuje

kruznice k (S; 1), coz si pozdé&ji dokdzeme.

V programu GeoGebra si nejprve sestrojime bod S, program GeoGebra nam

automaticky oznaci bod pismenem A. Klikneme pravym tlacitkem mySi na bod A,

V nabidce vybereme moznost prejmenovat a piepiSeme bod A na S. Pak pomoci

nastroje posuvnik vytvofime rozmezi hodnot pro vzdalenost bodu r a pro vySetfeni

celé roviny uhel a.

@

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

IREESOERANE =

F Algebraické okno | | = Nakresna
Cislo W~ 2~
@ =1

min: |0°

Interval  Posuvnik  Animace

max: | 360°

0K

Storno

- N&
O Cislo ==
@ Uhel 0 “
O Celé &islo [ Nahodnj

Krolc |1*

Vstup:

Obrazek 2-1 Vytvoreni posuvnikii

Prihlasit.



Dale si vytvoiime ,,usecku pevné délky* z bodu S s délkou r, uhel, diky
kterému nam vznikne mnoZina bodii, pomoci bodu A vytvoiime uhel ¥ASX dané

velikosti a.

Ziskédme bod 4 °, ktery pifejmenujeme na bod X. Nyni si v nabidce vybereme
nastroj ,,mnozina bodt“ s jeho pomoci vytvofime nami hledanou mnozinu bodu. Jako
prvni se vybira bod, ktery mnozinu tvoti (bod X), jako druhy se voli bod, v nasem

ptipad¢ posuvnik (a), V jehoz zavislosti mnozina vznika.

. GeoGebra

soupor Upravy Zobrazit Mastaveni Nastroje Okno Napovéda

& BB OO N ned 2 4]

v Algebraické okno . Kolmice L
- Bod — -
i@ A=(243,062)

Prinldsit...

H = x3
L@ 5=(.0.82,062) — Rownobéika
o X=(1.48,2.92) |
- Unel .:‘/\- Osa lsedky r=3.25
L@ a=45° \ ®
@ B=45° i
- Usetka {0 ES Sl u=45°
@ a=325 @
Cislo .

L@ r=325 '/Q, Teényz bodu

\(Q Poldra [ ]

LERN

"-/‘ Linedrni regrese

(e Mnoina bodi &45,—._

a

Vstup: 5

Obrazek 2-2 MnoZina bodii

Ziskali jsme mnoZinu bodd, kterd se automaticky pojmenovala jako mnoZinal.

v v

V dal$im kroku si ovéfime, ze nami ziskand mnozina bodi je totoznad s kruznici
k (S;r).

V programu GeoGebra zvolime nastroj ,, kruznice dand stiredem a polomérem “
jako sted volime bod S a jako polomér ¢islo r. Vznika ndm kruznice oznaéena jako c,
VvV okn¢ ndkresna je vidét pouze popisek, protoze kruznice splyva s mnozinou bodi
ziskanou v predeslém kroku. Muzeme ji ale vidét v okné Algebraické okno, kde je

zastoupena rovnici kuZelosecky.



GeoGebra

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Frihlasit...

D EENE NN T

P Algebraické okno < | = Nakresna <
Bod L P
L@ A=(2.43,0.62) .
..... @ 5-(-0.82,062) mnozinal
L@ X=(1.48,2.92)
- KuZelosetka r=325
el ey +1.64x-1.24y =9,
Mnozina bodd
! mnoiinal = MnozinaBodu[X o=45°

Vstup: @

Obrazek 2-3 Kruznice
Pomoci funkce ,,vztah mezi objekty* zjistime, Ze tyto dva objekty ziskané
riznymi zpusoby jsou totozné. Po oznaceni kruznice ¢ a mnoziny bodl mnozZinal

touto funkci vyskoci dialogové okno s tvrzenim, Ze ndmi zadané objekty jsou stejné.

e
¥ GeoGebra — [m] > |_
Soubor Upravy Zobrazit Mastaveni Nastroje Okno Npovéda Pfinldsit... l
E [=d
R E RN E
Y| R 1N S (ol (5] PN SN B ES T e
hd é okno % | * Nakresna X
== [ =P
Bod mnoZinal I
i A=(243,0.62)
§=(-0.82,0.62) r=325
X=(1.48,2.92)
-~ Kuielosetka ®
Ll oy +1.64x -1.24y = 9. =45
WnoZina bodl
@ mnoiinal = MnozinaBodu[X h
Uhel 14
@ a=45° L
~@ p=45
Useika ¢
%_ ‘a=3.25 mnofinal a ¢ jsou stejné
1slo N
zkontrolovano numeric}
i r=3.25 ( ) 4
OK
B
L4
a
| ]
< >
Vstup: @
——p

Obrazek 2-4 VVztah mezi objekty



Tato verifikace probiha na zaklad¢ matematickych vypoctl, v nasem piipadé ji

1ze povazovat za postacujici. Nyni si jesté odvodime rovnici nami ziskané kiivky.

Obrazek si umistime do soustavy soufadnic tak, Zze bod S [0; 0] a bod A [a; 0],

pohyblivy bod X [x; y]; |XS| = a. Odvozeni rovnice vychazi z Pythagorovy véty.

Rovnice odpovida kruznici se sttedem S [0; 0] a polomérem a.

-10 -



3 Strofoida

Strofoida je rovinna algebraicka ktivka tietiho stupné, vznika naptiklad jako

mnozina bodt prusecikti vySek v rovnoramenném trojthelniku. [10]

3.1 Demonstrace problému

Je dana kruznice k(4;a), tuseCka |AB|= a. Sestrojme libovolny

rovnoramenny trojuhelnik ABC tak, aby body B,C € k; |AB| = |AC| = a.

Dale sestrojime vySKy Va, Vb, Vc . Jejich priisec¢ik nazveme O.

Obrazek 3-1 Strofoida, priisecik vysek trojithelniku

-11 -



Posouvame-li bodem C po kruznici, mtizeme se pomoci programu GeoGebra
presvédcit, Ze mnozinou bodi priuseciki vysek O rovnoramenného trojahelniku ABC

je kiivka.

Obrazek 3-2 Strofoida, mnozina bodii priisecikii vysek

3.2 Odvozeni obecné rovnice kiivky

Trojuhelnik umistime do soustavy soufadné tak, aby bod A =[0;0]

abod B = [0;0].
Rovnice kruznice k, po které se ohybuje bod C:
k:x?+y2—a?=0
Bod C nalezi kruznici a splituje rovnici:
0 ek:u*+v:i—a?2=0
Soutadnice bodu C

Cek; C= [uv]

-12 -



Bod O lezi na vyskach trojthelniku:
Vgo(u—a)x+vy=0
vprux +vy —ua =20

Bod O [p;q] nalezi témto ptimkam a spliiuje rovnice:

0 evg:(u—a)p+vqg=0

0O eEvyrup+vqg —ua=20

N
~

‘x\vb: ux+vy-ua=0

Obrazek 3-3 Zavislost bodu O

Ziskavame soustavu tii rovnic:
ul+vi—-a?2=0
(u—a)p+vg=0
up+vq —ua=20

Eliminaci proménnych u,v z téchto rovnic dostaneme rovnici kiivky.

-13-



, . . «r Avr ap—v , , v .7 .
Z druhé rovnice si vyjadiime u (u = pp q) a dosadime do prvni a tfeti rovnice.

(ap —vq

2
) +v2—a’=0
p

ap —vq ap —vq
ptvq —

a=0

Obé rovnice vynasobime p\p? a upravime
a’p? — 2apvq + v3q® + v?*p? — a*p? =0
ap? — vpq + vpq — a’p —avq = 0

. . . — a’*p-ap? , ,
Ze druhé rovnice si vyjadiime v (v = %) a dosadime do prvni

a upravujeme

a*p—ap® (a*p—ap?\’ , (a*p—ap?\’
—2apq " +< > ) q2+< p” ) p? =0

—2p(a®p — ap?)a*q® + (a®p — ap?)?*q* + (a*p — ap?)?*p* =0

2p4q2 + a4p4 _

_2a4p2q2 + 2a3p3q2 + a4p2q2 _ 2a3p3q2 +a
—2a3p5+a?p®=0
_anZ + quZ + a2p2 _ 2ap3 +p4- =0
p* +p°q® —ap® + apq® — ap® — apq® + a’p* —a’q® = 0

p(3 +pq® — ap? + aq?®) — a(p® + pq* —ap* + aq®) = 0

(p —a)(P®+pq* —ap*+aq®) =0

-14 -



Rovnici dale upravime a ziskdme

p(P*+q%) —a(®@*—- q¢*) =0

p(p* +q*) = a(p® - q%)

24 ,

Pro slozitéjsi vypocty si mizeme vyuzit program CoCoA:

/Disk Google/3kola Budéjic la 15_16/Bakalarka/priklad CoCoA

File Edit CoCoA CoCoAServer Settings Help
D& oH&G|® & x

Use R::=Q[a,u,v,p,gls

I:=Ideal (u*2+v*2-a”2, (u—a)p+vg,uptvg-ua) ;
Elim(u..v,I);

-a”3p"2 + 2a*Z2p”3 - ap™4 + a"*3g™Z - ap"ZgtZ;

Factor (-a”3p"*2 + 2a"2p"3 - ap™4 + a"3g™2 - ap™Zg”2);
-a(a-p) (ap™2 - p"3 - ag™2 - pgti);

R? 4y DM

Ideal (-a™3p™2 + 2a"2p™3 - ap”™4 + 273g™2 - ap™Zg"2)

-a”3p*2 + Z2a"Zp™3 - ap™4 + a"3g™Z - ap"ig”Z

[ta, 11, [a - p, 11, [ap"2 - p"3 - ag"2 - pg”2, 11, [-1, 111

-a”™3p™2 + 2a"Zp”3 - ap™4 + a"3g™Z - apt2g”i

Interactive (0) priklad CoCoa (1) O Untitled (1)

Use R::=Q[a,u,v,p,g]:

I:=Ideal (u™2+v*2-a"2, (u-a)ptvg,uptvg-ua);
Elim{u..v,I);

-a™3p”2 + 2a2"Zp”3 - ap™4 + a"3g”Z - ap”IZg”i;

Factor (-a”™3p”2 + 2a”2p”3 - ap™4 + a”™3g™2 - ap”Zg™l);
—-a(a-p) (ap™2 - p*3 - ag™Z - pq"2);|

Ready [364ms] Line: 3 Col: 14 HE: 11 WW: Normal AC: Off Al: Offf

Obrazek 3-4 Eliminace pomoci programu CoCoA

-15 -



Proménné p,q nahradime X,y a ziskavame rovnici kfivky, kterou vlozime do
programu GeoGebra.

x(x* +y%) = a(x* — y?)

Obrazek 3-5 Implicitni rovnice — Geogebra

Rovnici, kterou jsme ziskali, dale upravime pro ziskani zavislosti proménné y
x(x? +y?) = a(x? - y?)

ay? + xy? = ax? — x

y*(a+x) =ax?—x3
2_axz—x3
Y= a+x
N a—x
=+x
y== a+x

-16 -



Vyslednou funkci y = +x /% je mozné pfevzit do matematické analyzy

a zkoumat jeji vlastnosti.

g 6
a=2
2 a=2 P
L3
5
a—x 1
y==x
4 a-+x
0 4
-3 -2 -1 0 1 2 3
3
-1
2
-2
1
-3
4 -3 -2 -1 1
a— T
Y= —a -1
5 a+x
-2
6
f

Obrazek 3-6 Matematicka analyza kiivky
3.3 Odvozeni parametrické rovnice kiivky
Zvolme si soufadnicovy systém tak, aby bod A = [0; 0] abod B = [a; 0].

Soufadnice bodu C = [a cos ¢ ; asin ¢].

Obrazek 3-T Strofoida, zavislost bodu C

-17 -



Vyska Ve prochazi bodem C = [a cos ¢ ;asin @] a je kolma na osu X.
Rovnice ptimky:
X =a-cosq

Vyska Va prochazi bodem A = [0; 0], jelikoz je AABC rovnoramenny, vys$ka
puli thel ¢.

Rovnice pfimky:
%
=t —_
y=tan- x
Bod O vznika jako prusecik vysSek Vca Va.

Vet X = a-Ccos¢Q

%
Vgiy = tanE x

:ix=a cos (@)

Vb \\\ \

=[a cos¢ , a sing]

v iy =xtan ¢/2

Obrazek 3-8 Popis bodu C parametricky

-18 -



Soutadnici y bodu O ziskame dosazenim rovnice V¢ do rovnice Va.
_ %
0O =l|a-cosg ;a-tani-cosq)

Strofoida je mnozina vSech boda prisecikt vySek trojuhelnika ABC.
Parametrické vyjadieni:

X=a-cose
%
y = a-tan—cos @

2

@ € (—m;m)

x = 1.8\ cos (¢)

] —314 < p <L
y = 1.8 tos () %g(f) ==
2 gé=1.8
2.
1.
2 1 1 2 3

-2 1

Obrazek 3-9 Parametrické vyjadreni

Ziskali jsme stejnou kiivku jako pii odvozeni obecné rovnice.

-19-



3.3.1 Ziskani obecné rovnice z parametrickych rovnic
Pfi odvozovani parametrickych rovnic jsme ziskali rovnice

X=a-cosq

%
y= a-tanECOS(p

” veos s s @ 1-cose , .,
Pti pouziti vzorce pro polovi¢ni thel [tan—=| = ziskame
2 J1+cos@

X=a-cosq

J1—cosg
J1+cose

y =a-cos¢@

, e x . - ;
Z prvni rovnice si vyjadiime cos ¢ = -a dosadime do rovnice druhé

X

x17a

=q-Z
T 142
a
Po tpravé ziskadme
a—x a
=X .

Y a a+x

Jelikoz vzorec pro polovi¢ni uhel je v absolutni hodnoté, ziskali jsme pouze

Cast kiivky. Viz vySe Obrazek 3-6 Matematickad analyza kiivky.



3.4 Dalsi moZnosti sestrojeni strofoidy

Nyni si ukazeme jiné piipady vzniku této kiivky.

3.4.1 Strofoida — prasecik kruznice s pfimkou

Je dana kruznice K, ktera se dotyka piimky r v bod¢ B. Ozna¢me S piimku, ktera
je kolma k te¢n€ r v bod¢ B a necht’ u je pfimka jdouci bodem A €r a stfedem S
kruznice K. Pohybuje-li se S po pfimce S, potom mnozina prase¢iki C kruznice K

a piimky u je strofoida. [10]

Obrazek 3-10 Strofoida, kruznice s primkou
V programu Geogebra si obrazek umistime tak, aby

A =[a;0],B =1[0;0]S =[0;s].

Dale popiSeme

Ptimku uax+sy—as=20
KruzZnici kix?+ (y—s5)2=5s%,(k(S;s))
Bod C = [p;a]
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s
ax +sy-as\=0 K: XP2 [+ (y - 8)72 = 72
Cc
S[0,s]
[p.dl
r Ala,0]
B[0,0

Obrazek 3-11 Strofoida - piimka, kruznice, zavislost bodii

Nyni si dokdzeme, Ze se jednd o strofoidu.
Bod C nalezi kruznici k a pfimce U:
C Eu:sptaq—as=20
CeEk:p?>+ (q—5)*—5s2=0
Dostavame soustavu dvou rovnic:
sptaq—as=0
p*+ (q-5)2 =52 =0
=24

Eliminujeme proménou S. Z prvni rovnice vyjadiime S (s = ), druhou

rovnici si upravime.

p?+ q>—2qs+s?—5s2=0
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Nyni do rovnice dosadime S (s = —;ﬁlp)

2 2 aq —
— 20 —— =
p°+q 195 0

Rovnici vynasobime (a — q) a upravujeme
p*(a—p)+ q*(a—p)—2aq* =0
ap® —p® + aq®* —pq® — 2aq* =0

p® +pq* = ap® — aq?
p(* +q*) =a(®* - q*)

Ziskali jsme stejnou rovnici jako v pfipadé pruseciki vysek v trojuhelniku.

Zkoumana kiivka je tedy strofoida.
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3.4.2 Strofoida — ohniska elips ve valci

Pti fezu valce svazkem rovin, které jsou dany pevnym bodem A a ptimkou t,
nam vznikne elipsa e, pfipadné¢ kruznice. Mnozina vSech ohnisek elipsy Fi, Fo,

ptipadné stied kruznice, nam vytvoii strofoidu. [10]

Obrazek 3-12 Strofoida - ohniska elips ve vdlci
Obrazek si v programu GeoGebra umistime do kartézské soustavy soufadnic

tak, aby pevny bod otaceni rovinyA = [0; 0].
Bod S; = [a; s], bod S nalezi ose valce a ose thlu t, d
Pfimka t:y —kx =0
Kruznice ki: (x —a)* + (y —s)? — a? =0

Bod F;, = [e; f], bod F1 nalezi kruznici ki a pfimce t
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Usecka |F1S1| je kolma na piimku t, jeji vektor:

|S1Fil: F; —=S1= (e—a; f—s);n= (1;k)

Obrazek 3-13 Strofoida

Meénime-li thel roviny fezu o, vidime, Ze mnozinou vSech ohnisek F1 a F2 je
kiivka. Nyni si dokazeme, ze kiivkou je strofoida. Ohnisko elipsy nalezi kruznici ki

pfimce t:
Fi€ki:(e—a)’+(f—95)2—a?=0
F1 € t:f—k€=0

F, €|S;Fi|: (a—e)-1+(f—5s)-k=0
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Mame soustavu tii rovnic:
(e—a)+(f—s)2—a?*=0
f—ke=0
(a—e)-1+(f—s)k=0

Eliminaci proménnych k a s z téchto rovnic ziskame rovnici hledané kiivky.

Prvni rovnici upravime, z druhé rovnice vyjadiime k (k = g) a dosadime do treti

rovnice
e?—2ae+ a’+f?—-2fs+s?—a?=0
ae—e*+sf—f*=0

e?+f2-ae

7 ) a dosazenim do prvni rovnice

Ze druhé rovnice si vyjadiime s = (

ziskame:

e+ f%—ae e + f2 —ae\’
7 >+< 7 )

e2—2ae+f2—2f<
Rovnici vynasobime f2 a upravujeme
e?f? —2aef?+ f*—2f%(e?+f2—ae)+ (e? +f2—ae)? =0
e?f? —2aef? + f*—2e%f? — 2f* + 2aef?* + (e? + f2—ae)* =0
—e?f2—f*+ (e?+f?—ae)?>=0
—e?f2 —fr+ et +e?f? —aed+e?f2+f* —aef? —aed® —aef? +a%e?* =0
+et +e?f? —2ae® — 2aef? +a*e? =0
e(e® +ef? —2ae?—2af?+a%) =0

e3+ef? —2ae?—2af*+a’e=0
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Vyslednou rovnici Si zobrazime Vv programu GeoGebra pomoci funkce

implicitni kiivka a vidime, Ze se jedna o rovnici strofoidy.

3.
X -2+ Xy +x-2y?*=0

Obrazek 3-14 Strofioda, implicitni krivka

3.5 Piehled rovnic strofoidy

Strofoida je algebraicka kiivka tfetiho stupné, mizeme ji popsat nasledujicimi

rovnicemi:
Kartézské soutadnice
x(x? +y?) = alx? - y?)
Parametrické vyjadieni

X=a-cosq
%
y= a-tanicosqo

@ € (—m;m)
Polarni soufadnice

cos 2¢
a

cos @
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3.6 Zékladni geometrické vlastnosti

Asymptota X =-a
Osa soumeérnosti y=0
Plocha smycky A= (2 — g) a? [5]

3.7 Historie strofoidy

Strofoidu poprvé popsal ve svych dopisech Evangelista Torricelli (1608 -1647)
kolem roku 1645. Také se objevila v praci Isaaca Baroowa (1630 —1677) v roce 1670.
Nazev strofoida navrhl Montucci v roce 1846, vychazi z latinského ,,strophos®, coz

znamena ,,pas s rotaci. [15]
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4 Kardioida

Kardioida neboli srdcovka je algebraicka kiivka ¢tvrtého stupné, ktera byla
studovana matematiky jiz v 17. stoleti. Jméno kardioida (,,srdcitého tvaru‘) bylo
poprvé pouzito Castillonim v publikaci Philosophical Transactions of the Royal

Society roku 1741. Castilloni ale nebyl prvni, kdo se zabyval touto kiivkou. [14]

4.1 Demonstrace problému

Kardioidu tvofi mnozina vSech pat kolmic spusténych z bodu (p6lu) na tecny

kruznice.

Je dana kruznice k (S; a) pevny bod A € k (pol) a pohyblivy bod B € k.
Sestrojime te¢nu t ke kruZnici, kterd prochdzi bodem B, dale sestrojime kolmici p na

teCnu t, tak ze A € p. Prisecik vznikly prinikem p a t nazveme P, (P €p N t).

P 31

Obrazek 4-1 Kardioida, kolmice na tecnu kruznice
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Pfi pohybu bodem B ziskavdme v programu GeoGebra mnozinu bodt, ktera

tvoii kiivku.

t a=25 tn 4

Mnozina Bodu

- g

Obrdzek 4-2 Kardioida, mnoZina bodii
4.1.1 Odvozeni rovnice kiivky

Obrazek umistime do soustavy soufadnic, tak ze S [—a; 0] a bod 4 [0; 0].
Rovnice kruznice K, po které se pohybuje bod B [u; v]:

k: (x+a)? + y? = a?
Bod B nalezi kruznici a splituje rovnici:

Bek:(u+a)?+v?—a?=0

Bodem B prochazi piimka tn, kterd ma rovnici:

Bet,:—vx+(u+a)y—va=0
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Tecna t ke kruznici k, ktera prochazi bodem B je kolma na ptimku tn:
ttuta)x+vy—@W?+au+ v?) =0
Ptimka p prochazi bodem A a je rovnobézna s ptimkou tn:
p: —vx+u+a)y =0
Bod C [p; q] lezi na ptimkach p a t a spliuje rovnice:
Cep:—vwp+w+a)g=0

Cet:(u+a)p+vg— W +au+v?)=0

a=25 tﬁ’:: -vx+(ufa)y-va=0
t: (u+a)x+vy-(u2+au+ v"2)=0 3
B [uv]
K (xta)y2+yr2=an (2]
| g [Pl
5 [-a;0] A[0:0]
-7 -6 -4 30 2 e 1o 1
_3 4
p:vx+(u+a)y FO

Obrazek 4-3 Kardioida, popis
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Dostavame soustavu tii rovnic:
u+a)+v2—a?=0
—-vp+ (u+a)g=0
(u+a)p+vqg— W?+au+v?) =0

Eliminaci proménnych u, v z téchto rovnic ziskame rovnici kiivky.

4 CoCoh 4.7 C:/Users/Jan/Disk Google/¢kola Budgjice/tkola 15_16/Bakalarka/rardio?

File Edit CoCoA CoCoAServer Settings Help
D& eH&|o ax
Use R::=Ql[a,u,v,p,ql;

I:=Ideal({-wvp+(ut+ta)g, (uta)ptvg- (W 2+autv"2), (uta) "2+v™2-a"2);
Elim(u..v,I);

2 4 b D b

Ideal (2a”3p”3 + a"2p™4 - a™4g”2 + 2a”3pg”2 + 2a"2p”2g”2 + a"2g"4)

Use R::=Qla,u,v,p,ql;

I:=Ideal (-vp+(u+a)qg, (u+a)p+vg- (U 2+au+v~2), (uta) ~"2+v"2-a"2);
Elim(u..v,I);

Factor(2a"3p"3 + a"Z2p"4 - a™4g”2 + 2a"3pg"2 + 2a"Z2p"2g”2 + a"~2g™4):;

Ideal (2a”3p"3 + a"Zp™4 - a™4g™2 + 2a"3pg”Z + 2a"2p”2g”Z + a"2g"4)

[[-2ap”3 - p™4 + a"2g"2 - 2apg”2 - 2Zp™2q”2 - g4, 11, [a, 21, [-1, 111

Interactive (0) rardio2 (1) priklad CoCoA (1)

Use R::=Q[a,u,v,p,g]~

I:=Ideal(-vp+(uta)aqg, (ut+ta)pt+vg- (u*2+autv™2), (ut+a) “24+v"2-a"2):
Elim{u..v,I):

Factor (2a"3p”3 + a"2p”4 - a"™4g”Z + 2a"3pg™Z + 2a”2p™22g”Z + a"Zg”4);
(a~2) (-2ap”3 - p™4 + a™2g™2 - 2apg™2 - 2p~2g”2 - g™4)

Line: 5 Cok: 54 HI: 13 WW: Normal AC: Off Al: Off

Obrazek 4-4 Kardioida, eliminace CoCoA

Eliminaci jsme provedli pomoci programu CoCoA, vysledna rovnice je
—2ap® — p*+ a%q® — 2apq® — 2p%*q* —q* =0
Rovnici si upravime pro jednodussi postup ziskani konecné rovnice
p* +p2q% + ap® + q* + p2q? + apq® + ap® + apq? + a?q? = a’q® + a’q?

(p* + q* + ap)? = a*(q* + q*)
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Nyni proménné p, q nahradime X, y a ziskanou rovnici vlozime do programu

GeoGebra pro porovnani s kiivkou.

(x?+y? + ax)? = a?(x? + y?)

(¢ +y? +axy=a? (@ +y?)

a=25
®
-6 1 2 3 4 5

Obrazek 4-5 Kardioida, implicitni kiivka
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4.2 Kardioida jako epicykloida

Epicykloida, je kiivka, ktera vznika jako trajektorie bodu pii odvalovani

kruznice z venku po jiné kruznici bez smykani. [12]

Je dano: kruznice k, (S;;7), kruznice k, (S,;r)a bod E € k,. Kruznice ki
a kruznice k2 maji jeden vnéjsi dotyk. Kruznici k2 nechame odvalovat bez smykani po

kruznici k1. Mnozinou vSech bodu E je epicykloida.

10 1

Obrazek 4-6 Kardioida, epicykloida
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Pti odvalovani kruznice k> po kruznici k1 nam bod E vytvaii kiivku, ktera je
trajektorii pevného bodu kruznice ko kotalejici se po kruznici ki. V programu

GeoGebra ziskame tuto kiivku jako mnozinu bodu.

mnoZina1

Obrazek 4-T7 Kardioida, epicykloida, mnoZina bodii
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4.3 Kardioda jako obalova kiivka

Kardioida vznika také jako obalova kiivka, ukdazeme si dva ptipady vzniku.

4.3.1 Kardioida - odraz paprski v kruhu

Kiivka vznika pfi odrazu rovnobéznych paprski v kruhu. [8]

Je dana kruznice k (S;7), smér dopadajicich paprski je dan piimkou a,
odraZeny paprsek je reprezentovan tseckou b. Uhel dopadu « a tihel odrazu £ jsou si
rovny. Pii posouvani mista dopadu D po kruznici k vznikd mnozina ptimek b. Obalova

ktivka této mnoziny je kardioida.

Obrazek 4-8 Kardioida, odraz paprskii v kruhu

-36 -



Pohybujeme-li bodem D po kruznici k, méni se thel dopadu paprski. Stopa
ptimky b nam vytvofi kardioidu.

Obrazek 4-9 Kardioida, obalova kifivka

Tento jev miizeme pozorovat pii odrazu slune¢nich paprskii do kruhové

nadoby, piipadné prstence.

Obrazek 4-10 Odraz slunecnich paprskii
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4.3.2 Kardioida - mnozina kruznic

Je dana kruzZnice k(A, 1), pevny bod B a pohyblivy bod S, B € k; S € k, dale
kruznice | se sttedem S a polomérem |BS|. [8]

Pohybem bodu S po kruznici k vznika mnozina kruznic .

Obrazek 4-11 Kardioida, mnozina kruznic

V programu GeoGebra vymodelujeme danou situaci. Zapneme si funkci stopa
a pohybujeme-li bodem S, ziskime mnozinu kiivek. Obalova kiivka této mnoziny je

kardioida.

\

Obrazek 4-12 Kardioida, obalova kiivka mnoziny kruznic
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4.4 Kardioida — mnozina soumérnych bodu

Kardioida vznikd jako mnozina bodi osové soumérnych s pevné danym

bodem A podle vSech tecen kruznice. Pevna kruznice prochazi bodem A. [8]

Je dana kruznice k(r;S), pevny bod A € k, te¢na t ke kruznici K prochazejici
bodem T (T € k;t L ST),bod X (0O(t):A — X).

Obrazek 4-13 Kardioida, soumérné body podie tecny

Pii pohybu bodu T po kruZnici k se méni poloha te¢ny t. Se zménou polohy
teCny se méni i poloha bodu X, jak se mizeme presvédcit v programu Geogebra.
Trajektorie bodu X nam vytvafi kardioidu.
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7
'

Obrazek 4-14 Kardioida, mnozina bodii

4.5 Historicka konstrukce

, Vytvori se zpiisobem timto: Na kruzmici vytcen budiz bod-pol. Na kazdy
paprsek timto bodem vedeny nanese se od druhého jeho priisecniku s kruznici na obé
strany délka prumeéru této kruznice; geometrickym mistem krajnich bodui téchto délek

Jest kardioida (Carré: Mémoires de I'Acad. des Sciences 1705). “*

1 http://archive.org/stream/ottvslovnknaunil7ottogoog#page/n1066/mode/lup)
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Obrazek 4-15 Kardioida, historicka konstrukce

Pti konstrukci této tlohy pomoci programu GeoGebra nam vznikla kiivka
nazyvana limacon. Pro ziskani kardioidy timto postupem je tfeba od druhého priseéiku
piimky s kruznici nanést na ob¢ strany dvojnasobek poloméru (primér) ptvodni

kruznice.

Obrazek 4-16 Historicka konstrukcee, tiprava
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4.6 Prehled rovnic

Kartézské soutadnice
(x2+y?+ax)? = a?(x% +y?)
Parametrické vyjadreni
X =2acos@ —acos2e
y = 2asing — asin2¢
p E(—mmu);a >0
Polarni soutfadnice

r=a(l —cosq)

4.7 Zéikladni geometrické vlastnosti

Osa soumérnosti y=20

Délka kiivky L =8a

Plocha kfivky A= %naz [2]
4.8 Historie

Kardioida byla poprvé studovana danskym matematikem Olem Christensenem
Romerem (1644 - 1710), nasledoval jej Vaumeslem (1678). Jeji délka byla roku 1708

ur¢ena matematikem Philippem de La Hirem. [6]
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5 Asteroida

Asteroida je rovinna kiivka Sestého stupné, kterd vznika jako mnozina bodu pat

kolmic na thlopficku obdélnika uréeného stiedem kruznice a bodem na kruznici. [9]

5.1 Demonstrace problému

Je dana kruznice k(S;a) a bod B. Sestrojime obdélnik ABCS dany stfedem
kruznice S a bodem B na kruznici. Déle sestrojime kolmici z bodu B na Ghlopficku AC

a jejich priisecik nazveme P.

Obrazek 5-1 Asteroida, kolmice na uhlopricku obdélnika
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Posunujeme-li bodem B po kruznici k, mnozina vSech pat kolmic na thlopticku
AC nam vytvoii kiivku. V programu GeoGebra jsme pomoci funkce mnozina bodt

ziskali kiivku.

2.5

[O]
1

Obrazek 5-2 Asteroida, mnozina bodui pat kolmic

5.2 Odvozeni rovnice kiivky

Obrazek jsme si umistili do soustavy soufadnic tak ze S [0; 0] a bod B [u; v],

timto umisténim ziskame bod A [u; 0] a bod C [0; v].
Dale si popiseme kruznici k
k:x?+y?—a?=0
Bod B [u; v] nalezi kruznici a spliiuje rovnici

Bek:u?+v°—a?>=0
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Ptimka e, ktera prochazi body AC a pfi vypoctu nam nahradi uhlopticku
e:vx+uy—uv =20
Kolmici f na pfimku e, ktera prochazi bodem B
frux—vy— (@W?*—u?)=0

. ux-vy-(vA2-ur2 )=0

a=25
e vx+uy-uv=0 3 ®
k: xh2+yr2-at2+0

C[o;v]
Blu;v]

)
Alu; 0

o.lS[0;0]  Plp;q] o

3 0 1 3 4

Obrazek 5-3 Asteroida, popis

Bod P [p; q] leZi na ptimkach e, f a splituje rovnice
Peevptuqg—uv=20
Pefiup—vqg— (w?>—u?)=0
Dostavame soustavu tfi rovnic
ul+vi—-a?2=0
vp+uq—uv =0

up —vqg — (W?—u?) =0
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Eliminaci proménnych u, v ziskame rovnici nami hledané kiivky

nteractive Document

File Edit CoCoA CoCoAServer Settings Help
D& ol & »ax

Use R::=Q[a,u,v,p,ql;

I:=Ideal (u"2+v"2-a"2,vp+ug-uv,up-vg+ (v*2-u~2));

Elim(u..v,I);

Ideal(l/%a"8 - 1/3a”6ép™2 + 1/3a"4p™4 - 1/%9a"2p"6 - 1/3a"eg™2 - 7/3a%4p~2g™Z - 1/3a"Zp~dg"2
+ 1/3a"4g”4 - 1/3a"2p~2g”4 - 1/%a"2g"6);

Factor(1/%a”8 - 1/3a%ép”2 + 1/3a"4p™4 - 1/%a"2p”~6 - 1/3a%6g™Z - 7/3a"4p™2g~2 - 1/3a"2p~4g”

2 + 1/33"4g™4 - 1/3a"Zp~Zg™4 - 1/%a"2g”e6):

Ideal (1/%a"8 - 1/3a"ép”2 + 1/3a"4p”4 - 1/%a"2p”6 - 1/3a"6g"2 - 7/3z2"4p~2g”2 - 1/3a"Zp~4g”2
+ 1/3a"4g”4 - 1/3a"2p~2g™4 - 1/%a"Zg"é6

LI T v O

Ideal (1/9a"8 - 1/3a"6p~Z + 1/32"4p™4 - 1/9a"2p"6 - 1/3a"6g”2 - 7/3a"4p~2g"2 - 1/3a"2p~4g"Z
+ 1/3a™4g*4 - 1/3a"2p"2g°4 - 1/9a"29"6)

[[2*6 - 3a™4p”~2 + 3a"Zp™4 - p™6 - 3a™4g™2 - 21a”2p"2g™2 - 3p~4g”2 + 3a"2g™4 - 3p~2g™4 - g®
6, 11, [a, 21, [1/%, 1]

Interactive (@) priklad CoCoA (1)

Use R::=Qla,u,v,p,ql;

I:=Ideal (u™2+4v"2-a"2,vp+ug-uv,up-vagt (v 2-u2));

Elim(u..v,I);

Ideal(1/%a"8 - 1/3a"6p”Z + 1/3a"4p~4 - 1/%a"2p"6 - 1/3a~eg™Z - 7/3a"4p~2g”~Z - 1/3a"Zp~4g”2
+ 1/3a"4g”4 - 1/3a"2p~2g”4 - 1/%a"2g9"6);

Factor(1/5%a"8 - 1/3a"ép~2 + 1/3a"4p™4 - 1/%a"2p”~6 - 1/3a%6g™2 - 7/3a"4p"2g°2 - 1/3a"Zp~4g”2
+ 1/3a™4g™4 - 1/3a"2p~2g~4 - 1/%9a"2g”e);

a6 - 3a®4p~2 + 3a*2p™4 - p*c - 3a™4g”2 - Zla*Zp*2g™2 - 3p"4g”Z + 3a*2g™4 - 3p*Zg™4 - gt6;

Ready [37ms] Line: 6 Col: 91 HI: 6 WW: Normal AC: Off Al: Off

Obrazek 5-4 Asteroida, eliminace CoCoA

Na eliminaci jsme pouzili program CoCoA a ziskali jsme rovnici kiivky, kterou

déle upravime
a® — 3a*p? + 3a?p* — p® — 3a*q? — 21a’p?q? -
—3p*q? + 3a%q* — 3p%q* — ¢ =0
Tato rovnice se da zapsat také jako
(P?+ g% — a®)(p* + g* + a* + 2p?q? — 2q%a® — 2p?a®) + 27a*p?q* = 0

(pZ + 92 _ a2)3 + 27a2p2q2 =0
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Nyni proménné p, g nahradime X, y a pomoci programu GeoGebra ovéiime, zZe

se jedna o asteroidu.
(x?2 +y%—a?)3+27a*x*y? =0

2.5 1

(@ +y2-a2) +27a2x2y2 = 0

Obrazek 5-5 Asteroida, implicitni kiivka

5.3 Asteroida jako hypocykloida

Hypocykloida je rovinna kiivka, kterd vznikne opisovanim bodu pohyblivé
kruznice k(S;; 1), ktera se bez prokluzu kotali zevnitt po vétsi kruznici [(Sy; 15). Je-li

« v o v o T . F1 7 N . v . v
pomér polomért kruznic p = r—z racionalni ¢islo, hypocykloida se uzavie. Je-1i pomér
1

p = 4 vznik4 asteroida. [13]
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Je dana kruznice k(S;;1;) a I(Sy;7,) a bod A € k. Kruznice k a | maji pravé

2

jeden vnitini dotyk a plati p = :— =4; r, =4r;. Kruznici knechame zevnitf
1

odvalovat po kruznici |. Trajektorie bodu A je asteroida.

Obrazek 5-6 Asteroida, hypocykloida
Vymodelovali jsme si tuto situaci v programu GeoGebra. Pii pohybu kruznice
k v kruznici | vidime pohyb bodu A. Pti pouziti nastroje mnozina bodt se nam vznikne

asteroida.

Obrazek 5-T Asteroida, mnozina bodit hypocykloidy
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5.4 Asteroida jako obalova kiivka

Asteroida vznika také jako obalova kiivka, ukdzeme si na nasledujicich

ptikladech.

5.4.1 Asteroida — mnozina elips

Obalovou kiivkou mnoziny vSech elips, kterym ménime jejich excentricitu pti

pevné dané maximalni délce hlavni a vedlejsi poloosy, je asteroida. [9]

V programu GeoGebra si vymodelujeme danou situaci - maximalni délku
ménime pomoci posuvniku a, excentricitu pomoci posuvniku k. Vztah mezi

excentricitou a poloosami je e = va? — b?, kde a a b jsou poloosy a e excentricita.

2

X LY ] kdeO <k <1
(ka)2 * ((1-k)a) ! )

Mnozina elips odpovida rovnici

k=075 a=38
P ®
i
T \
EASEEERRRALL.
‘Y’J"' ‘ -
- HERam;
n'—rff :Fﬁ—ﬁ
HH HHH
N\ -

Obrazek 5-8 Asteroida, mnoZina elips
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5.4.2 Asteroida — mnozina usedek

Obalovou kiivkou mnoziny vSech usecek, které vzniknou pohybem dané
usecky pevné délky c, jejiz krajni body se pohybuji po pfimkach na sebe kolmych, je
asteroida. [11]

V programu GeoGebra vytvotime danou situaci, bod A lezi na pfimce a a bod

B lezi na piimce b, pfimky a a b jsou na sebe kolmé (A € a;B € b;a 1 b).

Obrazek 5-9 Asteroida, mnoZina usecek
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Pohybujeme-li bodem A, méni se poloha bodu B a poloha tsecky c. Stopa

usecky € ndm vytvori asteroidu.

Obrazek 5-10 Asteroida, mnoZina usecek

5.5 Piehled rovnic

Kartézské soufadnice
Vx? +y? = Va2
(x2 +y? —a?)?+27a’x%y? =0
Parametrické vyjadreni
X =2acos@ —acos2e
y = 2asin@ — asin2¢
@ €E(—mmu);a >0
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Polarni soufadnice

|sec o
2 \2
(1 + tg3<p>
5.6 Zakladni geometrické vlastnosti
Osy soumérnosti x=0y=0y=xy= —x
Délka kiivky L =6a
Plocha kfivky A= Znaz

Singularni body [£a; 0], [0; +a] [1]

5.7 Historie

Asteroida patii mezi cykloidni kfivky. Byla poprvé zkoumana Olem
Christensenem Roemerem (1644 — 1710) roku 1674 pii hledani idedlniho tvaru
ozubeni ptevodl. Studoval ji také Johann Bernoulli (1667 — 1748). O asteroidé pise
ve své korespondenci také Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) kolem roku
1715. [13]

V literatute byl nazev asteroida poprvé pouzit v roce 1836 Karlem Ludwigem

von Littrowem, vychazi z feckého aster nebo-1i hvézda.
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6 Zaver

V této bakalaiské praci jsem vytvoril piehled moznosti, jak ziskat jednotlivé
algebraické kiivky (strofoida, kardioida, asterida) pomoci rtuznych konstruk¢énich
metod v programu GeoGebra, jak odvodit obecné rovnice téchto kiivek. Soucasné
jsem vyuzival program CoCoA, ktery mi pomohl ziskat rovnice kiivek. Obecné

rovnice kfivek jsem odvozoval, zakladni geometrické vlastnosti jsem popisoval.

Kiivky fadt vysSich nez tii se v zakladnich kurzech matematiky nevyucuji,
aproto si myslim, ze tento prehled objasni, Ze konstrukce pomoci matematickych

programt je jednoducha.

Vytvofeni této prace mi prineslo novy pohled na geometrii a obohatilo mé

poznatky z analytické geometrie.
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