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Anotace

Cilem této diplomové prace je popsat a pfibliZit riizné metody vySetfovani mnoZin
bodii danych vlastnosti. Volila jsem jak klasicky pfistup, tak i vyuziti novych
technologii, jako jsou napiiklad geometricky software GeoGebra nebo program ze
skupiny CAS (Computer algebra system). Téma mnozin bodt danych vlastnosti je pro
zaky Casto velmi obtizné, proto je dulezité na n¢j nahlizet z mnoha hla pohledu, volit
zajimavé aplikacni tlohy a tak zaky k jejich studiu motivovat. V praci uvadim nékolik
nameth pro atraktivnéjsi a zdbavnéjsi vyuku této problematiky na zakladnich, stfednich 1

vysokych skolach.

Annotation

The aim of this diploma thesis is to describe various methods for examining loci of
points of given properties. | have chosen both the classical approach and new
technologies such as dynamic geometry software GeoGebra or a programme from CAS
(Computer Algebra System). The topic loci of points of given properties is often very
difficult for pupils to understand, therefore it is important to look at it from various
points of view, to choose interesting application tasks and thus motivate learners in their
studies. In this paper | present several suggestions for more attractive and amusing ways

of teaching this issue at primary, secondary and university level of education.
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Uvod

Pro¢ pravé mnoziny bodu danych vlastnosti? S mnozinami bodii danych vlastnosti
se setkavame jiz na prvnim stupni zakladni Skoly (kruznice, osa usecky) a provazi nas
az na Skoly vysoké (kfivky vysSich fadi). Je to téma obtiZzné a pro déti predevsim
obtizné predstavitelné. Z toho duvodu jsem se ve své praci zaméfila nejen na vyuku

klasickou formou, ale pfedevsim na moznost vyuziti po€itaCovych softward.

Vhodnym programem je dynamicky geometricky program GeoGebra, ktery jsem
zvolila kvili jeho dostupnosti a snadné ovladatelnosti. Rozbory uloh a ovéfovani
vysledku je tak piehledné, rychlé a pro zaky ur¢ité i zabavnéjsi. Nemusi ho navic
pouzivat jen ucitelé ve Skole, je skvély i pro procvi¢ovani a domaci ptipravu zaku. Jinou
ptinosnou pomtckou, kterou chci ve své praci ptedstavit, jsou programy ze skupiny
vypoctech. Velmi rychle nam poskytnou spravny vysledek i zna¢né komplikovanych

soustav rovnic, které by ¢lovék sam pocital tfeba i tydny.

Na kazdé z témat je zpracovana minimalné jedna ukazkova uloha, jejiz konstrukci
je mozné oteviit v programu GeoGebra a nechat si ji zobrazit krok po kroku. Tento
program je vybaven i nastroji uréenymi piimo pro hledani mnozin bodd danych
vlastnosti. Reseni nam tak vykresli nastroj mnozina bodii nebo je mozné nechat
si zobrazit stopu bodu, kterym je hledana mnozina ur¢ena. Velkou vyhodou je i moznost
ménit velikosti parametri Gloh (poloméry kruznic, velikosti tse¢ek, velikosti uhla, atd.)
a pohybovat zvolenymi body. Mame tak moznost objevovat souvislosti a ovétovat

vztahy mezi jednotlivymi geometrickymi ttvary.

Prace je rozdélena do Sesti kapitol. Prvni a druhd, ndm blize ptedstavi program
GeoGebra, definuje a vysvétli pojem mnozina bodi dané vlastnosti. Dalsi tfi kapitoly
se zabyvaji tématy pro zakladni a stfedni Skoly — osova soumérnost, obvodové
a sttedové uhly v kruznici a Fermativ bod. Reseni uloh je vzdy rozdéleno do ti &asti,
a to: hrajeme si a objevujeme (experimentalni ptistup k uloze), kde se snazime nechat
zaky navrhnout intuitivni feSeni s vyuZzitim programu GeoGebra. Poté zobrazime
hledanou mnozinu bodl v softwaru GeoGebra a posledni ¢asti je konecnd konstrukce

ulohy. V opodstatnénych ptipadech uvadim i dikaz. Posledni, Sesta kapitola



je nejobsadhlejsi a zamétuji se v ni na kiivky vyssich adu jako mnoziny bodt danych
vlastnosti. Zde je u kazdé ze Sesti kiivek uvedena definice a strucné historie. Soucasti
rozboru kazdé z nich jsou tyto ¢asti: uvedeni problému, zobrazeni hledané mnoziny
bodl v programu Geogebra, uréeni rovnice hledané mnoziny bodd a shrnuti vlastnosti

dané ktivky.

Touto praci bych chtéla rozsifit povédomi o mnozinach bodi danych vlastnosti.
Chtéla bych inspirovat ulitele zajimavymi a mozna i1 netradi¢nimi wlohami, které
Vv sob¢ skryvaji Casto mezipfedmétové vztahy, jako napf. Voroného diagramy.
Jsou tak pro zaky zabavné a atraktivni. A pravé toho bychom se méli podle mé snazit
dosahnout. Aby se Zaci na geometrii nedivali jako na nutné zlo, ale abychom v nich
probudili touhu si hrat, experimentovat a hledat souvislosti. Aby byli geometrii nadSeni

a radi se k ni vraceli.



1 PROGRAM GEOGEBRA

1.1 Zakladni informace

Program GeoGebra je dynamicky matematicky software, ktery je vyuzivan jako
pomucka pfi studiu a vyuce matematiky na zakladnich, stfednich i vysokych Skolach.
Program spojuje geometrii, algebru i matematickou analyzu, a je tak idedlnim
je moznost interaktivné¢ menit velikosti parametri tloh (poloméry kruznic, velikosti

uhld, délky tsecek) pomoci posuvnikd, a tak sledovat riizné podoby feSeni danych uloh.

Program se tfadi do Open Source programil, coz znamend, Ze program je nabizen

zdarma ke stazeni na internetu (Www.geogebra.org). Instalovat ho lze na osobni

pocitace 1 prenosna dotykova zafizeni. K dispozici jsou instalace pro vSechny operacni
systémy. Program nabizi i export souboru do podoby tzv. ,dynamického pracovniho
listu (jinak také jako ,,dynamicky applet”), ktery je mozno sdilet na internetu
prostiednictvim  portalu  GeoGebraTube (www.geogebratube.org) a  spoustét
v libovolném webovém prohlizeci, bez nutnosti instalace samotného programu
([15], s. 14). To znamena, ze program muze vyuzivat opravdu kazdy - ucitelé

ve Skolach, ale i zaci pii domaci piiprave.

Napovéda programu GeoGebra definuje software takto:

,»GeoGebra je dynamicky matematicky software spojujici geometrii, algebru
a matematickou analyzu. Byl vytvofen pro ucely vyucovani a u€eni se matematiky
Markusem Hohenwarterem na Univerzité Florida Atlantic* [11].

,»Na jedné stran¢ je GeoGebra interaktivni geometricky systém, se kterym je mozno
konstruovat: body, ptimky, usecky, vektory, kruznice, kuzelosecky, ale tieba i grafy
funkci, které 1ze nasledné interaktivné ménit* [11].

»Na druhé strané je také mozné pifimé zadavani rovnic a soufadnic. Program
GeoGebra téz umoziuje pocitat s ¢isly, vektory, souradnicemi bodu, ur¢ovat derivace,

integraly, nulové body a extrémy funkci® [11].


http://www.geogebra.org/

2 MNOZINY BODU DANE VLASTNOSTI

,,Geometrickd mnozina bodl dané vlastnosti je nazev pro mnozinu vSech bodt dané

vlastnosti, tj. geometricky utvar U, jehoz body spliuji tyto dva pozadavky:

a. Kazdy bod utvaru U ma piedepsanou vlastnost (Cili: zadny bod, ktery nema

predepsanou vlastnost, neni bodem utvaru U).

b. Kazdy bod, ktery ma ptedepsanou vlastnost, je bodem ttvaru U (¢ili: Zadny bod,

ktery neni bodem utvaru U, nema piedepsanou vlastnost)“ [7].

Tyto dvé podminky pfedstavuji rovnost dvou mnozin: Mnoziny M bodi dané
vlastnosti a mnoziny boda utvaru U. Dikaz toho, Ze se jednd opravdu o mnoZzinu vSech

bodd dané vlastnosti, spo¢iva v prokazani platnosti rovnosti M = U [7].



3 OSOVA SOUMERNOST

Osova soumérnost je pojem pomérné zndmy, zabyvame se jim jiz ve 3. — 4. tfid¢
zakladni Skoly. Nejprve nechdvame Zaky feSit ulohy intuitivné, naptiklad
dokreslovanim obrazku podle osy soumérnosti, skladanim papiru apod. Nasledné

musime pojem definovat a uvést vlastnosti tohoto jevu.

3.1 Osa tsecky

,»Osa usecky je piimka kolma k usecce a prochazejici jejim stiedem. VSechny body
na ose useCky maji od obou krajnich bodl stejnou vzdalenost. Tuto osu obvykle

znac¢ime pismenem 0 a do obrazku ji zanasime ¢erchovanou ¢arou* ([5], s. 52).

(o]
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.
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Obr. 1 Osa tisecky

Pro C, bod osy tsecky o, plati: |AC| = |CB|. Tento vztah je mozné zobecnit, protoze
osu usecky lze také definovat jako mnoZinu vSech bodl roviny, které maji od bodl 4, B

stejnou vzdalenost. Tuto skute¢nost Ize symbolicky zapsat takto:

M ={X € E,; |AX| =|BX|}; tj.M = o0,kdeo LABAS €0

MnozZina M vSech bodil X V roving, jejichZ vzdalenost od obou krajnich bodi tisecky
je stejnd. Tato mnozina se nazyva osa usecky. Osa je kolma na usecku AB a prochazi

jejim stiedem S.
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3.2 Vlastnosti osové soumérnosti

Ve spojeni s osou usecky je dulezité popsat i samotnou osovou soumérnost. Jedna se

0 geometrické zobrazeni v roving, které kazdému bodu X roviny pfifazuje obraz X' tak,

ze plati ([2], s. 93):

1) bod X = X' pravé kdyz bod X leZi na ose soumérnosti o,

2) bod X' lezi na kolmici k ose o vedené bodem X a to v opacné poloroving uréené
0sou o nez bod X,

3) |oX'| = |oX].

Zakladni vlastnosti osové soumérnosti:
o osova soumérnost je jednoznacné uréena 0SOU soumernosti o,
o kazdy bod osy o je samodruzny, jiné samodruzné body neexistuji,

o ptimka p a jeji obraz p’ maji stejnou odchylku od osy soumérnosti o.

Nyni si pfiblizime osovou soumé&rnost a jeji vyuziti na nékolika piikladech z b&zného
Zivota.
Uloha 1
Skupina skautdi vyrazila na vikendovou vypravu. Cestou narazili na pirekazku —
feku. Najdi takovou cestu, mnozZinu vSech bodi mezi body A a B tak, aby byla

co nejkratsi.

m

S,

Obr. 2 Schéma prechodu pies feku
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1) hrajeme si a objevujeme (experimentdlni piistup k uloze)
Nejprve budeme piemyslet o tom, jak urcita Sitka feky zméni konecny vysledek.

Namodelujeme si né€kolik riznych situaci.

A A A
M M,
N —a
B B
Obr. 3 Pfechod siroké feky Obr. 4 Trasa ptechodu feky 1
A
AL
M M,
nt m I___\\
—a
“B B
Obr. 5 Ptechod tzké feky Obr. 6 Trasa piechodu feky 2

Z obrazku je jasn¢ vidét, ze at’ je feka jakkoliv siroka, na kone¢ny vysledek to nema
7adny vliv. Reku musime pfejit vzdy a je tak pro nas jen konstantou. Z toho diivodu

si muzeme ulohu schematicky ptekreslit tak, ze feku bude symbolizovat pouze piimka.

12



2) zobrazeni hledané mnoZiny bodi v softwaru GeoGebra

A
v = 7.35

B

Obr. 7 Schéma vysledné mnoziny bodu

V této fazi si otevieme dynamicky program GeoGebra a pomoci jeho nastroji
se snazime nalézt pozadovanou mnoZzinu bodi. Bodem M, ktery zna¢i misto prechodu
teky, lze pohybovat po piimce. Soucasné¢ miizeme sledovat idaj o délce spojnice

zadanych bodi a tak lehce najit nejkratsi moznou cestu.

3) konec¢na konstrukce ulohy

Posledni ¢asti tlohy bude samotné konstrukce této trasy. V predchozi experimentalni
fazi jsme zjistili, Ze nekratsi cestou z bodu A do B, pokud zanedbame Sitku feky, bude
pfima spojnice téchto dvou bodi. Co ale d¢lat kdyz je Sitka feky zaddna jako konstanta

m? Jak budeme pti konstrukci postupovat?

Vyuzijeme poznatek o piimé spojnici, ale zaroven musime zohlednit i danou $itku
feky. Proto nejprve posuneme bod B o konstantu m (Sitka feky) a to po piimce k, kolmé
k fece, ¢imz dostaneme bod B'. Prusecik usecky AB' a biehu feky si oznaéme M.
To je bod, ktery hledame. Propojenim bodt A, M,N a B ziskame hledanou mnozinu
bodu. Jinak feceno, nejkratsi cestu z bodu A do B. Jestli se opravdu jedna o spravné
feSeni, si jednoduSe zkontrolujeme pomoci libovolné zvoleného bodu M’ (na bichu
feky). Ten propojime s krajnimi body A, B a parametr i ndm zobrazi Ciselnou hodnotu
vzdalenosti téchto bodl. Proto pokud bod M’ posuneme do bodu M méla by byt hodnota

parametru i nejmensi.

13
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A ‘

-1 =7.196

B

Obr. 8 Vysledna konstrukce hledané mnoziny

Uloha 2

Hraci plocha ABCD kule¢niku ma rozméry 180 x 90 cm. Koule K je umisténa

na okraji AC, 10 cm od vrcholu €. Bod M je misto odrazu koule od hrany AB.

Hra¢ ma za ukol dopravit kouli do stiedu S hrany BD s odrazem od hrany AB tak,

aby mnozina bodu (draha) koule byla co nejkratsi. Kam ma hra¢ trefit kouli, aby

dopadla do pozadovaného mista? [17]

1) hrajeme si a objevujeme (experimentalni pristup k tuloze)

Tato uloha spadd do skupiny tuloh, které
feSime pomoci osové soumérnosti. Jsou
zalozené¢ na principu: uhel dopadu = uhel

odrazu.

Jestli dana vlastnost opravdu plati, si
muzeme oveétit pomoci skladani papiru nebo

odrazu svétla.

14
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Uhel dopadu | Uhel odrazu

Obr. 9 Uhel dopadu a odrazu



2) zobrazeni hledané mnoZiny bodi v softwaru GeoGebra

V programu GeoGebra si namodelujeme danou situaci. Bodem M pohybujeme
po tsedce AB. Udaj oznageny jako ,.soucet* udava hodnotou souétu obou drah koule.

Jednoduse tak objevime hledanou polohu bodu pro minimalni soucet.

soutet = 219.15
soutet’ = 238.44

Obr. 10 Schéma trajektorie koule

3) konecna konstrukce tlohy

Jak uzZ je zminéno vySe, uloha je znamé jako pfiklad konstrukéniho uziti osové
soumérnosti. Pfi konstrukci postupujeme jednoduse. Body K a S jsou pevné dany.
Zobrazime si bod S v 0sové soumérnosti podle osy AB na S’. Bod M je prusecik tsecek
KS' a AB. To je hledany bod odrazu. Celou konstrukci si mtizeme po krocich jednoduse

prohlédnout v programu GeoGebra.

A B
soutet = 219.15

Obr. 11 Konstrukce hledané mnoziny pomoci osové soumérnosti

15
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Analytické FeSeni tillohy

1. zplisob
Oznaéme x = |DM|. Je ziejmé, Ze trojihelniky KDM a SCM jsou podobné (podle

180—x

3 , , X _ .

véty uu). Musi tedy platit vztah 50 P Z toho:
125x = 14 400

x = 115,2 cm.

Timto vypoctem jsme zjistili, Ze pokud kule¢nikovou kouli trefime do mista piesné
115,2 ¢m vzdaleného od bodu D, dopadne do pozadovaného mista.

Dikaz toho, Zze wvysledna draha koule je opravdu ta nejkratsi, vyplyva
z trojihelnikové nerovnosti. Ozna¢ime-li S’ obraz bodu S v osové soumérnosti podle
AB, M je spoleécnym bodem AB a KS', pak pro kazdy bod M’ # M plati
|KM'| + |M’S’| > |KM| + |MS’| [19].

2. zpusob
Oznaéme x = |DM|, pak |MC|=180—x. Trojohelniky MDK a SCM

jsou pravouhlé, proto dle Pythagorovy véty plati

|[KM| = Vx2 + 80%, |MS| = \/(180 —x)? + 452, Nyni uz jen sestavime funkci

f(x) = Vx% + 802 + /(180 — x)2 + 452 a hledame jeji globalni minimum [19].

x x — 180
\/ 2 2+ — 2 2
x2+80% /(180 —x)% + 45

f'x) =

_ x+/(180 — x)? + 452 + (x — 180) Vx? + 802
VxZ +80%-,/(180 — x)? + 452

Hledame x pro je tato derivace rovna nule. Z toho divodu muzeme jmenovatel

zanedbat a dale pracovat jen s Citatelem:

x /(180 — x)% + 452 + (x — 180) /x2 + 802 = 0,

po nékolika upravach dojdeme ke stejnému vysledku jako pii feSeni tulohy
ptes podobnost trojuhelniki:

x = 115,2 cm.
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3.2.1 Voroného diagramy

Motivacni tloha — Odkud dostavam postu?

V Ceskych Budé&jovicich je otevi‘eno pét post (zelené oznacené body na obr. 12).
Adresné zasilky, dodava vZdy nejbliz§i poSta k danému mistu. Najdéte oblasti,
za které jsou dané posty zodpovédné. Jednotlivé dorucovaci oblasti zkonstruujte
experimentem v programu GeoGebra. Zvazte, kde se nachazi body, které jsou
od danych dvou pobocek stejné vzdalené (napovéda: pouZijte os usecek),
([15], s. 30).

V této tloze spojime prvni a druhy krok do jednoho (hrajeme si a objevujeme a
Zobrazeni hledané mnozZiny bodii v softwaru GeoGebra). Nechame zaky samostatné

premyslet a nasledné ptiklad spolecné rozebereme.

Obr. 12 Posty v Ceskych Budg&jovicich

Konecénda konstrukce ulohy bude vypadat nasledovné.

Obr. 13 Voroného diagram pro posty v CB
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V programu GeoGebra existuje ptikaz Voronoifseznam bodii], ktery sestavi
Voroného diagram pro zadané body. Takto miZzeme jednoduse zkontrolovat

své konstruk¢éni feSeni dané ulohy.

Voroného diagram (definice)
,Voroného oblast n¢jakého mista P, nazyvaného také centrum, je mnozinou vsech
bodul roviny, které lezi k bodu P bliZze nez k jinému mistu. MnoZina vSech Voroného

oblasti se nazyva Voroného diagram® ([15], s. 30).

,,Pro 2 body P a Q se Voroného diagram sklada ze dvou Voroného oblasti, jejichz
spoleénym okrajem je osa usecky PQ. Pro kazdy bod oblasti s centrem P (modie

zabarvena oblast) plati, ze vzdalenost k bodu P je mensi nez vzdalenost k bodu Q

([5], s. 30).

Obr. 14 Voroného diagram pro dva body

Uloha 2 - Letecka zachranna sluzba

V10 méstech Ceské Republiky (obr. 15) jsou umistény stanice letecké
zachranné sluzby. Najdi oblasti piisobnosti jednotlivych stanic. Vzdalenost k mistu
nehody musi byt vidy co nejkrat$i. Sestroj tyto oblasti. Vyslednou mnoZzinu bodu

budou predstavovat mnohouhelniky v riiznych barvach.

| HEM S

Slélai provozovatel
wrtulnaikd

i2s
™ 1zs * Liberec
Usti n.Labem

175 .25
Sraka® Hradec <ralove

75 Ostrava

Lz8 Olomoue

Jinlava

(75
€ocké Budjovice
-

Obr. 15 Mapa stanovist' LZS (prevzato z webové stranky [23])
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1) hrajeme si a objevujeme (experimentalni piistup k iloze)

Uleh¢enou praci mame tim, Ze jiz mame Kk dispozici mapu se zadanymi body.
Pokusime se tedy, dle své zkuSenosti, navrhnout a do mapy nacrtnout predpokladané
feSeni ulohy. (Muzeme poradit, Ze konstrukce nebude slozita, potfebovat budeme
je pravitko s ryskou)

Nahodné si vybereme nékolik bodii na tizemi CR a piifadime je ke spravné
zachranné stanici. Pokud zvolime dostatecny pocet takovych bodu, zjistime, Ze hrani¢ni
pfimku mezi jednotlivymi stanicemi tvofi osa spojnice téchto stanic. Vidime tedy, Ze

feSenim bude Voroného diagram, tvofen deseti Voroného oblastmi.

\ .".
\ / P
bt A \ / »
e Ty ! e
i BN 2
Vo . /.,b
Nt :
.

Obr. 16 Pritazovani bodti k odpovidajicim stanicim LZS

2) zobrazeni hledané mnoZiny bodii v softwaru GeoGebra

Reseni si pro vétsi nazornost ukdzeme nejprve pouze pro &tyfi body (obr. 17).
V nasem ptipadé pro body A, C, D a F. Sestrojime osy usecek, které spojuji jednotlivé
dvojice bodu (zachrannych stanic). Zaéneme napiiklad bodem A a sestrojime 0Sy
usecek AC, AD (modie oznacené osy). Osu usecky AF rysovat ani nemusime, protoze
Z obrazku je jasné vidét, ze kazdé stanovisté se rozde€li o svou zdsahovou oblast pouze
se svymi nejbliz§imi body, kterymi jsou v piipadé bodu F — C, D. Pokrac¢ujeme bodem
C, pro ktery také sestrojime dvé osy usecek (CF, CD), musime si uvédomit, ze osu CA
jiz konstruovat nemusime, protoze osy AC a CA jsou totozné. Proto v kazdém dalSim

kroku budeme konstruovat vzdy o jednu osu mén¢ nez v kroku piedchozim. Kazdé tti
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osy se, jak je vidét na obrazku 17, protnou V jednom bod¢. Dle téchto prusecika jiz

jednoduse ur¢ime odpovidajici zasahové oblasti.

\ \ s ’/
5, \ x“ /
\ s .
\ D /7 /7
\ % 5 ,
\ \ 22 7
fﬂk 7
O $ A 4
Lid gt
............ L)~
/ 1& o
/ X (@) F
7/ X .
QLT \
7 ./ \ .
7 R4 O \
/ e \ \
/7 R4 \ \

Obr. 17 Konstrukce uzlovych boda Obr. 18 Voroného diagram pro body 4, C, D, F

Obdobn¢, v programu GeoGebra, sestrojime feSeni pro vSech deset leteckych

zachrannych stanic.
3) kone¢na konstrukce ulohy

Podle pravidel Voroného diagramu sestrojime jednotlivé zasahové oblasti.
Pti spravné konstrukci by mélo byt veSkeré tizemi rozdéleno do oblasti, Zadny prostor
nesmi zdstat nepokryty. Kontrolou ndm miize byt konstrukce ptikladu v programu

GeoGebra, kde miizeme vyuzit pfimo nastroj Voronoifseznam bodii].

Obr. 19 Konstrukce Voroného diagramu pomoci nastroje Voronoi[seznam bodi]
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Poznamka:

Ceska republika je v soudasné dob& pokryta siti 10 provoznich stanic letecké
zachranné sluzby. Ta patii k nejhustSim v Evropé. Povoz téchto stanic zajistuji jak
soukromi provozovatelé¢ (osm stanic), tak statni subjekty (dvé stanice). Ctyfi stanice
zajidtuji no¢ni provoz pro tizemi celé Ceské republiky, zbylych Sest md omezenou
provozni dobu od vychodu do zapadu slunce. Akéni radius vrtulniki letecké zachranné
sluzby ma rozsah cca 70 km, ktery odpovida doletové dobé 18 az 30 minut od piijeti
tisnového volani. Letecka zachranna sluzba je nepostradatelnou souéasti integrovaného

zachranného systému [16].

Své teSeni predchozi ulohy si miizeme porovnat s oficidln€ publikovanou mapou

tizemniho piisobeni jednotlivych stanic letecké zdchranné sluzby v Ceské republice.

DSA

B Alfa-Helicopter

Letecka sluZba Policie CR

Armada CR

Obr. 20 Mapa tizemniho puisobeni stanic letecké zichranné sluzby v CR (pfevzato
z webové stranky [16])

3.3 Ulohy k procvi¢eni

Uvedeme si jesté nekteré jiné naméty pro dalsi vyuku. Vedle problematiky rozdéleni
uréitého prostoru existuji i jiné zajimavé ptiklady z oblasti biologie, chemie, fyziky,

vyzkumu klimatu nebo ekonomiky.

e Problém pfi zavirani filialek - které filialky si navzajem konkuruji?
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e Vysetfovani dané lokality - kde hledat bydleni v ramci uréitého uzemi, pokud
chei bydlet co moznéd nejdale od urcitych ruSivych vlivll (letiste, elektrarny,
dalnice, atp...)?

e Voroného diagramy (pfiblizné) lze najit dokonce 1 v pfirodé. Napiiklad Zilky
v kiidlech vazky vytvareji (t¢éméf) Voroného diagram. Tento jev ma samoziejme

svij ucel, zilky optimalizuji zasobovani Zivin a elasticitu ([15], s. 32).

Zavér

Myslim si, ze téma Voroného diagramu neni pfili§ ¢asto zahrnovano do bézného
uciva zakladnich Skol. Podle mé je to velkd Skoda. K feSeni téchto tloh Zaci potiebuji
jen zakladni geometrické znalosti a jsou schopni samostatné feSit na prvni pohled
pomérné slozité tlohy. Tyto ulohy maji ¢asto piesah i do jinych predmétl, coz je

pro déti atraktivngjsi.

Osa tsecky se vétsinou vyucuje pouze Ve Spojitosti S osovou soumérnosti, neni to ale
jeji jediné uplatnéni. A pravé proto jsem Vv této podkapitole chtéla upozornit
na Voron¢ho diagram. Vyuzivame ho totiz v mnoha zajimavych a hlavné aplikacnich

ulohéch, které mohou byt zaktim blizsi a nadchnout je vice nez piiklady tradi¢ni.
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4 STREDOVE A OBVODOVE UHLY V KRUZNICI

4.1 Uhly v kruZnici

V této kapitole si zopakujeme vSe, co zname o uhlech v kruznici. Kazdy uhel
v kruznici pfislusi oblouku kruznice, ktery je vymezen hrani¢nimi body.A, B. Existuji

dva zakladni typy takovych uhli:

I.  Stfedové uhly - Ghly s vrcholem ve stfedu kruZznice a rameny prochéazejicimi
krajnimi body oblouku AB. Tyto thly dale délime na stfedové konvexni (mensi
nez 180°) a stfedové nekonvexni (vétsi nez 180°). Ke kazdému oblouku

kruznice piislusi vzdy pravé jeden stiedovy uhel. ([4], s. 67).

Il.  Obvodové uhly - Ghly s vrcholem na obvodu kruznice a rameny prochéazejicimi
krajnimi body oblouku AB. Ke kazdému oblouku kruznice ptislusi nekone¢né
mnoho obvodovych uhld, protoze existuje nekonetné mnoho bodi dané
kruznice, které si k jejich sestrojeni miizeme zvolit. VSechny obvodové uhly,

ptislusejici témuz oblouku, maji stejnou velikost ([4], s. 67).

Obvodovy uhel oblouku AB

kruznice k. Je jich nekone¢né
mnoho a vS§echny maji

stejnou velikost.

Stiedovy uhel oblouku AB.

Je pouze jeden.

Obr. 21 Obvodovy a stiedovy uhel
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4.2 Vztah mezi stifedovym a obvodovym tihlem

Z obrazku 21 vidime, Ze na poloze vrcholl jednotlivych obvodovych thla téhoz

oblouku nezalezi, jejich velikost bude vzdy stejna. A nejspi$ by nas zajimalo, jestli

muzeme definovat néjaky vztah mezi sttedovym a obvodovych thlem téhoz oblouku.

Nacrtneme si situaci a pokusime se objevit souvislosti a vlastnosti danych objektt

(mtzeme pouzit i thlomér). Pro lepsi pochopeni vysledku je dobré si zopakovat vztahy

mezi uhly v trojuhelniku.

74k by mél navrhnout matematicky vztah, ktery povazuje za spravny. Zdtvodni, jak

k vysledku dospél a za jakych podminek bude jeho tvrzeni platné. Toto tvrzeni ucitel

potvrdi ¢i vyvrati. Ktomu pouzije geometricky program GeoGebra, ktery uciteli

umozni, nazorn¢ zakim demonstrovat jeho platnost, a to ve vSech moznych

modifikacich.

Obr. 22 Vztah obvodového a stiedového tthlu
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Z obrazku je jiz na prvni pohled
ziejmé, ze mezi  stfedovym
a obvodovym uhlem plati urcCity
vztah.
=> Velikost stfedového uhlu je
rovna  dvojnasobku  velikosti
obvodového 1hlu prisluSného

k témuz oblouku ([4], s. 67).



4.3 Diukaz véty o obvodovém a stiedovém uhlu

Duikaz tohoto tvrzeni si rozdélime na tfi ¢asti s ohledem na polohu obvodového uhlu.
V prvnim pfipad¢ lezi stied kruznice na jednom z ramen obvodového thlu AVB,
vyuzijeme tak vlastnosti situace: body V, B, A lezi na kruznici k => jejich vzdalenost,

od stfedu kruznice, je shodna => oznacime ji r (obr. 23).

Trojuhelnik SBV je rovnoramenny =>
uhly SBV a BVS jsou shodné => pro thel
@ plati: ¢ = 180° — 2a.

Uhel ASV je tihel piimy => plati:
B =180° — ¢ = 180° — (180° — 2a)

= 2a.

Obr. 23 Dukaz vztahu (hlt v kruznici |

Vime ale, ze kazdému stfedovému uhlu ASB nalezi nekoneéné¢ mnoho obvodovych
uhld, z nichz pouze dva maji specidlni polohu, pro kterou jsme vétu jiz dokézali. Proto
musime v dokazovani pokracovat a to ptipadem, kdy stfed kruznice lezi uvniti

obvodového thlu AVB.

Poloptimka VS rozdéli oba uhly na dvé
casti, stfed kruznice S lezi na spole¢ném

rameni VS obou vzniklych obvodovych thla
=> plati ﬁl = 2(11
plati ﬁz = 2“2

=>L =01+0, =20, + 20, =2a

Obr. 24 Dukaz vztahu uhla v kruznici Il
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Posledni mozné poloha stfedu kruznice, kterou musime dokazat, je vné¢ obvodového
uhlu AVB. V tomto piipad¢ si upravime obrazek tak, abychom mohli pouzit ptedchozi

dikaz pro situaci se sttedem na rameni obvodového uhlu.

Poloptimka V'S uré¢i v obrazku dalsi dvé dvojice stfedovy a obvodovy uhel, stied
kruznice S lezi na spole¢ném rameni VS obou vzniklych obvodovych uhli
=> plati f; = 2a, (ptedchozi ¢ast dikazu)
plati 8, = 2a, (pfedchozi cast dukazu)

=>pL =0 —0=2a, —2a, =2«

Obr. 25 Diikaz vztahu Ghlé v kruznici I1I

Zadna dal$i moznd poloha neexistuje, proto miZzeme fici, Ze jsme dokazali

predpoklad pro vSechny thly pfislusejici mensimu oblouku AB.

Nyni si tyto znalosti vyzkousime v praxi. Zaci se tak ujisti, ze latce skuteéné rozumi,

jsou schopni ji vhodné pouzit v tilohach a upevni si tak nové ziskané znalosti.
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Uloha 1 - Galerie

V Galerii jsou vystavena skvostna umélecka dila. Kazdy, kdo si je jde
prohlédnout, chce mit co nejlep$i misto k jejich pozorovani, aby mohl vnimat
kazdy detail. Kde ma ale pozorovatel stat, aby obraz vidél co nejlépe? Zjistéte, jak
daleko od obrazu musi navstévnik stat, aby zorny thel pozorovani dila byl co

nejvetsi?

Obr. 26 Schéma polohy pozorovatele a obrazu

1) hrajeme si a objevujeme (experimentalni piistup k tloze)

Nacrtneme si podobu ulohy v dynamickém programu GeoGebra. Jeho vyhodou je
moznost libovolné upravovat vzdalenost pozorovatele od vystavovaného dila, ¢imz
muzeme namodelovat ruzné velikosti zorného uhlu. Lehce pak odhadneme, kdy je tento
uhel nejvétsi. Pokud budeme pozorni, miizeme si vSimnout i urcitych zajimavosti — at’
se pozorovatel bude od mista, kde je zorny tihel nejvétsi pohybovat k obrazu nebo o néj,

bude se velikost tohoto tthlu zmensovat, a to rovnomérné na ob¢ strany.

Obr. 27 Hledani nejvétsiho zorného thlu pozorovatele
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2) zobrazeni hledané mnoZiny bodi v softwaru GeoGebra

V ptedchozi experimentalni fazi jsme si ,hrali“ se vzdalenosti pozorovatele
od exponatu (usecka AB — GeoGebra). Pozorovanim jsme zjistili, Ze pozadovanou
vlastnost bude mit jen jediny bod. VS§imavy Zak si také miiZze uvédomit, Ze tento fakt je
spojen s vlastnostmi obvodovych thla v kruznici, jejiz tétivou je v nasem piipadé
pozorovany obraz. Sttedy vSech takovych kruznic musi leZet na ose usecky AB. Pokud
pohybujeme pozorovatelem, stiedy odpovidajicich kruznic se vzdaluji nebo pfiblizuji
usecce AB. Pro nejvétsi obvodovy thel, kterému odpovida nejvétsi stiedovy uhel, pak
plati, ze nélezi kruznici se stfedem nejblize tseCce AB, tzn. pfimka rovnobézna
se zakladnou v trovni o¢i pozorovatele je tecnou této kruznice. Jednd se o nejmensi

kruznici s tétivou AB, kterou lze sestrojit.

3) konecna konstrukce tilohy

Pti samotné konstrukci tedy vyuzivame pfedev§im nadmi experimentalné objeveny
fakt, ze hledany thel bude obvodovym uhlem kruznice, jejiz te¢nu piedstavuje piimka
d, rovnobézna srovinou zemé a vedouci v urovni o¢i pozorovatele. Je tedy jasné,
ze stfed hledané kruznice musi lezet na ose obrazu (isecky AB). Dale vime, ze hledany
bod T neboli hlava pozorovatele ptedstavuje bod dotyku te¢ny a této kruznice. Z toho
plyne, ze jeji polomér odpovida vzdalenosti dvou rovnobézek — osy usecky AB
a pfimky d. Jelikoz vime, Ze vSechny body kruznice lezi ve vzdalenosti r od jejiho
stiedu, dalsim krokem bude konstrukce kruznice k (B;r), (vime, ze bod B je bodem
hledané kruznice). Prisecik kruznice k a osy usecky AB oznaime S a sestrojime
kruznici [ (S; 7). Bod T predstavuje bod dotyku kruznice ! a pfimky d. A jsme témert
u konce. Otdzka ale znéla: jak daleko od obrazu musi navstévnik stat, aby zorny thel
pozorovani dila byl co nejvétsi? Jesté tedy musime bodem T spustit kolmici
na zakladnu. Vyslednou vzdalenost pozorovatele od vystavovaného dila udava usecka

PT;. Celou konstrukci si miizeme prohlédnout krok po kroku v programu GeoGebra.
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Obr. 28 Konstrukce hledané mnoziny boda

4) diikaz

Nejprve si vyjadiime vztahy mezi jednotlivymi geometrickymi utvary. Z
Pythagorovy véty vyplyvaji prvni dvé podminky: u? = e? + x2, v2 = (d + €)? + x2.
Posledni podminka definuje vztah uhlu ¢ a stran trojuhelnika AXB cosinovou vétou:

u?+v2-d2

COS @ = -

e + x2 + (d + e)® + x? — d?
2VeZ + x2 - [(d + e)? + x2

cos @ =

X [x;0]

X

Obr. 29 Nacrtek situace pro analyticky dikaz velikosti zorného thlu
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Hledame globalni minimum této funkce. Proto budeme funkci derivovat a vysledek

musi byt roven nule.

e? + 2x% + (d + e)? — d?

He T 2er a2 J(@@ + e)? + x2

f&)

2x -4/ (d + e)? + x2 2x-Ve? + x?
8x-VeZ+x2 - \/(d + e)? +x%)—(e? +2x*+ (d+e)?—d?)- +
_( v ) ) ( ( ) ) Ve? + x? J@@d + e)? 4+ x?

B 4(e? + x) - ((d + e)? +x?2)

Protoze hleddme minimum funkce, musi byt derivace rovna nule f(x)" = 0. Z toho

diivodu mizeme jmenovatel zanedbat a dal pracovat jen s Citatelem.

2x-((d+e)* +x?) +2x-(e* +x?) _

8x-ve2+x2-.(d + e)? +x2)—(2e% + 2x? + 2de) -
( v v ) ) ( ) VeZ+x2 - \/(d + e)? + x2

0

2x (4\/e2+x2 -J(d + e)? +x2 -

(2e2 +2x2+2de) - ((d + e)? + x2) + % + x?) )_0
VeZ+x2 -\ /(d + €)% + x?

Z toho vyplyva prvni podminka: 2x = 0
x=0
Toto feSeni ale neni to, které hledame. Proto musime v upravach rovnice pokracovat.

Opét nas zajima pouze Citatel, ktery musi byt roven nule.
2(e? + x2)(d? + 2de + e?+x?) — (e? + x2 + de)(d? + 2de + 2e*+2x%) =0
2d%x? —d?e? —d*x? —d3e =0
d?x? —d%e?—d3e=0  /:d* d+0
x2—e?—de=0 - x?2=e?+de
x = t+e?+de

Protoze proménna x predstavuje vzdalenost pozorovatele od stény, na které visi

obraz, zaporné feseni neni mozné. Z toho plyne, Ze pozorovatel, si bude prohlizet obraz

pod nejvétsim zornym Ghlem, pokud od néj bude vzdalen Ve? + de.
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U vysledné rovnice si mizeme vSimnout urcité podobnosti s Eukleidovou vétou o
vysce. Pro lepsi srovnani si rovnici piepiSeme do tvaru: x2 = e - (e + d). Nyni uZ je to
ziejmé. Vyuzijeme této véty a dokazeme, ze feSenim je opravdu geometricky pramér

vzdalenostie a d + e.

Na obrazku 28 vidime, ze hledand vzdalenost odpovidd vySce pravouhlého
trojuhelniku EXB s pfeponou BE (o tsecich e a d + e). Potvrdili jsme tak pfedpoklad,
7e hledany bod, misto kde ma pozorovatel nejvétsi zorny uhel, bude jen jeden a bude
odpovidat bodu T.

Uloha k zamysleni - Divadlo

Premysleli jste n€kdy nad pravidlem, podle kterého se stanovuje cena vstupenek
do divadla? Samoziejmé, rozliSujeme typy vstupenek dle véku — studenti, Seniofi a jina
zvyhodnéni. Pokud se ale zaméfime na cenu vstupenek pouze v zavislosti na rozmisténi
odpovidajicich sedadel, najdeme néjaké obecné platné pravidlo? Jak vznika toto déleni?
Ma néco spolec¢ného s velikosti zorného uhlu, pod kterym divak vidi jevisté? Zamyslete
se nad tim a vymyslejte podobné zajimavé ulohy z bézného zivota.

Jak je to se zornymi uhly v pivodnim feckém amfiteatru? Ma tvar kruhu nebo
je specialné upraven? To si muZzeme jednoduse ovéfit v programu GeoGebra, kam
vlozime libovolny obrazek a nasledné pracovat s vlastnostmi objektl, které si v ném

vyznafime.

A

jewisté

Obr. 30 Jihoceské divadlo [14] Obr. 31 Amfiteatr Epidauros [8]
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4.4 Ulohy Kk procvi¢eni

1) Amfiteatr ma kruhovy pudorys s primérem 50 m. Nejvétsi Sitka podia
je 25 m. Pod jakym zornym uhlem vidi podium divaci sedici na obvode?

2) Dokazte, ze osa stiedového tihlu a osy vSech obvodovych uhlu pfislusnych
k témuz oblouku se protinaji v jednom bod¢, ktery lezi na tomto oblouku.

3) Dokazte, Ze kruznice, jejichz praméry jsou odvésny pravouhlého trojuhelnika,

se protinaji na pfeponé¢.
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5 FERMATUV BOD

5.1 Véta o Fermatové bodu

Vétu pronesl jako prvni francouzsky matematik Pierre de Fermat. Rik4 nam, Ze:

,»V kazdém trojuhelniku s vnitinim thlem do 120° existuje pravé jediny bod F
takovy, ze soucet jeho délek |AF|+ |BF| + |CF| je minimalni moZny. Tento bod F
je umistén v trojuhelniku tak, ze uhly AFC, AFB, BFC maji vzdy velikost 120°* [10].

C

<8

Obr. 32 Fermattv bod F

5.2 Diikaz véty o Fermatové bodu

Nejprve si dokazeme prvni ¢ast véty, a to ze soulet délek |AF| + |BF| + |CF]| je
minimalni. Zvolme si libovolny trojuhelnik ABC a do néj umistime, zatim zcela
nahodné¢ bod F. Nyni se pokusime dat souctu usecek AF + BF + CF nazorngjsi
geometrickou interpretaci. Trojuhelnik ABF nechame rotovat o 60° v kladném smyslu
kolem bodu B. Obraz bodu A ozna¢ime A’, obraz bodu F jako F' (obr. 33). Vysledkem
je trojuhelnik A'BF’. Vznikly trojuhelnik BFF' je rovnostranny, nebot” strany BF a BF'
jsou stejné dlouhé a zaroven sviraji uhel 60°. Obdobné i trojuhelnik ABA’

je rovnostranny.
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|BF| = |FF'| C

|AF| = |AF|

/,

A

Obr. 33 Otoc¢eni ABF kolem bodu B 0 60° Obr. 34 Dtikaz véty o Fermatové bodu

Protoze je ziejmé, e plati vztah |AF| = |A'F'|, miZzeme dosadit do souctu
minimélnich délek a dostaneme |A'F'| + |BF| + |CF], coz je rovno délce lomené ary
A'F'FC. Ta je minimalni, jsou-li body kolinearni. Z toho plyne, ze bod F musi byt
bodem usecky A'C (obr. 34)

Nasleduje druhd cast dikazu, tj. dokadzat ze thly AFB,AFC a BFC maji vzdy
velikost 120°. Prvni moZnosti je uvédomit si, ze pokud je bod F bodem tsecky A'C,
je jasné Ze velikost thlu A'F'F a F'FC musi byt rovna 180°. A protoze trojuhelnik BFF'
je rovnostranny, tzn. thel pii jeho vrcholech je 60°, musi byt uhel A'F'B a tedy i tihel
BFC roven 120°. Z toho plyne, ze |< AFB| = |< BFC| = |[< CFA| = 120°.

Druhou moznosti je provést rotaci (obdobné jako v prvni ¢asti dikazu) ABFC (resp.
ACFA) o 60° vkladném sméru okolo bodu C (resp. A). Ziskame tak rovnostranné
trojihelniky BB'C a CDF (resp. CC'A a AFE). Z ptedchoziho dikazu vime, Ze plati
|< BFA'| =60° pak i |<CFB'|=60° a |<AFC'| =60° (obr. 35). Z vlastnosti
vrcholovych uhlu je pak ziejmé, ze uhly AFB, AFC a BFC maji velikost 120° [18].
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Obr. 35 Ditkaz pomoci vrcholovych thla
5.3 Konstrukce Fermatova bodu

Fermattv bod miizeme konstruovat hned nékolika zptisoby. Prvni moznosti (obr. 36)
je vyuziti rovnostrannych trojihelnikii nad jednotlivymi stranami trojuhelniku ABC.
Vzniknou tak body I, H, G. Naslednym spojenim protilehlych vrcholl ziskame usecky
AH, BG, CI. PriseCikem téchto usecek je bod F — Fermatiiv bod.

Al

Obr. 36 Konstrukce Fermatova bodu Obr. 37 Konstrukce Fermatova bodu Il
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Lze jej také sestrojit jako prusecik ptimky CA" a kruznice opsané trojuhelniku ABA'.
Sestrojime bod A’ otofenim piimky AB kolem bodu B o 60° vkladném sméru.
Dostaneme tseCku A’C, nésledné sestrojime kruznici opsanou trojuhelniku ABA'.
Prasecikem téchto dvou geometrickych utvarti bude hledany bod F — Fermativ bod
(obr. 37).

Uloha 1

Lesnik PeSek ma ve svém reviru tfi krmelce tak, Ze jejich spojnice tvori ostrouhly
trojihelnik. Chce postavit sklad krmiva tak, aby soucet vzdalenosti od krmelct byl

co nejkratsi. Nakresli planek a porad’ mu, kde ma sklad stavét [2].

A

soucet; = 9.43

Obr. 39 Umisténi skladu krmiva

1) hrajeme si a objevujeme (experimentalni piistup k tiloze)

V programu GeoGebra (krmelec) si vytvofime libovolnou spojnici téchto tii
krmelct. Vyhodou tohoto programu je, Ze si mizeme nechat zobrazit velikost souctu
délek téchto tii iseCek. Pohybem jejich priseciku S, se nam zobrazeny udaj bude ménit

Vv zavislosti na poloze bodu v trojihelniku.

Metodou pokus — omyl se pokusime objevit hledany bod. Bod, kde bude hodnota
souctu nejmensi. Po jeho nalezeni, bychom se méli zamyslet na tim, jestli existuje

néjaky vztah mezi velikostmi thla ASB, BSC a BSC.
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2) zobrazeni hledané mnoZiny bodi v softwaru GeoGebra

Z obrazku 40 je zfejmé, ze hledany bod, kde by pan PeSek mél postavit sklad
krmiva je jediny (izogondlni) bod. Lezi uvnitt trojuhelniku ABC a plati pro né&j:
|< ASB| = |< BSC| = |< CSA| = 120° - takovy bod nazyvame Fermativ bod.

(9]

soucet = 8.53

B

Obr. 40 Konecna poloha skladu krmiva
3) konec¢na konstrukce tlohy

V piedchozi ¢asti jsme uréili podminky existence a odhadli polohu hledaného bodu.
Hledame bod, ze kterého jsou vSechny tii spojnice krmelct vidét pod uhlem 120°.
Vyuzijeme znalosti z pfedchozi kapitoly, o vztazich 0hli v kruznici a sestrojime
pro kazdou zuseCek mnozinu vSech bodu, kterd spliiuje tuto podminku. Takovou
mnozinou bude mensi oblouk kruznice ur€ené stfedem (priisecik osy usecky a ramena
uhlu o velikost 30°) a prochazejici krajnimi body usecek. Fermattv bod je prisecikem

tfi mnozin bodd dané vlastnosti (obr. 41 - kruznice h, k, p) — tii obloukl kruznic.
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Obr. 41 Konstrukce Fermatova bodu (krmelce) pomoci mnozin bodi, ze kterych jsou

usecky vidét pod uhlem 120°
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6 KRIVKY VYSSICH RADU

Na zékladni a stfedni Skole si postupné predstavujeme kiivky, souhrnné ozna¢ované
jako kuzeloseCky. KuzeloseCka je kiivka, kterd vznikne prinikem roviny plastém
rotacniho kuzelu. Nejjednodussi takovou kiivkou je kruznice, se kterou se seznamujeme
jiz ve treti tfidé¢ zakladni Skoly. DalSimi kuZeloseCkami jsou elipsa, parabola

a hyperbola.

V této kapitole navaZzeme na znalosti zminénych kiivek 2. fddu. Zaméfime se
pfevazné na vysokoskolské ucivo, a to kiivky vyssich fadu, tj. kiivky, jejichz rovnice
muzeme vyjadfit polynomem vysSiho stupné. V tomto piipadé vétSinou 3. a 4. Tyto

kiivky si zde vyhodnotime jako mnoziny bodi danych vlastnosti.

Nejprve je u kazdé kiivky uveden popis a strucna historie. Nasleduje jeji rozbor,
ktery je rozd€len do téchto Casti: uvedeni problému, zobrazeni hledané¢ mnoziny boda
v softwaru GeoGebra, uréeni rovnice mnoziny bodd eliminaci proménnych, pfip. jen

urceni rovnice mnoziny bodu a shrnuti vlastnosti dané kiivky.

6.1 Pascalova zavitnice (limacon)

Pascalova zavitnice jest rovinna kiivka ¢tvrtého fadu. Ve zvolené soustaveé souradnic
sestrojime kruznici k (fidici) o poloméru r = c, kterd prochazi pocatkem a stfed ma
na ose x. Z pocatku vedeme polopfimku tak, aby protnula kruZnici, prise¢nici oznacime
M. Na poloptimku naneseme na ob¢ strany od bodu M vzdélenost s a ziskame body

X, X'. Mnozina vSech takto sestrojenych bodi je Pascalova zavitnice.

Pojem limacon pochazi z latinského slova ,,limaxy“, coz v piekladu piedstavuje
hlemyzdé. Tuto kiivku objevil a pojmenoval Etienne Pascal (1588 —1651), otec Blaise
Pascala (1623 - 1662). Ktivkou, se ale pozd¢ji zabyval a zkoumal ji i jiny francouzsky
matematik, a to Gilles Personne de Roberval (1602 — 1675) [13].
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Uvedeni problému

Je dana kruznice k(S;c). Body Alaq, a,] a M[u,v] leZici na kruznici, pfi¢emz A
je pevny bod a M se pohybuje po kruznici. Body X[p, ql, X'[p’, q'] lezi na piimce AM
a zaroven maji od bodu M [u, v] stejnou vzdalenost s. Uréete mnozinu vSech bodu X, X',

ktera vznikne pohybem bodu M po Kruznici k.

k(S;c)

Obr. 42 Uvedeni problému Pascalova zavitnice
Zobrazeni hledané mnozZiny v softwaru GeoGebra

1) Ve zvolené soustavé soufadnic sestrojime kruznici k (S; ¢), kterd prochazi poc¢atkem
a stfed ma na ose x.

2) Vhodné& umistime bod A [0, 0].

3) Bodem A4 [0, 0] vedeme pfimku f tak, aby protnula kruznici k — bod M [u; v].

4) Sestrojime kruznici [(M; s).

5) Priseéiky kruznice [ a piimky f ozna¢ime X[p; q],X'[p’; q'].

Obr. 43 Zobrazeni Pascalovy zavitnice pro zvolené parametry c, S
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Urceni rovnice mnoZiny bodii eliminaci proménnych
> Je dana kruznice k se stiedem S [c;0] a polomérem c: (x —¢)? + y? = c2.
Po dosazeni soufadnic bodu M[u;v], ktery lezi na této kruznici, ziskdme
rovnici:

(u—c)?*+v?=c2

» Body X,X' jsou pruseCiky piimky f a kruznice [(M;s), této vlastnosti
vyuzijeme a sestavime dalsi dve potfebné rovnice. Pfimka f je urCena predpisem
vx —uy = 0. Bod X[p; q] lezi na této pfimce, z toho tedy:
vp —uq = 0.

» Kruznice I: (x — u)? + (y — v)? = s?, na niz také lezi bod X[p; q|:

(P—w?+(q-v)* =s%

Abychom si feSeni mohli ovéfit 1 v softwaru CoCoA, prevedeme si potiebné rovnice

do tvaru, kde bude prava strava rovna O:

pv—qu=20
u—-0c?+v*—-c*=0
P-w?+(@-v)?-s*=0.
Hlavnim davodem, pro¢ vyuzivame algebraicky pocitaCovy program pii feSeni uloh,
bychom nejspi§ eliminaci (pouze pomoci tuzky, papiru a na$i hlavy) nezvladli.
Proto vyuzijeme pocitace — uSetii ndm cas, praci a mame jistotu, ze vysledek je spravny.

Rovnice mame sestavené, nasledné z nich eliminujeme proménné u, v (CoCoA):

e Use R::=Ql[c,s,u,Vv,p,ql;
e T:=Tdeal (pv-qu, (u-c)”*2+v*2-c”2, (p-u) "2+ (g-v)"*2- s°2);

e Elim(u..v,I);

Vysledkem eliminace je rovnice:
p* — 4cp3 + 4c?p? — s%p? + 2p%q% + q* — s%q® — 4cpq? =0
(@* + q* — 2cp)* = s*(p* + q).
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Pro spravné zobrazeni této mnoziny bodl v programu GeoGebra musime v nalezené
rovnici nahradit proménné p,q — x,y. Vysledek mizeme porovnat S puvodné
navrhnutym grafickym feSenim. Za neznamé parametry c, s Sl miizeme zvolit libovolné

hodnoty, diky kterym se bude vzhled mnoziny ménit (obr. 44).

C=s

c<s

Obr. 44 Vzhled Pascalovy zavitnice v zavislosti na parametrech c, s

Vlastnosti Pascalovy zavitnice

Hledanou mnozinou vSech boda X, X' je Pascalova zavitnice. Je to kiivka ctvrté¢ho
stupné, jejiz podoba zavisi na hodnotach proménnych c¢ a s (obr. 44). Ve vsech
uvedenych ptipadech je zavitnice soumérna podle osy x a v polu A ma dvojny bod

(pro ¢ > s je to uzel pro ¢ = s hrot a pro ¢ < s je pél izolovany bod)

Specialnim ptipadem Pascalovy zavitnice je Kkardioida, kterou dostaneme
pro hodnoty s = 2c.
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6.2 Kardioida (srdcovka)

Protoze se vcelé této praci zabyvame kiivkami jako mnozinami bodii danych
vlastnosti, i tuto kiivku si rozebereme z tohoto pohledu. Jak uz jsme si uvedli na konci
pfedchozi kapitoly, kardioida je specidlnim piipadem Pascalovy zavitnice, a to
pro parametry s = 2c¢. To ale neni zdaleka jediny zpasob, jak pomoci mnozin bodu
popsat tuto zajimavou kiivku.

Kardioidu také predstavuje mnozina vSech pat kolmic spuSténych na teény dané
kruznice z dan¢ho bodu (polu). V tomto ptipade se kiivka oznacuje t€z upatnice dané
kruznice.

Je 1 mnoZinou vSech obrazii pevného bodu kruznice v 0sOvé soumernosti,

podle te¢ny dané kruznice.

Poslednim ptipadem je kardioida jako mnozina vSech trajektorii boda pii odvalovani
se jedné kruznice k, bez smykani zvenku po jiné pevné kruznici k;, pfiCemz obé

kruznice maji stejny polomér = a .

,Kardioida byla studovana jiz v 15. stoleti danskym matematikem a astronomem
Olem Christensenem Romerem (1644 — 1710) a matematikem Vaumeslem (1678). Roku
1708 francouzsky matematik Philippe de La Hire (1640 — 1718) stanovil délku této
kiivky* ([21], s. 50).

Nazev kardioida pouzil jako prvni italsky matematik Giovanni Francesco Mauro
Melchiorre Salvemini (1708 - 1791) a to vroce 1741. Nazev je odvozen z feckého
kopoio, neboli srdce. Proto v c¢eské literatufe muzeme tuto kiivku dohledat

i pod nazvem srdcovka ([21], s. 51).

6.2.1 Kardioida jako Gpatnice

Uvedeni problému
Necht’ existuje kruznici k(S;a), na niz je pevné ukotven bod A (A € k - pdl)
a pohyblivy bod M (M € k). Sestrojime te¢nu t prochazejici bodem M. Dale vedeme

bodem A (poélem) piimku [, kolmou na tecnu t. Takto vznikly prisecik pojmenujeme P
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(P € tn l). Mnozina vSech bodi P, pfi pohybu bodu M po kruznici k vykresli

kardioidu.

Obr. 45 Nacrt kardioidy jako Gpatnice
Zobrazeni hledané mnozZiny v softwaru GeoGebra

1) Ve zvolené soustavé soufadnic sestrojime kruznici k (S; a), jejiz stfed bude
v pocatku - S [0, 0].

2) Vhodné& umistime bod A [a, 0].

3) Umistime libovolné bod M [u; v], tak Ze plati M € k.

4) Bodem M[u; v] vedeme te¢nu t ke kruznici k.

5) Bodem A vedeme piimku [, kolmou na te¢nu t (I t).

6) Prusecik téchto dvou piimek oznac¢ime P (P € t N [).

Obr. 46 Kardioida jako tpatnice kruznice k
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Pohybujeme-li bodem M po kruznici k, stopa bodu P nam vykresli kiivku -
kardioidu. V programu GeoGebra mtizeme také vyuzit piikaz Mnozina bodii. Ten nam,

po vybéru bodu urcujiciho a bodu pohyblivého, vykresli pozadovanou mnozinu bodt.
Urceni rovnice mnoZiny bodii eliminaci proménnych

» Je dana kruznice k se stfedem S [0;0] a polomérem a. MizZeme ji zapsat
piedpisem k:x2? + y2 = a?. Po dosazeni soufadnic bodu M[u;v], ktery lezi

na této kruznici, ziskame rovnici:

u? + v? = a?.

» Bod P je prusecik piimek [ a t, této vlastnosti vyuzijeme a sestavime dalsi dveé
potfebné rovnice. Pfimku t miZeme obecné zapsat rovnici: ux + vy - u? —
v2 = 0. Po dosazeni soufadnic bodu P[p; q] ziskdme rovnici:

up + vq — u? —v?=0.

» Obdobn¢ pristupujeme k pfimce [, dané piedpisem: vx —uy —wva = 0. Po

dosazeni soufadnic bodu P[p; q] ziskdme rovnici:

vp —uq —va = 0.

Abychom si feSeni mohli ovéfit i v softwaru CoCoA, pfevedeme si potfebné rovnice

do tvaru, kde je prava strava rovna 0:

wW+vr—-a2=0
vp—uq —va = 0

up + vq — u?* —v?*=0.

Rovnice mame sestavené, nasledné znich vprogramu CoCoA eliminujeme

proménné u, v:

e Use R::=Q[a,u,v,p,q];
e T:=Tdeal (uptvg-u*2-v*2,vp-ug-va,u”2+v~2-a*2);

e Elim(u..v,I);
Vysledna rovnice ma tvar:

p* — 2ap® + 2a3p + q* — a?q® + 2p?q* — 2apq* —a* =0
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rovnici upravime do zdkladniho tvaru, za nezndmé p,q dosadime proménné x,y
(nutné K ovéfeni v grafickém programu). Nasledné jesté zkusime dany ptedpis upravit,

prepsat do jednodussiho a ptrehlednéjsiho tvaru:

(x% + y? —ax)? = a*((a — x)?* + y?).

6.2.2 Kardioida jako mnoZina bodi osové soumérnych podle tecny

Kruznice

Uvedeni problému

Je dana kruznice k (S;a), na niz je pevné ukotven bod A a libovolné umistén
pohyblivy bod M. Bodem M vedeme te¢nu t k dané kruznici k. Bod P bude obrazem
bodu A v osové soumérnosti podle osy t (O(t): A = P). Jakou mnozinu boda vykresli

bod P, pokud pohybujeme bodem M po kruznici k?

Obr. 47 Zobrazeni bodu A v osové soumérnosti

Zobrazeni hledané mnoziny v softwaru GeoGebra

1) Ve zvolené soustavé soufadnic sestrojime kruznici k (S; r), jejiz stied bude
Vv poéatku —» S [0;0].

2) Vhodné umistime bod A [a; 0].

3) Umistime libovolné bod M [u; v], tak Ze plati M € k.

4) Bodem M|[u; v], vedeme te¢nu t ke kruznici k.

4) Sestrojime bod P, obraz bodu A v osové soumérnosti podle osy t — O(t): A - P.
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Obr. 48 Kardioida jako mnozina bodi osové soumérnych podle te¢ny Kruznice

Urceni rovnice mnoZziny bodii eliminaci proménnych

> Je dana kruznice k se sttedem S [0; 0] a polomérem a — k:x? + y2 = a?. Po

dosazeni soufadnic bodu M[u; v] , ktery leZi na této kruznici, ziskame rovnici:
u? + v? = a2

» Piimka AP je kolma na te¢nu kruznice t. Tecna t je dana smérovym vektorem
(v; —u) a pfimka AP (p — a; q). Kolmost ptimek zapiseme jako nulovy skalarni
soucin jejich vektord, tedy:

p—a)-v—qu=0.

» Bod B je stiedem tsecky AP. Tim zajistime, ze bod P je obrazem bodu A

V osové soumérnosti s 0sou t. Bod B ma soufadnice:

A+ P _[p+a_q]
L2 2

2
bod B lezi na te¢né t. Po dosazeni, dostaneme rovnici:
pta q ) )
u- tv-s—u*—v°=0.
2 2

Abychom si feseni mohli ovéfit 1 v softwaru CoCoA, pievedeme si potiebné rovnice

do tvaru, kde je prava strava rovna 0:
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P-a) v-qu=0

wW+vi—-at=0

+a
_pz +v-g—u2—v2=0.

Rovnice mame sestavené, nasledn¢ znich v programu CoCoA eliminujeme

u

proménné u, v:
e Use R::=Qla,u,v,p,q];
e TI:=Ideal (pv-av-qu,u”2+v”*2-a~2,u(p +a)/2+vq/2-u"2-v"2);

e Elim(u..v,I);

Vysledna rovnice ma tvar
x* —6a%x? + 8adx + y* — 6a%y? + 2x%y? - 3a* =0
(x%? + y*)? + a3(8x — 3a) = 6a%(x? + y?).

6.2.3 Kardioida jako mnoZina bodi vzniklych odvalovanim kruZnice

po kruZznici

Uvedeni problému

Necht’ existuje pevné dana kruznice k4 (S;; @) a na ni pohyblivy bod M (M € k;).
Kruznice k, (S,;a) a k; maji pravé jeden vné&jsi dotyk, a to vbodé M. Kruznici k,
nechame odvalovat zvenku bez smykani po kruznici k4. Jakou mnozinu boda vykresli

bod P, ktery lezi na kruznici k, (Pe k,)?

i
/

Obr. 49 KruZnice k4, k, S vnéjSim dotykem M
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Zobrazeni hledané mnoZiny v softwaru GeoGebra

1) Ve zvolené soustavé soufadnic sestrojime kruznici k, (S;;a), jejiz stied bude
v pocatku —» S; [0, 0].

2) Umistime libovolné bod M [u; v], tak Ze plati M € k a vhodné bod 4 [a, 0].

3) Sestrojime polopiimku S; M.

4) Sestrojime kruznici | (M; a).

5) Prasecik polopiimky S; M a kruznice [ oznac¢ime S,.

6) Sestrojime kruznici k, (S,; a).

7) Uhel |AS;M | = a — sestrojime tihel [MS,X| o velikosti a.

8) Prusecik kruznice k, a polopiimky MS,X nazveme P [p; q].

Obr. 50 Kardioida jako mnozina bodi vzniklych odvalovanim kruznice po kruznici

Urc¢eni rovnice mnoZiny bodii eliminaci proménnych

V tomto piipadé si nejspi§ viimneme podobnosti s predchozim zadanim. Ulohu
muzeme pojmout i jako zobrazeni pevné dané kruznice k; Vosové soumérnosti
podle jeji te¢ny t. Bod P, ktery vykresluje hledanou mnozinu bodu, je pak obraz bodu A
podle této osy. MiiZeme tedy k urceni rovnice této mnoZiny pouzit stejné predpoklady

jako v piedchozi tloze:
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p-a)v—qu=0
u?+v2-a?=0

pta 4, _ _a_
u > +v2 u ve=0.

Vysledna rovnice ma podobu:
(x% + y?)% + a3(8x — 3a) = 6a%(x? + y?).

Vlastnosti kardioidy

Kardioida je ktivka ¢tvrtého stupné, soumérna podle osy x. Zajimavosti je, Ze jeji
tvar je vyuzivan pti konstrukci mikrofonu. ,,Mikrofony s kardioidni neboli ledvinovou
charakteristikou jsou jedny z nejpouzivanéjSich mikrofoni v profesionalni zvukové
technice. Mikrofon s kardioidni smérovou charakteristikou snima s nejvétsi citlivosti
zvuk pfichdzejici zeptedu v ose mikrofonu a zvuk pfichdzejici mimo osu mikrofonu

je vice ¢i mén¢ potlac¢en® [23].

6.3 Strofoida

Strofoida je rovinna kiivka, ktera vznikne jako mnozina vSech prase¢ika vysek
v rovnoramenném trojuhelniku.

Strofoidu poprvé objevil Isaac Barrow (1630 — 1677) v roce 1670, ackoliv italsky
fyzik a matematik Evangelista Torricelli (1608 — 1647) tuto kiivku popsal ve svych
dopisech jiz kolem roku 1645. Nazev strofoida, ptivodem z feckého slova ,strophos “

(ve vyznamu ,.krouceny pas‘‘), navrhl Montucci v roce 1846 ([13], 57).
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Uvedeni problému

Je dan trojuhelnik ABC se zakladnou AB (polomér kruznice k) a vrcholem C
pohybujicim se po zadané kruznici k. Co mulzeme fici o poloze ortocentra H
trojuhelniku  ABC? Jakou mnozinu bodd ortocentrum H opiSe, pokud budeme

pohybovat bodem C po dané kruznici k?

Obr. 51 Nacrt ortocentra trojihelniku

Zobrazeni hledané mnoziny v softwaru GeoGebra

1) Ve zvolené soustavé soufadnic umistime bod A [0, 0] a sestrojime kruznici k (4; a).
2) Sestrojime body B, C € k.

3) Vysky v,, vy, v,—> H (ortocentrum).

Obr. 52 Strofoida, jako mnozina v§ech ortocenter trojuhelniku
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Urceni rovnice hledané mnoZiny bodu eliminaci proménnych

> Analyticky zéapis kruznice je jasny: x? + y? = a?. Déle vime, Ze vrchol C[u; v]
lezi na kruznici k. Proto mtizeme zapsat:
u? + v? = a%
» Vime, ze bod H lezi na vyskach v, a v.. Vyska v, je dana predpisem
(u—a)x + vy =0. Po dosazeni soufadnic bodu H[p;q] dostaneme rovnici
Ve tvaru:
(u—a)-p+vqg=0.
» Obdobn¢ sestavime posledni rovnici pro vysku v.:ax —au = 0 a bod H[p; q],
ktery na ni lezi:
p—u=0.
Nyni méme tfi rovnice:
p—u=0.
u?+v*—a?=0,

(u—a)p+vq =0,

Nésledné musime eliminovat parametry u,v. Parametr u eliminujeme jednoduse,
tfeti rovnice kA u = p. Tento vztah vyuzijeme a dostaneme p?+v?—a? =0
a(p—a)p + vq = 0. Po upravé vyse uvedenych rovnic dostaneme nasledujici rovnici:

@-ap*@-a)+q¢*@p+a)]=0.
Tato rovnice
P’p-a)+q*(p+a)=0
ptedstavuje algebraickou kiivku tietiho stupné.
Nyni miizeme napsat:
, _p*la—p)
pt+a

to je ekvivalentni s rovnici
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Parametry p,q jsme nahradily pivodnimi soufadnicemi x, y. Z tohoto divodu mizeme

zapsat vysledek v podobé¢ téchto funkei:

f n a—Xx
Yy = +x :
Ly a+x
f a—X
Yy = —X .
2:Y a+x

Pro kontrolu a grafické ovéteni naSich vysledkd pouzZijeme program GeoGebra.

Zobrazime funkce f; a f,. Graf funkce f; prezentuje nasledujici obrazek 54.

Obr. 53 Graf funkce f; pro parametr a = 7

Graf funkce f, vidime na obrazku 54.

Obr. 54 Graf funkce f, pro parametr a = 7

Zakreslenim obou téchto funkci do jednoho obrazku ziskame podobu celé strofoidy
(obr. 55). V dynamickém programu GeoGebra si mizeme prohlédnout rizné podoby

feSeni v zavislosti na hodnot¢ parametru a.
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Obr. 55 Strofoida pro parametr a = 7

Spravnost vypocétu jsme si ovéfili v geometrickém softwaru, nyni mizeme vysledek
zkontrolovat i pomoci algebraického programu CoCoA. Vyuzijeme opét vyse uvedené

rovnice, ze kterych eliminujeme proménné u, v:

e Use R::=Q[a,u,v,p,q]:
e I:=Ideal(p-u,up-aptvqg,u”2+v"2-at2);

e FElim(u..v,I);

Vysledek piedstavuje nasledujici rovnice tretiho stupné. Parametry p,q muizeme

nahradit proménnymi x, y, pro jednodussi porovnani s pfedchozim vysledkem.
x3—ax?+ay?+xy*=0
y2(x + a) = x*(a — x)

Tuto rovnici pouzijeme v pivodnim nakresu strofoidy a zhodnotime tak, jestli je
vysledek spravny. Pomoci posuvniku mizeme Vv programu GeoGebra ménit hodnotu
parametru a a tak pozorovat zavislost vysledné podoby hledané mnoziny na jeho

velikosti. V tomto pfipad¢ zelena kiivka odpovida parametru a = 5.
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Obr. 56 Zobrazeni kiivky ziskané eliminaci do ptivodniho nakresu

Vlastnosti strofoidy

Strofoida je rovinna kfivka tfetiho stupné, s uzlem vbodé A, ktera je soumérna
podle osy x. Piimka x — a = 0 je jeji asymptotou.

Strofoida je idealni kiivka k rozboru pribéhu funkce. Vezmeme si jen cast této
kiivky a pracujeme sjejim funkénim predpisem (fi, f,). Mizeme hledat intervaly,
na kterych je funkce rostouci nebo klesajici, hledat jeji extrémy, limity nebo urcit

asymptoty.

6.4 Asteroida

Asteroida je kiivka, ktera vznikne jako mnozina vSech pat kolmic na uhlopticku
kolmého rovnobézniku nebo kotalenim kruznice s polomérem r po kruznici
s polomérem R (R = 4r) tak, ze mensi kruznice lezi ve vnitfni oblasti té vétsi.

,yAsteroidu fadime mezi cykloidni kiivky, které byly objeveny danskym astronomem
Olem Christensenem Romerem (1644 — 1710) roku 1674. Studiem asteroidy se zabyval
I Svycarsky matematik Johann Bernoulli (1667 — 1748) a G. W. von Leibniz
(1646 — 1716). Nazev asteroida byl v literatuie poprvé pouzit roku 1836 [21].
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6.4.1 Asteroida jako mnoZina vSech pat kolmic na uhlopricku kolmého

rovnobézniku

Uvedeni problému

Necht existuje kruznice k (S; a) abod M € k. Sestrojime kolmy rovnobéznik SLMN
a jeho uhlopficky SM = LN = a. Na thlopiicku LN spustime kolmici z bodu M, jejich
prusecik ozna¢ime P. Posunujeme-li bodem M po kruznici k, mnoZzina vSech pat kolmic
na uhlopficku rovnobézniku SLMN nam vytvati asteroidu (obr. 57).

V programu GeoGebra mizeme pohybovat bodem M po kruznici k ¢i zvolit animaci

bodu M. Pomoci stopy bodu P miizeme pozorovat zakresleni asteroidy.

=

Obr. 57 Pata kolmice na uhlopticku kolmého rovnobézniku

Zobrazeni hledané mnoZiny v softwaru GeoGebra

1) Ve zvolené soustavé soufadnic sestrojime kruznici k (S; a), jejiz stfed bude
Vv pocatku = S [0; 0].

2) Umistime libovolné bod M [u; v], tak Ze plati M € k.

3) Pocatkem (bod S) vedeme piimky y = 0 a x = 0, tedy pfimky totozné s 0sami x, y.
4) Sestrojime kolmy rovnobéznik SLMN.

5) Z bodu M spustime kolmici na thlopii¢ku LN, patu této kolmic oznac¢ime P|[p; q].
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Obr. 58 Asteroida jako mnozina pat kolmic na thlopii¢ku rovnobézniku SLMN
Urceni rovnice hledané mnoZiny bodu eliminaci proménnych

> Analyticky zapis kruznice k: x? + y? = a?. Déle vime, e bod M [u; v] lezi
na této kruznici. Proto mizeme zapsat:

ut4+v¢—a?=0.

» Dalsi podminky odvodime z polohy bodu P. Bod P lezi na pfimkach f a s.
Piimku f Ize zapsat ve tvaru vx + uy — uv = 0 a protoze P[p; q] € f:

vp +uq —uv = 0.

> Piimku s lze zapsat ve tvaru u? — v2 — ux + vy = 0 a protoZe P[p; q] € s,
po dosazeni soutradnic ziskame:

u?—v?i—up+vq=0.

Abychom si feSeni mohli ovéfit i v softwaru CoCoA, pievedeme si potiebné rovnice
do tvaru, kde bude prava strava rovna 0:
u?+v2-a?=0
vp+tuq—uv =20

u?—v? —up+vq=0.
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Do programu CoCoA zadame nésledujici piikazy:
e Use R::=Q[a,u,v,p,q];
e T:=Ideal (pvtug-uv,u’2-v*2-upt+vqg,u’2+v™2-a2);

e Elim(u..v,I);
Rovnice hledané mnoZziny bodi mé nasledujici podobu

X®-3a2x*+3x*y2 + 3a* x> + 2122 x2 y* + 3x> y*+ y° - 322 y* + 3a* y*-a° =0

(x% + y2 — a?)3 + 27a*x*y* = 0.

Obr. 59 Ovéfeni rovnice asteroidy vV geometrickém softwaru

Vyslednou rovnici pouzijeme opét v programu GeoGebra ke koneénému ovéfeni.
Hodnotu parametru a mizeme v tomto programu libovolné ménit a tak pozorovat, jak
se V zavislosti na ném kiivka méni. Na obr. 59 je zobrazena k¥ivka pro parametry a = 2

aa=>5.
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6.4.2 Asteroida jako trajektorie bodu p¥i odvalovani kruZnice po
kruZznici
Uvedeni problému
Necht’ existuje pevné dana kruznice k, (S;; @) a na ni pohyblivy bod M (M € k;).
Kruznice k, (SzF%) a k; maji pravé jeden vnitini dotyk, a to v bodé¢ M. Kruznici k,
nechame odvalovat zevnitt bez smykani po kruZnici k4. Jakou mnoZinu boda vykresli

bod P, ktery lezi na kruznici k, (Pe k;)?

Obr. 60 Asteroida jako mnozina bodi

Zobrazeni hledané mnozZiny v softwaru GeoGebra

1) Ve zvolené soustavé soufadnic sestrojime kruznici k, (S;;a), jejiz stied bude
v pocatku - S; [0, 0].

2) Umistime libovolné bod M [u; v], M € k; a vhodné bod A4 [a, 0].

3) Sestrojime piimku S; M.

4) Sestrojime kruznici [ (M ; %)

5) Prasecik ptimky S;M a kruznice [ oznacime S,.

6) Sestrojime kruznici k, (S ; %)

7) Uhel |AS;M | = a — sestrojime tihel [MS,X| = 4a.

8) Prisecik kruZnice k, a ptimky S,X nazveme P [p; q].
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Obr. 61 Asteroida jako mnozina bodu pii odvalovani kruznice po kruznici

Uréeni rovnice hledané mnoziny bodu

V tomto pifipad€ nebude mozné rovnici hledané mnoziny bodl vyjadrit algebraicky.
Musime sestavit parametrické rovnice [12, s. 39]:
"x = r[3 cost + cos(3t)],
y = r[3sint — sin(3t)].
Upravime x-ovou soutadnici na:
x =r[3cost + cos(2t + t)]
=r[3cost + (cos 2t cost — sin 2t sint)]

7[3 cos t + (cos3t + sin?t cos t — 2sin’t cos t)]

= r cos t(3 + cos?t — 3sin?t)

= rcos3t + r cos t (3 — 3sin?t)

= rcos3t + r cos t [3(cos?t + sin?t) — 3sin?t]
= rcos3t + r cost (3cos?t)

= rcos3t + 3rcos3t

postupnymi Gpravami dostaneme

X = 4r cos3t.
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Analogicky bychom postupovali i u y-ové soufadnice, potom parametrické rovnice

asteroidy pro r = %jsou:

x = a cos3t
— a0 <in3
y = asin’t
’ . v . 2
umocnime-li obé€ rovnice na 3 pak

2 2

x3 = a3 cos’t
2 2

y3 = a3 sin’t

po secteni obou rovnic dostaneme obecny tvar rovnice asteroidy

wIN

2 2
x3 + y3 = a3(cos?t + sin?t)

2 2 2 3 3 3
x3+y3=a3 > Vx? +y?=Va%*

Vlastnosti asteroidy
Asteroida je cyklickd kiivka, osové soumérnda podle obou soufadnicovych os,
i podle os 1. a 2. kvadrantu. Je také ziejmé, Ze je stfedové soumérna podle stitedu S

(pocatku soutadnic).

6.5 Bernoulliho lemniskata

Bernoulliho lemniskata (obr. 62) je kiivka, ktera vznikne jako mnozina vSech bodia X
v rovin¢ takovych, ze soucin vzdalenosti od dvou pevné zvolenych bodu F;,F,
(ohnisek) je konstantni a je roven k2, tj. plati |F; X| - |F,X| = k? [3].

Jacob Bernoulli (1654 - 1705) publikoval v roce 1694 v Acta Eruditorum c¢lanek
o kiivce ve tvaru 8 nebo stuhy (odtud nazev - z latinského lemniscus, coz znamena
zaveésna stuha, pentle). Bernoulli v té dobé ale nevédé¢l, Ze pravé popisuje specialni
piipad kiivky, kterou jiz pied lety popsal Cassini. Obecné vlastnosti lemniskaty objevil
a popsal italsky matematik Giulio Carlo de’ Toschi di Fagnano (1682 - 1766). Carl
Friedrich Gauss (1777 - 1855) a Leonhard Euler (1707 - 1783) vysetfili pozdé&ji délku
oblouku kiivky, ¢imz polozily zaklady eliptickych funkci [9].
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Uvedeni problému

Necht’ jsou dany dvé kruznice kq,k, a konstanta k. Vzdalenost stiedti kruznic
k4 (F1 ; é) a k,(F,; r) je rovna 2d. Priseciky téchto dvou kruznic si ozna¢ime jako P

a P'. Je-li konstanta k = d, bod P ur¢uje Bernoulliho lemniskatu [21].
V programu GeoGebra si tento problém vymodelujeme a pomoci posuvniki
si prohlédneme feleni pro situace k = 0,k < d nebo k > d. Posuvnikem r a k?

ménime poloméry kruznic, posuvnikem d vzdalenost ohnisek |F; F,]|.

y—— . ——,

o

Obr. 62 Bernoulliho lemniskata

Zobrazeni hledané mnoziny v softwaru GeoGebra

1) Ve zvolené soustavé soutradnic sestrojime piimky x = 0ay = 0.
2) Sestrojime kruznici [(S; d).

3) Priseciky kruznice [ a pfimky y = 0 ozna¢ime Fj, F,.

4) Sestrojime kruznice ke, (Fy; 1), ky(Fi3 7).

5) Priiseéiky téchto dvou kruznic nazveme P, P’.

~ -

Obr. 63 Odvozeni rovnice Bernoulliho lemniskaty
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Ur¢eni rovnice hledané mnoZiny bodi

V ptedchozich piipadech jsme vzdy sestavili rovnice popisujici vlastnosti hledané
mnoziny bodl a nésledné eliminovali jejich proménné. U Bernoulliho lemniskaty nam
staci jedind vlastnost, a to ze soucin vzdalenosti od dvou pevné zvolenych bodil F; , F,

je konstantni. Tuto skute¢nost miizeme popsat vztahem — |F,P| - |F,P| = k2.

Ja—d2+y? J(x+d)? +y? = k?

V této rovnici se objevily dvé konstanty d, k, ty nam ale po vyuziti vlastnosti, ktera
odliSuje Bernoulliho lemniskatu od ostatnich Cassinitho ovali, vymizi. Jak je vySe
uvedeno, o Bernoulliho lemniskatu se jedna, je-li k = d. Proto mizeme rovnici piepsat

do tvaru:

JeG—DT 452 Gt dr+yi=d?,

kde d vzdalenost ohnisek (bodi F;, F,) od bodu S. Vyslednou rovnici uz jen upravime
do nejjednodussiho tvaru:
x* —2x%d? + y* + 2d%y? + 2x%y? =0
(x% + y?)? = 2d?(x? — y?).
Vlastnosti Bernoulliho lemniskaty
Z obr. 63 mizeme vycCist n¢kolik vlastnosti této kiivky. Bernoulliho lemniskata

je osové soumérna podle os x i y. A také stiedové soumérna podle bodu S, pocatku

soustavy souradné.

V nasem okoli mizeme Bernoulliho lemniskatu zpozorovat u meandrujicich fek,
které ji opisuji. Jejiho tvaru se ale vyuzivd i napiiklad v Zelezni¢nim stavitelstvi,

pii konstrukci Zelezni¢nich prechodnic [20].
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6.6 Cykloida

Cykloida je cyklicka ktivka, kterou vytvoti bod pevné spojeny s kruznici, ktera
se vali po pfimce. Je-li tento bod na valici se kruznici, vznikne valenim prosta cykloida,
ktera ma tvar donekoneéna se opakujicich obloukt. Je-li vzdalenost bodu od stredu
valici se kruznice VéEtsi nez jeji polomér, opisuje tento bod cykloidu prodlouzenou.
Nakonec je-li vzdalenost bodu od stiedu valici se kruznice mensi nez jeji polomér,

opisuje tento bod cykloidu zkracenou.

S cykloidami se Casto setkavame v bézném zivoté, napt. ventilek duse jizdniho kola
pfi otaceni opisuje drahu cykloidy. Cykloidu nalezneme v riiznych ozubenych soukolich
(napt. v hodinovych strojich), ale i ve vodnich ¢i vétrnych turbinach a v mnoha dalsich
zatizenich. Protoze je cykloidalni profil odolny viéi velkému zatizeni, vyuziva se Casto

I ve stavitelstvi (tunely, mosty) [19].

Kitivka byla zkoumana jiz roku 1501 Charlesem de Bovellesem (1475 — 1566) a také
Marinem Mersennem (1588 — 1648), ktery jako prvni uvefejnil piesnou definici
cykloidy. Nazev cykloida pravdépodobné poprvé pouzil roku 1599 Galileo Galilei

z feckého nazvu ,,kuklos* znamenajici kruh, kolo nebo také cyklus [19].

Délku jednoho oblouku cykloidy uréili Gilles Personne de Roberval a Christopher
Wren (1632 - 1723). Izochronni a tautochronni vlastnosti této kiivky uvedl dansky
matematik a ptirodovédec Christiaan Huygens. V roce 1696 Johann Bernoulli
(1667 — 1748) ptedstavil v ¢asopise Acta Eruditorium kiivku brachistochronu, ktera je
Casti cykloidy[21].

Vyuzitim v praxi se zabyval Huygens (1629 — 1695), ktery navrhl prvni kyvadlové
hodiny, které by opisovaly oblouk cykloidy. Ve spojeni s feSenim 0zubenych soukoli
se cyklickymi kiivkami zabyval Reemer a Girard Desargues (1521 — 1661), ktery
navrhl cykloidni zuby na ozubenych kolech. Studiem cyklickych kiivek se zabyvali
ale 1 dalsi matematikové, jako napt. Pascal, Newton, Euler, Fermat, Leibniz, 1'Hospital

nebo de la Hire [19].
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6.6.1 Prosta cykloida

Uvedeni problému
Necht je dana kruznice k (S; a), piimka p a bod M, ktery je spoleénym bodem této
kruznice a piimky. Bod P je obrazem bodu M v rotaci se stiedem S a thlem t. Pak

pfi kotaleni kruznice po pfimce p, bod P opise trajektorii zvanou cykloida.

Zobrazeni hledané mnoziny v softwaru GeoGebra

1) Ve zvolené soustavé soutadnic sestrojime piimku p, totoZnou s 0SOU x.

2) Sestrojime kruznici k(S; a), kde S[0; a].

3) Umistime bod M [u; v], ktery je spole¢nym bodem kruznice k a piimky p.

4) Bod M oto¢ime podle stiedu kruznice o thel t: R (S;t): M — P.

5) Dostaneme bod P[p; q], ktery pfi kotéleni kruznice po pfimce p vykresli cykloidu.

Obr. 64 Prosta cykloida jako mnozina bodt

Urc¢eni rovnice hledané mnoziny bodu

Cykloida (obr. 63) je nealgebraicka kiivka, pro kterou si nyni odvodime ptedpis.
Do kartézské soustavy soufadnic umistime kruZnici k se stiedem S [0; a] a polomérem
a. Bod P je bod kruznice, jehoz trajektorie vykresluje hledanou mnozinu bodu.
Pravothlym primétem bodu P do osy x je bod X a primét do osy y je bod Y. Bod M
je bodem dotyku kruznice a ptimky, po které se kruznice kotali. Parametr t urcuje
velikost thlu MSP pfi otaceni kruznice k [6].
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Obr. 64 Odvozeni parametrickych rovnic prosté cykloidy

Nyni si vyvodime a zapiSeme nckolik vlastnosti, vyplyvajicich z obrazku 64,

potiebnych k sestaveni hledanych rovnic:
Prot > 0 je MP = |OM|, z toho OM = at.
Vyjadiime x-ovou soufadnici bodu P. Z trojuhelniku PYS je ziejmé, Ze:

PY|

|
sint=7—> |PY| = asint

x =|0X| = |OM| — |XM| = MP — |PY| = at — asint.
Vyjadiime y-ovou soufadnici bodu P:
|Ys|

cost =— — |YS| =acosta|MS|=a

y = |XP| = |MS| - |YS| = a—acost.
Z téchto vlastnosti uz jednoduse vyjadiime parametrické rovnice prosté cykloidy:

x=at—asint = a(t —sint)

y=a—acost=a(l—cost);a>0,t € (0;2m),
kde a je polomér kotalejici se kruznice a parametr t je thel jejiho otoceni [6].

Vlastnosti prosté cykloidy

Prosta cykloida je cyklicka kiivka, zajimava svym tvarem, ktery se neustale opakuje
s periodou 2ma. Vsechny oblouky maji stejny tvar a jsou vzajemné podobné. Vlastnost,
kterou miizeme vycist z obr. 65 (Cervend kiivka) je, Ze prosta cykloida ma nekonecné

mnoho hrotd.
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6.6.2 Zkracena a prodlouzena cykloida

Uvedeni problému

Necht je dana kruznice k (S; a), piimka p a bod M, ktery je spoleénym bodem této
kruznice a piimky. Bod P je obrazem bodu M vrotaci se sttedem S a thlem t.
Pak pii kotaleni kruznice po pfimce p, bod P opise trajektorii zvanou cykloida. Pokud
bod pevné spojeny s kotalejici se kruznici nelezi na obvodu této kruznice, ale jeho
vzdalenost od stfedu kruznice o poloméru a je d, pak pro d < a ziskame cykloidu

zkracenou a pro d > a cykloidu prodlouzenou.
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Obr. 65 Zkracena a prodlouzena cykloida
Parametrické rovnice zkracené, resp. prodlouzené cykloidy lze zapsat ve tvaru:

x =at —dsint

y =a—dcost.

Vlastnosti zkracené a prodlouZené cykloidy
Na obrazku 65 je fialové zobrazena prodlouzena a modrozelenou barvou zkracena
cykloida. Je ziejmé, Zze u zkracené cykloidy existuje nekonecné inflexnich bodi,

u té prodlouzené nekonecné uzli (dvojnych bodit).

67


https://cs.wikipedia.org/wiki/Nekone%C4%8Dno
https://cs.wikipedia.org/wiki/Inflexn%C3%AD_bod

Zavér

Cilem této prace bylo rozsifit povédomi o tom, co vSe mizeme fadit do uloh
oznacovanych jako hledani mnozin bodlG danych vlastnosti. Protoze se jednd o téma
obtizné, pro zaky té€zko uchopitelné a Casto opomijené, chtéla jsem popsat rizné metody
feSeni téchto uloh. Ztoho dvodu, jsem se zaméfila jak na klasicky pfistup,
tak 1 vyuzivani novych technologii — GeoGebra, CoCoA. Tyto programy, a s nimi
spojené moznosti jiné, zabavnéj$i formy vyuky, jsem chtéla predstavit ucitelim,

studentim ucitelskych obori i samotnym zakim.

Do préce jsem se snazila zahrnout co nejvice aplikacnich uloh, o kterych si myslim,
ze jsou pro zaky nejvetsim piinosem (Voron¢ho diagram). Uvedla jsem ale i ulohy
na hledani extrémd, které mohou vyuku zpesttit (galerie, Fermativ bod). Rozbory

kiivek vyssich fadi mohou slouzit studentim ucitelstvi k objevovani jejich vlastnosti.

2%

GeoGebra. Dnes uz je zcela bézné vyuzivat IT technologie pti vyuce, vétSina Skol ma
k dispozici interaktivni tabule, pocitace, tablety, aj. A prace s programem GeoGebra
je ukazkovym piikladem, jak muze pocitaCovy program uciteli praci usnadnit a zakiim
vyucovani ozivit, zpfijemnit a zatraktivnit. Proto by tato prace méla slouzit
jako inspirace pro vSechny, ktefi radi objevuji nové ptistupy a moznosti vzdélavani zaki

i sebe sama.
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