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Katedra matematiky

DIPLOMOVÁ PRÁCE
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Anotace:

Ćılem diplomové práce Napoleonova věta je podrobné zaměřeńı se na větu, ve které

je popsán proces tzv. ”regularizace”. V rámci zkoumáńı Napoleonovy věty se práce za-

bývá řadou jej́ıch d̊ukaz̊u, vlastnost́ı a následně jej́ım zobecněńım v rovině a prostoru.

Diplomová práce je doplněna o řadu obrázk̊u, které čtenáři umožńı snadněǰśı porozu-

měńı dané problematiky.

Annotation:

The target of the this diploma thesis called ”The Napoleon’s theorem” is a detailed con-

centration on this theorem, where the process of so called ”regularization” is described.

Under the investigation of the Napoleon’s theorem this diploma thesis is concerned

with a lot of proofs, properties and then their generalization in a plane and in space.

Pictures, which can help the reader to understand this problem are supplemented in

this diploma thesis.
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4.4 Obsah vněǰśıho a vnitřńıho Napoleonova trojúhelńıku . . . . . . . . . . 30
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Kapitola 1

Úvod

Geometrie, jakožto matematická vědńı discipĺına, má řadu př́ıvlastk̊u - krásna, přesná,

abstraktńı, pravidelná a mnoho daľśıch. Ćılem této práce je zaměřeńı na jednu z těchto

vlastnost́ı prostřednictv́ım geometrické věty.

Proces tzv. ”regularizace”, kdy chaotickému uspořádnáńı bod̊u v rovině, potažmo v pro-

storu, jsme schopni dát jistý řád, uspořádat je do pravidelných geometrických útvar̊u, je

př́ıkladně demonstrován v Napoleonově větě. Ta je speciálńım př́ıkladem Petr-Douglas-

Neumanovy věty.

V kapitole ”Historie Napoleonovy věty” odhaĺıme, jak to doopravdy je s jej́ım autor-

stv́ım a kdy poprvé se s ńı setkává matematická veřejnost.

V obsáhlé třet́ı kapitole se seznámı́me se zněńım Napoleonovy věty. Následně se pod́ı-

váme na několik d̊ukaz̊u této věty, přičemž se bude jednat jak o d̊ukazy geometrické,

tak o d̊ukazy už́ıvaj́ıćı komplexńı č́ısla.

Vlastnostem Napoleonovy věty budeme věnovat čtvrtou kapitolu. Zde se seznámı́me

s jej́ımi základńımi vlastnostmi (např. Fermat̊uv bod, těžǐstě Napoleonových trojúhel-

ńık̊u aj.), avšak pozornost zaměř́ıme i na ty méně známé (např. Napoleon̊uv šestiúhel-
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ńık, Napoleon̊uv bod aj.). Rovněž si dokážeme platnost některých vlastnost́ı. Kapitola

je doplněna i d̊ukazem Napoleonovy věty pomoćı Fermatova bodu.

V kapitole ”Modifikace Petr-Douglas-Neumannovy věty” se pod́ıváme na zobecněńı

PDN věty pro čtyřúhelńık a na věty s ńı souvisej́ıćı (např. Thébaultova věta, van

Aubelova věta apod.). Obdobně jako v předchoźı kapitole jsou některé věty doplněny

o d̊ukazy.

V posledńı kapitole se seznámı́me s procesem ”regularizace” v prostoru, který si uká-

žeme na př́ıkladech pětiúhelńıku a šestiúhelńıku.

Práce je zpracována v typografickém systému LATEX a obrázky jsou vytvořeny v pro-

gramu DGS GeoGebra.
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Kapitola 2

Historie Napoleonovy věty

Jak už sám název věty napov́ıdá, jej́ı autorstv́ı neńı připisováno nikomu jinému než

slavnému francouzskému vojev̊udci a státńıkovi Napoleonu Bonapartemu, a to i přesto,

že neexistuj́ı přesvědčivé d̊ukazy o tom, že Napoleon byl prvńı, kdo tuto větu dokázal.

Odborná veřejnost nav́ıc dodnes pochybuje o Napoleonových matematických schop-

nostech, i když jisté ind́ıcie poukazuj́ı na Napoleon̊uv talent. Vždyt’ spolupracovat

s takovými osobnostmi matematiky jakými byli např. Gaspard Monge, Jean Baptiste

Joseph Fourier, Joseph Louis Lagrange již o něčem svědč́ı.

O Napoleonově větě se poprvé dozv́ıdáme z článku New Mathematical Questions vyda-

ném v The Ladies’ Diary z roku 1825, jej́ımž autorem je anglický matematik William

Rutherford. Rutherford zde uvád́ı zněńı věty a zároveň žádá o jej́ı d̊ukaz. Pro řadu

učenc̊u je Rutherford̊uv text d̊ukazem toho, že Napoleon nebyl prvńım, kdo přǐsel

s touto větou a jej́ım d̊ukazem. V roce 1826 jsou v The Ladies’ Diary zveřejněny d̊ukazy

Napoleonovy věty. V seznamu řešitel̊u se vyskytuje řada jmen, avšak sám Rutherford

mezi nimi neńı. Co je možná ještě podstatněǰśı, ani v jednom z článku z let 1825 a 1826

zde neńı žádná zmı́nka o Napoleonovi. Nicméně i přesto je dnes Rutherford̊uv dotaz

znám jako Napoleonova věta.

Že by Napoleon mohl být nějak spojen s touto větou, se pak pokouš́ı dokázat Au-

relio Faifofer ve svém 17. vydáńı Elementi di geometria ad uso degl’ instituti tecnici

9



(1◦biennio) e dei licei publikovaném v roce 1911. Ovšem ani on nám neposkytuje po-

třebné informace k tomu, abychom mohli zcela poprávu Napoleonovu větu prohlásit

za Napoleonovu.

O tom, jak to tedy s p̊uvodem Napoleonovy doopravdy bylo, se už zřejmě nedozv́ıme,

a tak nezbývá než jen doufat, že název věty nese jméno skutečného autora [15], [16],

[2].
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Kapitola 3

Napoleonova věta a jej́ı dokazováńı

Napoleonova věta je speciálńı př́ıpad Petr-Douglas-Neumannovy věty (PDN věty). Tu

poprvé publikoval v roce 1905 český matematik Karel Petr v článku O jedné větě

pro mnohoúhelńıky. PDN věta tvrd́ı, že při užit́ı jistého algoritmu, lze z libovolného

mnohoúhelńıku źıskat mnohoúhelńık pravidelný, který má stejný počet stran, jako

p̊uvodńı mnohoúhelńık. V roce 1940 tuto větu nezávisle na Karlu Petrovi objevili

Jesse Douglas o rok později také Bernhard Hermann Neumann. V odborné literatuře

se můžeme setkat s několika r̊uznými názvy této věty, a to Douglasova věta, Douglas-

Neumannova věta, či Petrova věta. Předmětem zkoumáńı této kapitoly však bude již

na úvod zmı́něná Napoleonova věta, konkrétně dokazováńı a objevováńı jej́ıch zaj́ıma-

vých vlastnost́ı [22], [24].

Obrázek 3.1: Napoleonova věta

Zněńı Napoleonovy věty je následuj́ıćı (Obr. 3.1):
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Nad stranami libovolného trojúhelńıka sestrojme rovnostranné trojúhelńıky (všechny

vně nebo dovnitř). Potom středy těchto rovnostranných trojúhelńık̊u tvoř́ı rovnostranný

trojúhelńık [22].

Ukažme si tedy několik d̊ukaz̊u této věty.

D̊ukaz 3.1: Prvńı geometrický d̊ukaz využ́ıvá vlastnost́ı shodného zobrazeńı a to oto-

čeńı dvou stran Napoleonova trojúhelńıku [17], [27].

Nejprve proved’me otočeńı strany B′C ′ o 30◦ ve směru záporném okolo bodu A. Vý-

sledkem je strana KL, kde K ∈ AC ′′ a L ∈ AC, nebot’ ∠B′AC = ∠C ′AC ′′ = 30◦. Poté

proved’me otočeńı strany A′C ′ o 30◦ ve směru kladném okolo bodu B. Nyńı dostáváme

stranu MN , kde M ∈ BC ′′ a N ∈ BC, nebot’ ∠A′BC = ∠C ′BC ′′ = 30◦ (Obr. 3.2).

Obrázek 3.2: Napoleonova věta - rotace stran v Napoleonově trojúhelńıku

Jelikož v rovnostranném trojúhelńıku je vzdálenost vrcholu od jeho těžǐstě rovna l =
√

3/3 délce strany trojúhelńıku, pak plat́ı

|AL|/|AC| = |AB′|/|AC| = l,
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|AK|/|AC ′′| = |AC ′|/|AB| = l,

|BN |/|BC| = |BA′|/|BC| = l,

|BM |/|BC ′′| = |BC ′|/|BA| = l.

Z toho plyne, že 4ACC ′′ ∼ 4ALK a 4BCC ′′ ∼ 4BNM , což znamená, že KL ||

CC ′′ || MN . Dále nav́ıc plat́ı, že |KL| = l|CC ′′| = |MN |. Ted’ je již zřejmá rovnost

|B′C ′| = |A′C ′|, které sv́ıraj́ı úhel 60◦. T́ım je dokázáno, že 4A′B′C ′ je rovnostranný

[17], [27].

D̊ukaz 3.2: Následuj́ıćı d̊ukaz, který je rovněž geometrický, se oṕırá o kosinovu větu

[14].

Protože ∠CMB je středovým úhlem, je jeho velikost rovna dvojnásobku velikosti ob-

vodového úhlu při vrcholu F , tedy 120◦ (Obr. 3.3). Nyńı aplikujme kosinovu větu

pro výpočet strany a v 4CBM , tedy

a2 = u2 + v2 − 2uv cos 120◦.

Jelikož cos 120◦ = −1

2
a u = v, pak

a2 = 2u2 − 2u2(−1

2
),

a2 = 3u2.

Obrázek 3.3: Napoleonova věta - d̊ukaz užit́ım kosinovy věty (1)
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Vı́me tedy, že u =
a√
3

a t =
b√
3

a dále plat́ı, že ∠KCM = ∠ACB + 60◦. Proto

|KM |2 = u2 + t2 − 2ut cos(∠ACB + 60◦),

|KM |2 = (
a√
3

)2 + (
b√
3

)2 − 2

3
ab cos(∠ACB + 60◦),

|KM |2 =
a2

3
+
b2

3
− 2

3
ab cos(∠ACB + 60◦). (3.1)

Obdobně lze využ́ıt kosinovu větu i pro stranu K ′M ′ (Obr. 3.4), která vznikne se-

strojeńım rovnostranných trojúhelńık̊u dovnitř 4ABC nad stranami AB a AC a je

tak jednou ze stran vnitřńıho Napoleonova trojúhelńıku. Nav́ıc plat́ı, že ∠K ′CM ′ =

∠ACB − 60◦.

Potom

|K ′M ′|2 =
a2

3
+
b2

3
− 2

3
ab cos(∠ACB − 60◦). (3.2)

Obrázek 3.4: Napoleonova věta - d̊ukaz užit́ım kosinovy věty (2)

Pokud odečteme (3.2) od (3.1), dostaneme

|KM |2 − |K ′M ′|2 =
2

3
ab[cos(∠ACB − 60◦)− cos(∠ACB + 60◦)],

|KM |2 − |K ′M ′|2 =
2

3
ab(cos∠ACB cos 60◦ + sin∠ACB sin 60◦−

cos∠ACB cos 60◦ + sin∠ACB sin 60◦),
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|KM |2 − |K ′M ′|2 =
2

3
ab[2(sin∠ACB sin 60◦)],

|KM |2 − |K ′M ′|2 =
4

3
ab sin∠ACB sin 60◦,

|KM |2 − |K ′M ′|2 =
2
√

3

3
ab sin∠ACB,

|KM |2 − |K ′M ′|2 =
2
√

3

3
2S4ABC ,

|KM |2 − |K ′M ′|2 =
4
√

3

3
S4ABC .

Stejně tak zjist́ıme, že |KL|2−|K ′L′|2 = |LM |2−|L′M ′|2 =
4
√

3

3
S4ABC . To znamená,

že |KM | = |KL| = |LM | a zároveň |K ′M ′| = |K ′L′| = |L′M ′| [14].

D̊ukaz 3.3: V předchoźım d̊ukazu jsme si ukázali jednu z možnost́ı, jak využ́ıt kosinovu

větu k dokázáńı Napoleonovy věty. Ukažme si tedy daľśı z nich [20].

Použijme kosinovou větu (3.1) z předchoźıho d̊ukazu, tedy

|KM |2 =
a2

3
+
b2

3
− 2

3
ab cos(∠ACB + 60◦).

Po vynásobeńı obou stran kosinovy věty třemi dostaneme

3|KM |2 = a2 + b2 − 2ab cos(∠ACB + 60◦). (3.3)

Nyńı upravme výraz cos(∠ACB+ 60◦), nebot’ ze součtového vzorce pro funkci kosinus

plat́ı, že

cos(∠ACB + 60◦) = cos
∠ACB

2
− sin

∠ACB
√

3

2
. (3.4)

Dosazeńım (3.4) do (3.3), źıskáme

3|KM |2 = a2 + b2 − 2ab(cos
∠ACB

2
− sin

∠ACB
√

3

2
),

3|KM |2 = a2 + b2 − ab cos∠ACB +
√

3ab sin∠ACB. (3.5)

Pak pro stranu c v 4ABC (Obr. 3.3) je kosinova věta ve tvaru

c2 = a2 + b2 − 2ab cos(∠ACB), (3.6)
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a obsah 4ABC je roven

S4ABC =
1

2
ab sin(∠ACB). (3.7)

Dosazeńım (3.6) a (3.7) do (3.5) źıskáme

3|KM |2 =
(a2 + b2 + c2)

2
+ 2
√

3S4ABC . (3.8)

Jelikož formule (3.8) pro stranu |KM | je symetrická v a, b, c, a totéž plat́ı i pro zbývaj́ıćı

strany |KL| a |LM |, pak 4KLM je rovnostranný [20].

Formule (3.8) dokazuje Napoleonovu větu pro vněǰśı Napoleon̊uv trojúhelńık. Pro vnitřńı

Napoleon̊uv trojúhelńık muśıme poč́ıtat s cos(∠ACB−60◦), což se ve výrazu (3.8) pro-

jev́ı změnou znaménka a výsledný výraz je ve tvaru [22]

3|K ′M ′|2 =
(a2 + b2 + c2)

2
− 2
√

3S4ABC . (3.9)

Pozn.: Ze vztahu (3.9) plyne nerovnost (3.10)

a2 + b2 + c2 − 4
√

3S4ABC ≥ 0, (3.10)

zvaná též Weitzenböckova nerovnost [23].

Při d̊ukazu nerovnosti (3.10) budeme vycházet z jej́ı ekvivalentńı varianty, která je

popsána v následuj́ıćım vztahu.

a2 + b2 + c2 ≥ 4
√

3S4ABC ⇔
a2
√

3

4
+
b2
√

3

4
+
c2
√

3

4
≥ 3S4ABC .

Mějme libovolný 4ABC, který rozděĺıme na tři části pomoćı Fermatova bodu F . Nad

jeho stranami jsou sestrojeny rovnostranné trojúhelńıky, které jsou rovněž rozděleny

(Obr. 3.5). Budeme-li libovolně měnit rozměry 4ABC, potom součet obsah̊u rovno-

straných trojúhelńık̊u sestrojených nad stranami 4ABC je větš́ı (v Obr. 3.5 patrné

b́ılé trojúhelńıky) nebo roven (b́ılé trojúhelńıky zmiźı) 3S4ABC . Aby došlo ke zmizeńı
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b́ılých trojúhelnk̊u, muśı být p̊uvodńı 4ABC rovnostranný.

V př́ıpadě, že se bude jednat o 4ABC, který bude mı́t jeden z úhl̊u větš́ı nebo rovno

120◦, pak tento vizuálńı d̊ukaz Weitzenböckovu nerovnost neřeš́ı [23].

Obrázek 3.5: Důkaz Weitzenböckovy nerovnosti

D̊ukaz 3.4: Mějme libovolný 4ABC a k němu př́ıslušný vněǰśı Napoleon̊uv trojúhel-

ńık A1B1C1 (Obr. 3.6). Naš́ım úkolem bude dokázat, že ∠C1A1B1 = 60◦.

Obrázek 3.6: Napoleonova věta

Podobně jako v prvńım d̊ukazu i zde využijeme otočeńı. Nicméně v tomto př́ıpadě bude

rotovat celá soustava (tzn. 4ABC, rovnostranné trojúhelńıky nad stranami 4ABC

17



a vněǰśı Napoleon̊uv trojúhelńık A1B1C1) se středem otočeńı v bodě A1 a úhlem otočeńı

ϕ = 120◦ ve směru záporném (Obr. 3.7).

Obrázek 3.7: Napoleonova věta - rotace celé soustavy (1)

Úsečkami spoj́ıme body PQ′ a B1C
′
1. Je zřejmé, že 4A1B1C1

∼= 4A1B
′
1C
′
1 a B1C1 =

B′1C
′
1. Pokud se zaměř́ıme na bod C, zjist́ıme, že v tomto vrcholu se sb́ıhá hned 6

trojúhelńık̊u. Tři z nich, tj. 4CA′Q′, 4CBB′ a 4CPA jsou rovnostranné. Vzhle-

dem k tomu, že |∠A′C ′B′| = |∠ABC|, tak potom |∠PCQ′| = |∠CAB|. To znamená,

že 4ABC ∼= 4CQ′P a pětiúhelńık CA′Q′PA je shodný s pětiúhelńıkem AQBCP .

Pak tedy plat́ı, že |B1C
′
1| = |B1C1| = |B′1C ′1|.

Obrázek 3.8: Napoleonova věta - rotace celé soustavy (2)
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Pokud ještě jednou zopakujeme rotaci se středem v bodě A1 a úhlem otočeńı 120◦, do-

spějeme k tomu, že źıskáme pravidelný šestiúhelńık (Obr. 3.8). To znamená, že ∠C1A1B1

= 60◦ a 4A1B1C1 je rovnostranný [20].

3.1 Napoleonova věta a komplexńı č́ısla

Ještě předt́ım, než si ukážeme daľśı d̊ukaz Napoleonovy věty užit́ım komplexńıch č́ısel,

je potřeba o nich něco ř́ıct ve vztahu k trojúhelńıku.

Každému komplexńımu č́ıslu z = a + bi, znač́ıme B = B(z), odpov́ıdá bod B =

(a, b), a, b ∈ R2, kde R2 je Gaussova rovina.

Spoj́ıme-li vrcholy trojúhelńıku B1B2B3 = B(z3) se středy protilehlých stran, źıskáme

tak těžǐstě T trojúhelńıku B(z3), jehož č́ıselná hodnota je rovna
(z1 + z2 + z3)

3
[5].

Věta 3.1 (Rovnostranné trojúhelńıky). Trojúhelńık B(z1)B(z2)B(z3), jehož vr-

choly jsou uspořádány proti směru hodinových ručiček, je rovnostranný právě tehdy,

když plat́ı jedna z následuj́ıćıch ekvivalentńıch podmı́nek:

z3 − z1 = −ω2(z2 − z1), nebo z1 + z2ω + z3ω
2 = 0;

zde ω3 = 1 a 1 + ω + ω2 = 0 [5].

Obecně. Trojúhelńık B(z1)B(z2)B(z3) je rovnostranný právě tehdy, když

ω1z1 + ω2z2 + ω3z3 = 0,

kde ω1, ω2 a ω3 jsou r̊uzné třet́ı odmocniny z jedné [5].

Předchoźı teorii můžeme nyńı využ́ıt při d̊ukazech Napoleonovy věty pomoćı komplex-

ńıch č́ısel [5].

D̊ukaz 3.5: Necht’ A = B(z1), B = B(z2), C = B(z3), O = B(w1), P = B(w2), Q =
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B(w3) a zT je č́ıslo, které odpov́ıdá těžǐsti T 4ABC s hodnotou zT =
(z1 + z2 + z3)

3
.

Podle věty o rovnostranných trojúhelńıćıch pak dostaneme následuj́ıćı rovnice:

w1 + z3ω + z2ω
2 = 0, (3.11)

w2 + z1ω + z3ω
2 = 0, (3.12)

w3 + z2ω + z1ω
2 = 0. (3.13)

Obrázek 3.9: Napoleonova věta - komplexńı č́ısla (1)

Po sečteńı rovnic (3.11), (3.12) a (3.13), s ohledem na vztah ω + ω2 + 1 = 0, źıskáme

rovnost w1+w2+w3 = z1+z2+z3. To znamená, že těžǐstě 4OPQ je shodné s těžǐstěm

4ABC.

Nyńı si uvedeme rovnice těžǐst’ zD, zE a zF .

zD =
(w1 + z2 + z3)

3
=

(−z3ω − z2ω2 + z2 + z3)

3
,

zE =
(w2 + z1 + z3)

3
=

(−z1ω − z3ω2 + z1 + z3)

3
,

zF =
(w3 + z1 + z2)

3
=

(−z2ω − z1ω2 + z1 + z2)

3
.

Pak po úpravě dostáváme
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3(zD + zE + zF ) = −z3ω − z2ω2 + z2 + z3 − z1ω − z3ω2 + z1 + z3−

− z2ω − z1ω2 + z1 + z2,

3(zD + zE + zF ) = (z1 + z2 + z3)(−ω − ω2 + 2),

3(zD + zE + zF ) = 3(z1 + z2 + z3).

T́ım jsme dokázali, že i Napoleon̊uv trojúhelńık DEF se shoduje v težǐsti s 4ABC.

Nav́ıc plat́ı, i s využit́ım vztahu ω3 = 1, že

3(zD + zEω + zFω
2) = −z3ω − z2ω2 + z2 + z3 − z1ω2 − z3ω3 + z1ω+

+ z3ω − z2ω3 − z1ω4 + z1ω
2 + z2ω

2,

3(zD + zEω + zFω
2) = z3(−ω + 1− 1 + ω) + z2(−ω2 + 1− 1 + ω2)+

+ z1(−ω2 + ω − ω + ω2),

3(zD + zEω + zFω
2) = 0,

což znamená, že Napoleon̊uv trojúhelńık DEF je rovnostranný [5].

D̊ukaz 3.6: Necht’ je dáno a = CA′, b = AB′, c = BC ′, ω = e
iπ
3 a rotace v kladném

směru o v́ıce než 60◦ tak, že ω3 = −1 a ω = 1 +ω2 a dále strany ωa = A′B, ωb = B′C,

ωc = C ′A (Obr. 3.10).

Pak plat́ı rovnice

0 = a+ ωa+ b+ ωb+ c+ ωc,

kterou uprav́ıme na tvar

0 = (1 + ω)(a+ b+ c),

což znamená, že

0 = a+ b+ c.
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Obrázek 3.10: Napoleonova věta - komplexńı č́ısla (2)

Aby 4A′B′C ′ byl rovnostranný, muśı platit A′B′ = ωA′C ′. To znamená, že

ωA′C ′ − A′B′ = ω(A′B +BC ′) + (B′C + CA′),

ωA′C ′ − A′B′ = ω(ωa+ c) + (ωb+ a),

ωA′C ′ − A′B′ = (ω2 + 1)a+ ωc+ ωb,

ωA′C ′ − A′B′ = ω(a+ b+ c),

ωA′C ′ − A′B′ = 0.

Náš předpoklad byl splněn, a tak 4A′B′C ′ je rovnostranný [18].

D̊ukaz 3.7: Necht’ je dán libovolný 4ABC nad jehož stranami jsou sestrojeny rov-

nostranné trojúhelńıky ABQ, BCO, CAP . Necht’ č́ıslo l reprezentuje otočeńı o úhel

120◦. Potom můžeme rovnostranné trojúhelńıky ABQ, BCO, CAP vyjádřit jako

A+ lB + l2Q = 0,

B + lC + l2O = 0,

C + lA+ l2P = 0.
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Těžǐstě trojúhelńık̊u ABQ, BCO, CAP odpov́ıdaj́ı po řadě č́ısl̊um C1 = (A+B+Q)/3,

A1 = (B+C+O)/3, B1 = (C+A+P )/3. Chceme dokázat, že plat́ı C1+lA1+l2B1 = 0.

To znamená, že [19]

3(C1 + lA1 + l2B1) = A+B +Q+ l(B + C +O) + l2(C + A+ P ),

3(C1 + lA1 + l2B1) = C + lA+ l2P + l(A+ lB + l2Q) + l2(B + lC + l2O),

3(C1 + lA1 + l2B1) = 0.

23



Kapitola 4

Vlastnosti Napoleonovy věty

Napoleonova věta v sobě skrývá řadu zaj́ımavých vlastnost́ı. Úkolem této kapitoly bude

některé z nich odtajnit a čtenáři je přibĺıžit.

4.1 Fermat̊uv bod

Zřejmě nejznáměǰśı vlastnost, která je spojována s Napoleonovou větou je věta o Fer-

matově bodu. Ř́ıká nám (Obr. 4.1):

V každém trojúhelńıku s vnitřńım úhlem do 120◦ existuje právě jediný bod F takový,

že součet délek |AF |+|BF |+|CF | je minimálńı. Tento bod F je umı́stěn v trojúhelńıku

ABC tak, že úhly AFC, AFB a BFC maj́ı vždy velikost 120◦ [4].

Obrázek 4.1: Fermat̊uv bod
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Nyńı si ukážeme d̊ukaz této věty [4].

D̊ukaz 4.1: Nejprve si dokažme prvńı část věty, že součet délek |AF |+ |BF |+ |CF | je

minimálńı. Proved’me rotaci 4AFB o 60◦ ve směru kladném okolo bodu B. Bod D je

obrazem bodu F a bod Q je obrazem bodu A. Výsledkem pak je4QBD (Obr. 4.2).

Vzniklý 4BDF je rovnostranný, nebot’ strany BD a BF jsou stejně dlouhé a zároveň

sv́ıraj́ı úhel o velikosti 60◦. Obdobně i 4ABQ je rovnostranný.

Obrázek 4.2: Fermat̊uv bod - <4AFB(B, 60◦) a <4ASB(B, 60◦)

|AF | = |DQ| můžeme dosadit do součtu minimálńıch délek a dostaneme |DQ|+|DF |+

|CF |, což je rovno délce lomené čáry QDFC. Ta je minimálńı, jsou-li body kolineárńı.

To znamená, že bod F je bodem úsečky CQ [4].

Následuje druhá část d̊ukazu, tj. dokázat, že úhly AFC, AFB a BFC maj́ı vždy

velikost 120◦. Provedeme-li rotaci (obdobně jako v prvńı části d̊ukazu) 4BFC (resp.

4CFA) o 60◦ ve směru kladném okolo bodu C (resp. A), źıskáme tak rovnostranné

trojúhelńıky BOC a CEF (resp. CPA a AGF ). Z předchoźıho d̊ukazu v́ıme, že plat́ı

∠BFQ = 60◦ pak i ∠CFO = 60◦ a ∠AFP = 60◦ (Obr. 4.3). Z vlastnost́ı vrcholových

úhlu je pak zřejmé, že úhly AFC, AFB a BFC maj́ı velikost 120◦ [9].
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Obrázek 4.3: Fermat̊uv bod - úhly AFC,AFB a BFC

Pozn.: Z věty o Fermatově bodu tedy plyne, že nejmenš́ı součet vzdálenost́ı |AF | +

|BF |+ |CF | je roven délce každé z úseček |AO|, |BP | a |CQ| (Obr. 4.3).

Existuje však ještě jeden Fermat̊uv bod, někdy též zvaný jako druhý Fermat̊uv bod. Ten

źıskáme spojeńım vrchol̊u 4ABC s protilehlými vrcholy rovnostranných trojúhelńık̊u

sestrojených dovnitř nad stranami 4ABC (Obr. 4.4) [25].

Obrázek 4.4: Druhý Fermat̊uv bod

Vlastnosti Fermatova bodu můžeme využ́ıt k samotnému d̊ukazu Napoleonovy věty.
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Necht’ nám to dokládaj́ı následuj́ıćı řádky [4].

D̊ukaz 4.2: Velikost úhlu u vrcholu Q rovnostranného 4ABQ je 60◦. Dále z věty

o Fermatově bodu v́ıme, že ∠AFB = 120◦. To znamená, že čtyřúhelńık AFBQ je

tětivový a vzdálenosti bod̊u A, B a F od bodu T , který je středem kružnice opsané

danému čtyřúhelńıku AFBQ, jsou stejné. Obdobně dospějeme i k rovnostem |BU | =

|FU | = |CU | a |CV | = |FV | = |AV |. Protože |AT | = |FT | a |AV | = |FV |, pak

čtyřúhelńık ATFV nazýváme deltoidem. Hlavńı úhlopř́ıčka TV deltoidu ATFV p̊uĺı

vedleǰśı úhlopř́ıčku AF v bodě S2. Stejně tak jsou p̊uleny vedleǰśı úhlopř́ıčky BF a CF

deltoid̊u BUFT a CV FU po řadě v bodech S3 a S1. Zároveň jsou hlavńı úhlopř́ıčky

zmı́něných deltoid̊u osami úhl̊u, a tak lze např́ıklad ∠ATB vyjádřit jako součet úhl̊u

ATS2 + FTS2 + FTS3 +BTS3. Jelikož ∠ATS2 = ∠FTS2 a ∠FTS3 = ∠BTS3, pak

∠ATB = 2(∠FTS2 + ∠FTS3),

∠ATB = 2∠S2TS3.

Obrázek 4.5: Důkaz Napoleonovy věty pomoćı Fermatova bodu
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Nicméně ∠S2TS3 je ve skutečnosti ∠V TU stejnojmenného trojúhelńıku. Z vlastnost́ı

obvodového a středového úhlu vyplývá, že středový ∠ATB je roven dvojnásobku obvo-

dového ∠AQB př́ıslušného k témuž oblouku AB, tj. 120◦. Pak ∠V TU = 60◦. Cyklickou

záměnou lze dokázat, že i zbývaj́ıćı úhly 4TUV jsou taktéž 60◦ [4].

4.2 Napoleon̊uv bod

Vedle již zmı́něných Fermatových bod̊u existuj́ı i Napoleonovy body. Ty jsou defi-

novány jako pr̊useč́ıky spojnic mezi vrcholy libovolného trojúhelńıku s protilehlými

vrcholy vněǰśıho, resp. vnitřńıho Napoleonova trojúhelńıku. O tzv. prvńım Napoleo-

nově bodě mluv́ıme v př́ıpadě vněǰśıho Napoleonova trojúhelńıku. Jedná-li se o vnitřńı

Napoleon̊uv trojúhelńık, pak hovoř́ıme o tzv. druhém Napoleonově bodě (Obr. 4.6) [10].

Obrázek 4.6: Napoleonovy body

4.3 Těžǐstě v Napoleonově trojúhelńıku

O těžǐsti T libovolného trojúhelńıku ABC a Napoleonových trojúhelńıćıch A′B′C ′ a

A′′B′′C ′′, kde 4A′B′C ′ je vněǰśı Napoleon̊uv trojúhelńık a 4A′′B′′C ′′ je vnitřńı Napo-
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leon̊uv trojúhelńık, plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Těžǐstě 4A′B′C ′ a 4A′′B′′C ′′ je shodné s těžǐstěm T 4ABC [22].

D̊ukaz 4.3:

Obrázek 4.7: Společné těžǐstě pro trojúhelńıky ABC a A′B′C ′

Důkaz si rozděĺıme na dvě části. V prvńı si dokážeme, že těžǐstě T je společné pro troj-

úhelńık ABC a vněǰśı Napoleon̊uv trojúhelńık A′B′C ′. V té druhé si totéž dokážeme

pro trojúhelńık ABC a vnitřńı Napoleon̊uv trojúhelńık A′′B′′C ′′.

Necht’ bod S je středem strany AB, bod T je těžǐstěm 4ABC a bod C ′ je těžǐs-

těm 4ABQ. Trojúhelńıky CQS a TC ′S jsou podobné, nebot’ plat́ı, že |CS| = 3|ST |

a |QS| = 3|C ′S|, CQ||TC ′ a |CQ| = 3|TC ′|. Obdobně |AO| = 3|TA′| a |BP | = 3|TB′|.

Protože |AO| = |BP | = |CQ|, pak |TA′| = |TB′| = |TC ′|. To znamená, že bod T je

rovněž těžǐstěm 4A′B′C ′.

Necht’ bod S je středem strany AB, bod T je těžǐstěm 4ABC a bod C ′′ je těžǐstěm

4ABQ′. Trojúhelńıky CQ′S a TC ′′S jsou podobné, nebot’ plat́ı, že |CS| = 3|ST |
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a |Q′S| = 3|C ′′S|, CQ′||TC ′′ a |CQ′| = 3|TC ′′|. Obdobně |AO′| = 3|TA′′| a |BP ′| =

3|TB′′|. Protože |AO′| = |BP ′| = |CQ′|, pak |TA′′| = |TB′′| = |TC ′′|. To znamená,

že bod T je rovněž těžǐstěm 4A′′B′′C ′′. T́ım máme dokázáno, že bod T je společným

těžǐstěm pro trojúhelńıky ABC, A′B′C ′ a A′′B′′C ′′ [27].

Obrázek 4.8: Společné těžǐstě pro trojúhelńıky ABC a A′′B′′C ′′

4.4 Obsah vněǰśıho a vnitřńıho Napoleonova troj-

úhelńıku

Mějme libovolný trojúhelńık ABC. K němu sestrojme vněǰśı Napoleon̊uv trojúhelńık

A′B′C ′ a vnitřńı Napoleon̊uv trojúhelńık A′′B′′C ′′. Potom pro obsahy těchto 3 trojú-

helńık̊u plat́ı:

Součet orientovaných obsah̊u Napoleonových trojúhelńık̊u A′B′C ′ a A′′B′′C ′′ je roven

obsahu trojúhelńıka ABC [22].

D̊ukaz 4.4: Obsah rovnostranného trojúhelńıku je roven

√
3

4
obsahu čtverce, tzn.

že pro obsah vněǰśıho, resp. vnitřńıho Napoleonova trojúhelńıku plat́ı vztah S1 =
x2

4

√
3,
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resp. S2 =
y2

4

√
3. Nyńı využijeme vztah̊u (3.8) a (3.9) ze str. 16, které plat́ı postupně

pro vněǰśı a vnitřńı Napoleon̊uv trojúhelńık. Vynásob́ıme-li obě strany vztah̊u (3.8)

a (3.9) konstantou

√
3

12
, pak dostaneme

x2

4

√
3 =

√
3

24
(a2 + b2 + c2) +

1

2
S4ABC (4.1)

pro vněǰśı Napoleon̊uv trojúhelńık a

y2

4

√
3 =

√
3

24
(a2 + b2 + c2)− 1

2
S4ABC (4.2)

pro vnitřńı Napoleon̊uv trojúhelńık. Součtem orientovaných obsah̊u S1 a S2, kde ob-

sah S1 je reprezentován vztahem (4.1) a obsah S2 je reprezentován vztahem (4.2),

dostaneme

S =

√
3

24
(a2 + b2 + c2) +

1

2
S4ABC − (

√
3

24
(a2 + b2 + c2)− 1

2
S4ABC),

odkud je zřejmé, že S = S4ABC [11].

Obrázek 4.9: Obsahy Napoleonových trojúhelńık̊u A′B′C ′ a A′′B′′C ′′
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4.5 Napoleon̊uv šestiúhelńık

Necht’ APC, COP a BQA jsou rovnostranné trojúhelńıky sestrojené nad stranami

4ABC. Body A′′, B′′ a C ′′ jsou těžǐsti trojúhelńık̊u BOQ, CPO a APQ. Potom body

A′, A′′, C ′, C ′′, B′, B′′ tvoř́ı pravidelný šestiúhelńık (Obr. 4.10) [13].

Obrázek 4.10: Napoleon̊uv šestiúhelńık

D̊ukaz 4.5: Necht’ D je střed strany BO. Strana CQ v 4CDQ je rovnoběžná se stra-

nou A′A′′ a plat́ı, že A′A′′ =
CQ

3
. Podobně pro protěǰśı stranu B′C ′′ plat́ı, že B′C ′′||CQ

a B′C ′′ =
CQ

3
. Z toho plyne, že A′A′′ = B′C ′′ a A′A′′||B′C ′′. Zbývaj́ıćı dva páry proti-

Obrázek 4.11: Napoleon̊uv šestiúhelńık - d̊ukaz
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lehlých stran, tj. A′′C ′, B′B′′ a C ′C ′′, A′B′′, źıskáme stejným zp̊usobem. Nicméně z věty

o Fermatově bodu v́ıme, že úsečky AO, BP , a CQ jsou stejně dlouhé a že jejich společ-

ným pr̊useč́ıkem je již zmı́něný Fermat̊uv bod, z něhož vid́ıme strany 4ABC pod stej-

ným úhlem 120◦. Strany šestiúhelńıku A′A′′C ′C ′′B′B′′ jsou stejně dlouhé a úhly mezi

sousedńımi stranami sv́ıraj́ı úhel 120◦, což dokazuje, že šestiúhelńık A′A′′C ′C ′′B′B′′ je

pravidelný [13].

4.6 Kiepertova hyperbola

V předchoźıch částech kapitoly jsme se zabývali některými významnými body, které sou-

visej́ı s Napoleonovou větou, jako je např́ıklad vněǰśı a vnitřńı Fermat̊uv bod, těžǐstě

atd. Je s podivem, že tyto body a řada daľśıch lež́ı na kuželosečce. Tou kuželosečkou

je tzv. Kiepertova hyperbola. Jedná se o rovnoosou hyperbolu, která zároveň procháźı

vrcholy 4ABC (Obr. 4.12) [8].

Obrázek 4.12: Kiepertova hyperbola

Z Obr. 4.12 můžeme vidět, že větev 1. kvadrantu procháźı vrcholy A, C 4ABC, těžǐs-

těm T , ortocentrem O, vněǰśım Fermatovým bodem F1 a Napoleonovými body N1, N2.
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Naproti tomu větev 3. kvadrantu obsahuje pouze vrchol B 4ABC a vnitřńı Fermat̊uv

bod F2.
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Kapitola 5

Modifikace

Petr-Douglas-Neumannovy věty

V předchoźıch kapitolách jsme se věnovali Napoleonově větě, která je zřejmě nejzná-

měǰśım speciálńım př́ıpadem Petr-Douglas-Neumannovy věty (PDN věty). V násle-

duj́ıćı kapitole se pod́ıváme na daľśı speciálńı př́ıpady PDN věty a to na PDN větu

pro čtyřúhelńık. Stěžejńı pak pro nás budou zejména Thébaultova, Van Aubelova a

Napoleon-Barlottiho věta [22].

5.1 Petr-Douglas-Neumannova věta pro čtyřúhel-

ńık

V úvodu této podkapitoly se seznámı́me s obecným zněńım PDN věty pro čtyřúhelńık

a poté bychom se zaměřili na několik speciálńıch př́ıpad̊u této věty. Pod́ıvejme se tedy

nejprve na obecnou formulaci PDN věty pro čtyřúhelńık, která zńı:

Nad stranami čtyřúhelńıka ABCD sestrojme rovnoramenné trojúhelńıky s úhlem i·2π/4

při hlavńım vrcholu, kde i ∈ {1, 2, 3}. Vrcholy rovnoramenných trojúhelńık̊u tvoř́ı čtyř-

úhelńık A′B′C ′D′. Nad stranami čtyřúhelńıka A′B′C ′D′ sestrojme rovnoramenné troj-
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úhelńıky s úhlem j · 2π/4 při hlavńım vrcholu, kde j ∈ {1, 2, 3}, j 6= i. Potom vrcholy

rovnoramenných trojúhelńık̊u tvoř́ı pravidelný čtyřúhelńık A′′B′′C ′′D′′. Sestroj́ıme-li

nad stranami čtyřúhelńıka A′′B′′C ′′D′′ rovnoramenné trojúhelńıky s úhlem k · 2π/4

při hlavńım vrcholu, kde k ∈ {1, 2, 3} , k 6= i, j, dostaneme bod - společné těžǐstě čtyř-

úhelńık̊u ABCD, A′B′C ′D′, A′′B′′C ′′D′′ [22].

Pro matematicky méně zdatné jedince se může tato věta zdát poměrně složitá a ne-

přehledná. Proto bych zde uvedl ještě jiné zněńı PDN věty pro čtyřúhelńık, které je

výstižné a srozumitelné.

Nad stranami čtyřúhelńıka ABCD sestrojme rovnoramenné pravoúhlé trojúhelńıky. Je-

jich vrcholy tvoř́ı čtyřúhelńık A′B′C ′D′. Potom středy stran A′′B′′C ′′D′′ čtyřúhelńıka

A′B′C ′D′ tvoř́ı čtverec (Obr. 5.1) [22].

Obrázek 5.1: PDN věta pro čtyřúhelńık

Uvědomme si, kolik operaćı jsme potřebovali k sestrojeńı rovnostranného trojúhelńıku

v Napoleonově větě a kolik operaćı je zapotřeb́ı nyńı k sestrojeńı čtverce v PDN větě

pro čtyřúhelńık. Zat́ımco při sestrojeńı Napoleonova trojúhelńıku jsme se k oné ”pravi-

delnosti” dostali jedńım krokem, kdy jsme nalezli středy rovnostranných trojúhelńık̊u

sestrojených nad stranami libovolného 4ABC, které byly zároveň vrcholy onoho hle-
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daného rovnostranného Napoleonova trojúhelńıka, u PDN věty pro čtyřúhelńık jsme

se ke čtverci dostali až ve druhém kroku [22].

Obdobně jako u Napoleonovy věty, tak i u PDN věty pro čtyřúhelńık dostáváme řešeńı,

pokud sestroj́ıme všechny rovnoramenné pravoúhlé trojúhelńıky dovnitř (Obr. 5.2).

Obrázek 5.2: PDN věta pro čtyřúhelńık - vnitřńı čtverec

5.2 Thébaultova věta

Thébaultova věta je speciálńım př́ıpadem PDN věty pro čtyřúhelńık, jej́ımž autorem

je Victor Thébault a která nám ř́ıká:

Nad stranami rovnoběžńıku sestrojme čtverce (všechny vně nebo dovnitř). Potom středy

čtverc̊u tvoř́ı čtverec [4].

Obrázek 5.3: Thébaultova věta - vněǰśı a vnitřńı čtverec
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Nyńı budou následovat dva d̊ukazy této věty.

D̊ukaz 5.1: O trojúhelńıćıch AA′D′ a BA′B′ řekněme, že jsou shodné, protože plat́ı

|AD′| = |BB′|, |AA′| = |BA′| a ∠D′AA′ = ∠B′BA′. Provedeme-li <(A′,−90◦), pak se

nám 4AA′D′ zobraźı do 4BA′B′. Z toho tedy plyne, že délky stran A′D′, A′B′ jsou

shodné a nav́ıc jsou tyto strany na sebe kolmé. Stejným zp̊usobem bychom postupovali

i u zbývaj́ıćıch stran [4].

Obrázek 5.4: Thébaultova věta - d̊ukaz

Druhý d̊ukaz využ́ıvá komplexńıch č́ısel [28].

D̊ukaz 5.2: Necht’ T je středem rovnoběžńıku ABCD a středy stran tohoto rovno-

běžńıku jsou reprezentovány komlexńımi č́ısly a, −a, b, −b (Obr. 5.5).

Středem strany AD je komplexńı č́ıslo −b, přičemž nazveme-li ho bodem U , potom

úsečka DU odpov́ıdá komplexńımu č́ıslu a a úsečka D′U odpov́ıdá komplexńımu č́ıslu

ai. To znamená, že bod D′ je reprezentován komplexńım č́ıslem −b + ai. Podobně

bychom źıskali i zbývaj́ıćı body čtyřúhelńıku A′B′C ′D′, tj. C ′ = a + bi, B′ = b − ai

a A′ = −a− bi. Potom pro stranu A′B′ plat́ı komplexńı č́ıslo

c = (b− ai)− (−a− bi),

c = (1 + i)b+ (1− i)a, (5.1)
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a pro stranu D′C ′ komplexńı č́ıslo

d = (a+ bi)− (−b+ ai),

d = (1 + i)b+ (1− i)a. (5.2)

Protože se vztahy (5.1) a (5.2) sobě rovnaj́ı, můžeme o stranách A′B′ a C ′D′ ř́ıct,

že |A′B′| = |C ′D′| a zároveň A′B′||C ′D′.

Obrázek 5.5: Thébaultova věta - komplexńı č́ısla

Nyńı tento postup zopakujeme pro strany A′D′ a B′C ′. Straně A′D′ odpov́ıdá kom-

plexńı č́ıslo

e = (−b+ ai)− (−a− bi),

e = (i− 1)b+ (1 + i)a, (5.3)

a straně B′C ′ komplexńı č́ıslo

f = (a+ bi)− (b− ai),

f = (i− 1)b+ (1 + i)a. (5.4)

Z rovnosti vztah̊u (5.3) a (5.4) opět plyne, že |A′D′| = |B′C ′| a zároveň A′D′||B′C ′.

Protože ci = f , znamená to, že A′D′⊥A′B′, č́ımž máme dokázáno, že čtyřúhelńık

A′B′C ′D′ je čtvercem [28].
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Victor Thébault je autorem ještě jedné věty, ve které se tentokrát hovoř́ı o rovnostran-

ném trojúhelńıku, jakožto o výsledném útvaru.

Nad stranani BC a CD čtverce ABCD sestrojme rovnostranné trojúhelńıky BEC a CFD

(oba vně nebo dovnitř). Pak trojúhelńık AEF je rovnostranný (Obr. 5.6) [29].

Obrázek 5.6: Thébaultova věta - vněǰśı a vnitřńı rovnostranný trojúhelńık

D̊ukaz 5.3: Úhel při vrcholu B v 4ABE je roven 150◦ (Obr. 5.7). Protože 4ABE je

rovnoramenný, pak na úhly při základně AE zbývá 30◦, tj. po 15◦ pro každý z vrchol̊u

A a E. Stejné rozložeńı a velikosti úhl̊u maj́ı i trojúhelńıky ECF a FDA, nebot’

4ABE ∼= 4ECF ∼= 4FDA podle věty sus. Potom

∠FAE = ∠DAB − (∠DAF + ∠EAB),

∠FAE = 90◦ − 30◦,

∠FAE = 60◦.

Dále

∠EFA = ∠CFD − ∠AFD + ∠EFC,

∠EFA = 60◦ − 15◦ + 15◦,

∠EFA = 60◦,

což znamená, že 4AEF je rovnostranný [30].

40



Obrázek 5.7: Thébaultova věta - d̊ukaz (2)

5.3 Van Aubelova věta

Daľśı významnou větou, která je spojována s PDN větou, je van Aubelova věta. Jej́ım

autorem je M. H. van Aubel, který ji publikoval v roce 1878 v následuj́ıćım zněńı:

Nad stranami čtyřúhelńıka ABCD sestrojte rovnoramenné pravoúhlé trojúhelńıky. Je-

jich vrcholy tvoř́ı čtyřúhelńık A′B′C ′D′, pro který plat́ı A′C ′⊥B′D′, |A′C ′| = |B′D′|

(Obr. 5.8) [22].

Obrázek 5.8: Van Aubelova věta

D̊ukaz 5.4: Necht’ bod S1 je středem strany BD, bod S2 je středem strany BC

a bod S3 je středem strany CD (Obr. 5.9). Potom plat́ı, že |S2V | = |S2C|, S2V⊥S2C

a |S3U | = |S3C|, S3U⊥S3C. Pokud provedeme posunut́ı S2C do S1S3 a S3C do

S1S2, pak 4S1S2V ∼= 4S1S3U , nebot’ |S2V | = |S1S3|, |S3U | = |S1S2| a ∠S1S3U =
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∠V S2S1 = (90◦ + ∠BCD). Je tedy zřejmé, že S3U⊥S1S2, S2V⊥S1S3 a strany S1U a

S1V jsou stejně dlouhé a na sebe kolmé. Obdobně bychom dokázali, že |S1X| = |S1Y |

a S1X⊥S1Y (Obr. 5.10).

Obrázek 5.9: Van Aubelova věta - d̊ukaz

Nyńı se zamysleme nad 4S1UX a 4S1V Y . Plat́ı, že |S1U | = |S1V |, |S1X| = |S1Y |

a ∠US1X = ∠V S1Y = (90◦ + ∠V S1X), potom tedy 4S1UX ∼= 4S1V Y . Pro-

tože 4S1UX je otočen do 4S1V Y , kde středem otočeńı je bod S1 a úhel otočeńı

je 90◦, pak |UX| = |V Y | a UX⊥V Y [21].

Obrázek 5.10: Van Aubelova věta - d̊ukaz (2)

Můžeme si všimnout, že pr̊useč́ık M úseček UX a V Y se neshoduje s bodem S1

(Obr. 5.10). Tato situace nastává v př́ıpadě, že čtyřúhelńık ABCD je obecný. Kdyby

však čtyřúhelńık ABCD byl čtvercem, kosočtvercem, obdélńıkem či rovnoběžńıkem,
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pak by došlo ke splynut́ı bod̊u M a S1. Protože by výsledným čtyřúhelńıkem byl čtverec

UV XY , pak by bod M byl pr̊useč́ıkem úhlopř́ıček UX a V Y , přičemž v́ıme, že úhlo-

př́ıčky čtverce jsou na sebe kolmé a p̊uĺı sebe navzájem [21].

Nyńı si ukážeme tvrzeńı, které nám doplňuje van Aubelovu větu:

Necht’ je dán čtyřúhelńık ABCD. Body K, L, M, N jsou středy čtverc̊u sestrojených

nad stranami čtyřúhelńıku ABCD. Potom body O, P, Q, R, které jsou po řadě středy

úseček AC, BD, KM, LN, tvoř́ı čtverec (Obr. 5.11) [6].

Obrázek 5.11: Van Aubelova věta a čtverec OPQR

D̊ukaz 5.5: Proved’me rotaci4DNP o 90◦ ve směru záporném okolo bodu N . Potom

bod A je obrazem bodu D a bod P ′ je obrazem bodu P , což znamená, že 4DNP ∼=

4ANP ′. Obdobně provedeme-li rotaci 4BKP o 90◦ ve směru kladném okolo bodu

K, pak 4BKP ∼= 4AKP ′.

Součet úhl̊u v pětiúhelńıku AKBPD je roven 540◦, přičemž plat́ı ∠PDN +∠KAN +

∠KBP = 360◦. Z toho tedy vyplývá, že bod P se zobraźı do bodu P ′ a čtyřúhelńık

PNP ′K je čtverec, nebot’ |NP | = |NP ′|, |KP | = |KP ′| a ∠PNP ′ = ∠P ′KP = 90◦.

Otoč́ıme-li bod N okolo bodu P ve směru kladném o 90◦, dostaneme se do bodu K.
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Pomoćı stejné rotace se zobraźı bod L do bodu M . Rovněž úsečka NL se nám zobraźı

na úsečku KM a s nimi i bod R do bodu Q (Obr. 5.11). Pak tedy plat́ı, že |PR| = |PQ|

a ∠QPR = 90◦. Stejně tak |OR| = |OQ| a ∠ROQ = 90◦, což znamená, že čtyřúhelńık

OPQR je čtverec. [6].

Obrázek 5.12: Van Aubelova věta a čtverec OPQR - d̊ukaz

5.4 Hadwiger-Finslerova věta

Necht’ jsou dány čtverce ABCD a A′B′C ′D′, které maj́ı společný vrchol C = C ′. Potom

středy P, R úseček BB′, DD′ a středy O, Q čtverc̊u ABCD, A′B′C ′D′ tvoř́ı čtverec

(Obr. 5.13) [7].

Obrázek 5.13: Hadwiger-Finslerova věta

D̊ukaz 5.6: Pod́ıvejme se na trojúhelńıky CBD′ a CDB′. Protože |CB| = |CD|,

|CB′| = |CD′| a |BD′| = |DB′|, pak 4CBD′ ∼= 4CDB′. Nav́ıc BD′⊥DB′.

Body Q, R jsou středy stran B′D′, DD′ trojúhelńıku DB′D′. To znamená, že úsečka

QR je středńı př́ıčkou 4DB′D′. Pak o této středńı př́ıčce můžeme ř́ıct, že QR||DB′
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a |QR| = |DB
′|

2
. Obdobně body O, R jsou středy stran BD, DD′ trojúhelńıku BDD′.

Pak úsečka OR je středńı př́ıčkou4BDD′ a plat́ı, že OR||BD′ a |OR| = |BD
′|

2
. Je tedy

zřejmé, že OR⊥QR. Stejným zp̊usobem bychom dokázali, že v trojúhelńıćıch BB′D′

a BDB′ plat́ı OP = PQ a zároveň OP⊥PQ. Proto čtyřúhelńık OPQR je čtverec [1].

Obrázek 5.14: Hadwiger-Finslerova věta - d̊ukaz

5.5 Napoleon-Barlottiho věta

Napoleonova věta připoušt́ı řadu zobecněńı a my se jednomu takovému zobecněńı

budeme v posledńı části této kapitoly věnovat. Pozornost zaměř́ıme na Napoleon-

Barlottiho (rovněž Barlottiho) větu, kterou objevil italský matematik Adriano Barlotti

v roce 1955:

Nad stranami afinně-regulárńıho n-úhelńıka sestrojme pravidelné n-úhelńıky (všechny

vně nebo všechny dovnitř). Potom středy těchto pravidelných n-úhelńık̊u tvoř́ı pravi-

delný n-úhelńık [22].

Při hlubš́ım zamyšleńı zjist́ıme, že Napoleon-Barlottiho věta je zárověň zobecněńım

i Thébaultovi věty pro n = 4, nebot’ afinńım obrazem čtverce je rovnobežńık. V př́ı-

padě, že je dán libovolný trojúhelńık, pak se jedná o afinńı obraz pravidelného (rovno-

stranného) trojúhelńıku.

Následuj́ıćı obrázky nám demonstruj́ı Napoleon-Barlottiho větu pro n = 5 (Obr. 5.15)
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a n = 6 (Obr. 5.16) [22], [12].

Obrázek 5.15: Napoleon-Barlottiho věta pro n = 5

Obrázek 5.16: Napoleon-Barlottiho věta pro n = 6

46



Kapitola 6

Zobecněńı

Petr-Douglas-Neumannovy věty v

prostoru

V závěrečné kapitole se pod́ıváme na zobecněńı PDN věty v prostoru. Ukážeme si

elegantńı metodu, kdy nepravidelnému prostorovému n-úhelńıku jsme schopni přǐradit

dvojici rovinných, afinně pravidelných n-úhelńık̊u (vněǰśı a vnitřńı). Kromě toho součet

obsah̊u obou afinńıch obraz̊u je roven obsahu p̊uvodńıho nepravidelného pětiúhelńıka

(analogie s PDN větou v rovině). Toto prostorové zobecněńı PDN věty budeme de-

monstrovat na př́ıkladech pětiúhelńıka a šestiúhelńıka.

Jako prvńı, kdo publikoval proces ”regularizace” v prostoru, byl J. Douglas v roce 1960.

Věta, ve které se hovoř́ı o tzv. Douglasovu pětiúhelńıku, nám ř́ıká [3], [22]:

Je dán prostorový pětiúhelńık ABCDE. Označme po řadě M1, M2, M3, M4, M5 středy

stran lež́ıćıch proti vrchol̊um A, B, C, D, E. Sestrojme polopř́ımku AM1 a nanesme

na ni z bodu M1 vně úsečky AM1 vzdálenost 1/
√

5|AM1|. Źıskaný bod označme A1.

Podobně na polopř́ımku BM2 naneseme z bodu M2 vně vzdálenost 1/
√

5|BM2|, źıskáme

B1, atd. až dostaneme pětiúhelńık A1B1C1D1E1. Potom je pětiúhelńık A1B1C1D1E1
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rovinný a afinně pravidelný. Budeme-li nanášet stejné vzdálenosti dovnitř, dostaneme

jiný pětiúhelńık A′1B
′
1C
′
1D
′
1E
′
1. Tento pětiúhelńık je opět rovinný a afinně pravidelný

[22].

Obrázek 6.1: Douglasovy pětiúhelńıky A1B1C1D1E1 a A′1B
′
1C
′
1D
′
1E
′
1

Můžeme vidět (Obr. 6.1), že afinně pravidelný pětiúhelńık A1B1C1D1E1 je konvexńı,

zat́ımco afinně pravidelný pětiúhelńık A′1B
′
1C
′
1D
′
1E
′
1 je nekonvexńı. Tento nekonvexńı

pětiúhelńık je hvězdicovitého tvaru, tzv. pentagram.

Zaj́ımavost́ı je, že těžǐstě, které je shodné pro oba afinně pravidelné pětiúhelńıky

A1B1C1D1E1 a A′1B
′
1C
′
1D
′
1E
′
1 je zároveň těžǐstěm i prostorového pětiúhelńıku ABCDE

[22].

Nyńı se pod́ıváme na zobecněńı PDN věty v prostoru na př́ıkladu šestiúhelńıka [26].

Necht’

πx = (x0, x1, x2, x3, x4, x5)

je libovolný prostorový šestiúhelńık ve vektorovém prostoru. Pro zjednodušeńı budeme

psát πx = (xk), kde k = 0, 1, ..., 5.
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Potom definujme nový šestiúhelńık πy = (yk) tak, že

πy : yk = xk +
1

2
(xk − xk−3).

Všimněme si, že vektory −−→y0y3, −−→y1y4, −−→y2y5 lež́ı na vektorech −−→x0x3, −−→x1x4, −−→x2x5 z πx,

nicméně jejich délka je oproti vektor̊um z πx dvojnásobná.

Necht’ zk =
1

2
(xk+1 + xk−1) rozumı́me středy př́ıslušných stran. Potom definujme po-

sledńı šestiúhelńık πw = (wk) tak, že

πw : wk = zk +
1

3
(yk − zk),

přičemž takovýto šestiúhelńık je konvexńı afinně pravidelný [26].

Obrázek 6.2: Afinně pravidelný šestiúhelńık w0w1w2w3w4w5
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Kapitola 7

Závěr

Ústředńım pojmem této práce byl princip tzv. ”regularizace”. Ten spoč́ıvá v pravidel-

ném uspořádáńı bod̊u, které byly p̊uvodně chaoticky rozmı́stěné, at’ už v rovině nebo

v prostoru. O tomto nádherném procesu nám pojednává Petr-Douglas-Neumannova

věta (PDN věta).

Stěžejńı část této práce byla věnována speciálńımu př́ıpadu PDN věty, tj. Napoleonově

větě. Ve dvou kapitolách jsme se nejprve seznámili s několika d̊ukazy této věty a poté

jsme zaměřili pozornost na jej́ı podstatné vlastnosti. Protože s PDN větou je spojena

řada daľśıch vět, věnovali jsme těmto větám kapitolu č́ıslo 5. Mezi ty nejznámněǰśı

můžeme zařadit např. Thébaultovu větu, Napoleon-Barlottiho větu atd.

Śıla PDN věty je mimo jiné umocněna i t́ım, že princip ”regularizace” je uplatňován

nejen v prostoru <2 ale i v prostoru <3. Prostorové zobecněńı PDN věty jsme v kapitole

6 demonstrovali na př́ıpadech pětiúhelńıku a šestiúhelńıku.

Ćılem této práce bylo představit geometrické věty, které jsou nějak spojeny s princi-

pem ”regularizace”, a poukázat na to, jak krásné a někdy i překvapivé výsledky může

geometrie mı́t. Závěrem bych si dovolil ř́ıct, že podobné věty, které maj́ı schopnost

fascinace, mohou být motivačńım prvkem ve výuce geometrie na základńı, př́ıpadně

středńı škole. Obliba geometrie u žák̊u z mnoha d̊uvod̊u klesá a před učiteli matematiky
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tak stoj́ı těžký úkol, aby zvýšili u dět́ı jejich zájem o tento předmět. Jednou z cest, ke

které v současnosti docháźı, je zaváděńı moderńıch technologíı a výukových programů

(Cabri, DGS GeoGebra atd.) do výuky geometrie. To znamená, že žáci v hodinách pra-

cuj́ı s tablety, s interaktivńımi dotykovými tabulemi apod. Učitel̊um tyto technologie

usnadňuj́ı a urychluj́ı práci, žák̊um zas mohou pomoci v názornosti a pochopeńı dané

problematiky. Pro žáky tak geometrie přestává být pouhým abstraktńım pojmem.

Druhým faktorem je sám učitel a jeho pojet́ı výuky. Zde si mysĺım, že věty typu

Napoleonovy věty aj., mohou být nejen zaj́ımavým oživeńım výuky, ale i vhodným

motivačńım prvkem. Pokud se rozhodneme pro tento zp̊usob zpestřeńı výuky, je však

zapotřeb́ı přihlédnout na schopnosti a dovednosti dané skupiny žák̊u tak, aby výběr

vět měl př́ınos a byl žák̊um srozumitelný.
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<http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Barlotti.shtml>.

[13] Napoleon’s Hexagon [online]. [cit. 19-09-2015]. Dostupné z WWWW:
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