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Anotace:

Cilem diplomové prace Napoleonova véta je podrobné zaméreni se na vétu, ve které
3 Z . . 99 7 . s 7 - ,

je popsan proces tzv. "regularizace”. V ramci zkoumani Napoleonovy véty se préace za-
byva radou jejich dukazu, vlastnosti a ndsledné jejim zobecnénim v roviné a prostoru.
Diplomova prace je doplnéna o fadu obrazku, které ¢tenaii umozni snadnéjsi porozu-

méni dané problematiky.

Annotation:

The target of the this diploma thesis called "The Napoleon’s theorem” is a detailed con-
centration on this theorem, where the process of so called "regularization” is described.
Under the investigation of the Napoleon’s theorem this diploma thesis is concerned
with a lot of proofs, properties and then their generalization in a plane and in space.
Pictures, which can help the reader to understand this problem are supplemented in

this diploma thesis.
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Kapitola 1
Uvod

Geometrie, jakozto matematicka védni disciplina, ma fadu privlastku - krasna, presna,
abstraktni, pravidelnd a mnoho dalsich. Cilem této préace je zaméteni na jednu z téchto
vlastnosti prostrednictvim geometrické véty.

Proces tzv. "regularizace”, kdy chaotickému usporadnani bodu v roviné, potazmo v pro-
storu, jsme schopni dat jisty fad, usporadat je do pravidelnych geometrickych ttvaru, je
prikladné demonstrovan v Napoleonové vété. Ta je specidlnim prikladem Petr-Douglas-

Neumanovy véty.

V kapitole "Historie Napoleonovy véty” odhalime, jak to doopravdy je s jejim autor-

stvim a kdy poprvé se s ni setkavd matematicka vetrejnost.

V obsahlé tteti kapitole se seznamime se znénim Napoleonovy véty. Nasledné se podi-
vame na nékolik dukazu této véty, pricemz se bude jednat jak o dikazy geometrické,

tak o dukazy uzivajici komplexni ¢isla.

Vlastnostem Napoleonovy véty budeme vénovat ¢tvrtou kapitolu. Zde se sezndmime

nikt aj.), avsak pozornost zamérime i na ty méné zndmé (napt. Napoleonuv Sestitihel-



nik, Napoleonuv bod aj.). Rovnéz si dokdzeme platnost nékterych vlastnosti. Kapitola

je doplnéna i dukazem Napoleonovy véty pomoci Fermatova bodu.

V kapitole "Modifikace Petr-Douglas-Neumannovy véty” se podivame na zobecnéni
PDN véty pro ¢tyiihelnik a na véty s ni souvisejici (napt. Thébaultova véta, van
Aubelova véta apod.). Obdobné jako v predchozi kapitole jsou nékteré véty doplnény
o dukazy.

V posledni kapitole se seznamime s procesem "regularizace” v prostoru, ktery si uka-
)

zeme na piikladech pétithelniku a Sestithelniku.

Préace je zpracovana v typografickém systému ETEX a obrazky jsou vytvoreny v pro-

gramu DGS GeoGebra.



Kapitola 2

Historie Napoleonovy véty

Jak uz sam néazev véty napovida, jeji autorstvi neni pfipisovano nikomu jinému nez
slavnému francouzskému vojevudci a statnikovi Napoleonu Bonapartemu, a to i presto,
ze neexistuji presveédcivé dukazy o tom, ze Napoleon byl prvni, kdo tuto vétu dokézal.
Odborna vetejnost navic dodnes pochybuje o Napoleonovych matematickych schop-
nostech, i kdyz jisté indicie poukazuji na Napoleonuv talent. Vzdyt’ spolupracovat
s takovymi osobnostmi matematiky jakymi byli napt. Gaspard Monge, Jean Baptiste
Joseph Fourier, Joseph Louis Lagrange jiz o nécem svédci.

O Napoleonové véte se poprvé dozviddame z clanku New Mathematical Questions vyda-
ném v The Ladies’ Diary z roku 1825, jejimz autorem je anglicky matematik William
Rutherford. Rutherford zde uvadi znéni véty a zaroven zada o jeji diukaz. Pro fadu
ucencu je Rutherforduv text dukazem toho, ze Napoleon nebyl prvnim, kdo prisel
s touto vétou a jejim dukazem. V roce 1826 jsou v The Ladies’ Diary zverejnény dukazy
Napoleonovy véty. V seznamu fesitelu se vyskytuje fada jmen, avSsak sam Rutherford
mezi nimi neni. Co je mozna jesté podstatnéjsi, ani v jednom z ¢lanku z let 1825 a 1826
zde neni zadna zminka o Napoleonovi. Nicméné i presto je dnes Rutherforduv dotaz
znam jako Napoleonova véta.

Ze by Napoleon mohl byt néjak spojen s touto vétou, se pak pokousi dokizat Au-

relio Faifofer ve svém 17. vydani Element: di geometria ad uso degl’ instituti tecnici



(1°biennio) e dei licei publikovaném v roce 1911. OvSem ani on ndm neposkytuje po-

tfebné informace k tomu, abychom mohli zcela popravu Napoleonovu vétu prohlasit

za Napoleonovu.

O tom, jak to tedy s puvodem Napoleonovy doopravdy bylo, se uz ziejmé nedozvime,

a tak nezbyvé nez jen doufat, ze ndzev véty nese jméno skutecného autora [15], [16],

[2].
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Kapitola 3

Napoleonova véta a jeji dokazovani

Napoleonova véta je specidlni piipad Petr-Douglas-Neumannovy véty (PDN véty). Tu
poprvé publikoval v roce 1905 cesky matematik Karel Petr v ¢lanku O jedné véte
pro mnohothelniky. PDN véta tvrdi, ze pti uziti jistého algoritmu, lze z libovolného
mnohothelniku ziskat mnohothelnik pravidelny, ktery ma stejny pocet stran, jako
puvodni mnohotihelnik. V roce 1940 tuto vétu nezavisle na Karlu Petrovi objevili
Jesse Douglas o rok pozdéji také Bernhard Hermann Neumann. V odborné literature
se muzeme setkat s nékolika ruznymi nazvy této véty, a to Douglasova véta, Douglas-
Neumannova véta, ¢i Petrova véta. Predmétem zkoumani této kapitoly vsak bude jiz
na uvod zminéna Napoleonova véta, konkrétné dokazovani a objevovani jejich zajima-

vych vlastnosti [22], [24].

Q

Obrazek 3.1: Napoleonova véta

Znéni Napoleonovy véty je nésledujici (Obr. 3.1):
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Nad stranami libovolného trojihelnika sestrojme rovnostranné trojuhelniky (vSechny
vné nebo dovniti). Potom stiedy téchto rovnostrannich trojihelniku tvori rovnostranngy

trojuhelnik [22).

Ukazme si tedy nékolik dukazu této véty.

D1ikaz 3.1: Prvni geometricky dukaz vyuziva vlastnosti shodného zobrazeni a to oto-

¢eni dvou stran Napoleonova trojihelniku [17], [27].

Nejprve proved'me otoceni strany B'C’ o 30° ve sméru zaporném okolo bodu A. Vy-
sledkem je strana KL, kde K € AC" a L € AC, nebot’ ZB'AC = ZC"AC” = 30°. Poté
proved'me otoceni strany A'C” o 30° ve sméru kladném okolo bodu B. Nyni dostavame

stranu M N, kde M € BC" a N € BC, nebot’ ZA'BC = ZC'BC" = 30° (Obr. 3.2).

V3 /3 délce strany trojihelniku, pak plati

[AL|/|AC| = |AB'|/|AC| =1,
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|AK|/|AC"| = |AC"|/|AB| =,
|BN|/|BC| = |BA'|/|BC| =1,
|BM|/|BC"| = |BC"|/|BA| = L.
Z toho plyne, ze ANACC" ~ NALK a ABCC"” ~ ABNM, coz znamend, ze KL ||
CC” || MN. Déle navic plati, ze |KL| = [|CC"| = [MN|. Ted’ je jiz ziejma rovnost
|B'C"| = |A'C"|, které sviraji thel 60°. Tim je dokézano, ze AA'B'C" je rovnostranny
[17], [27].

Dikaz 3.2: Nasledujici dukaz, ktery je rovnéz geometricky, se opird o kosinovu vétu

[14].

Protoze ZCM B je stiedovym thlem, je jeho velikost rovna dvojnasobku velikosti ob-
vodového thlu pii vrcholu F; tedy 120° (Obr. 3.3). Nyni aplikujme kosinovu vétu
pro vypocet strany a v ACBM, tedy

a® = u® + v? — 2uw cos 120°.

1
Jelikoz cos 120° = —Zau=v, pak

1
a? = 2u® — 2u2(—§),

a’® = 3u’.

Obrazek 3.3: Napoleonova véta - dikaz uzitim kosinovy véty (1)

13



b
Vime tedy, ze u = 2 at=—— a dale plati, ze ZKCM = ZACB + 60°. Proto

V3 V3
|KM|* = u® +t* — 2ut cos(LACB + 60°),
b 2
KMP? = (-2 24 (—=)? — Zabcos(LACB + 60°),
[ KM (\/g) (\/g) 5 b cos( )
, a* b 2 o
|[KM|* = 3 + 3~ gabcos(ZAC’B +60°). (3.1)

Obdobné lze vyuzit kosinovu vétu i pro stranu K'M’ (Obr. 3.4), kterd vznikne se-
strojenim rovnostrannych trojihelnikt dovniti AABC nad stranami AB a AC a je
tak jednou ze stran vnitinitho Napoleonova trojuhelniku. Navic plati, ze ZK'CM’ =
ZACB — 60°.

Potom

A g2 a2 b2 2 o
|[K'M')* = 3 + i gabcos(LAC’B —60°). (3.2)

Obrazek 3.4: Napoleonova véta - dikaz uzitim kosinovy véty (2)
Pokud odecteme (3.2) od (3.1), dostaneme
|KM|* — |[K'M'|? = gab[cos(éAC’B —60°) — cos(ZACB + 60°)],
|[KM|* — |[K'M'|* = gab(cos ZACB cos60° 4 sin ZAC B sin 60°—
cos ZAC B cos 60° + sin ZAC' Bsin 60°),
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2

[EKM? — | KM = Zab2(sin ZAC B sin60°)]
4

|[KM> — |K'M'|* = gabsin ZACB sin60°,
2/3

KM — |[K'M'|” = Tfabsin /ACB,

2V/3
KM — |[K'M'|* = 3 2Sa4BC,

43
e - = s
TN Prat T 4 2 1712 2 IAg!2 4\/5 7
Stejné tak zjistime, ze |KL|* — |K'L'|* = |LM|* — |L'M'|* = ——Saapc- To znamen,

3
ze |[KM| = |KL| = |LM| a zaroven |K'M'| = |K'L'| = |L'M’| [14].
Diikaz 3.3:V predchozim ditkazu jsme si ukdzali jednu z moznosti, jak vyuzit kosinovu

vétu k dokézani Napoleonovy véty. Ukazme si tedy dalsi z nich [20].

Pouzijme kosinovou vétu (3.1) z predchoziho dukazu, tedy

a2
|[KM|* = 3 + 3 gabcos(éACB + 60°).

Po vynésobeni obou stran kosinovy véty tfemi dostaneme
3IKM|* = a* + b* — 2abcos(ZLACB + 60°). (3.3)

Nyni upravme vyraz cos(£LACB + 60°), nebot’ ze souc¢tového vzorce pro funkei kosinus
plati, ze

/ACB . ZACBV3

cos(LACB + 60°) = cos — sin 5 (3.4)
Dosazenim (3.4) do (3.3), ziskdme
3|IKM|? = a® + b* — 2ab(cos ZAQCB — sin AAC;B\@),
3|KM? = a® + b* — abcos ZACB 4 \/3absin ZACB. (3.5)
Pak pro stranu ¢ v AABC (Obr. 3.3) je kosinova véta ve tvaru
¢ =a*+b* — 2abcos(LACB), (3.6)
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a obsah AABC' je roven
L.
Spapc = §absm(ZAC'B). (3.7)

Dosazenim (3.6) a (3.7) do (3.5) ziskdme

(a® + b + ¢2)

3|KM?* = 5

+ 2v/3Sa a5 (3.8)

Jelikoz formule (3.8) pro stranu | K M| je symetrickd v a, b, ¢, a totéz plati i pro zbyvajici

strany |KL| a |LM|, pak AK LM je rovnostranny [20].

Formule (3.8) dokazuje Napoleonovu vétu pro vnéjsi Napoleonuv trojihelnik. Pro vnitin{
Napoleontuv trojihelnik musime pocitat s cos(£LAC B —60°), coz se ve vyrazu (3.8) pro-

jevi zménou znaménka a vysledny vyraz je ve tvaru [22]

(a® +b* + ¢?)

3|IK'M')? = : — 2v3Sa 450 (3.9)
Pozn.: Ze vztahu (3.9) plyne nerovnost (3.10)
a? 4+ b* 4+ & — 4V/3Spa5¢c > 0, (3.10)

zvand téz Weitzenbockova nerovnost [23].

Pii dukazu nerovnosti (3.10) budeme vychézet z jeji ekvivalentni varianty, kterd je

popsana v nasledujicim vztahu.

23 A3 A2V3
V3 V3 V3

2 2 2
b > 4+/38 &
a”+0o"+c = \/—AABC 1 1 1

> 3SAABC-

Meéjme libovolny AABC, ktery rozdélime na tii ¢asti pomoci Fermatova bodu F. Nad
jeho stranami jsou sestrojeny rovnostranné trojihelniky, které jsou rovnéz rozdéleny
(Obr. 3.5). Budeme-li libovolné ménit rozméry AABC, potom soucet obsahti rovno-
stranych trojihelniku sestrojenych nad stranami AABC' je vétsi (v Obr. 3.5 patrné

bilé trojihelniky) nebo roven (bilé trojihelniky zmizi) 3SAapc. Aby doslo ke zmizeni

16



bilych trojuhelnku, musi byt puvodni AABC rovnostranny.
V pripadé, ze se bude jednat o AABC, ktery bude mit jeden z uhlu vétsi nebo rovno

120°, pak tento vizualni dikaz Weitzenbockovu nerovnost netesi [23].

(0]

Q

Obrazek 3.5: Dukaz Weitzenbockovy nerovnosti

Dikaz 3.4: Méjme libovolny AABC" a k nému piislusny vnéjsi Napoleonuv trojihel-
nik A; B;C; (Obr. 3.6). Nasim tkolem bude dokazat, ze ZC1A; By = 60°.

Obrazek 3.6: Napoleonova véta

Podobné jako v prvnim dukazu i zde vyuzijeme otoc¢eni. Nicméné v tomto piripadé bude

rotovat celd soustava (tzn. AABC, rovnostranné trojihelniky nad stranami AABC

17



a vnejsi Napoleonuv trojihelnik A; B;C}) se stiedem otoceni v bodé A; a ihlem otocent

¢ = 120° ve sméru zaporném (Obr. 3.7).

Obrazek 3.7: Napoleonova véta - rotace celé soustavy (1)

Useckami spojime body PQ’ a BC]. Je ziejmé, ze NAB,C; = ANAB|CY a BiCy =
B C}. Pokud se zaméfime na bod C, zjistime, ze v tomto vrcholu se sbihd hned 6
trojuhelniku. TTi z nich, tj. ACA'Q', ACBB' a ACPA jsou rovnostranné. Vzhle-
dem k tomu, ze |[ZA'C'B'| = |£ABC|, tak potom |Z/PCQ’'| = |ZCAB|. To znamen4,
7e NABC = ACQ'P a pétithelnik CA'Q'PA je shodny s pétitthelnikem AQBCP.
Pak tedy plati, ze |B,C|| = |B,Cy| = |B{C].

Obrazek 3.8: Napoleonova véta - rotace celé soustavy (2)

18



Pokud jesté jednou zopakujeme rotaci se stfedem v bodé A; a tihlem otoceni 120°, do-
spéjeme k tomu, ze ziskame pravidelny Sestitdhelnik (Obr. 3.8). To znamend, ze ZCy A1 By

= 60° a AA;B;C] je rovnostranny [20].

3.1 Napoleonova véta a komplexni ¢isla

Jesté predtim, nez si ukazeme dalsi dukaz Napoleonovy véty uzitim komplexnich ¢isel,

je potteba o nich néco fict ve vztahu k trojihelniku.

Kazdému komplexnimu ¢islu z = a + bi, zna¢ime B = B(z), odpovidd bod B =

(a,b),a,b € R? kde R? je Gaussova rovina.

Spojime-li vrcholy trojihelniku By Ba By = B(z3) se stiedy protilehlych stran, ziskame
(Zl —f- Z9 —|— 23) [5]

tak téziste T trojuihelniku B(z3), jehoz ¢iselnd hodnota je rovna 3

Véta 3.1 (Rovnostranné trojihelniky). Trojihelnik B(z1)B(z2)B(z3), jehoz vr-
choly jsou uspordaddny proti smeéru hodinovych rucicek, je rovnostranny pravé tehdy,

kdyz plati jedna z ndsledugicich ekvivalentnich podminek:
23— 21 = —w?(22 — 21), nebo 21 + 2w + 2z3wW? = 0;
zdew? =1lal+w+w?=0][5].
Obecné. Trojihelnik B(z1)B(z2)B(z3) je rovnostranny prdvé tehdy, kdyz
w121 + wozo + w32z = 0,
kde wy, wy a ws jsou ruzné treti odmocniny z jedné [5].

Predchozi teorii muzeme nyni vyuzit pri dukazech Napoleonovy véty pomoci komplex-

nich ¢isel [5].

Dikaz 3.5: Necht’ A = B(z;), B = B(23), C = B(z3), O = B(w;), P = B(wy), Q =

19



(21 4 22 + 23)
—

Podle véty o rovnostrannych trojihelnicich pak dostaneme nasledujici rovnice:

B(ws) a zr je ¢islo, které odpovida tézisti T AABC' s hodnotou zr =

wy + 23w + 2w? = 0, (3.11)
wy + 2w + z3w? =0, (3.12)
w3 + 20w + z1w? = 0. (3.13)

Q

Obrazek 3.9: Napoleonova véta - komplexni ¢isla (1)

Po secteni rovnic (3.11), (3.12) a (3.13), s ohledem na vztah w + w? + 1 = 0, z{skame

ANABC.

Nyni si uvedeme rovnice tézist’ zp, zg a zp.

(w1 + 29 + 2’3) B (—z;;w — Z2w2 + 29 + 23)

ZD = - ;
3 3

(U)Q +z1 + 2’3) (—le — Z3(JJ2 +z1 + 23)

ZE = = s
3 3

(ws + 214 20) (=200 — 21W* + 21 + 22)

Zp = 3 = 3 .

Pak po upravé dostavame
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3(2p + 25 + 2p) = —23wW — oW 4+ 25 + 23 — 21W — Z3W? + 21 + 23—
— 2w — z1w2 + z1 + 29,
3(2p+ 25+ 2r) = (21 + 20+ 23)(~w — W* +2),

3(zp + 2z + 2zr) = 3(21 + 22 + 23).

Tim jsme dokézali, ze i Napoleonuv trojuhelnik DEF se shoduje v tezisti s AABC.

Navic plati, i s vyuzitim vztahu w? = 1, Ze

3(2p + zpw + 2rw?) = —2z3w — 2w + 23 + 23 — 21W? — z3w® + ZW+
+ 23w — 20w — Ziwt + 21W? + 2907,

3(zp + zpw + 2rpw?) = z3(~w+ 1 — 14+ w) + z(—w? +1 -1 +wH)+
+ 2(—w? +w —w+w?),

3(zp + zpw + zpw?) = 0,
coz znamend, ze Napoleonuv trojihelnik DEF' je rovnostranny [5].
Dikaz 3.6: Necht’ je ddno a = CA’, b= AB', c = BC', w = e a rotace v kladném
sméru o vice nez 60° tak, ze w? = —1 aw = 1 +w? a déle strany wa = A'B, wb = B'C,
we = C'A (Obr. 3.10).
Pak plati rovnice
0O=a+wa+b+wb+c+ wc,
kterou upravime na tvar
0=(1+w)(a+b+c),
COZ znamena, ze

O=a+b+c.
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Q

Obrazek 3.10: Napoleonova véta - komplexni ¢isla (2)
Aby ANA'B’C’ byl rovnostranny, musi platit A’B’ = wA’C’. To znamena, ze

WA'C' — A'B' = w(A'B + BC') + (B'C + CA'),
wA'C' — AB' = w(wa + ¢) + (wb+ a),

wA'C' — A'B" = (w* + 1)a + wc + wb,

WA'C' — AB =w(a+b+c),

wA'C' — A'B' =0.

N&s predpoklad byl splnén, a tak AA’B'C” je rovnostranny [18].

Dikaz 3.7: Necht’ je dan libovolny AABC nad jehoz stranami jsou sestrojeny rov-
nostranné trojihelniky ABQ, BCO, C'AP. Necht’ ¢islo [ reprezentuje otoceni o tihel
120°. Potom muzeme rovnostranné trojuhelniky ABQ, BCO, C AP vyjadrit jako

A+IB+1?Q =0,
B+1C+ 1?0 =0,
C+IA+1*P=0.
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Teziste trojihelniku ABQ, BCO, C AP odpovidaji po fadé ¢islum Cy = (A+B+Q)/3,
A; = (B+C+0)/3, B = (C+ A+ P)/3. Chceme dokézat, Ze plati Cy +1A; +1?B; = 0.

To znamend, ze [19]

3(C1 +1A, +I’B)) = A+ B+Q+I(B+C+0)+*(C+ A+ P),
3(C1 + 1A, + I’B)) = C+ A+ PP+ (A + 1B + I’Q) + I*(B + IC + I*0),
3(Cy + 1A, + I’By) = 0.
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Kapitola 4

Vlastnosti Napoleonovy véty

Napoleonova véta v sobé skryva radu zajimavych vlastnosti. Ukolem této kapitoly bude

nékteré z nich odtajnit a ¢tenafi je priblizit.

4.1 Fermatuv bod

Ztejmé nejznaméjsi vlastnost, ktera je spojovana s Napoleonovou vétou je véta o Fer-

matové bodu. Riké ndm (Obr. 4.1):

V kazdém trojuhelniku s vnitrnim ihlem do 120° existuje prdve jediny bod F takovy,
ze soucet délek |AF|+|BF|+|CF| je minimalni. Tento bod F' je umistén v trojuhelniku
ABC tak, Ze ihly AFC, AFB a BFC maji vidy velikost 120° [4].

C

ik

V= 120°

A B
Obrézek 4.1: Fermatuv bod
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Nyni si ukdzeme dukaz této véty [4].

Dikaz 4.1: Nejprve si dokazme prvni ¢ést véty, ze soucet délek |[AF|+|BF|+|CF| je
minimalni. Proved’'me rotaci AAF B o 60° ve sméru kladném okolo bodu B. Bod D je
obrazem bodu F' a bod @ je obrazem bodu A. Vysledkem pak je AQBD (Obr. 4.2).
Vznikly ABDF je rovnostranny, nebot’ strany BD a BF jsou stejné dlouhé a zaroven

sviraji thel o velikosti 60°. Obdobné i AABQ je rovnostranny.
Cc Cc

Q

Q
Obrézek 4.2: Fermatuv bod - Raarp(B,60°) a Raass(B,60°)

|AF| = | DQ| muzeme dosadit do sou¢tu minimélnich délek a dostaneme |DQ|+|DF|+
|CF|, coz je rovno délce lomené cary QD FC. Ta je minimalni, jsou-li body kolinearni.

To znamend, ze bod F' je bodem tsecky CQ [4].

Néasleduje druha cast dukazu, tj. dokazat, ze thly AFC, AFB a BFC maji vzdy
velikost 120°. Provedeme-li rotaci (obdobné jako v prvni ¢dsti dikazu) ABEFC (resp.
ACFA) o 60° ve sméru kladném okolo bodu C' (resp. A), ziskdme tak rovnostranné
trojihelniky BOC a CEF (resp. CPA a AGF). Z ptedchoziho dikazu vime, ze plati
/ZBFQ =60° pak i ZOFO = 60° a ZAFP = 60° (Obr. 4.3). Z vlastnosti vrcholovych
thlu je pak ziejmé, ze ihly AFC, AFB a BFC maji velikost 120° [9].

25



Q

Obrazek 4.3: Fermatuv bod - thly AFC, AFB a BFC

Pozn.: Z véty o Fermatové bodu tedy plyne, Ze nejmensi soucet vzddlenosti |AF| +

|BE| 4+ |CF| je roven délce kazdé z usecéek |AO|, |BP| a |CQ| (Obr. 4.3).

Existuje vsak jesté jeden Fermatuv bod, nékdy téz zvany jako druhy Fermatuv bod. Ten
ziskdme spojenim vrcholi AABC' s protilehlymi vrcholy rovnostrannych trojihelnikt

sestrojenych dovnitt nad stranami AABC (Obr. 4.4) [25].

Obrazek 4.4: Druhy Fermatuv bod

Vlastnosti Fermatova bodu muzeme vyuzit k samotnému dukazu Napoleonovy véty.

26



Necht’ nam to dokladaji nasledujici fadky [4].

Dikaz 4.2: Velikost thlu u vrcholu @) rovnostranného AABQ je 60°. Déle z véty
o Fermatové bodu vime, ze ZAFB = 120°. To znamena, ze ¢tyituhelnik AFBQ je
tétivovy a vzdalenosti bodu A, B a F od bodu T, ktery je stfedem kruzZnice opsané
danému ¢tyiihelniku AFBQ), jsou stejné. Obdobné dospéjeme i k rovnostem |BU| =
|[FU| = |CU| a |CV| = |FV| = |AV|. Protoze |AT| = |FT| a |AV| = |FV]|, pak
¢tyiihelnik AT FV nazyvame deltoidem. Hlavni ihlopricka TV deltoidu AT FV puli
vedlejsi thlopricku AF' v bodé Ss. Stejné tak jsou puleny vedlejsi thlopticky BF a C'F
deltoidi BUFT a CV FU po tadé v bodech S3 a S;. Zaroven jsou hlavni thlopticky
zminénych deltoidu osami thlu, a tak lze napiiklad ZAT B vyjadrit jako soucet uhlu
ATSy; + FTSy + FTS3 + BTSs. Jelikoz ZAT Sy = Z/FTSy a Z/FTS3 = /BTS3, pak

ZATB =2(LFTS, + ZFTS5),
ZATB = 2/5,TSs.

Q

Obrazek 4.5: Dukaz Napoleonovy véty pomoci Fermatova bodu
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Nicméné £S;T'S;3 je ve skuteénosti ZVTU stejnojmenného trojihelniku. Z vlastnosti
obvodového a stredového uhlu vyplyva, ze stredovy ZAT B je roven dvojnasobku obvo-
dového ZAQ B ptislusného k témuz oblouku AB, tj. 120°. Pak ZVTU = 60°. Cyklickou
zameénou lze dokazat, ze i zbyvajici ahly ATUV jsou taktéz 60° [4].

4.2 Napoleoniuv bod

Vedle jiz zminénych Fermatovych bodu existuji i Napoleonovy body. Ty jsou defi-
novany jako pruseciky spojnic mezi vrcholy libovolného trojuhelniku s protilehlymi
vrcholy vnéjstho, resp. vnitintho Napoleonova trojihelniku. O tzv. prvnim Napoleo-
nové bodé mluvime v pripadé vnéjsiho Napoleonova trojihelniku. Jedna-li se o vnitini

Napoleonuv trojihelnik, pak hovorime o tzv. druhém Napoleonové bodé (Obr. 4.6) [10].

D

D

Obrézek 4.6: Napoleonovy body

4.3 Tezisté v Napoleonové trojihelniku

O teézisti T libovolného trojihelniku ABC' a Napoleonovych trojuhelnicich A’B'C" a
A"B"C", kde ANA'B'C" je vngjsi Napoleonuv trojihelnik a AA” B”C"” je vnitini Napo-
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leonuv trojihelnik, plati nasledujici tvrzeni:

Teziste ANA'B'C' a AA"B"C" je shodné s tezistem T NABC [22].

Diikaz 4.3:

Q

Obrazek 4.7: Spoleéné tézisté pro trojihelniky ABC a A’B'C’

thelnik ABC' a vnéjsi Napoleonuv trojuhelnik A’B’C’. V té druhé si totéz dokdzeme
pro trojihelnik ABC' a vnitini Napoleonuv trojuhelnik A” B"C".

Necht’ bod S je stiedem strany AB, bod T je tézistem AABC a bod C' je tézis-
tem AABQ. Trojihelniky CQS a T'C'S jsou podobné, nebot’ plati, ze |C'S| = 3|ST|
a QS| = 3|C'S|, CQ|ITC" a |CQ| = 3|T'C"|. Obdobné |[AO| = 3|T'A’| a |BP| = 3|TB'|.
Protoze |AO| = |BP| = |CQ)|, pak |TA'| = |TB'| = |TC'|. To znamen4, ze bod T je

rovnéz tézistem AA'B'C".

Necht’ bod S je stredem strany AB, bod T je tézistém AABC a bod C” je tézistém
AABQ'. Trojihelniky CQ'S a T'C"S jsou podobné, nebot’ plati, ze |C'S| = 3|ST|

29



a |Q'S| = 3|C"S|, CQTC" a |CQ’'| = 3]TC"|. Obdobné |AO’'| = 3|TA"| a |BP'| =
3|TB"|. Protoze |AO'| = |BP'| = |CQ'|, pak |[TA"| = |TB"| = |T'C"|. To znamen4,
ze bod T je rovnéz tézistém AA”B"C”. Tim méame dokazano, ze bod T je spole¢nym
tézistém pro trojihelniky ABC, A’B'C" a A"B"C" [27].

Q

o

Obrazek 4.8: Spoletné tézisté pro trojihelniky ABC a A”B"C"

4.4 Obsah vnéjsiho a vnitrniho Napoleonova troj-

uhelniku

Méjme libovolny trojihelnik ABC. K nému sestrojme vnéjsi Napoleonuv trojihelnik
A'B'C" a vnitini Napoleonuv trojihelnik A” B”"C”. Potom pro obsahy téchto 3 troju-
helniku plati:

Soucet orientovanich obsahi Napoleonovijch trojihelnikiu A'B'C" a A”B"C" je roven

obsahu trojuhelnika ABC' [22].

3
Dikaz 4.4: Obsah rovnostranného trojuhelniku je roven T obsahu ¢tverce, tzn.

2

x
ze pro obsah vnéjsiho, resp. vnitinitho Napoleonova trojuhelniku plati vztah S; = Z\/g ,
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2
resp. Sy = yz\/g Nyni vyuzijeme vztahu (3.8) a (3.9) ze str. 16, které plati postupné
pro vngjsi a vnitini Napoleonuv trojihelnik. Vynasobime-li obé strany vztahu (3.8)

3
a (3.9) konstantou 1—\/2_, pak dostaneme

2
1
%\/5 = \Q/Tf(aQ + b+ %)+ §SAABC’ (4.1)

pro vnéjsi Napoleonuv trojihelnik a

2
1
%\/5 = g(cﬂ +b% +¢?) — 5SAABC (4.2)

pro vnitini Napoleonuv trojihelnik. Souctem orientovanych obsahu S; a Ss, kde ob-
sah S) je reprezentovan vztahem (4.1) a obsah Sy je reprezentovan vztahem (4.2),

dostaneme

=
2%

1 1
S = Z( 214+ A+ 5SAABC — (== (a® 4+ bV +?) — §SAABC),

odkud je zfejmé, ze S = SAABC [11].

Cl

Obréazek 4.9: Obsahy Napoleonovych trojuhelniku A’B'C" a A”B"C"”

31



4.5 Napoleontuiv Sestitihelnik

Necht’” APC, COP a BQA jsou rovnostranné trojuhelniky sestrojené nad stranami
ANABC. Body A", B" a C" jsou tézisti trojuhelniku BOQ, CPO a APQ. Potom body
AL A" CC", B, BY tvort pravidelny Sestithelnik (Obr. 4.10) [13].

o

Q

Obrazek 4.10: Napoleonuv sestitthelnik

Diikaz 4.5: Necht’ D je stied strany BO. Strana C'Q v AC'DQ je rovnobézna se stra-
C
nou A’A” a plati, ze A’A" = ?Q Podobné pro protéjsi stranu B'C” plati, ze B'C"||CQ

a B'C" = ? Z toho plyne, ze A’A” = B'C" a A’A"||B'C". Zbyvajici dva pary proti-

Q

Obrazek 4.11: Napoleonuv Sestithelnik - dukaz
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lehlych stran, tj. A”C", B'B" a C'C", A’B", ziskame stejnym zpusobem. Nicméné z véty
o Fermatoveé bodu vime, ze tsecky AO, BP, a C'Q jsou stejné dlouhé a ze jejich spolec-
nym prusecikem je jiz zminény Fermatuv bod, z néhoz vidime strany AABC' pod stej-
nym thlem 120°. Strany Sestithelniku A’A”C’'C"” B’ B” jsou stejné dlouhé a ihly mezi
sousednimi stranami sviraji tthel 120°, coz dokazuje, ze Sestithelnik A’A”"C'C"B'B” je

pravidelny [13].

4.6 Kiepertova hyperbola

V predchozich ¢astech kapitoly jsme se zabyvali nékterymi vyznamnymi body, které sou-

atd. Je s podivem, ze tyto body a tada dalsich lezi na kuzelosecce. Tou kuzeloseckou
je tzv. Kiepertova hyperbola. Jednd se o rovnoosou hyperbolu, kterd zaroven prochazi

vrcholy AABC (Obr. 4.12) [8].

Obrazek 4.12: Kiepertova hyperbola

Z Obr. 4.12 muzeme vidét, ze vétev 1. kvadrantu prochéazi vrcholy A, C AABC, tézis-

tém T', ortocentrem O, vnéjsim Fermatovym bodem Fj a Napoleonovymi body Ny, Ns.
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Naproti tomu vétev 3. kvadrantu obsahuje pouze vrchol B AABC a vnitini Fermatuv

bod FQ.
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Kapitola 5

Modifikace

Petr-Douglas-Neumannovy véty

V predchozich kapitolach jsme se vénovali Napoleonové vété, kterd je ziejmé nejzna-
méjSim specidlnim piipadem Petr-Douglas-Neumannovy véty (PDN véty). V nésle-
dujici kapitole se podivame na dalsi specidlni pripady PDN véty a to na PDN vétu
pro ctyruhelnik. Stézejni pak pro nas budou zejména Thébaultova, Van Aubelova a

Napoleon-Barlottiho véta [22].

5.1 Petr-Douglas-Neumannova véta pro ctyrihel-
nik

V tvodu této podkapitoly se seznamime s obecnym znénim PDN véty pro ¢tyitihelnik
a poté bychom se zamérili na nékolik specidlnich piipadu této véty. Podivejme se tedy

nejprve na obecnou formulaci PDN véty pro ¢tyitihelnik, ktera zni:

Nad stranami ¢tyrihelnika ABC'D sestrojme rovnoramenné trojuhelniky s whlem i-2m /4
pri hlavndm vrcholu, kde i € {1,2,3}. Vicholy rovnoramennyjch trojihelniki tvori étyr-

thelnik A'B'C'D’. Nad stranami c¢tyrihelnika A'B'C'D’ sestrojme rovnoramenné troj-
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thelniky s whlem j - 2w /4 pri hlavnim vrcholu, kde j € {1,2,3}, j # i. Potom vrcholy
rovnoramennijch trojuhelniki tvori pravidelny ctyrihelnik A”B"C"D". Sestrojime-li
nad stranami ctyruhelnika A" B"C" D" rovnoramenné trojihelniky s thlem k - 2w /4
pri hlavnim vrcholu, kde k € {1,2,3} ,k # i, j, dostaneme bod - spolecné téziste ctyr-
thelniku ABCD, A’B'C'D', A”B"C"D" [22].

Pro matematicky méné zdatné jedince se muze tato véta zdat pomérné slozitda a ne-
prehledna. Proto bych zde uvedl jesté jiné znéni PDN véty pro ¢tyruhelnik, které je

vystizné a srozumitelné.

Nad stranami ctyrihelnika ABC D sestrojme rovnoramenné pravouhlé trojihelniky. Je-
gich vrcholy tvori étyrihelnik A’B'C'D’. Potom stredy stran A” B"C" D" ctyrihelnika
A'B'C'D’ tvori étverec (Obr. 5.1) [22].

Obrazek 5.1: PDN véta pro ¢tyitihelnik

Uvédomme si, kolik operaci jsme potiebovali k sestrojeni rovnostranného trojihelniku
v Napoleonové vété a kolik operaci je zapotiebi nyni k sestrojeni ¢tverce v PDN vété
pro ctyrihelnik. Zatimco pii sestrojeni Napoleonova trojihelniku jsme se k oné "pravi-
delnosti” dostali jednim krokem, kdy jsme nalezli stfedy rovnostrannych trojihelnik

sestrojenych nad stranami libovolného AABC, které byly zaroven vrcholy onoho hle-
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daného rovnostranného Napoleonova trojihelnika, u PDN véty pro ¢tyituhelnik jsme

se ke ¢tverci dostali az ve druhém kroku [22].

Obdobné jako u Napoleonovy véty, tak i u PDN véty pro ¢tyithelnik dostavame fesent,

pokud sestrojime vsechny rovnoramenné pravouhlé trojihelniky dovniti (Obr. 5.2).

Obréazek 5.2: PDN véta pro ¢tyiihelnik - vnitini ¢tverec

5.2 Thébaultova véta

Thébaultova véta je specidlnim ptripadem PDN véty pro ctyiihelnik, jejimz autorem

je Victor Thébault a ktera nam tika:

Nad stranami rovnobézniku sestrojme ctverce (viechny vné nebo dovnitt). Potom stredy

ctverci tvori ctverec [4].

/\ f\(

D c D B c

A 8 A 5} B
o

A

Obrazek 5.3: Thébaultova véta - vnéjsi a vnitini ¢tverec
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Nyni budou nasledovat dva dukazy této véty.

Diikaz 5.1: O trojuhelnicich AA’D" a BA’'B’ feknéme, Ze jsou shodné, protoze plati
|AD'| = |BB'|, |AA| = |BA| a LD'AA" = ZB'BA’. Provedeme-li (A’, —90°), pak se
nam AAA'D' zobrazi do ABA'B’. 7 toho tedy plyne, ze délky stran A’D’, A’B’ jsou
shodné a navic jsou tyto strany na sebe kolmé. Stejnym zpusobem bychom postupovali

i u zbyvajicich stran [4].

Obrazek 5.4: Thébaultova véta - dukaz

Druhy dukaz vyuzivd komplexnich ¢isel [28].

Dikaz 5.2: Necht’ T je stiedem rovnobézniku ABC D a stfedy stran tohoto rovno-
bézniku jsou reprezentovany komlexnimi ¢isly a, —a, b, —b (Obr. 5.5).

Stredem strany AD je komplexni ¢islo —b, pricemz nazveme-li ho bodem U, potom
usecka DU odpovida komplexnimu ¢islu a a usecka D'U odpovida komplexnimu ¢islu
ai. To znamend, ze bod D’ je reprezentovan komplexnim ¢éislem —b + ai. Podobné
bychom ziskali i zbyvajici body ¢tyiihelniku A'B'C'D’, tj. C" = a + bi, B’ = b — ai

a A’ = —a — bi. Potom pro stranu A’B’ plati komplexni ¢islo
c=(b—ai) — (—a — bi),
c=(14+0)b+(1—1)a, (5.1)

38



a pro stranu D'C” komplexni ¢islo
d=(a+bi)— (—=b+ ai),
d=(14+i)b+ (1—1i)a. (5.2)

Protoze se vztahy (5.1) a (5.2) sobé rovnaji, muzeme o stranidch A’B’ a C'D’ ¥ict,

ze |A'B'| = |C"D’| a zaroven A'B'||C'D’.

Obrazek 5.5: Thébaultova véta - komplexni ¢isla

Nyni tento postup zopakujeme pro strany A’D’ a B'C’. Strané A’D’ odpovida kom-
plexni ¢islo

e=(—=b+ai)—(—a—bi),

e=(i—1)b+ (1+1i)a, (5.3)
a strané B’C” komplexni ¢islo

f=(a+bi) — (b—ai),
f=0G—-1)b+(1+1i)a. (5.4)
Z rovnosti vztahu (5.3) a (5.4) opét plyne, ze |[A'D'| = |B'C’| a zéroven A'D’||B'C".
Protoze ¢i = f, znamend to, ze A'D'1 A'B’, ¢imz méame dokézano, ze Ctyithelnik
A'B'C'D" je ¢tvercem [28].
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Victor Thébault je autorem jesté jedné véty, ve které se tentokrat hovori o rovnostran-

ném trojuhelniku, jakozto o vysledném tutvaru.

Nad stranani BC a CD ctverce ABCD sestrojme rovnostranné trojuhelniky BEC a CFD
(oba vné nebo dovnitr). Pak trojihelnik AEF je rovnostranny (Obr. 5.6) [29].

F

A B A B

Obrazek 5.6: Thébaultova véta - vnéjsi a vnitini rovnostranny trojuhelnik

Diikaz 5.3: Uhel pii vrcholu B v AABE je roven 150° (Obr. 5.7). Protoze AABE je
rovnoramenny, pak na uhly pri zékladné AFE zbyva 30°, tj. po 15° pro kazdy z vrcholu
A a E. Stejné rozlozeni a velikosti thli maji i trojuhelniky ECF a FDA, nebot’
ANABE = AECF =2 AFDA podle véty sus. Potom

/FAE = /DAB — (/DAF + /EAB),
LFAE = 90° — 30°,
/FAE = 60°.

Dale

LEFA=/CFD - /ZAFD + ZEFC,
LEFA =60° —15° 4+ 15°,

/EFA = 60°,

coz znamena, ze AAEF je rovnostranny [30].
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509

15°

60° 15° 150°
A B

Obrazek 5.7: Thébaultova véta - dukaz (2)

5.3 Van Aubelova véta

Dalsi vyznamnou vétou, ktera je spojovana s PDN vétou, je van Aubelova véta. Jejim

autorem je M. H. van Aubel, ktery ji publikoval v roce 1878 v néasledujicim znéni:

Nad stranami c¢tyrihelnika ABCD sestrojte rovnoramenné pravouhlé trojiuhelniky. Je-
jich vrcholy tvori ctyrihelnik A'B'C'D’, pro ktery plati A’C' LB'D’, |A'C'"| = |B'D’|
(Obr. 5.8) [22].

Obrézek 5.8: Van Aubelova véta

Dikaz 5.4: Necht’ bod Sy je stiedem strany BD, bod S je sttedem strany BC
a bod 93 je sttedem strany C'D (Obr. 5.9). Potom plati, ze |SoV| = |S2C|, SoV LS,C
a |SsU| = |S5C], S3ULS;C. Pokud provedeme posunuti SoC' do 5153 a S3C do
5152, pak AS1SV = ASS3U, nebot’ |SeV| = [S155], |SsU| = [S152] a £51S5U =
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LV 5581 = (90° + ZBCD). Je tedy ziejmé, ze SsU_LS1Sy, SoV 15153 a strany S;U a
51V jsou stejné dlouhé a na sebe kolmé. Obdobné bychom dokézali, ze |S1X| = |S1Y|

D s B

Obrézek 5.9: Van Aubelova véta - dukaz

Nyni se zamysleme nad AS;UX a AS;VY. Plati, ze |S1U| = |S1V|, |S1X| = |S1Y]
a LUSX = ZVSY = (90° + LV 51 X), potom tedy AS;UX = AS; VY. Pro-
toze AS1UX je otocen do AS;VY, kde stfedem otoceni je bod S; a thel otoceni
je 90°, pak |[UX| = |VY]|aUXLVY [21].

Obrazek 5.10: Van Aubelova véta - dukaz (2)

Muzeme si vSimnout, ze prusecik M tusecek UX a VY se neshoduje s bodem S5
(Obr. 5.10). Tato situace nastava v piipadé, ze ¢tyfihelnik ABCD je obecny. Kdyby

vsak ¢tyrihelnik ABC' D byl ¢tvercem, kosoctvercem, obdélnikem ¢i rovnobéznikem,
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pak by doslo ke splynuti bodu M a S;. Protoze by vyslednym ctytihelnikem byl ¢tverec
UV XY, pak by bod M byl prusecikem uhlopricek UX a VY, pricemz vime, ze thlo-

pricky ¢tverce jsou na sebe kolmé a puli sebe navzajem [21].
Nyni si ukazeme tvrzeni, které nam doplnuje van Aubelovu vétu:
Necht’ je ddan ctyrihelnik ABCD. Body K, L, M, N jsou stredy ¢tvercu sestrojengch

nad stranami ctyruhelniku ABCD. Potom body O, P, (), R, které jsou po radé stredy
usecek AC, BD, KM, LN, tvori ¢tverec (Obr. 5.11) [6].

Obrazek 5.11: Van Aubelova véta a ¢tverec OPQR

Driikaz 5.5: Proved'me rotaci ADN P o 90° ve sméru zaporném okolo bodu N. Potom
bod A je obrazem bodu D a bod P’ je obrazem bodu P, coz znamend, ze ADNP =
ANANP'. Obdobné provedeme-li rotaci ABK P o 90° ve sméru kladném okolo bodu
K, pak ABKP = NAKP'.

Soucet thlua v pétithelniku AKX BPD je roven 540°, ptricemz plati /PDN + /K AN +
/K BP = 360°. Z toho tedy vyplyva, ze bod P se zobrazi do bodu P’ a ¢tyituhelnik
PNP'K je ¢tverec, nebot’ |NP| = |[NP'|, |[KP|=|KP'| a ZPNP' = ZP'KP = 90°.

Otocime-li bod N okolo bodu P ve sméru kladném o 90°, dostaneme se do bodu K.
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Pomoci stejné rotace se zobrazi bod L do bodu M. Rovnéz tsecka N L se nam zobrazi
na usecku K'M a s nimi i bod R do bodu @ (Obr. 5.11). Pak tedy plati, ze |PR| = | PQ)|
a ZQPR = 90°. Stejné tak |OR| = |0Q| a ZROQ = 90°, coz znamend, ze ¢tyithelnik
OPQR je ctverec. [6].

Obrazek 5.12: Van Aubelova véta a ¢tverec OPQR - dukaz

5.4 Hadwiger-Finslerova véta

Necht’ jsou ddny ctverce ABCD a A'B'C'D’, které maji spoleényj vrchol C' = C'. Potom
stredy P, R isecek BB', DD’ a stredy O, @ ctvercu ABCD, A'B'C'D’ tvori ctverec
(Obr. 5.13) [7].

Obrazek 5.13: Hadwiger-Finslerova véta

Dikaz 5.6: Podivejme se na trojuhelniky CBD" a CDB’. Protoze |CB| = |CD|,
ICB| = |CD'| a |BD'| = |DB'|, pak ACBD' = ACDB'. Navic BD' LDB'.

Body @, R jsou stiedy stran B'D’, DD’ trojihelniku DB’'D’. To znamen4, Ze tsecka
QR je stredni prickou ADB'D’. Pak o této stfedni piicce muzeme Fict, ze QR|| DB’
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|DB'|
2
Pak tsecka OR je stredni prickou ABDD' a plati, ze OR||BD’ a |OR| =

a|QR| = . Obdobné body O, R jsou stiedy stran BD, DD’ trojihelniku BDD'.

|BD'|

. Je tedy
ziejmé, ze ORLQR. Stejnym zpusobem bychom dokazali, Ze v trojuhelnicich BB'D’
a BDB' plati OP = PQ a zaroven OP 1L P(Q. Proto ctyithelnik OPQR je ¢tverec [1].

Obrazek 5.14: Hadwiger-Finslerova véta - dukaz

5.5 Napoleon-Barlottiho véta

Napoleonova véta pripousti fadu zobecnéni a my se jednomu takovému zobecnéni
budeme v posledni ¢asti této kapitoly vénovat. Pozornost zaméiime na Napoleon-
Barlottiho (rovnéz Barlottiho) vétu, kterou objevil italsky matematik Adriano Barlotti

v roce 1955:

Nad stranami afinné-regularniho n-ihelnika sestrojme pravidelné n-uhelniky (vsechny
vné nebo viechny dovniti’). Potom stiedy téchto pravidelnijch n-thelniki tvori pravi-

delny n-uhelnik [22].

Pii hlubsim zamysleni zjistime, ze Napoleon-Barlottiho véta je zarovén zobecnénim
i Thébaultovi véty pro n = 4, nebot’ afinnim obrazem Ctverce je rovnobeznik. V pii-
padé, ze je dan libovolny trojihelnik, pak se jednd o afinni obraz pravidelného (rovno-
stranného) trojuhelniku.

Nésledujici obrazky ndm demonstruji Napoleon-Barlottiho vétu pro n =5 (Obr. 5.15)
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an =06 (Obr. 5.16) [22], [12].

Obrazek 5.16: Napoleon-Barlottiho véta pro n = 6
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Kapitola 6

Zobecnéni
Petr-Douglas-Neumannovy véty v

prostoru

V zavérecné kapitole se podivame na zobecnéni PDN véty v prostoru. Ukazeme si
elegantni metodu, kdy nepravidelnému prostorovému n-ithelniku jsme schopni priradit
dvojici rovinnych, afinné pravidelnych n-ihelniku (vnéjsi a vnitini). Kromeé toho soucet
obsahui obou afinnich obrazu je roven obsahu puvodniho nepravidelného pétitihelnika
(analogie s PDN vétou v roviné). Toto prostorové zobecnéni PDN véty budeme de-
monstrovat na piikladech pétitihelnika a Sestitthelnika.

Jako prvni, kdo publikoval proces "regularizace” v prostoru, byl J. Douglas v roce 1960.

Véta, ve které se hovoii o tzv. Douglasovu pétithelniku, nam k4 [3], [22]:

Je dan prostorovy pétiuhelnik ABCDE. Oznac¢me po tadé My, My, Ms, My, Ms stredy
stran lezicich proti vrcholum A, B, C', D, E. Sestrojme poloprimku AM;, a nanesme
na ni z bodu M, vné tsecky AM, vzddlenost 1/v/5|AM,|. Ziskanij bod oznacme A.
Podobné na poloprimku BMs naneseme z bodu My vné vzddlenost 1/\/§|BM2|, ziskame
By, atd. azZ dostaneme pétiuhelnik A1 B1C1D1E,. Potom je pétiihelnik AB,C1 D, E;
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rovinny a afinné pravidelny. Budeme-li nandset stejné vzddlenosti dovnitr, dostaneme
ging pétithelnik Ay B1C1DVEY. Tento pétithelnik je opét rovinng a afinné pravidelnyj
[22].

Obrazek 6.1: Douglasovy pétithelniky A; B;C1 D, Ey a A} B{C| D] E}

Muzeme vidét (Obr. 6.1), ze afinné pravidelny pétithelnik A; B;Cy D1 E; je konvexni,
zatimco afinné pravidelny pétithelnik A} B{C]D]E] je nekonvexni. Tento nekonvexni

pétithelnik je hvézdicovitého tvaru, tzv. pentagram.

A1B1C1 D1 Ey a A\ B{C{ D} E} je zaroven tézistém i prostorového pétithelniku ABCDE
[22].

Nyni se podivdame na zobecnéni PDN véty v prostoru na piikladu Sestitihelnika [26].

Necht’
Ty = (mOa X1, T2, T3, T4, ZE5)

je libovolny prostorovy Sestithelnik ve vektorovém prostoru. Pro zjednoduseni budeme
psat w, = (xy), kde k =0,1, ..., 5.
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Potom definujme novy Sestithelnik m, = (y) tak, Ze

Tyt Y = Tk + 5(.%% — l‘k,;g).

. . . o \ \ -, AN AN AN
Vsimneme si, Ze vektory vyoys, Yi1ya, Youys leZi na vektorech xox3, x1x4, ToXs 2 Ty,
nicméné jejich délka je oproti vektorum z m, dvojndsobnd.

1
Necht’ zp = =(xpy1 + Tp_1) rozumime stredy prislusnych stran. Potom definujme po-
sledni Sestivhelnik m, = (wy) tak, Ze

Tw : W = 2k + g(yk — Z),

pricemsz takovito Sestiihelnik je konvexni afinné pravidelny [26].

Obrazek 6.2: Afinné pravidelny Sestitithelnik wow;wowswws
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Kapitola 7
Zaver

Ustiednim pojmem této prace byl princip tzv. "regularizace”. Ten spociva v pravidel-
ném usporadani bodu, které byly puvodné chaoticky rozmisténé, at’ uz v roviné nebo
v prostoru. O tomto nadherném procesu nam pojednava Petr-Douglas-Neumannova
véta (PDN véta).

Stézejni ¢ast této prace byla vénovana specialnimu piipadu PDN véty, tj. Napoleonové
vété. Ve dvou kapitolach jsme se nejprve seznamili s nékolika dukazy této véty a poté
jsme zamérili pozornost na jeji podstatné vlastnosti. Protoze s PDN vétou je spojena
fada dalsich vét, vénovali jsme témto vétam kapitolu ¢islo 5. Mezi ty nejznamnéjsi
muzeme zaradit napi. Thébaultovu vétu, Napoleon-Barlottiho vétu atd.

Sila PDN véty je mimo jiné umocnéna i tim, ze princip "regularizace” je uplatnovan
nejen v prostoru R? ale i v prostoru R3. Prostorové zobecnéni PDN véty jsme v kapitole

6 demonstrovali na piipadech pétithelniku a Sestitihelniku.

Cilem této prace bylo predstavit geometrické véty, které jsou néjak spojeny s princi-
pem “regularizace”, a poukazat na to, jak krasné a nékdy i prekvapivé vysledky muze
geometrie mit. Zavérem bych si dovolil fict, ze podobné véty, které maji schopnost
fascinace, mohou byt motivacnim prvkem ve vyuce geometrie na zakladni, ptipadné

stfedni skole. Obliba geometrie u zéku z mnoha duvodu klesa a pred uciteli matematiky
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tak stoji tézky ukol, aby zvysili u déti jejich zajem o tento predmét. Jednou z cest, ke
které v soucasnosti dochézi, je zavadéni modernich technologii a vyukovych programu
(Cabri, DGS GeoGebra atd.) do vyuky geometrie. To znamenad, ze zaci v hodinach pra-
cuji s tablety, s interaktivnimi dotykovymi tabulemi apod. Ucitelum tyto technologie
usnadnuji a urychluji praci, zdkum zas mohou pomoci v ndzornosti a pochopeni dané
problematiky. Pro zaky tak geometrie prestava byt pouhym abstraktnim pojmem.

Druhym faktorem je sam ucitel a jeho pojeti vyuky. Zde si myslim, ze véty typu
Napoleonovy véty aj., mohou byt nejen zajimavym ozivenim vyuky, ale i vhodnym
motivacnim prvkem. Pokud se rozhodneme pro tento zpusob zpestieni vyuky, je vSak
zapotiebi ptrihlédnout na schopnosti a dovednosti dané skupiny zaku tak, aby vybér

vét meél prinos a byl zakuim srozumitelny.
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