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ANOTACE

Cilem diplomové prace Verifikace a dokazovani geometrickych vét s podporou pocitace
je ovéfeni a dokazovani vybranych geometrickych vét a tvrzeni pomoci programi
GeoGebra a CoCoA. Kazdy problém je nejprve demonstrovan v programu GeoGebra,
poté nasleduje ovéteni (verifikace) problému v tomtéz programu. Dale je uveden klasicky
dikaz a dikaz, ptfipadné¢ urceni rovnice kiivky, pomoci matematického programu
CoCoA. Vyuziti programu dynamické geometrie soucasné s programem pocitacové
algebry je vhodné jako ucebni pomiicka v hodinach matematiky na zékladnich a stfednich

Skolach.

ABSTRACT

The aim of this diploma thesis Computer aided verification and proving of geometric
theorems is verification and proving of selected geometric theorems and statements
using dynamic geometry software (GeoGebra) and computer algebra programs (CoCoA).
Each problem is first demonstrated and verified in the GeoGebra program. Then classical
proof and computer aided proof, or determination of the equation of a curve, using the
program CoCoA follow. The use of dynamic geometry software and computer algebra
programs is suitable as a teaching tool in maths lessons at primary and secondary

schools.
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1 Uvod

Velice dobré a vitané ucebni pomuicky k vyuce matematiky predstavuji
dynamické pocitacové softwary. S jejich pomoci se daji nazornéji vysvétlit nékterad
slozitéj$i témata, diky c¢emuz je mohou zici snadnéji pochopit. Jako namét své
diplomové prace jsem si zvolil programy GeoGebra a CoCoA, které¢ jsou volné
stazitelné na internetu a maji prehledné pracovni prostiedi. Dal$i vyhodou a prednosti
téchto programil je moznost Sirokého vyuziti, protoze dokazi pracovat s geometrickymi
1 algebraickymi problémy.

Mij zajem o matematiku a obzvlast o geometrii trva del§i Cas. Jiz ve své
bakalaiské praci jsem se vénoval verifikaci a nyni jsem se v diplomové praci rozhodl
roz8ifit toto téma jeSté navic o dokazovani zjiSténych tvrzeni prostiednictvim
matematického softwaru. Vzdy je uvedena definice, ovéfeni véty spolu s konstrukci
a klasicky dikaz.

Prace je rozd€lena do dvou zakladnich kapitol. Kapitola nazvana Verifikace
a dokazovani geometrickych tvrzeni se vénuje geometrickym vétdm a je roz¢lenéna na
pét podkapitol, popisujicich postupné Wallace - Simsonovu vétu, Brahmaguptovu vétu,
Cevovu vétu, Feynmantiv trojihelnik, Routhovu vétu.

V dalsi kapitole se pojedndvd o mnozinach boda (kfivkach), konkrétné
o kardioid¢ a strofoid€. Jejich urCovani patii mezi obtizna témata Skolské matematiky
a uziti novych technologii zjednodusuje jejich zkoumani. Pomoci programu GeoGebra
lze danou kiivku vykreslit a nasledné urcit rovnici kiivky.

V kazdé ze sedmi podkapitol se zaméfujeme na ti1 fize danych matematickych
tvrzeni — zadani; verifikace a konstrukce; diikkaz v pfipadé geometrickych vét nebo
urceni rovnice kiivky.

Soucast predkladané diplomové prace tvoii struény zavér a seznam pouZzité

literatury.



2 Verifikace a dokazovani tvrzeni s podporou pocitace

Slovo verifikace pochazi z latinského verum facare, coz v prekladu znamené
c¢init pravdivym a do ¢eského jazyka ho mizeme volné pielozit jako oveéfovani, kontrola
pravdivosti vyroku nebo tvrzeni argumentu. Mezi soubor matematickych pocitacovych
programil patii naptiklad programy GeoGebra a CoCoA, které v této praci aplikujeme
pro demonstraci ovéfovani problémil z planimetrie. V ptipadé GeoGebry se provadi
verifikace ovéfenim daného tvrzeni na zdkladé numerickych vypocti. Verifikaci
nemuzeme povazovat za Cisty matematicky dikaz, ale mizeme tvrdit, ze s vysokou
pravdépodobnosti je tvrzeni pravdivé. Program CoCoA umoziiuje dokazovani tvrzeni
na zaklad¢ aritmetickych propocti.

ProtoZe na zékladnich Skolach je dokazovéani matematickych problému slozité
a studenti jej nemaji radi, Ize vyuku doplnit simulaci ve vySe zminovanych
programech. GeoGebra 1 CoCoA napomahaji k relativné vétSi motivaci a k snadnéjSimu
pochopeni vykladu danych problémii z planimetrie. Zaci si s programy hraji a zaroveii
se uci. Vysvétleni kazdého problému mize pti vyuce zacinat verifikaci v GeoGebie, pak
podle urovné zakl pokraCovat klasickym dokazovanim a pak ovéfenim dikazu
v CoCoe.

Jako ukazkové tvrzeni, kde si ukazeme verifikaci a automatické dokazovani vét

pomoci pocitace volime jednoduchy piiklad (Obr. 1).



Dokazte, Ze se vysky v trojuhelnika protinaji v jediném bode. [1]

Obr. 1 VySky trojuhelnika ABC prochazeji jednim bodem

Chceme dokézat, ze vySky trojuhelnika ABC se protinaji v jednom bod¢,
vnasem piipadé¢ vbodé O. Nejprve si sestrojime pomoci ndstroje Mnohouhelnik
libovolny trojuhelnik ABC. Pak sestrojime vysky v, a v, diky funkci Ko/mice. Prusecik
vysek nazveme bod O. V programu GeoGebra vidime, Ze 1 vySka v, prochazeji nejspis
bodem O. Kliknutim pomoci Vztah mezi dvéema objekty na bod O a na ptimku v, ndm
GeoGebra generuje a numericky oveéti, ze Bod O lezi na primce v. (zkontroloviano

numericky). Mizeme takto ovéfit 1 se zbyvajicimi vySkami v, a v (Obr. 2).
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Obr. 2 Verifikace tvrzeni pomoci programu GeoGebra

Jako dikaz spodporou pocitace musime nejprve zvolit vhodnou soustavu

soufadnic. A to tak, aby vztahy, kterymi budeme analyticky celou geometrickou situaci

Vv

popisovat, byly co nejjednodussi. Ozna¢ime 4=[0,0], B=[a,0], C=[b,c] jako vrcholy
trojahelnika ABC (Obr. 3).
AN
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Obr. 3 VysKky trojuhelnika ABC se protinaji v jednom bodé — pocitac¢ovy diukaz



Vyjadiime si rovnice vysek v, vy a v,:

Ve i(b—a)x +cy=0,vy :bx +cy—ab=0,v. :x—b=0.

Nas predpoklad je, Ze vySky v a v, se protinaji v bodé O = [ p, ¢ ]. Plati tyto relace
O=weh;:bp+cqg—ab=0,

O=v.eh)::p-b=0.

Chceme dokazat, ze plati: vySka v, obsahuje bod O.

O=v,eh;:(b—a)p +cq=0.

Mame dokdazat nésledujici tvrzeni

Vpgbptcqg—ab=0,p—b=0 = (b—a)p+cq=0.
V tomto jednoduchém piipadé ukazeme rucné bez uziti pocitace, ze tvrzeni je
pravdivé. Uvédomujeme si, ze plati
b-ayp+tcg=1-(bp+tcqg—ab)—a- (p-—D>b).

Vyjadiime si polynom zéavéru (b — a)p + cq jako linearni kombinaci polynomu
piedpokladti bp + cq — ab a p — b. Pomoci platnosti rovnic bp + cq — ab = 0 a rovnice
p—b=0plynez(b—-ap +cqg=1"(bp +cq—ab)—a - (p— b) platnost rovnice (b —
a)p + cp = 0. Ukazali jsme si, ze polynom (b — a)p + cq nélezi idedlu I = (bp + cq — ab,
p—Db).

Do softwaru CoCoA zapiSeme

Use R: I=Q[a:bpcap1q];
I:=Ideal(bp+cqg-ab,p-b);
NF((b-a)p+cq,I);

Program nam generuje odpovéd’ NF((b-a)p+cq,I)= 0 zcehoz vyplyva, ze tvrzeni
je obecné pravdive a pocitacovy ditkaz je hotov.

Ptikaz NF pocitaCového programu CoCoA, ktery pouzivame, je zkratka pro
Normalni formu. Jeden z hlavnich problému pfi feSeni piikladl algebraické geometrie
je, Zze nedokdzeme rozpoznat, ze polynom /4 patii do idedlu, ktery je generovan
polynomy #4j,...,h, . Problém byl vyieSen pomoci Grobnerovy bdze idedlu. Hlavni

vlastnosti Grobnerovy baze popisuje tato véta [1]:
Necht G = { gy,...,g, } je Grobnerova baze idealu I c K[xjy,..., x,] a necht

h € K[xy, ... x,]. Potom h € I, pravé kdyz zbytek r pridéleni polynomu h polynomu z G je

roven Q.
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Pti zkoumani, jestli polynom 4 patii do idedlu /, sta¢i spocitat Grobnerovu bazi idedlu /
a zjistit jaky je zbytek » pti déleni polynomu 4. Je-li zbytek » roven 0, potom polynom /4
je prvkem idedlu 7, jestlize je zbytek r rizny od nuly, potom polynom /4 nepatti do

idealu /1. Tento zbytek je nazyvan Normalni forma.

3 Verifikace a dokazovani geometrickych tvrzeni

3.1 Wallace — Simsonova véta

Simsonova véta je nazyvana podle skotského matematika R. Simsona (Obr. 4).
Ve skutecnosti vétu dokazal jako prvni v roce 1797 matematik W. Wallace. Proto misto
diivéjsiho nazvu Simsonova véta uziva spisSe pojmenovani Wallace — Simsonova véta.
Tato véta nam ukazuje vlastnost bodil lezicich na kruZnici opsané trojuhelniku a jeji

znéni je:

Obr. 4 R. Simson

Necht ABC je trojuhelnik a P je bod kruznice opsané trojuhelniku ABC. Potom
paty kolmic K, L, M spustenych z bodu P na strany trojuhelnika ABC lezi na jedné

primce [1].

11



Obr. 5 Wallace — Simsonova véta

3.1.1 Verifikace a konstrukce Wallace — Simsonovy véty pomoci DGS

Pomoci nastroje Mnohouhelnik sestrojime trojihelnik 4BC. Nasledn¢ vlastnosti
Kruznice dand tremi body sestrojime kruznici opsanou trojihelnika ABC. Program
GeoGebra ndm automaticky pojmenuje kruznici d. Diky funkci Prejmenovat piepiSeme
kruznici d na k. Volime libovolny bod na kruznici &, stejné¢ jako v pfedchozim ptipadé
pfejmenujeme bod D na P. Diky vlastnosti Kolmice spoustime z bodu P kolmice na

strany trojithelnika ABC (Obr. 6).
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Obr. 6 Spusténi kolmic z bodu P na strany trojihelnika ABC

Vzniklé paty kolmic pfejmenujeme na body K, L, M. Sestrojime pomoci
vlastnosti Primka ptimku p danou body KL. Na prvni pohled vidime, Ze bod M lezi na
vzniklé¢ pfimce p. NaSim cilem je tedy dokazat a potvrdit, Ze bod M lezi na
piimce, kterou tvoii body K a L. Body K, L, M jsou kolinearni. To znamena, ze body
lezi na jedné piimce. Program GeoGebra nam umoziuje pomoci vlastnosti Vztah mezi

dveéma objekty ovétit numericky, jestli bod M lezi na piimce p (Obr. 7). Vidime, ze bod

M skutecné lezi na dané ptimce.

@

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

R LA OO 4 N

P Algebraické okno | | » Nakresna
= Bod )

3 A=(0,-0.06)

3 B=(6,0)

3 C=14,394)

) D=12.99,0.95)

2 K=(263,257)
@ L=(1.52,-0.04)
8

5 g:{x-2.90F +(y-0.957=
= Piimka
a,:-6x-0.06y=-9.14
) d:4x+ 4y = 1576
) ei2x-3.04y=2.24
) f:-6x-0.06y =18
) hidxw dy=20.84
)i 2x- 304y = 117
j:-6x-0.06y=9.14
k:3.94x + 2y = 2364 - -
1:0.06x - 6y = 0.36
m: dx s dy=-0.24
Pr2.21x-0.94y - 3.41
S14x+ 4y - 20.84
2% +394y - 117
= Trojiheini
@ mnohodineinik1 = 11.88
= Onel
@ a=90°

Voo

@ p=90°
Lep y=00°

= Useika 5

0 a=442 P
@ b=566 v P

GeoGebra - Vztah

r 0 | Bod M le#ina Pfimka p

Obr. 7 Bod K lezi na primce p
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Pomoci vlastnosti Ukazovatko pohybujeme bodem P po kruznici k opsané
trojihelnika ABC, pohybem se ndm méni paty kolmic spusténé z bodu P na jednotlivé
strany trojuhelnika. Ziskdvame jednotlivé piimky, diky funkci Viozit text napiSeme
znéni Wallace — Simsonovy véty a pomoci nastroje Viastnosti... v zalozce Pro
pokrocilé zapiSeme do kolonky Podminky zobrazeni objektu vztah M € p , ktery nam

umozni zobrazeni Wallace — Simsonovy véty pouze, kdyZ bod K bude soucasti

piimky p (Obr. 8).
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Obr. 8 Zobrazeni textu Wallace — Simsonovy véty

Verifikaci provedeme tak, ze funkci Pripojit/Oddeélit bod oddélujeme bod P od

kruznice opsané trojihelnika ABC, znéni Wallace — Simsonovy véty se nam ztraci. Bod

M jiZ nelezi na ptimce p. Verifikace je tim padem hotova.
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3.1.2 Klasicky dikaz Wallace — Simsonovy véty

Obr. 9 Wallace — Simsonova piimka

Nasim ukolem bude dokézat kolineaci bodl K, L, M. Ke zjisténi klasického
dikazu bude stacit ukézat, ze |ZAKM| = |£CKM|. Vidime, ze vzniklé Ctyfuhelniky
ALKP a CKPM jsou tétivove. Coz znamend, ze dokaZzeme sestrojit kruznici opsanou
danym ctyfuhelnikiim. Podle véty o obvodovych thlech dostavame |£4APL| = |£AKL|
a |2CPM| = |£CKM)|. K dikazu sta¢i pouze ukazat shodnost Ghlt |£4PL| a |£CPM)|.
Ctyfuhelniky BCPA a BMPL jsou rovndZ tétivové, protoze soudet prot&jsich uhld
v tétivovém Ctyfuhelniku musi byt roven 180°. Musi platit |£Z4APC| = 180° - |£ABC]|
a |£LPM| = 180° - |£4BC]| z toho vyplyva |£APC| = |£LPM)|. Dale |£APC| = |£APL|
+ |£LPC| a|£ZLPM| = |£LPC|+|£CPM|. A odtud jiz vidime, ze thly |2A4PL|
a |£CPM| jsou shodné.
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3.1.3 Dikaz Wallace — Simsonovy véty pomoci CAS

Nejprve si volime pravouhlou soustavu soufadnic tak, ze plati 4=[0,0], B=[a,0],

C=[b,c], P=|p.ql, K=[ki,k2], L=[1;,0], M=[m;m;], S=[s;,s>] (Obr. 10).

M [m1,m2]

el B C[b,c]

A[0,0]

Obr. 10 Zavedeni souradnic boda

Zavedeme predpoklady:

PL1LAB © h;:p-1,=0,

K€ AC & hy: ck;— bk, =0,

PK1BCe hy:(p—k))b+(q—k:)c=0,
MeBCS hy:ac+bmr,—cm;—am; =0,
PM1BC&e hs:(p—mj)(b—a)+(qg—my)c=0,
AS| =re hs: 5P +s5°— 1 =0,

IBS| =re h7:(a—s1)+ s’ -1 =0,
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|ICS| =r& hs: (b—S1)2 + (C—S1)2—r2 =0,
|DS| =re hy: (p—S1)2 + (q—S1)2—r2 =0,
Body K, L, M jsou kolinearni, coz znamena, ze lezi na jedné pfimce. Vychazime ze

znamého predpokladu:

ky k, 1
[ll 0 1]=0.

m m, 1
Dostavame zavérecné tvrzeni ve tvaru:
K, L, M lezina jedné piimce & z : [jmy + kom; —kymy —kal; = 0.

Musime zjistit, zda z patii do idealu 7, ktery je generovan polynomy 4, ha, hs, hy,

hs, he. 'V programu CoCoA dostavame

Use R::=Q[a,b,c,p,q,r,s[1..2],k[1..2],1[1..2],m[1..2],t];
I:=Ideal(p-1[1],ck[1]-bk[2],(p-k[1])b+(g-k[2])c,ac+bm[2]-cm[1]-
am[2], (p-m[1]) (b-a)+(g-m[2])c,
s[1]*2+s[2]”2-r"2,(a-s[1])"2+s[2]"*2-r*2,(b-s[1])"2+(c-s[2])"2-
r*2,(p-s[1])"2+(q-s[2])"2-r*2, (1[1]m[2]+k[2]m[1]-k[1]m[2]-
k[2]1[1])t-1);

NF(1,I);

Program CoCoA ndm dava odpovéd’ 1. Z toho vyplyva, Ze normalni forma je
rovna 1, coZ znamend, ze nedokazeme rozhodnout, je-li toto tvrzeni pravdivé nebo
nepravdivé. Pri¢inou muze byt to, ze pro nckteré parametry trojuhelnik degeneruje
anemusi platit tvrzeni pro tyto hodnoty. Budeme hledat podminky degenerace.
V programu CoCoA pouzijeme piikaz E1im, ktery ndm eliminuje zavislé proménné p,
q, ki, k, 15, m;, my, a pomocnou proménnou ¢ z idedlu I = (hy, hz, hs, hs, hs, he, hy, hs, hg,
z), kde z=(I;m; + kom; — kymy — ko))t — 1 je negace z a ur¢uje nam podminky pro

nedegeneraci.

Use R::=Q[a,b,c,p,q,r,s[1..2],k[1..2],1[1..2],m[1..2],t];
I:=Ideal(p-1[1],ck[1]-bk[2],(p-k[1])b+(g-k[2])c,ac+bm[2]-cm[1]-
am[2], (p-m[1])(b-a)+(q-m[2])c,
s[1]*2+s[2]*2-r*2,(a-s[1])"2+s[2]*2-r*2,(b-s[1])"2+(c-s[2])"2-
r*2,(p-s[1])"2+(q-s[2])"2-r*2, (1[1]m[2]+k[2]m[1]-k[1]m[2]-
k[2]1[1])t-1);

Elim(p..t,I);
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Pomoci programu dostavame podminku ((b° + ¢)((a — b)Y’ + %)) = 0, coz
znamena, 7e pro vrcholy trojihelnika plati C = 4 nebo B = C. Tyto ptipady musime
vylouc¢it, budeme ptedpokladat nerovnost C # A a B # (. Pifidame polynom
(b° +A)(a—b)Y + F)v—1doidealulaJ=TU{(b* + )(a—b) + -1}, kde vije

dal§i pomocnd proménna. A celou akci zopakujeme.

Use R::=Q[a,b,c,p,q,r,s[1..2],k[1..2],1[1..2],m[1..2],t,V];
J:=Ideal(p-1[1],ck[1]-bk[2],(p-k[1])b+(q-k[2])c,ac+bm[2]-cm[1]-
am[2], (p-m[1])(b-a)+(q-m[2])c,
s[1]*2+s[2]*2-r*2,(a-s[1])"2+s[2]*2-r*2,(b-s[1])"2+(c-s[2])"2-
r*2,(p-s[1])"2+(q-s[2])"2-r*2, (1[1]m[2]+k[2]m[1]-k[1]m[2]-
k[2]1[1])t-1, (b*2+c”*2)((a-b)"2 + c”2)v-1);

NF(1,3);

NF = 0 z toho plyne, Ze Wallace — Simsonova véta je dokazana.

3.2 Brahmaguptova véta

Tato matematickd véta je pojmenovana podle vyznamného indického
matematika a astronoma Brahmagupty (Zil 598-670), ktery jako prvni uZival nulu a fesil

mnoho matematickych a geometrickych problému. Brahmaguptova véta zni (Obr. 11):

Necht je dana opsana kruznice k tétivového ctyruhelnika ABCD s navzdjem
kolmymi uhloprickami, miiZzeme prisecikem uhlopricek X vést kolmici na stranu AB.

Tato kolmice nam pak pili protéjsi stranu CD.
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Obr. 11 Brahmaguptova véta

3.2.1 Verifikace a konstrukce Brahmahuptovy véty pomoci DGS

Nejprve si sestrojime kruznici & se sttedem S. Na kruznici si volime body 4, B
a C. Pomoci funkce Usecka spojime jednotlivé body 4B a BC. Nastrojem Primka
sestrojime budouci thlopticku ctyfuhelniku danou body AC. Sestrojime kolmici na
uhlopfi€¢ku bodem B. Prinik kolmice a thlopticky oznac¢ime jako bod Q a prinik
kruznice k s uhloptic¢kou AC jako bod D. Body ABCD nam vytvari ctyithelnik, ktery
ma uhlopficky na sebe kolmé a kruznice k je opsana vzniklého Ctyithelniku. Pomoci

Pripojit/Oddélit bod dokazeme ptipojit nebo oddélit bod D od kruznice k (Obr. 12).
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€2 GeoGebra - X

Soubor Upraw Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prinasit

N EENCEHENEZEE
Vstup:| | AT Now bod
b Age| — Nakresna X

Bod (4A\  Bodna objektu N -
Piipojit/ Oddélit bod S
Prisedk

o stiea

Komplexni &islo

s
A

=2
o
Q

Obr. 12 Pripojit/Oddélit bod

Bodem Q sestrojime kolmici na stranu 4AD. Tato kolmice ndm pak ptli stranu
BC v bod¢ P. Pomoci nastroje Vzddlenost vidime, ze |BM| = |CM|. Chceme dokazat, Ze
opravdu kolmice ptli proté;jsi stranu. Pomoci néstroje Viozit text napiSeme |BM|/|CM|=
abs(BM)/abs(MC) (Obr. 14). Pomoci vlastnosti z nabidky Pripojit/Oddélit bod
ozna¢ime bod D, ktery se nam odd¢li od kruznice k. Zarovent nam program GeoGebra
vygeneroval, ze pomér vzdalenosti jiz neni roven jedné. Verifikace je tim padem

hotové. Tato verifikace probihd na zdkladé numerickych vypoctl, a nelze ji proto

povazovat za plnohodnotny matematicky diikaz.
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[BMJ/|CM| = 1

Obr. 13 Verifikace Brahmaguptovy véty

[+ - 8 X
Sounor Upraw Zobrazit Nastaveni Nastioje Ofno Napovéda Piinlasit
Sl . . Ty s e
Y4 B RY)2 [olls) B N BN D G
Vstup: (0]
b Agebraické okno % [» Nakresna X
-

0d
® A=(14,228)
® B=(51,01) N
& Cc=(2.31,-008
® D=(449,541) 5

® E=(0.35,692) N

® F-(216,3.53) N p
Kugelos edka \
@ ci0-14F +(y - 2285 =19. [BPYICPI1

K

Pfimka
@ d: 549+ 670y =12.04
@ e:679X-540y = 3408
Text
® text
® text

7| €2 Predvolby

adoBnmoom»®

B
®

losecka

# TElsEEY

Zaklagni Text Bava Pozice Propokrodilé Skriptovani
Sans Serif v || Malj vl[ T K

Zaakrouhlovan; v

IBPVICPI= abs(BP)abs(PG)

[ LaTeXvzorec | Symboly ~ | Objekty ~

[r T T I | [

Nahled

IBRUICP = abs(BF)abs(PC)

oK

stomo

Obr. 14 VKkladani textu
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3.2.2 Klasicky diikaz Brahmaguptovy véty

Patu kolmice zbodu Q na stranu 4D ozna¢ime jako bod X. Pijde ndm o to
dokézat, ze bod P je stied strany BC. Zavedeme thly |2QAC| = a, |£0DA| = p. Plati, ze
a+ B = 90° protoze zbyvajici thel v trojuhelniku 40D je pravy. Uhly |20A4X]
a |£QAD] jsou shodné (oba jsou rovny a) a Ghly [£2AXQ| a |£4QD] jsou pravé. Vidime,
ze vzniklé trojuhelniky AQX a DAQ jsou podobné. Tim padem i zbyvajici thel |24 QX|
je shodny s tthlem |£2QDA| s velikosti S. Velikost thlu |[£2DQX] ziskame jako dopln€k do
90°, ma tedy velikost a. Odtud snadno urime ze znalosti vrcholovych whld, Ze
|£BOM| = o, |£COM| = p . Pomoci véty o shodnosti obvodovych thli vime, Ze
|£CAD| = a, |£CBD| = a, analogicky vime, Ze |£BDA| = p, také plati |£ZBCA| =p. Ze
shodnosti thld |2MBQ| a [£BQOM]| je na prvni pohled vidét, ze trojihelnik BOM je
rovnoramenny se zdékladnou BQ (Obr. 15). Ztoho vyplyva, ze |BM| = |MQ|. Ze
shodnosti Ghlt |[2MCQ| a |£COM)| je ziejmé, Ze trojuhelnik COM je téz rovnoramenny
se zékladnou CQ, tudiz |CM| = |MQ|. Pokud plati |[BM| = |[MQ| a |CM| = |MQ), tak
zaroven plati |BM| = |CM|. Tim padem je vidét, ze bod M je stted usecky BC, diikaz je

hotov.

Obr. 15 Rovnoramenné trojihelniky BOM a COM
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3.2.3 Dukaz Brahmaguptovy véty pomoci CAS

Zavedeme si soufadnicovy systétm A=[q,0], B=[0,b], C=[c,0], D=[0,d],

M=[%2], S=[m,n], 0=[0,0], F=[e,] (Obr. 16).

Obr. 16 Zavedeni soustavy souradnic

Déle zavedeme jednotlivé predpoklady:
|AS| =re hy:(@a—m)* +n’ =1 =0,
BS|=re hy:m’ +(b-n)’—F =0,

ICS| =re h3: (c—m)’ +n’ =1 =0,
IDS| =re hy:m’ +(d—n)* =1 =0,
FeCD® hs:cd—cf—ed =0,
CDLFQ © hs:ce—df=0,
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Zavérné tvrzeni z ma tvar:
Body F, O, M jsou kolinearni, coz znamena, Ze lezi na jedné pfimce. Vychazime ze

znamého predpokladu:

e f 1

0 0 1f=9
a b 1

2 2

Z toho vyplyva tvrzeni z : be — af = 0. Nasim ukolem je zjistit, zda zavér z patii do
idedlu 7, ktery je generovan polynomy #;, hy, hs hy, hs, he Postupné zapiSeme vzniklé
relace a jednotlivé tvrzeni do programu CoCoA.

Use R::=Q[a,b,c,d,e,f,m,n,r,t];
I:=Ideal((a-m)*2+n"*2-r*2,m"2+(b-n)"2-r*2,(c-m)"2+n"2-r*2,m"2+(d-
n)~2-r~2,cd-cf-ed,ce-df, (be-af)(t-1));

NF(1,I);

Program nam generuje odpovéd” NF = 1. Nemlzeme rozhodnout, jestli tvrzeni je

pravdivé nebo nepravdivé. Budeme eliminovat proménné:

Use R::=Q[a,b,c,d,e,f,m,n,r,t];
I:=Ideal((a-m)*2+n*2-r*2,m"2+(b-n)"2-r*2,(c-m)"2+n"2-r*2,m"2+(d-
n)~2-r~2,cd-cf-ed,ce-df, (be-af)(t-1));

Elim(e..t,I);

Dostavame

Ideal(1/2a”2bc - 1/2abc”2 - 1/2ab”2d - 1/2a”2cd + 1/2b”2cd +
1/2ac”2d + 1/2abd”2 - 1/2bcd”2)

Pomoci funkce Factor dostavame

Factor(1/2a”2bc - 1/2abc”2 - 1/2ab”2d - 1/2a”2cd + 1/2b”2cd +
1/2ac”2d + 1/2abd”2 - 1/2bcd”2);

Pomoci programu dostavdme podminky B = D a A = C. Z toho plyne, Ze pro
vrcholy ¢tyruhelniku plati B = D nebo A = C. Tyto ptipady musime vyloucit, budeme
piedpokladat nerovnost B # D a 4 # C. Ptidame polynom (b — d)(a — ¢)v — 1 do idedlu /
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aJ =1U{b - d(a- c)v— 1}, kde vje dalsi pomocnd proménnd. A celou akci

zopakujeme.

Use R::=Q[a,b,c,d,e,f,m,n,r,t,v];
J:=Ideal((a-m)*2+n"*2-r*2,m"2+(b-n)"2-r*2,(c-m)"2+n"2-r*2,m"2+(d-
n)~2-r*2,cd-cf-ed,ce-df, (be-af)(t-1),(b-d)(ac-bd)(a-c) v-1);
NF(1,3);

Vidime, Ze ndm program generuje odpovéd’ 0, coZ znamena, ze pocitacovy dilkaz je

hotov (Obr. 17).

b CoCoAdT: Di/bw
File Edit CoCoA CoCoAServer Settings Help

D2 oBEHS| 29exbBIN «» &M

- Version 2 4.7.4
- Online Help : type 2 or ?keyword -
- wWeb site : http://cocoa.dima.unige.it —_—

-- The current ring is R ::= QQ[x,y,z];

Use R::=Qla,b,c,d,e, S,mn,z,t,v];
I:=Ideal((a-m)"2+n"2-r"2,m" 2+ (b-n) “2-r"2, (c-m) “2+n"2-r"2,m"2+ (d-n) “2-r"2, cd-cf-ed, ce~df, (be-af) (t-1), (b-d) (ac-bd) (a-c) (1/2)v-1);
NF(1,1I);

0

Interactive (0)  bvv (1)

Use R::=Qla,b,c,d,e,f,mn,r,t,v];
I:=Ideal((a-m)~2+n"2-r"2,m 2+ (b-n) *2-r*2, (c-m) *2+n*2-r"2,m"2+4 (d-n) *2-r*2, cd-cf-ed, ce-df, (be-af) (t-1), (b-d) (ac-bd) (a-c) (1/2)v-1);

NF(1,I)s

Ready [109ms] Line: 1 Col: 1 HI: 2 WW: Normal AC: Off Al: Off

Obr. 17 Vypocet v programu CoCoA

3.3 Cevova véta

Tato véta je pojmenovana podle italského matematika Giovanniho Cevy, ktery ji

zformuloval v roce 1678.

Cevova véta zni (Obr. 18) [1]:

Je dan trojuhelnik ABC a tri body A',B',C’ po radé na strandach BC, AC, AB nebo
jejich prodlouzeni. Potom primky AA', BB', CC' prochazeji jednim bodem praveé kdyz
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[HACT [1BAT| [ICBI _
[ICBI| [|ACI] [IB°All

|AC|/|C"B|*|BA|/|A"C|*|CB |/|B"A[=1

Obr. 18 Cevova véta

3.3.1 Verifikace a konstrukce Cevovy véty pomoci DGS

Pomoci Mnohouhelnik narysujeme libovolny trojuhelnik ABC. Sestrojime
ptimky x, y, z pomoci bodi AB, AC, BC. Na ptimce x volime libovolny bod C’ a pomoci
nastroje Usecka sestrojime usetku CC’. Stejné jako v piedchozim piipadé s bodem
C'volime libovolny bod A’ na ptimce z. Vznikly prisecik F useCek CC a AA pomoci
nastroje Prejmenovat prejmenujeme na bod G. Sestrojime polopfimku BG, ktera nam
protne piimku y v bod¢ B'.

Samotnou verifikaci provedeme pomoci Viozeni textu, do ikony pro text
napiseme
|AC'"|/|C'B||BA"|/|/A'C||CB'|/|B'A|=abs(AC")/abs(C'B)/abs(BA")/abs(A'C)/abs(CB")/abs(B’
A) (Obr. 19). Program GeoGebra nam generuje |AC'|/|C'B||BA'|/|A'C||CB'|/|B'A|=1.
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Pomoci funkce Ukazovatko vidime, ze pohybovanim jednotlivych bodu A', B', C' se

nam pomer v zadaném textu neméni. Tim je verifikace hotova.

€7 3) cevova véta.ggb
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

DEERReERNZED .

9
¥ Algebraické okno %] | » Nakresna L8
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5 D-(307.258 AG G BI{BA A CIMCB VB Al=1
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’) - = = = on% i a
602)( 557y=0 |‘ BEe
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Obr. 19 VlozZeni textu

3.3.2 Klasicky diikaz Cevovy véty

Podminka pro Cevovu vétu se Casto zapisuje ve tvaru, ktery pouzijeme pro

klasicky dikaz.

|AC’| |BA’| |CB’| _
|C’'B| |A’C| |B’A|

Vétu dokdzeme pouzitim tzv. arealni metody, kde vyuzivaime poméry obsahii
trojuihelnikd. Kdyz maji dva trojihelniky spolecnou zakladnu, pak jejich pomér obsahu

je roven poméru odpovidajicich vysek.

27



Obr. 20 Arealni metoda

Pomér délek |AC"|/|C'B| je roven poméru trojuhelnikit GCA a GCB, kde G,C
jsou dva libovolné body na spolecné piimce, ktera prochazi bodem C'. Pomér obsahu
trojihelnikit GCA, GCB je roven poméru vysek na spolecnou zédkladnu GC a zaroven je

roven poméru délek |[AC'|/|C'B|.

Ptedpokladejme, ze pro klasicky dikaz Cevovy véty se ptimky AA', BB', CC'
protinaji v bod¢é G. Podle aredlni metody plati:

|AC"] _ [ICAGT
|C’B|  |IBCG]|

Kde ||4GC]|| znaci orientovany obsah trojihelnika AGC atd. Obdobné se dokéze, Ze
plati

1BAT _1l4BG| _ [CBT] _ [IBCGI]
|ACl lICAG]| ~ |B°Al  ||ABG]|

Tedy

|AC'| |BA| ICB'| _|ICAGI| |IABGI| |IBCGI| _
B 1AC] 1B7A] ~ [IBCGI| ' 1ICAGI| [1ABG]]

28



ce L eqe - v , AC’ BA’ CB’ . ’ r v v .
Zjistili jsme, Ze podminka ||C’B|| . ||A’C|| . ||B’A|| = 1 je nutna. Ted dokézeme, ze podminka

je dostaCujici a z jeji platnosti mizeme ftict, ze se piimky AA4’, BB', CC' protinaji
v jednom bodé€. V nasem ptipadé v bod¢ G. Dikaz provedeme sporem. Predpokladame
platnost podminky a to, ze se piimky 44', BB', CC' v jednom bod¢ neprotinaji. Necht’
AA', BB’ se protinaji v bod¢ G. Bodem G vedeme piimku CG, kterd protina stranu AB
v bod€ C" # C". Dokazali jsme, Ze plati

|JAC”| |BA’| |CB| _
|C”B| |A’C| |BC|

Po porovnani s ptfedpokladem dostavame

|AC”| _ |AC|
|C”B|  |C’B|

Vidime, ze C' = C", takze dikaz sporem je tim padem hotov.

3.3.3 Diukaz Cevovy véty pomoci CAS

/A [0,0] o [s,0] B [a,0]

Obr. 21 Zavedeni soustavy souradnic
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Pro dokéazani Cevovy véty pozijeme délici pomér. Jsou-li 4, B, C tii body lezici
na piimce, 4 # B, potom délici pomér bodu C # B vzhledem k bodiim 4, B nazveme
takové ¢islo 4, pro které plati C — 4 = 4 (C — B). ZnaCime 4 = (ABC). Zvolime si
soustavu soutadnic 4=[0,0], B=[a,0], C=[0,b], A'=[p,q], B '=[0,r], C'=[s,0], G=[g1,&]
(Obr. 21). Pomoci délicitho poméru ndm vyplynou rovnice /;(s — a,0) = (s,0), L(p,q — b)
=((@-a,q), [50,r) = (0,7 — b). Odtud plynou nasledujici ptedpoklady:

ABCh=Leh:li(s—a)—s=0,

(BCAY =L hy:bp-p+a=0, hs:1(qg—b)—q=0,
(CABY=L&hy: lr—r+b =0,

G €AA' & hs - qg—pg> =0,

G EBB' & hg :rg; +ag, —ar =0,

GeCC' &hy:bg+sg, —sb=0.

Budeme ptredpokladat, ze se piimky AA', BB', CC' protinaji v bodé¢ G. Nasim
ukolem je dokdzat, Ze plati pocatecni podminka Cevovy véty. Podminku odvodime
z danych ptedpokladl tak, ze v idealu /, ktery obsahuje polynomy #;, hy, hs, hs, hs, he,
h7, budeme eliminovat vSechny proménné az na vstupni proménné a, b a proménné /;,
[5, I3, které nam znazornuji délici pomér. V idedlu / eliminujeme zbylé proménné a to p,

q, 1S, g1, 2.V programu CoCoA napiSeme:

Use R::=Q[a,b,p,q,r,s,g[1..2],1[1..3]];
I:=Ideal(1[1](s-a)-s,1[2]p-p+a,1[2](g-b)-q,1[3]r-r+b,qg[1]-
pg[2],rg[1]+ag[2]-ar,bg[1]+sg[2]-sb);

Elim(p..g[2],I);

Vychazi nam Ideal(abl[1]1[2]1[3] + ab). Vidime, Ze se jedna o jediny
polynom ab(/; I, I3 +1). Dle ptedpokladu a # 0, b # 0, znamena, ze v trojihelniku ABC
je A # B, B # C. Nyni zkoumame, jestli /; /; /3 +1 = 0 je hledanou podminkou.

Use R::=Q[a,b,p,q,r,s,g[1..2],1[1..3],t];
I:=Ideal(1l[1](s-a)-s,1[2]p-p+a,1[2](g-b)-q,1[3]r-r+b,qg[1]-

pg[2],rg[1]+ag[2]-ar,abt-1,bg[1]+sg[2]-sb);
NF(1[1]1[2]1[3]+1,I);
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Implikace plati, protoZe normalni forma je rovna 0.

Déle musime dokazat opacnou implikaci. Pro body 4, B', C' plati pocatecni podminka.
Chceme dokazat, ze se pitimky AA', BB', CC' protinaji v jednom bod¢. Za piedpokladu,
ze bod G je spolecny pro piimky 44" a BB'a nasim cilem je zjistit, Ze bod G lezi taky na
piimce CC’, plati podminka bg; + sg, —sb = 0 a na zaklad¢ predchozi implikace ab # 0.

Use R::=Q[a,b,p,q,r,s,g[1..2],1[1..3],t];
I:=Ideal(1l[1](s-a)-s,1[2]p-p+a,1[2](g-b)-q,1[3]r-r+b,qg[1]-
pg[2],rg[1]+ag[2]-ar,abt-1,1[1]1[2]1[3]+1);
NF(bg[1]+sg[2]-sb,I);

Program CoCoA nam generoval NF=0. Tvrzeni Cevovy véty je dokézéano.

3.4 Routhova véta

Nasledujici vetu zvetejnil vroce 1896 anglicky matematik E. J. Routh a jeji

znéni je [2]:

Je dan trojuhelnik ABC a tri body A', B', C' po radé na strandach BC, AC, AB

nebo jejich prodlouzeni. Poméry jejich vzdalenosti od krajnich bodii prislusnych stran

CAr AB/ BC . . s .
nazveme :BAI: = X, :CB,:Z ¥, :Ac/:: z. Dadle priseciky D, E a F vzniklé priinikem dvojic

usecek AA', BB' a CC' takto D € AA'N CC', E € AA' N BB', F € BB' N CC'". Potom
pomer obsahii trojuhelnikit DEF a ABC je dan vyrazem:

|IDEF|| _ (xyz + 1)
||ABC||  (xy—x+1D(yz—y+1)(zx —z+1)
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Obr. 22 Routhova véta

3.4.1 Verifikace a konstrukce Routhovy véty pomoci DGS

Pomoci funkce Novy bod v programu GeoGebra sestrojime tii body 4, B a C.
Nastrojem Mnohouhelnik spojime vytvoiené body a vznikne nam trojihelnik ABC. Na
stranach 4B, BC a AC volime postupné body D, E a F, program GeoGebra ndm
generuje popis bodu, jak jsou pismena v abecednim potadi. Proto musime body D, E a
F ptejmenovat. Tuto operaci ndm program neumozni nastrojem Prejmenovat. Musime
tak nastrojem Vlastnosti... vybrat polozku Zdakladni, kde do kolonky s ndzvem Popisek
napiSeme popotad¢ v naSem ptipadé 4, B a C'. Dale musime zménit jesté Zobrazeni

popisu pomoci vybéru Popisek (Obr. 23).
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Obr. 23 Zména Zobrazeni popisu

Pomoci funkce Usecka spojime jednotlivé body A4’, BB‘a CC’. Vlastnosti
Priisecik ziskavame body D, E a F, ktery nam tvofi trojihelnik DEF.
Verifikaci Routhovy véty provedeme podobné jako u Cevovy véty, pomoci

dosazeni vzorce do kolonky Podminky zobrazeni objektu (Obr. 24)
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Obr. 24 Ovéreni Routhovy véty

Vidime, Ze verifikace je tim padem hotova.
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3.4.2 Klasicky dikaz Routhovy véty

Klasicky dikaz, ktery si uvedeme, dokazali jako prvni J. S. Kline a D. J.

Velleman. Routhovu vétu budeme dokazovat ve tvaru

||IDEF|| (xyz —1)?
[|ABC|| - xy+ x+D(yz+y+D(@zx+z+1)

Pomoci rovnobézky bodem E se stranami trojihelnika ABC (Obr. 25).

Obr. 25 Rovnobézky bodem E

HE| _ 1BA'|
EK| — Jac]

odtud dostavame vztah |EK| = |HE| / x. Z podobnosti trojihelniki EGH a E1J dostavame

vztah

Il _ VEL_ICBT_
IHE] ~ 61 184l
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aplati |IJ]=y - |HE|.

Dale miizeme tvrdit, ze plati |[BC| = |Bl| + |IJ] + |JC| = |HE| + |IJ] + |EK| = |BC| + |HE| + y
- |HE|+ = - |HE],

tedy

|HE|_ X
|IBC|]  xy+x+1

Trojthelniky ABC a EGH jsou podobné s koeficientem podobnosti
x
xy+x+1

Ve stejném poméru jako je koeficient podobnosti, jsou 1 délky vSech stran GH a AB.
MiiZzeme ftici, ze obsah trojihelnika A BE ku obsahu trojahelnika ABC je roven (Obr. 26)
[|ABE|| x

||ABC|| xy+x+1.

Obr. 26 Obsahy trojuhelniku ABE a ABC

Obdobné pro obsahy trojihelnikit BCF a CAD (Obr. 27) plati
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[IBCFIl _ y [|CAD|| z
[|ABC|| yz+y+1

|ABC||  zx+z+1

Obr. 27 Diikaz Cevovy véty
Vidime, Ze plati

||IDEF|| X y X _
||ABC|| (xy+ x+1) (z+y+1) (zx+z+1)

3 (xyz — 1)?
h (xy + x+1)(yz+y+1)(zx+z+1).

Dokazali jsme, ze jde o vztah, ze kter¢ho jsme vychédzeli na zacatku. Dlkaz véty je

hotov.

3.4.3 Diukaz Routhovy véty pomoci CAS

Stejn¢ jako v predchozi kapitole, kde jsme se zabyvali Cevovou vétou, si
zvolime soustavu soufadnic 4=[0,0], B=[x,0], C=[0,y], 4"=[p,q], B'=[0,r], C'=[s,0],
E=[g1,g2], F=[h1,h2], D=[i},i>] (Obr. 28).
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A[0,0] C’[s,0]

Obr. 28 Zavedeni soustavy souradnic

Pomoci déliciho poméru ndm vyplynou rovnice /;(4 — C) = A — B. Analogicky mizeme
zapsat [;(B—A) =B~ C, [5(C—B) = C- A. Plati

hi:li(g-=y)—q=0,

hy:Lip—p+x=0,

hs: Lr—r+y=0,

hy:l3(s—x)—s=0.

Déle plati vlastnosti:

E €44' © hs: qg1—pg, =0,

E €BB' & hs :rg; +xg, —xr =0,

FeBB'&hs:rh;+xhy —xr=0,

FeCC" e hsg:yh;+sh; —sy =0,

D€EAA' & hy: qi;+ pi; =0,

DEeCC" & hyy:yi;+si; —sy=0.

V soustavé soufadnic mizeme zvolit x = y = 1. Pro vznikly pomér obsahtl f trojahelnik

DEF a ABC plati

hip: f=gihy + hpiy +goi; — hai; — gi> — gohy.
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V programu CoCoA eliminujeme proménné x, y, p, q, 1, S, g1, &2, h1, hy, iy, 1>

videalu [ = (]’l], ha, h3, h4, h5, hé, h, ]’l8, ]’l9, h10; hll)

Use R::=Q[x,y,p,q,r,s,g[1..2],h[1..2],1i[1..2],1[1..3],F];
I:=Ideal(1[1](q-y)-q,1[1]p-p+x,1[2]r-r+y,1[3](s-Xx)-s,q8[1]-
pgl2],
rg[1]+xg[2]-xr,rh[1]+xh[2]-xr,yh[1]+sh[2]-sy,qi[1]-pi[2],
yi[1]+si[2]-sy,x-1,y-1,f-g[1]h[2]-h[1]i[2]-
gl2]i[1]+h[2]i[1]+g[1]i[1]+g[2]h[1]);

Elim(x..i[2],I);

po faktorizace dostavame jedinou rovnici
- (LL—=0L+ D)=+ 1) -0+ 1)+ (bl + 1)2 =0,
vidime, Ze se jedna o vztah, ktery uvadime na zacatku kapitoly.

File Edit CoCoA CoCoAServer Settings Help

D2 oBE G| Do W «» o0E

— 7 _ \ —
— / N7 Vo -
- \ RN R AN --

/ /7 \ —

- Version 2 4.7.4 -
- Oonline Help : type 2 or ?keyword -
— Web site : http://cocoa.dima.unige.it —

—-- The current ring is R ::= QQIx,y.zl;

Interactive (0)

User R::=Q[xzpgrsg[l..2]h[1..2]i[1..2]1[1..2]1£];

I:=Ideal(1[1] (a-yv)-g,1l[1llp—p+x,1[2]r-r+y,1[3](s-x)-s,ag[1]l-pgl2],
rq[ll+xg[2]-xr, ¢ n[1]4xh[2]-xr,yh[1]+sh[2]-sy,qi[1]-pi[2],
yi[ll+si[2]-sy,x-1,y-1,f-g[1]1h[2]-h[1]i[2]-g[2]1i[1]1+h[2]i[1]1+g[1]1i[1]+g[2]1h[1]);
Elim(x..i[2],1I);:

Ready [136ms] Line: 6 Col: T HI: 1 WW: Normal AC: Off Al: Off

Obr. 29 Zavedeni problematiky do softwaru CoCoA

3.5 Feynmaniv trojihelnik
Tato matematickd véta je specidlnim ptipadem Routhovy véty.

Rozdé&lime-li strany trojihelnika ABC na ti1 stejné dily, potom plati [; = [, = [3 = —1/2.

Tim padem ze vzorce
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|IDEF|| (I+1)3
|ABC||  (B+1)’
dostavame, ze obsah trojuhelnika DEF je roven 1/7 obsahu trojihelnika ABC (Obr. 30)

[3].

Obsah DEF = 2.24

Obsah CAB = 15.66

Obr. 30 Feynmaniiv trojuhelnik

3.5.1 Konstrukce Feynmanova trojuhelniku pomoci DGS

Feynmantiv trojihelnik sestrojime v programu GeoGebra pomoci vlastnosti
Stejnolehlost. Nejprve si sestrojime ndstrojem Mnohouhelnik libovolny trojuhelnik
ABC. Poté vyuzitim zminéné funkce Stejnolehlost zkonstruujeme jednotlivé body 4, B’
a C’ na strandch 4B, BC a CA trojuhelnika. Nejprve si oznacime vzor pak stred

stejnolehlosti a nasledn¢ zadame do zobrazené kolonky koeficient podobnosti (Obr. 31).
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Obr. 31 Zadavani koeficientu podobnosti

V naSem ptipad¢ se jedna o jednu tfetinu. Priseciky DEF dvojic tsecek A4,
BB’ CC".

Verifikaci tvrzeni o Feynmanové trojuhelniku dokdzeme pomoci vlastnosti
Obsah. Program GeoGebra nam ur¢i obsahy trojuhelniki ABC a DEF. Vidime, Ze

nastrojem Ukazovatko ménime velikost trojuhelnika ABC a zaroven se ndAm méni obsah

trojihelnika DEF. Generovany pomér trojuhelnika je 1/7. Verifikace je tim padem

hotova.

3.5.2 Klasicky diikaz tvrzeni o Feynmanové trojihelniku

Jako dikaz ukazeme elegantni feSeni, které uvadi R. Nelsen v publikaci Proofs

Without Words I [4], diikaz uvadime stejné jako v publikaci beze slov (Obr. 32).
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Obr. 32 R. Nelseniiv diikkaz beze slov tvrzeni o Feynmanové trojihelniku

3.5.3 Diikaz tvrzeni o Feynmanové trojuhelniku pomoci CAS

Pro dikaz Feynmanova trojihelnika pomoci CAS zavedeme soustavu soutadnic
A=[0,0], B=[a,0], C=[0,v], G=[g1g:], H=[h1,h,], I=[i;i;] a pouzijeme zapis obsahil
trojuhelnika. (Obr. 33) Zavedeme polynomy:

hy:-12(q-y)—q =0,
hy:-12(p—p +x) =0,

hz: -12(r—r+y) =0,

hy:-1/2((s —x)—s) =0.

Déle plati vlastnosti:

E €44' © hs: qg1—pg, =0,

E €BB'"& hs :rg; +xg, -xr=0,
F€EeBB'&hy:rhy+xh; -xr =0,
FeCC e hsg:yh;+sh; -sy =0,
D €EAA"' e hy: qij+ piy =0,
DeCC' & hyy: yi;+si; -sy=0.
V soustavé soufadnic mizeme zvolit x = y = 1. Pro vznikly pomér obsahtl f trojuhelnik

DEF a ABC plati

hip: f=gihy + hpiy +goi; — hai; — gi> — gohy.
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0 0 1 g1 g2 1
a O 1 = h1 hz 1 . -
0 v 1 ii i, 1

Use R::=Q[x,y,p,q,r,s,g[1..2],h[1..2],1i[1..2],1[1..3],f];
I:=Ideal(1[1](q-y)-q,1[1]p-p+x,1[2]r-r+y,1[3](s-X)-s,q8[1]-
pg[2],rg[1]+xg[2]-xr,rh[1]+xh[2]-xr,yh[1]+sh[2]-sy,qi[1]-pi[2],
yi[1]+si[2]-sy,x-1,y-1,f-g[1]h[2]-h[1]i[2]-
gl2]i[1]+h[2]i[1]+g[1]i[2]+g[2]h[1],1[1]+1/2,1[2]+1/2,1[3]+1/2);
Elim(x..1[3],I);

Musime dokazat, Ze pomér obsahil trojihelnika GHI a obsah trojihelnika ABC je roven

1/7. Program CoCoA nam generuje odpoved”:

Ideal(7/3f - 1/3)

1
7

Z toho vyplyvé 7 (7f — 1) = 0 a tudiz f =

Vidime, Ze tvrzeni je pravdivé.

A[0,0] B[a,0]

Obr. 33 Zavedeni soustavy souradnic
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4 Urcovani mnozin bodu

4.1 Kardioida

Nézev rovinné kiivky vychazi z feckého slova kopdia, které lze pieloZit jako
srdce. Mizeme se setkat s po€eStélym nazvem srdcovka. V roce 1741 ji pojmenoval

italsky matematik Giovanni Salvemini [6].

Kardioida je mnozina vsech bodii X, které jsou soumerné s bodem A podle tecny

t a kruznice k s bodem dotyku M (Obr. 34).

Obr. 34 Kardioida
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4.1.1 Vykresleni kfivky pomoci programu GeoGebra — 1. zpiisob

Konstruovat kardioidu v programu GeoGebra mizeme nékolika zplsoby.
Nejprve si sestrojime libovolnou kruznici danou stftedem a bodem, pomoci vlastnosti
Prejmenovat... ptejmenujeme plvodni kruznici ¢ na kruznici & se stfedem S. Funkci
Novy bod volime bod M na kruznici k. Timto bodem vedeme tecnu diky nastroji Tecny

z bodu.

Kardioida patifi mezi cyklické kiivky, které lze sestrojit v programu GeoGebra
ne¢kolika zplsoby. Jako prvni zplsob si ukdzeme trajektorii pevné daného bodu
kruznice /, ktera se kotali kolem kruznice k o stejném poloméru. Nejprve si sestrojime
libovolnou kruznici ¢ danou sttedem 4 a bodem B. Pomoci funkce Prejmenovat...
pfejmenujeme stied 4 na S;, bod kruznice B na 4 a v posledni fad€ kruznici ¢ na k. Na
kruznici k volime libovolny bod M, kterym vedeme tecnu ¢ Dale sestrojime pomoci
funkce Osovd soumérnost bod X. Nejprve ozna¢ime bod A jako vzor a pak osu
soumeérnosti v naSem piipadé se jedna o te¢nu ¢, ziskdvame bod X. Vime, ze stied S
kotalejici se kruznice / lezi na spojnici S;M. Stred S, sestrojime tak, Ze osa usecky XM

nam protne piimku tvofenou body S;M pravé v bode¢ S, (Obr. 35).

Obr. 35 Vykresleni kardioidy pomoci kotalejici se kruZnice
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4.1.2 Urceni rovnice krivky — L. zpiisob

Zavedeme si rovnice, ze kterych budeme vychézet (Obr. 36).

Obr. 36 Zavedeni soustavy souradnic

Prvni vztah vychazi z rovnice kruZnice
Meksh :(u—ay+VvV —da’=0,
Si€t & hy: (u—ap/2+vg2—(u-au—v'=0,5[%1],

PA1te h;:pv+qgla—u)=0.
Do ptikazového fadku v softwaru CoCoA postupné zadavame

Dostavame

Use R::=Q [u,v,a,q,p];
I:=Ideal((u-a)”2+v”*2-a~2,(u-a)p/2+vq/2-(u-a)u-v~2,pv+q(a-u));
Elim(u..v,I);

Ideal(-a”4q”2 + 1/4a”2g”4 - a”™3qg™2p + 1/2a”2g"2p”™2 - a”3p”3 +
1/4a”2pn4),

Doplnime jesté o vlastnost Factor
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Factor(-a”*4q”2 + 1/4a”2g™4 - a”3g™"2p + 1/2a”2g”"2p”~2 - a”3p”3 +
1/4a~2pn4);

Program CoCoA nam generuje vysledek
[[4a"2q"2 — q"4 + 4aq™2p — 2q"2p"2 + 4ap”3 — p™4, 1], [a, 2], [-1/4, 1]].
Vidime, Ze hledana rovnice kardioidy je

4a°q’ — ¢ + daq’p —2¢°p’ + 4ap’ —p? = 0.

Ovétime pomoci programu GeoGebra, ze se jedna o kardioidu. Do ptikazového

fadku zapiSeme danou rovnici pomoci funkce Implicitni krivka.

ImplicitniKrivka[-y* + 1/4y =y x+1/2y’ X’ —x + 1/4 x%].

€7 GeoGebra @

Soubor Upraw Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Piinlasit

Al D OJON &l ~Jredl=2] 0

b Al no [ b Nakresna

Obr. 37 Dosazeni funkce ImplicitniKrivka do programu GeoGebra

Vidime, ze vznikld mnozina bodu, kterou nam vykreslil program GeoGebra, je hledana

mnozina boda kardioida.
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Obr. 38 Kardioida znazornéna Kotalejici se kruZnici

4.1.3 Vykresleni kiivky pomoci programu GeoGebra — I1. zpiisob

Dalsi zpiisob jak konstruovat kardioidu v programu GeoGebra si ukazeme
podobny zplisob jako v predeSlém vykresleni kivky. Jen nam hledanou kiivku urci bod

P. Vznikly jako prisecik kolmice z bodu 4 na te¢nu (Obr. 39).
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Obr. 39 Vznikly bod P

Program GeoGebra dokaze pomoci néstroje MnozZina bodu vykreslit mnozinu,
kterou bod P vykresli. Nejprve klikneme na bod P a néasledné na bod C, ktery je na
kruznici k. Software ndm okamzité¢ generuje kiivku, ktera se na prvni pohled jevi jako

srdcovka, ale mi nemizeme povazovat tento jev za opravdovy diikaz (Obr. 40)

Obr. 40 Kardioida
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4.1.4 Urceni rovnice krivky — I1. zptisob

Nejprve volime soustavu soutadnic (Obr. 41).

Obr. 41 Zavedeni soustavy souradnic

Prvni vztah ndm vychazi z rovnice kruznice

k:(x-a) +y’ =d°,

dostavame vztah:

Meksh :(u—ay+VvV —da’=0.

Déle dostavame pomoci rovnice tecny ¢ ke kruznici .

t:(u—a)x +vy—(u—au—v: =0,

Pete hz:(u-a)y+vqg-(u-ay3u-v2 =0,

a jako posledni rovnici musime urcit kolmost mezi teCnou ¢ a tseckou AP,
hs :pv +q(a—u)=0.

Eliminaci dostdvame rovnici kardioidy. Pouzijeme vytvotfené rovnice
Mekah :(u—ay+vV —da’=0,
Petehz:(u-a)yé+vqg-(u-ay3u-v=0,

PAL1te h;:pv+qgla—u)=0.

V programu CoCoA eliminujeme danné rovnice
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Use R::=Q[u,v,a,q,p];
I:=Ideal((u-a)”2+v~2-a~2,(u-a)p+vg-(u-a)u-vr2,pv+q(a-u));
Elim(u..v,I);

Dostavame rovnici

Ideal(-a”4g”2 + a”2q”™4 - 2a”3q”"2p + 2a*2q”*2p”2 - 2a"3p”3 +
a"2pn4).

Program CoCoA nam vygeneruje vysledek
[[a"2g”2 - q™4 + 2aq™2p - 2q"2p"2 + 2ap™3 - p™4, 1], [a, 2], [-1, 1]].
Neboli rovnice kardioidy je:

a2q2 — q4 + 2aq2p — 2q2p2 + 2ap3 — p4 =0.

Pokud tuto rovnici zadame do piikazového fadku v programu GeoGebra.

Vidime, Ze jde o kardioidu.

4.2 Strofoida

Patfi mezi cyklické kiivky, jako kardioida z pfedeslé kapitoly. Jednd se
o rovinnou kiivku tfetiho stupné, ktera vznika jako mnozina vSech pruseciki vySek
v rovnoramenném trojuhelniku. Jméno strofoida pochazi z feckého slova strophos, které
v ptekladu znamend krouceny pas. Strofoidu poprvé zminil ve své praci Isaac Barrow
vroce 1670, 1 kdyZ byla zminéna jiz kolem roku 1645 v dopisech Evangelisty
Torricelliho [5].

Je dan trojuhelnik ABC se zakladnou AB a kruznice k, (A, r = |AB|).

Ortocentrum X nam pohybem vrcholu C po kruznici k, vytvari mnozZinu bodii (Obr. 42).
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Obr. 42 Strofoida

4.2.1 Vykresleni kiivky v programu GeoGebra

Nejprve sestrojime kruznici & danou stftedem 4 a bodem B. Volime libovolny
bod C, ktery je prvkem kruznice k. Nastrojem Mnohouhelnik spojime body 4, B a C
a dostavame na$ zminovany trojuhelnik ABC. Vlastnosti Kolmice sestrojime vySky
trojihelniku ABC, vznikly prasecik vysek pojmenujeme jako bod X. Program GeoGebra
nam umozni diky funkci MnozZina bodu vykreslit mnoZinu, kterou bod X znazorni.
Nejprve klikneme na bod X a pak na bod C, kterym pohybem po kruZnici vytvarime

danou mnozinu (Obr. 43).
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€7 GeoGebra

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

DEEREEREEEE

¥ Algebraicke okno
= Bod
3 A=(33,016)
9 B=(6.92,0.4)
c 317)

b Nakresna

@ C 347
3 X=(53,122)
< Kugelosetka
<D K (X-3.3F+(y - 0168 =13,
= MnoZina bodt
5 mnotinat = MnozinaBodu[X
= Pfimka
“@ € 2.01x+3.01y=1432
9 d:1.61x-3.03y =483
5 3620+ 0.02y--19.15
= Trajihelnik
@ mnohothelnik1 = 5.47
= Usetka
3 a-343
4 b=3.62

5 ©,=3862

\ ~
Vstup

Obr. 43 Strofoida generovana pomoci funkce MnoZina bodii

4.2.2 Urceni rovnice krivky

Nejprve si zavedeme soustavu soutadnice 4 = [0,0], B =[a,0], C = [u,v],
X =[p,q] (Obr. 44).

Obr. 44 Zavedeni soustavy souradnic
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Nejprve si zavedeme rovnici kruznice, na které lezi bod C. Analyticky zépis
kruznice je x° + y° = ¢’ musime dosadit vrchol C = [u,v], ktery lezi na kruZnici .

Dostavame rovnici ve tvaru:
2, .2 2
Cekeh :v+v—a =0,

Déle vime, Ze bod X lezi na vySce v, a v.. VySka v, je dana piedpisem (u — a)x +vy =0,

do kterého kdyz dosadime bod X dostavame relaci

X€evy, e hy:(u—a)p +vqg =0,

Jako posledni rovnici ur¢ime, ze bod X je prvkem vysky v.. Dostdvame rovnici
Xeveeh;:p-u=0.

Musime eliminovat parametry u a v. Parametr u eliminujeme velmi jednoduse,
, . c 1, v ’ , . rox 2 2
z posledni rovnice vidime, ze u = p. Po dosazeni do zbylych rovnic dostadvame p” + v° —

a’=0a(p—a)p +vg = 0 po upravé t&chto dvou rovnic dostavame rovnici
(p-a) [p’(p—a) +4¢’(p +a)]=0.
Rovnice
pPp—a)+q(p+a)=0,
predstavuje algebraickou kiivku ttetiho stupné. Mlizeme zapisovat

, _ p*la—p)
pt+a

)
toto je ekvivalentni s rovnici

a—p
a+p

q==*p

Parametry p, ¢ nahradime soufadnicemi x, y. A mizeme psat
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a—Xx

= —X
Y a+x

Kontrolu provedeme pomoci programu GeoGebra, ktery nam vygeneruje strofoidu

(Obr. 45).

A8 B[a0]

Obr. 45 Vykreslena strofoida

Postupné zapiSeme rovnice, které jsme generovali pii eliminaci v predeSlém
dokazovani.

Use R::=Q[a,u,v,p,q];
I:=Ideal(p-u,up-ap+vq,u”r2+v~2-a*2);
Elim(u..v,I);

Program CoCoA nam generuje rovnici ¢tvrtého stupné

Ideal(-a”2p”2 + 2ap”3 - p™ + a™2q”*2 - p”2q"2),
Po zménéni parametru p,g na x,y a nasledné upravé dostavame podobné rovnice jako
u predeslého dikazu
X’(x — a) =y’ (— x —a).
Po dosazeni do piikazového fadku programu GeoGebra pomoci funkce

ImplicitniKrivka zjistujeme, ze jde opravdu o strofoidu.
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5 Zavér

GeoGebra a také CoCoA jsou pocitacové programy, které usnadiiuji vysvétleni
nékterych matematickych problémi jak na zakladnich, tak rovnéz na stfednich Skolach.
Diky témto programiim mohou zaci Iépe pochopit danou problematiku. Velikou
vyhodou obou programti je jejich bezplatna licence a moznost volného stazeni, diky
¢emuz lze GeoGebru 1 CoCou vyuzivat pii vyucovani ve Skole 1 pti praci doma. Pti
pouzivani programu GeoGebra jsem se nesetkal s negativnimi vlastnostmi, u programu
CoCoA bych vytkl slozité zadavani rovnic a mozna snad jeSté anglické prostredi

softwaru.
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