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Anotace

S modernimi informa¢nimi technologiemi se setkdvame kazdy den. Slouzi k
pomoci v praci, k zabave, ale maji také velky potencial pro vyuziti ve vzdélavani. Tato
prace se zabyva jejich vhodnou aplikaci do vyuky matematiky, na tematiku
goniometrickych funkci. Cilem je vytvofit konstrukce, které by potencial modernich
technologii co nejlépe vyuzily. Pro feSeni problematiky byl vybran program GeoGebra
pro moznost tvorby dynamickych konstrukci a pro dalsi nesporné vyhody, zminéné dale
v praci. K vytvofenym konstrukcim jsou pfiddny podrobné navody, jak je lze sestrojit.
Prace je také doplnéna feSenymi tlohami a pracovnimi listy, zaméfenymi na aplikaci

goniometrickych funkci do redlnych situaci.

Annotation

Modern information technologies accompany all of us in our daily life. They not
only use to serve to our work and for the entertainment, they even have got a great
potential to be used in the education. The submitted thesis deals with the appropriate
utilization of the special IT application in the pedagogic process, especially in teaching
of maths, the topic of trigonometric functions. The aim of this thesis is to create structures
with a high potential of the modern technology handling. To tackle this task the graphical
program GeoGebra was chosen due to its qualities for creating dynamic structures and
the other advantages presented further in the thesis. To the created constructions the
detailed instructions how they can be constructed are added. The thesis is also
accompanied by worksheets with solved tasks, focusing on the application of

trigonometric functions in real situations.
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1 Uvod

Pojem nové technologie je reprezentovan informac¢nimi technologiemi, které v 21.
stoleti zazivaji velky rozmach. Mezi n¢ se jiz nefadi pouze osobni pocitale, ale také
tablety a chytré telefony, jenz je mnohdy mohou zcela nahradit. V pracovnim i osobnim
zivot€ je vyuziva témer cela populace zapadni civilizace, a proto je vhodné zacit
informacni technologie vyuzivat i ve vzdélavani. Avsak zplsob jejich pouziti pfi vyuce
musi byt promysleny. V matematice miize mit piinos tvorba dynamickych konstrukei a
jejich aplikace na vybrana témata. Aby bylo vyuzito co nejvice potencialu, ktery tyto
technologie nabizi, je také tfeba ptizpusobit vyklad uciva, dat zaktim cCas na praci

s konstrukcemi a prostor k vyvozovani vlastnich poznatk, které z nich mohou vyplyvat.

Tato prace je zaméfena na tvorbu a vyuziti dynamickych konstrukei v ucivu
goniometrickych funkci. Pro zpracovani konstrukei jsem vybral dynamicky matematicky
software GeoGebra z n¢kolika divodi. Zakladnim divodem vybéru je jednoduché a
prehledné pracovni prostfedi programu, ve kterém zvladnou sestrojit dynamicke
konstrukci 1 zaci. GeoGebra je multiplatformni, open source aplikace. Moznost jejiho
vyuZiti nejen na PC, ale také na tabletech a chytrych mobilnich telefonech, a bezplatna
dostupnost jsou dalsimi nespornymi vyhodami. Zaci tedy nejsou vazani pouze na $kolni

pocitacové ucebny, ale mohou vyuZzivat aplikaci takika kdekoli.

Hlavni naplni prace je vyhotoveni vhodnych dynamickych konstrukei, které
nazorn¢ demonstruji odvozeni goniometrickych funkci, jejich vlastnosti. Konstrukce jsou
doplnény o podrobné navody, podle kterych by je méla zvladnout sestavit 1 osoba, jenz
se s GeoGebrou dosud nesetkala. Poté nasleduje vyklad na konstrukce navazujiciho
uciva. Tematicky celek goniometrickych funkci je v praci rozdélen na Ctyfi ¢asti. Na
konec kazdé ¢asti jsou pridany feSené piiklady.

Prvni ¢ast se zabyva funkcemi sinus a kosinus pro ostry thel. Nejprve je pomoci
dynamickych konstrukci vysvétlen vztah stran v trojihelniku, ze kterého odvozeni
ptredpisu téchto funkci pro ostry thel vyplyva. Nasleduji konstrukce predstavujici zménu
velikosti hodnot funkci a jejich zékladni vlastnosti. Dals§i konstrukce znazornuje
prevedeni velikosti tthlu na osu x. Tato konstrukce se pomoci kruznice o poloméru 1,

valici se po ose x, snazi vysvétlit jakym zptisobem a pro¢ 1ze velikost thlu na tuto osu



prevést. Na zékladni Skole se neuvadi obloukova mira, proto lze konstrukci povazovat za
jeji predstupeny, diky kterému by mohli Zaci pozdéji obloukovou miru snaze pochopit.
Poslednimi konstrukcemi v prvni ¢asti jsou dynamické grafy funkci pro ostry tthel. Zavér
tvofi feSené ptiklady, ve kterych si Zzaci procvi¢i urCovani piredpisu danych
goniometrickych funkci, hodnot pro vybrané uhly a vyfe$i né€kolik slovnich tloh

vyuzivajicich danou tematiku v redlnych situacich.

Druha cast je zaméfenda na ucivo goniometrickych funkci pro stfedni Skoly.
Zabyva se rozsifenim funkci sinus a kosinus pro libovolné velky uhel. Na zacatku je
vysvétlen vyznam obloukové miry a jednotkové kruznice. Na to navazuji dynamické
konstrukce grafii funkci a uvedeni vlastnosti funkci, které jsou z ptedchozich konstrukci
patrné. Kapitolu uzaviraji dynamické konstrukce vlivu parametrt na funkce, ve kterych
mohou zaci pozorovat, jak jednotlivé parametry funkci ovliviiuji jejich grafy. Posledni
véci v druhé ¢asti jsou opét feSené priklady zabyvajici se pfevodem velikosti uhli ve
stupnich na radiany, ur¢enim hodnoty funkei v tthlech danych velikosti a konstrukci grafti

funkci.

Tteti a Ctvrta Cast jsou zaméfeny na funkce tangens a kotangens. Jejich struktura

je téméf totoznd se strukturou predchozich ¢asti.

Ptilohu préace tvoii pracovni listy zaméfené na tematiku goniometrickych funkci
a dynamické konstrukce popisované Vv praci. V pracovnich listech si Zaci procvici
aplikaci goniometrickych funkci do realnych situaci pomoci slovnich uloh. U
jednodussich tloh Zaci nartnou i1 nakres dané situace. V Ulohach, které mohou byt
naro¢n¢j$i na piedstavivost, je nakres soucasti zadani. Za kazdym pracovnim listem

nasleduje list se spravnym feSenim.



2 Funkece sinus a kosinus pro ostry uhel

K zavedeni funkci sinus a kosinus pro ostry thel mizeme vyuzit podobnosti
trojuhelnikti. Pokud maji dva pravouhlé trojuhelniky dals$i shodny thel, vime, ze jsou
shodné podle véty UU. Kdyz zname délku jejich stran, tak dokadzeme urcit koeficient
podobnosti. Zaroven by také méli mit dvé strany z jednoho trojuhelniku stejny pomér
jako dvé€ jim odpovidajici strany z druhého trojihelniku. Jelikoz u trojuhelniku ABC
zname thel a u vrcholu A a strany a, b, u trojihelniku DEF uhel & u vrcholu D a strany
d,e, tak bychom se méli zaméfit na pomér mezi témito stranami. D¢lit budeme
protilehlou stranu, kterou nazveme protilehlou odvésnou, nejdelsi stranou v trojuhelniku,

kterou nazveme pteponou. Z Obr. 1 vidime, Ze plati:

protilehla odvésna a d
v - T =:_-=:0I5
prepona b e
r
c prepona

e=9 d=45

prepona i
protilehla odvésna

b=6 a=3

protilehla odvésna

Obr. 1: Protilehlé strany a odvésny v podobnych pravothlych trojuhelnicich



Pokud u trojihelniku ABC nezname velikost protilehlé odvésny a, ale velikost
strany c, a u trojuhelniku DEF zname misto velikosti protilehlé odvésny d velikost strany
f, tak se zamétime na pomér Stran b, ¢ a na podil stran e, f. Strany c, f, které s pfeponou

sviraji dané ihly, nazveme piilehlé odvésny. Z obr. 2 vyplyva, Ze plati:

prilehla odvésna ¢ e
_ S>—=—=087
prepona b f
E
prepona
=9
prepona ‘ d
b=6
A ¢=52 B D f=7.79 E
pfilehla odvésna piilehla odvésna

Obr. 2: Ptilehlé strany a odvésny v podobnych pravouhlych trojuhelnicich
2.1  Dynamicka konstrukce poméru protilehlé odvésny uhlu a piepony

Nejprve si ve spodni ¢asti nakresny vytvofime bod a pojmenujeme ho A. Objekty
pfejmenujeme tak, Ze na n€ klikneme pravym tlacitkem mySi a vybereme moZnost
Prejmenovat. Poté timto bodem povedeme ptimku, ktera by pro lepsi ptehlednost méla
byt rovnobéznd se souradnicovou osou x. Tuto piimku vytvofime pomoci nastroje
Rovnobézka tak, ze klikneme kurzorem na osu x a poté na bod A. Vzniklou pfimku
pojmenujeme a; (napiseme a_1, jelikoz podtrzitko pied ¢islem udéla z ¢isla za nim dolni
index) a na ni naneseme pomocny bod, ktery si nazveme P;, tak, ze bude napravo od bodu
A. Nyni vytvoiime thel o o velikosti 30° pomoci nastroje Uhel dané velikosti. Poté co si
tento nastroj vybereme, klikneme na pomocny bod, poté na bod A a vysko¢i okénko, do
kterého vyplnime velikost thlu. Moznost ,,proti sméru hodin“ nechdme zvolenou a
klikneme na tlacitko OK (Obr. 3). S vytvofenym uhlem vznikl dalsi bod, ktery nazveme

P,. Body P;, A, P, vymezuji thel a, plati |<P;AP,| = a. Dale sestrojime piimku ¢y,



ktera bude prochazet body A a P,. V dal§im kroku vybereme nastroj Posuvnik, klikneme
kurzorem do nakresny, otevie se ndm okno s nastavenim posuvniku, za nazev posuvniku
zvolime c,, interval dame od 1 do 20, krokovani po 0,1, klikneme na OK a tim se
posuvnik vytvoti (Obr. 4). Nyni zvolime nastroj Kruznice dana stredem a polomeérem,
klikneme na bod A, protoze v tomto bod¢ potiebujeme mit stfed kruznice, a za polomér

zvolime posuvnik c, (do pole Polomér napiSeme pouze c_2).

Dale pouzijeme nastroj Priisecik a ozna¢enim kruznice a ptfimky a, ziskame jejich
priseciky. Prisecik napravo od bodu A nazveme bodem B, prisecik nalevo od bodu
A skryjeme, jelikoz pro nds v konstrukci nema vyznam. Stejné tak muizeme skryt i
pomocné body P, a P,, abychom méli konstrukci piehlednéjsi. Body skryjeme kliknutim
na modry kruh, ktery je v algebraickém okné vedle daného bodu. Poté pomoci nastroje
Kolmice vytvorime kolmici k pfimce a; prochazejici bodem B a pojmenujeme ji b;.
Prusecik b; a c; nazveme bodem C. Nyni pouzijeme nastroj Mnohouhelnik. Po kliknuti

na body A, B, C aznovu na bod A se vytvoii trojihelnik ABC.

Uhel
307

(®) proti sméru hodin(+)

() ve sméru hodin(-)

Storno

Obr. 3: Nastaveni tthlu dané velikosti

c 2

[ ] Nahodnj

Interval | Posuvnik | Animace

min: |1 max: |20

Storno

Obr. 4: Nastaveni posuvniku
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Ten miizeme ve vlastnostech pro lepsi prehlednost barevné upravit. Po kliknuti
pravym tlacitkem mysi na trojuhelnik se zobrazi nabidka zdkladnich moznosti, mezi
kterymi je polozka Vlastnosti. Vlastnosti objektu také mizeme najit po oznaceni objektu
levym tlagitkem a naslednym rozbalenim polozky Upravy v hlavni nabidce. V Upravdch
jsou Vlastnosti sedmou podpolozkou. Ve vlastnostech trojuhelniku ABC nejprve
odznacime pole Zobrazit popis, barvu a prihlednost mizeme zménit v zalozce Barva.
V levé Casti okna vlastnosti se nachdzi seznam objektl z algebraického okna a v této ¢asti
mizeme vybrat dal$i objekty, u kterych chceme zménit vlastnosti. Z tohoto seznamu
vybereme stranu a, vedle pole Zobrazit popis uvidime rozbalovaci polozku s napisem
Nazev, rozbalime ji a zvolime moznost Ndzev a hodnota. U strany b zvolime moznost

Nazev. Poté u obou stran miizeme zvolit jinou barvu.

Protoze zkouméame pomér mezi stranami a, b trojuhelnika ABC, napiSeme vedle
konstrukce pomocny text, podle kterého zjistime, jak bude pomér mezi stranami vypadat.
Nejprve si vytvoiime ¢islo u, které bude vyjadrovat ¢iselnou hodnotu poméru a ku b. Do
vstupniho pole napiseme u = a/b. Dale zvolime nastroj Text, klikneme do nakresny a
zobrazi se okno, do kterého napiSeme a/b =, poté v polozce Objekty vybereme a, b,
mezi né napiSeme lomitko, pak znak rovna se a nakonec vybereme objekt u. Objekty
vybirdme proto, zZe se v generovaném textu zobrazi jejich ¢iselna hodnota. Pokud bychom
chtéli mit misto lomitek zlomky, zaskrtneme moznost LaTeX vzorec a napiseme: \frac
{a}{b}=\frac {zde vybereme objekt a}{ zde vybereme objekt b}={zde vybereme objekt
u} (Obr. 5).

[ Text -

Upravy
\frac {a}{bi=trac {a b }  u

LaTeXw_orecv | Symboly « | Objekty =

ERER RN
a 635

inove oK Storno
, MNapovéda

Obr. 5: Nastaveni textu
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Nyni je konstrukce pfipravena ke zjistovani zmén poméru stran a, b pii zménach

velikosti trojihelniku ABC.

c e
P -

protilehld strana  a L
il -
prepona b

a 635
- = 0.5
boo127

Obr. 6: Konstrukce podilu protilehlé odvésny thlu a pifepony
2.2  Dynamicka konstrukce poméru prilehlé odvésny uhlu a pfepony

K nazornému zobrazeni poméru piilehlé odvésny thlu a pfepony v podobnych

pravouhlych trojuhelnicich lze vyuZit dvou konstrukeci.

1) Prvni z nich vytvofime pouhym upravenim popist dynamické konstrukce
podilu protilehlé odvésny thlu a pfepony.

2) Druha, nazornéjsi konstrukce, je vytvofena na podobném principu jako
dynamicka konstrukce podilu protilehlé strany thlu a pfepony s tim rozdilem,

ze pohybliva je strana c, nikoliv strana a.
Dynamické konstrukce €. 1

Jako zaklad vezmeme dynamickou konstrukci podilu protilehlé odvésny uhlu a
ptepony. Ve vlastnostech objektii zvolime u moznosti Zobrazit popis moznost Ndzev a
hodnota pro stranu b a moznost Ndzev pro stranu a. Poté dvojklikem levého tlacitka mysi
na pomocny text otevieme okno Upravy. Misto a ve sloZzené zavorce napiSeme c, misto
objektu a vybereme objekt c. Nakonec musime zménit ¢islo u, aby zobrazovalo spravny
vysledek nového podilu. Dvojklikem na ¢islo u, které nalezneme v algebraickém okné,

otevieme okénko Preddefinovat a napiseme do néj c/b.

12



: ~

piilehld strana _ ¢ £~

prepona b /
: 11
s = —0.87 <

b 127

L}

~ _
/ A c=11 B
4

Obr. 7: Konstrukce podilu pfilehlé odvésny a piepony €. 1
Dynamicka konstrukce ¢. 2

Zacneme tim, Ze v horni ¢asti ndkresny vytvofime bod C. Poté timto bodem
povedeme piimku, ktera by pro lepsi piehlednost méla byt rovnob&zna se souradnicovou
osou y. Tuto pfimku vytvofime pomoci nastroje Rovnobézka tak, ze klikneme kurzorem
na osu y a poté na bod C. Vzniklou pfimku pojmenujeme b; (napiSeme b_1, jelikoz
podtrzitko pted ¢islem udé€la z Cisla za nim dolni index) a na ni naneseme pomocny bod,
ktery si nazveme Py, tak, ze bude umistén pod bodem C. Nyni vytvofime thel y 0 velikosti
60°. (Jelikoz thlu a je vybrana velikost 30°, thel S je pravouhly a soucet velikosti tthl
Vv trojuhelniku ¢ini 180°, tudiz Ghel y musi mit 60°. Pokud bychom chtéli uhlu a zvolit
jinou velikost, (thel gama musi mit velikost 90°— a.) Vybereme si nastroj Uhel dané
velikosti., klikneme na pomocny bod, poté na bod C, a vysko¢i okénko, do kterého
vyplnime velikost tuhlu. Moznost ,,proti sméru hodin“ nechame zvolenou a klikneme na
tlacitko OK. S vytvofenym uhlem vznikl dalsi bod, ktery nazveme P,. Body P;, C, P,
vymezuji thel y, plati [<P;CP,| = y. Déle sestrojime piimku c,, kterd bude prochazet
body C a P,. Uhel y jiz neni potieba, a tak ho skryjeme kliknutim na modry kruh, ktery
je v algebraickém okn¢ vedle daného bodu. V dal§im kroku vybereme nastroj Posuvnik,
klikneme kurzorem do nékresny, otevie se nam okno s nastavenim posuvniku, za nazev
posuvniku zvolime a,, interval dame od 1 do 20, krokovani po 0,1, klikneme na OK a

tim se posuvnik vytvofi. Nyni zvolime nastroj Kruznice dana stredem a polomérem,
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klikneme na bod C, protoze v tomto bodé potiebujeme mit stfed kruznice, a za polomér

zvolime posuvnik a, (do pole Polomér napiseme pouze a_2).

Déle pouzijeme nastroj Prusecik a oznacenim kruznice a piimky b, ziskame jejich
pruseciky. Prasec¢ik dole od bodu C nazveme bodem B, pruse¢ik nahote od bodu C
skryjeme, jelikoZ pro nas v konstrukci nema vyznam. Stejné¢ tak miizeme skryt i pomocné
body P, a P,, abychom m¢li konstrukci piehlednéjsi. Poté pomoci nastroje Kolmice
vytvoiime kolmici k pfimce b, prochazejici bodem B a pojmenujeme ji a,. Praseéika, a
¢, hazveme bodem A. Nyni pouZijeme nastroj Mnohouhelnik. Po kliknuti na body A4, B,

C a znovu na bod A se vytvoti trojahelnik ABC.

Nakonec stejné jako v dynamické konstrukci podilu protilehlé odvésny uhlu a
pfepony strany trojuhelniku barevné upravime, zobrazime jejich ndzev a u stran b, c a u
uhlu a nechame zobrazit i jejich velikost. Poté vytvotrime ¢islo u, které¢ bude mit hodnotu
c/b. Nastrojem Text vytvoiime pomocny text tak, ze klikneme do nékresny, zobrazi se
okno, do kterého napiseme c/b = [c]/[b]=[u]. (Misto [c], [b], [u] vybereme objekty c, b,
u z polozky Objekty). Objekty vybirame proto, Ze se v generovaném textu zobrazi jejich
¢iselnd hodnota. Pokud bychom chtéli mit misto lomitek zlomky, zaskrtneme moznost
LaTeX vzorec a napiSeme: \frac {c}{b}=\frac {zde vybereme objekt c}{ zde vybereme
objekt b}={zde vybereme objekt u}.

prilehld strana ¢
prepona b

c 1559

b 18

= (.87

d /@

A c=1559 B

_,

Obr. 8: Konstrukce podilu ptilehlé odvésny a ptepony €. 2
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2.3 Zavedeni funkce sinus a a kosinus «a

Z konstrukce poméru protilehlé odvésny a prepony miizeme zjistit, Ze pomér mezi
protilehlou odvésnou a pieponou je u vsech podobnych pravouhlych trojihelnikt stejny.

Tento pomér oznac¢ime sinus thlu a, zapisujeme sin a. Mlizeme tedy napsat:

protilehla odvésna

sina = —
prepona

Z konstrukce pomeéru prilehlé odvésny a prepony je patrné, ze pomér mezi
zkoumanymi stranami bude také u vSech podobnych pravouhlych trojuhelnika Stejny.
Pomér mezi pfilehlou odvésnou a pieponou ozna¢ime jako kosinus thlu a a zapisujeme

cos a. Kosinus uhlu tedy definujeme jako:

prilehla odvésna

cosina = -
prepona

2.4 Dynamicka konstrukce zmény velikosti sinu a kosinu tihlu

Zacatek bude stejny jako pfi konstrukci poméru protéjsi strany thlu a piepony.
Nejprve vytvotime bod A, poté timto bodem povedeme piimku a,, rovnobéznou s 0Sou
X, ana ni, napravo od bodu 4, umistime pomocny bod P. Déle vytvoiime dva posuvniky,
prvni bude vyjadfovat velikost thlu a a druhy polomé&r kruznice k. V okné& pro nastaveni
posuvniku zvolime pro prvni posuvnik moznost Uhel, za nazev zvolime a; (napiseme
a_1) a interval nastavime od 0° do 90°. Pro druhy posuvnik ponechame moznost Cislo,
za nazev zvolime r, interval nastavime od 1 do 10 a u moznosti Krokovani hodnotu 1.
V dal§im kroku pouzijeme néstroj Uhel dané velikosti, klikneme na bod P, potom na bod
A, do kolonky velikosti uhlu napiSeme a_1. Spolu s novym thlem a vznikne dalsi bod,
P‘. Timto bodem povedeme piimku tak, aby prochazela i bodem A a ozna¢ime ji b;.
Nastrojem Kolmice vytvofime piimku c;, ktera bude na pfimku b; kolma a bude

prochéazet bodem A.
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Tl EEH® 2

! Zakladni | Barva | Styl | Pro pokrocilé | Skriptovani

]

. Tex Nazev: |a
Trojinelnik Definice: Usecka[C, B, mnohouhelnik]

“-@ mnohouhelnik Popisek:
- Unel

Zobrazit objekt
Zobrazit popis: |Nazev & Hodnata v
[1Zobrazit stopu
[ Upevnit objekt

[1Pomocny objekt
. 1 § - R N
Cislo [ povolit vnéjsi prisetiky
t
Ctyfstranny
@ mnohouhelnik2

Obr. 9: Vlastnosti objektt

Nyni pomoci nastroje Kruznice dand sttedem a polomérem vytvotime kruznici k
se stiedem v bod¢ A a polomérem r. Na jednom z prinikt piimky b; a kruznice bude
leZet bod C. Ten sestrojime pomoci néstroje Priisecik, kterym ozna¢ime kruZnici a ptimku
b,. Zabod C zvolime prisecik leZici na strané thlu a, druhy prisecik kliknutim na modry
kruh, nachézejici se u kazdého objektu v algebraickém oknég, skryjeme. Skryt mizeme i
body P a P‘. Déle vytvoiime piimku kolmou k pfimce a,, ktera bude prochazet bodem C.
Prisecikem téchto dvou piimek bude bod B. Po vybéru nastroje Mnohouhelnik
zkonstruujeme trojuhelnik ABC. U trojuhelniku ABC stejné jako u piedchozi konstrukce
zménime barvu a popis jeho stran. V polozce Vlastnosti v zalozce Zdakladni zvolime u
strany a i strany b zobrazeni Ndzev a hodnota (Obr. 9) a u mnohothelniku, tak je
automaticky pojmenovany trojuhelnik ABC, odzna¢ime pole Zobrazit popis. Druhou

zalozkou vlastnosti je Barva, tam ptidélime kazdé stran¢ jinou barvu.

Nakonec vytvofime ¢islo u, které bude odpovidat hodnoté sina, a vedle
konstrukce napiSeme pomocny vzorec, aby hodnota sinu thlu a byla vidét. Do vstupniho
pole napiSeme u:= a/b. Vzorec vytvoiime zvolenim nastroje Text, do jehoz okna

napiSeme sina = a/b = [a]/[b] = [u] (misto [a], [b], [u] vybereme v polozce
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Objekty a, b, u). Pokud bychom chtéli mit vzorec se zlomky, zaskrtneme pole LaTeX
vzorec a napiSeme sina=\frac{a}{b}=\frac{objekt a}{ objekt b}= objekt u.

e

N\

N

a=8.66

\

AN

Obr. 10: Dynamicka konstrukce zmény velikosti sinu tthlu

Dynamické konstrukce zmény velikosti sinu thlu bude vychazet z pfedchozi
konstrukce, bude vSak obsahovat n€kolik malych zmén. U strany a nastavime zobrazeni
pouze nazvu, u strany ¢ zobrazeni ndzvu a hodnoty. Cislu u zménime prepis na u: = c/b.
Pomocny text prepiSeme do podoby cosa = c¢/b = [c]/[b] = [u] (misto [c], [b], [u]
vybereme objekty c, b, u).
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A

=10

B

2.5

trojuhelniku

Obr. 11: Dynamicka konstrukce zmény velikosti kosinu thlu

Zmeéna velikosti a vlastnosti funkce sina a cos a pro thel v pravoihlém

Kazdy tihel a spliujici podminku 0° < @ < 90° ma jinou hodnotu sin a. Pokud

se zvétSuje velikost uhlu a, zvétSuje se 1 hodnota jeho sinu. KdyZ se uhel @ zmensuje,

klesa i hodnota jeho sinu (Obr. 12). To je dano tim, ze pii zvétSovani thlu a se koncovy

bod piepony vzdaluje od zakladny trojuhelniku (pfilehlé odvésny) a protilehla odvésna

tudiz musi zvétsit svou velikost, aby se s nim spojila.

a >3
. a 8.66
stna = - = —— = 0,866
b 10
. al 5
sin by 10 ,

0,866 > 0,5 = stna > sin

24

Obr. 12: Zména velikosti sin «
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Plati, ze pokud je velikost tthlu v trojuhelniku od 0° do 90°, bude se velikost sin

pohybovat v rozmezi od 0 do 1. MiZzeme také zapsat 0° < & < 90° - 0 < sina < 1.

V piipadé, ze uhel @ = 0° nebo @ = 90° nelze vyuzit pravouhlého trojuhelniku,

protoze zadny trojuhelnik nemutze mit thel 0° nebo dva pravé thly.

Pokud a = 0°, velikost protilehlé odvésny je také nulova. Jelikoz v této situaci
nemame trojuhelnik, nahradime pojem piepona pojmem rameno thlu. Po dosazeni do

vzorce ziskame:

0
in0°=——=0
s rameno uhlu

Pokud a = 90°, tak trojuhelnik neexistuje a @ nema zadnou protéjsi odvésnu, ale
¢im vice se bude a svou velikosti k 90° pfiblizovat, tim vice se bude ptiblizovat velikost

protéjsi odveésny k velikosti pfepony.

Proto pro sin a, @ = 90°, dosadime do Citatele vzorce misto velikosti protilehlé
odvésny velikost ramene uhlu (jelikoZ nemame trojuhelnik a tak by nebylo pfesné pouzit

pojem piepona) a ziskame:

190° rameno uhlu
sin = —=
rameno Uthlu

Pti zméné poloméru kruznice k na velikost 1 bude velikost pifepony trojihelniku
ABC rovna jedné. V tomto piipadé bude velikost protilehlé strany rovna velikosti sinu

uhlu, jelikoZ plati:

_ protilehla strana a
sina = v ==
prepona 1

=a

Kosinus pro thel a, 0° < a < 90°, m4 stejné jako sin a, pro kazdou velikost uhlu
jinou hodnotu. Zména velikosti jeho hodnoty je oproti sin @ opacné. Se zvétSujicim se

uhlem a se zmensuje velikost strany b a tudiz i hodnota kosinu thlu.
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a>3

c 5 0.5
cosoe = — = — =
b 10 ’
c 8.66
= - =——=0,866
cosf3 b, 10 R

0,5 < 0,866 = stna < sing3

Obr. 13: Zména velikosti cos «

V piipadé velikosti thlu a Vv rozmezi od 0° do 90° bude cos a nabyvat hodnot od

Odo 1.

Pokud bude thel @ = 0°, bude situace stejna jako v ptipad¢ sin a, kdy a = 90°,
jelikoZ se zmenSujici se velikosti tthlu a roste velikost pfilehlé strany. Trojuhelnik ABC
neexistuje, stranu ¢ tedy nemtizeme oznacit za preponu, ale rameno uhlu a. Strana b bude
také piedstavovat rameno uhlu, které bude mit stejnou velikost jako rameno c. Bude tedy

platit:

0° rameno uhlu
cos0° =——— =
rameno uhlu

V piipadé, kdy @ = 90°, bude situace stejna jako u sin a, kdy @ = 0°. S nulovou
velikost strany ¢ zanika trojuhelnik a pfeponu trojuhelniku tedy ozna¢ime jako rameno
uhlu. Dosazenim do vyrazu pro kosinus ziskame:

0

c0s90° = ——— =
rameno uhlu

Pokud polomér kruznice k bude mit velikost 1, bude velikost ptepony c také rovna

jedné a tedy hodnota cos a bude rovna velikosti strany.

pritilehla strana ¢
cosa = v = —
prepona 1

=cC
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2.6 Vyjadieni velikosti sin a a cos a nékterych uhli pomoci zlomku

Hodnota sina i cos a se pro vétSinu uhlu vyjadiuje desetinnym ¢islem, ale u
nekterych thli mizeme vyjadfit pfesnou hodnotu jejich sinu pomoci zlomku ¢i celého

Cisla (Tab. 1).

Tab. 1: Tabulka hodnot sin @ a cos a vybranych thlt

a 0° 30° 45° 60° 90°
1
sina 0 — \/_i \/_§ 1
2 2 2
1
cosa 1 ﬁ E — 0
2 2 2

Pro thly a=30° a a=60° mizeme hodnotu jejich sinu odvodit

z rovnostranného trojuhelniku (Obr. 14).

Obr. 14: Rovnostranny trojihelnik pro odvozeni hodnoty sin 30° a sin 60°

Rovnostranny trojuhelnik ABC je vySkou z bodu C rozdélen na dva stejné
pravouhlé trojuhelniky s tthly o velikosti 30° a 60°. Protoze je trojuhelnik rovnostranny,

plati, Ze:
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sin 30°

N —
a

sin 30° = =

o

Pro odvozeni sin 60° bude tfeba vypocitat velikost vysky.

%
sin 60° = —

c

2
— 32_\/§
v= |zt =5c

V3,
sin 60° = 2
c

w

~|

Pro odvozeni sin 45° vyuzijeme ¢tverec rozdéleny thloptickou na dva pravouhlé

trojtthelniky (Obr. 15).

A a=6

Obr. 15:Ctverec pro odvozeni sin 45°

a
sin45° = —
u

u=+a%+a?=+2a?= V2a
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a

sin 45° = —
V2a
. 1 V2 2
sin45°= —= —=—
2 VZz 2

Odvozeni hodnoty cos a pro uhly a = 30°, @ = 45° a a = 60° je stejné jako u

sin a. Také lze pozorovat, Ze plati cos @ = sin(90° — «) protoze:
a+f+90°=180°=>F =90°—«

b

b
cosa =—,sinff =—=cosa =sinf
c c

cosa = sin(90° — a)
2.7 Prevedeni velikosti uhlu na osu x

Tuto konstrukci zaéneme vytvofenim posuvniku o pomoci nastroje Posuvnik.
V nastaveni posuvniku zvolime moznost Uhel a Vpolozce Interval nechame
prednastavené rozmezi 0°do 360°. Dale sestrojime bod A tak, Ze do vstupniho pole
napiSeme A = (a, 1). Nastrojem Kruznice dana stredem a polomérem vytvoiime kruZnici
k se sttedem v bodé¢ A o poloméru 1. Poté sestrojime prisecik kruZnice k s osou x
snazvem B. Pomoci nastroje Otoceni o uhel vytvotime bod B‘, ktery bude od bodu B
otoCen o uhel a se stiedem otoceni v A. Po vybéru Otoceni o uhel klikneme nejprve na
bod B, jelikoz je to bod otaceni, poté na bod A, protoze je to bod, kolem které¢ho se bod

B ma otocit.

Nasleduje automatické otevieni okna s nastavenim otoceni, kde do kolonky Uhel
napiSeme a a zvolime moZnost ve sméru hodin. Dale nastrojem Usecka sestrojime Gisecku
|B‘A| (bude mit nazev a) a |[BA| (s nazvem b) a nastrojem Uhel zobrazime uhel B’AB (),
ktery tyto dvé tsecky sviraji. Potom zvolime nastroj Kruhovy oblouk, Klikneme nejprve
na bod A, pak na bod B a nakonec na bod B a tim vytvotime kruhovy oblouk mezi body
B* a B, pojmenujeme ho o. Nyni do pocatku soutfadnicové soustavy (bodu se

soufadnicemi [0; 0]) zaneseme bod C a sestrojime usecku |CB| S nazvem c.

Vzniklou konstrukci jesté pro vétsi prehlednost barevné upravime. V nabidce

Vlastnosti u kruznice k a tsecky |CB| (c¢) v zalozce Barva nastavime obéma objektim
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stejnou, nejlépe vyraznou, barvu, napt. modrou nebo Cervenou. V zéalozce Styl mizeme
zvetsit tloustku jejich cary. Kruhovému oblouku o nastavime néjakou svétlou, méné
vyraznou, barvu a tlouitku Gary stejnou jako u kruZnice k. Usedce |B‘A| (a) také
zménime barvu na néjakou vyraznou, ale jinou nez ma kruznice k.
Usedce |BA| ponechame &ernou barvu a v zalozce Styl, u polozky Styl car, zvolime
¢arkovanou caru. Déle u vSech objektti konstrukce miizeme v zalozce Zakladni odznacit
pole Zobrazit popis, jen u thlu S toto pole nechame oznacené a vybereme moznost

Hodnota.

[o Piedvolby - hodnota thlu na ose x.ggh u
= on® oy @
THABE® S
Zakladni OsaX OsaY Mrizka

v| Zobrazit osu x
v| Zobrazit Eisla

[1Pouze kladnym smérem

vIVzdalenost: ﬂ v

znacky naosach: | | | v

Popis: v Jednotky: v
Prusecik s: 0.0 [J Priradit k hrané

7| Vybér povolen

Obr. 16: Zména popiskl osy x

Konstrukei jesté doplnime o znézornéni velikosti thlu na osu x. Vytvofime
stupnici bodi X, az X4 znazornujicich velikost uhlt od 10° do 90° v intervalech po 10°.
Do vstupniho pole napiseme X_1 = (10° 0), X_2 = (20° 0), budeme pokracovat az do
X_9 = (90° 0). Dale ve vlastnostech u kazdého nové vzniklého bodu napiSeme do
kolonky Popisek velikost thlu, ktery vyznacuje (napf. u bodu X; napiSeme 10°). U
polozky Zobrazit popis vybereme moznost Popisek a dale bodiim nastavime vyraznou
barvu (u vSech stejnou). Poté se podivame do zalozky Pro pokrocilé a do kolonky
Podminky zobrazeni objektu napiSeme a > x, za x dosadime velikost daného uhlu, ktery

bod znazoriuje (napi. u bodu X3 napiseme a = 30°)(Obr. 17).
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Obr. 17: Podminky zobrazeni objektu

Nakonec zménime popisky osy x. Pravym tlac¢itkem mysi klikneme do nékresny
a vybereme polozku Ndkresna. Pokud mame oznaceni néjaky objekt, tak nejprve
klikneme do nékresny levym tlacitkem a az poté pravym. Otevie se okno Predvolby, ve
kterém se podivame do zalozky OsaX. Tam oznac¢ime moznost Vzdalenost a zvolime
hodnotu /2. Po tomto kroku okno Predvolby zavieme a na ose x uvidime nastavenou
zménu popiskll. Z 0sy x zmizela ¢isla a misto nich jsou zobrazeny popisky jako nasobky
/2 (Obr. 18). Rozestupy od jednotlivych popiskd jsou vétsi, nez byly u Ciselnych
popiskt. Dale mizeme zaznamenat, ze popisek /2 odpovida velikosti thlu 90°,

velikosti 180° a 2m znazornuje uhel plny, tedy 360°.

90

ol
|
|
|

05 I

|
|
|

5 R 0““20“‘30“‘40”‘50”‘60“‘70“_30190n

0 ™2 ™ 32

Obr. 18: Konstrukce pievedeni velikosti thlu na osu x
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2.8 Graf funkce sinus pro ostry uhel

Tvorbu konstrukce opét zatneme vytvotrenim bodu A, tentokrat v§ak nebude mit
libovolné soufadnice jako v predchozich konstrukcich, ale bude Ilezet na
soufadnicich [—1; 0]. Dale vytvoifime pomocny bod P o soufadnicich [0; 0]. Poté
nastrojem Posuvnik vytvofime posuvnik a, V jeho nastaveni zvolime moznost Uhel a
interval nastavime od 0°do 90°. Déle néstrojem Uhel dané velikosti sestrojime thel
PAP‘, a;, (P‘vznikne po pouziti tohoto nastroje) o velikosti @. Vznikly bod P
pfejmenujeme na C a vytvofime pfimku a; prochazejici body A4, C. Nastrojem Kruznice
dand stiredem a polomérem vytvoiime kruznici k se sttedem v bodu A a polomérem 1.
Prisecik kruznice a piimky bude bod C, protoze vznikl oto¢enim bodu P kolem bodu 4,
bod A je vzdaleny od bodu P 0 1 a kruZznice ma polomér o této vzdalenosti. Ptimku a, jiz
mizeme skryt. Pomoci nastroje Kolmice sestrojime pfimku b; kolmou na osu x, ktera
bude prochazet bodem C. Nastrojem Priisecik vytvotime pruse¢ik ptimKy b, a osy x a
pojmenujeme ho B. Ptimku b; mizeme také skryt a nastrojem Mnohouihelnik vytvorime
trojuhelnik ABC. Strany trojuhelniku upravime stejné jako v ptedchozich konstrukcich.
Otevieme polozku Vlastnosti u kazdé ze stran, zvolime kazdé strané jinou barvu a stran
a, b zvolime za popis moznost Ndzev a hodnota. Uhlu @, zvolime za popis moZnost

Hodnota.

V dal$im kroku si na ose x vyznacime stupnici hodnot pro velikost tthlu od 10°
do 90°. Tyto hodnoty zobrazime na ose x pomoci bodli. Do vstupniho pole napiseme
X_1=(10°% 0), X_2 =(20°% 0), budeme pokracovat az do X_9 = (90° 0). Ve
vlastnostech kazdého ze skupiny bodi X; az X napisSeme do kolonky Popisek velikost
uhlu, jakou vyjadfuje (napf. u X; napiSeme 10°). V polozce Zobrazit popis zvolime
moznost Popisek. Poté zménime popisky osy x. Pravym tlac¢itkem mysi klikneme do
nakresny a z oteviené¢ nabidky zvolime polozku Ndkresna. V nové otevieném okné
vybereme druhou zalozku, zalozku OsaX, zaskrtneme policko Vzddlenost a vybereme
hodnotu r/2. Nyni mtizeme okno zavtit. Na ose x uvidime zménu jejich popiskll, zmizely
popisky ve formé cCisel a zobrazily se ve vétSich rozestupech v podobé nasobkii jedné
poloviny . MuzZeme si také vSimnout, Ze hodnota /2 odpovida bodu X, ¢ili hodnoté
90°.V piedposlednim kroku vytvoiime pomocny text ve formé vzorce pro vypocet sinu.

Vybereme nastroj Text a do jeho okna, které se otevie po kliknuti do nédkresny, napiSeme
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sina = a/b = [a]/[b] = [c] (misto [a], [b] vybereme v polozce Objekty a, b). V této

a

konstrukei neni potieba vytvorit ¢islo u, jelikoz velikost strany b je 1, tudiz — = 1 a.

a
b
Pro zobrazeni vzorce se zlomky =zaSkrtneme pole LaTeX vzorec a napiSeme

sina=\frac{a }{b}=\frac{objekt a}{ objekt b}= objekt a.

Nakonec vytvoiime bod X, ktery bude k danému thlu ptifazovat hodnotu jeho
sinu (soufadnice na ose x bude vyjadiovat velikost daného thlu, soutadnice na ose y bude
vyjadfovat velikost sinu daného ihlu). Do vstupniho pole napiseme X = (a, sin(a)). Na
vznikly bod X klikneme pravym tla¢itkem mysi a zvolime moznost Stopa zapnuta. Dale
jesté nastrojem Rovnobézka vytvotime rovnobézku s 00U x, kterd bude prochazet bodem

X.

@ 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°
a

™2

Obr. 19: Konstrukce grafu sin a

Konstrukce grafu funkce kosinus bude mit téméf stejny postup jako piedchozi
konstrukce, pouze s nékolika zménami. Strané¢ a nastavime zobrazeni pouze nazvu a
stran¢ ¢ zobrazeni nazvu a hodnoty. Dvojitym kliknutim levého tlac¢itka mysi na bod X
otevieme okno Preddefinovat a zménime soufadnice na [a,cos a]. Poté nastrojem
Kolmice vytvofime pfimku y; kolmou na osu x, ktera bude prochazet bodem A. Dale
nastrojem Priisecik sestrojime praseciky ptimky y; S kruZnici k. Prisecik nad bodem A
nazveme P, druhy prisecik skryjeme. Nastrojem Osa uhlu vytvotime osu uhlu «<X; AP a
pfes tuto osu pomoci nastroje Osovd soumérnost sestrojime obraz strany c, stranu c’,

s pocatkem v bodu A. Nasledovné pouzijeme nastroj Posunuti, nejprve ozna¢ime stranu
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c¢', poté ozna¢ime bod A a bod X;. Timto vznikne strana ¢/, obraz strany ¢ posunuty na
osu y, kde bude zobrazovat hodnotu cos a. Strana ¢’’ bude mit krajni body A" a B".
Piimku y;, osu uhlu «<X; AP, stranu ¢’, body P, A’, A", B' a vektor u skryjeme. Bodu
B'"' skryjeme popis. Nastrojem Rovrnobézka vytvotime piimku rovnobéznou s 0sou x a
prochazejici bodem X. Nakonec upravime pomocny text do tvaru cosa =c/b =

[c]/[b] = [c] (misto [b], [c] vybereme objekty b, c).

0.31
cosa = eI =0.31
b 1

pf0® 10° 20" 30° 40° 50° 60 70* 80 90°
0 n2

Obr. 20: Konstrukce grafu cos a
2.9  Relené piiklady na procvieni sinu ostrého tihlu
Piiklad 1
Jsou dany pravouhlé trojuhelniky KLM, OPQ a TUV a jejich vnitini Ghly.

a) Urcete predpis sinus pro jejich uhly.
b) Vypocitejte pro kazdy thel hodnotu, kterou ma jeho sinus.
c) Sefad’te siny uhlu dle velikosti od nejvétsiho.

d) Zjistéte velikost danych uhla

p=424 0=424
u=205 // t=564
3| [ & M [

Obr. 21: Zadani k ptikladu 1
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Resent:
a)

sina =

sinff =

S|~ 3=

b)

| =

sina ===0,5

= 0,866

\]
Sla ™

sinff =

1. sinAd
2. sinp

3. sind =sine
d)
a = 30°

6 = 45°

Piiklad 2

0

sind = —

q

) p

sine = —

q

V2

51n6—7—

V2
sineg = >

4.

5.

0 = 45°

A=70°

Urcete, ktery thel bude mit vétsi hodnotu sinus.

sin15°
sin62°
sin21°

sin89°

sin35°
sin50°
sin 28°

sin18°

sin90°
sin46°
sin77°

sin30°

sind =

sinu =

RIS < | et

sinA =0,940

sinu = 0,342

e=70°
u = 20°

sin0°
sin42°
sin59°

sin31°
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Resent:

sin15° < sin35° sin 90 ° > sin0°
sin62° > sin 50 ° sin46° > sin42°
sin21° < sin 28° sin77° > sin59°
sin89° > sin18° sin30° < sin31°
Priklad 3
Urcete, zda plati:
sin20° > 0,5 ANO — NE sin55° < 0,7 ANO — NE
sin36° > 0,5 ANO — NE sin49° > 0,6 ANO — NE
sin 75° < 0,9 ANO - NE sin63° > 0,8 ANO — NE
sin12°< 0,1 ANO - NE sin32° < 0,5 ANO — NE
sin 85° > 0,95 ANO - NE sin27° > 0,3 ANO — NE
Reseni:
sin20° > 0,5 ANO - NE sin55° < 0,7 ANO - NE
sin36° > 0,5 ANO — NE sin49° > 0,6 ANO — NE
sin 75° < 0,9 ANO - NE sin63° > 0,8 ANO — NE
sin12°< 0,1 ANO - NE sin32° < 0,5 ANO — NE
sin 85° > 0,95 ANO — NE sin27° > 0,3 ANO — NE

Priklad 4

U trojuhelnikit KLM, OPQ a TUV zname jeden z jejich uhlt a délku protilehlé
odvésny. Vypocitejte velikost prepony. Vysledky zaokrouhlete na celd ¢isla, délky jsou

uvedené v cm.

Obr. 22: Zadani k ptikladu 4
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Resent:

AKLM A0PQ
k . 0
siha = — SinEg = —
k _ 0
5,2 _ 2,83
m= sin 60° 1= sin 45°
m=6cm g=4cm

Priklad 5

ATUV

sind =

" sinl
2,07

m= sin 15°

m=8cm

Vyskovy rozdil mezi udolim a vrcholem hory je 500 m. Primérny sklon rovné

cesty z udoli na vrchol je 10°. Jak je dlouha cesta z udoli na vrchol hory? Vysledek

uved’te v km, zaokrouhlete na jedno desetinné misto.

cesta

sklon cesty = 10°

Vrchol

vyskovy rozdil

Udoli

Obr. 23: Nakres k piikladu 5

ResSeni:

Sklon cesty = a, vyskovy rozdil = v, délka cesty = d

. v
sina ==
d

v

sina

_ 500
~ sin10°

d=29Kkm

Délka cesty z udoli na vrchol je 2,9 km.

31



Priklad 6

Kopec Vrchlik ma nadmotskou vysku 950 m nad mofem a svah s primérnym
sklonem 35°. Na tpati tohoto kopce lezi obec Horni Dolni, kterd ma nadmotskou vysku
376 m nad motfem. Jak dlouhd by musela byt lanovka, aby vedla z Horni dolni az na

vrchol Vrchliku? Vysledek zaokrouhlete na celé ¢islo.

Vrehlik, 950 m n. m.

vyskovy rozdil

obec Horni Dolni, 376 m n. m.

Obr. 24: Nakres k prikladu 6
Reseni:
Sklon svahu = a, vyskovy rozdil = v, délka lanovky = d
v

sina =
d

v
d=—
sina

_ 574
~ sin35°

d =1000m

Lanovka by musela byt dlouha 1000 m.
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Priklad 7

Mésto A a mésto B lezi na stejné rovnobézce. Mezi nimi vede rovna déalnice D71
o délce 100 km (|D71| = 100 km). Mésto C lezi na stejném poledniku jako mésto A.
Zmesta C vede rovny zelezni¢ni koridor K do mésta B, ktery je dlouhy 130 km
(IK| = 130 km). Z mésta C dale vede dalnice D72 do mésta A. Zjistéte, jaky uhel svira

dalnice D72 se zeleznici K. Vysledek zaokrouhlete na cel¢ ¢islo.

Polednik
C

D72

Rovnobézka D

A D71 = 100 km B

Obr. 25: Nakres k ptikladu 7

Resent:
sind = ﬁ
|D71|
5 100
sind = 130
sind = 0,769
d = 50°

Dalnice D72 svira se zeleznici K uhel 50°.
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2.10 Resené pFiklady na procvifeni kosinu ostrého whlu

Priklad 1
Jsou dény pravouhlé trojuhelniky KLM, OPQ a TUV a jejich vnitini hly.

a) Urcete ptedpis kosinus pro jejich uhly.

b) Vypocitejte pro kazdy thel hodnotu, kterou ma jeho kosinus. Vysledek
zaokrouhlete na Ctyfi desetinnd mista

c) Sefadte kosiny thli dle velikosti od nejvétsiho.

d) Zjistéte velikost danych thla: cosy = 0,1736, cosk = 0,9848, cos o =
0,6428, cost = 0,5592, cos ¢ = 0,9063, cosy = 0,0175

Q

p=424 0=424 /\N
7
4 t=564
u=205/L - "
£l [ & M (@

Obr. 26: Zadani k prikladu 1

Reseni:
a)
[ p u
= — cosd = — cosA =—
cosar =— 7 ”
k cos & 2 t
=— = cosu=—
cosf — p w=-
b)
V3 V2 .
cosa =—-= 0,8660 cosé = - = 0,7071 cos A =0,3420
1
cos B =5 = 0,5 COS € =§ = (,7071 cosu = 0,9397
c)
1. cosu 4. cospf
2. cosa 5. cosi

3. cosd =cose
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d)

y = 80°
Kk =10°

Priklad 2

o = 50°
T=56°

Urcete, ktery thel bude mit vétsi hodnotu kosinus.

cos15°
cos62°
cos21°
cos89°
Reseni:
cos15°
cos62°
cos21°

cos89°

ANV NV

Priklad 3

Urcete, zda plati:

cos 20° > 0,5
cos 36° > 0,5
cos75° < 0,9
cos12°< 0,1
cos 85° > 0,95

cos35°
cos50°
cos 28°

cos18°

cos35°
cos50°
cos 28°

cos18°

ANO - NE
ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE

cos90°
cos46°
cos77°

cos30°

cos90°
cos46°
cos77°

cos30°

cos 55° < 0,7
cos49° > 0,6
cos 63° > 0,8
cos32°< 0,5
cos27°> 0,3

@ = 25°
Y = 80°
cos0°
cos42°
cos 59°
cos31°
< cos0°
< cos42°
< cos59°
> cos31°
ANO - NE
ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE
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Reseni:
cos 20° > 0,5
cos 36° > 0,5
cos75° < 0,9

cos12°< 0,1
cos 85° > 0,95

Priklad 4

ANO — NE cos 55° < 0,7
ANO - NE cos49° > 0,6
ANO — NE cos 63° > 0,8
ANO - NE cos32° < 0,5
ANO - NE cos27°> 0,3

U trojuhelnikit KLM, OPQ a TUV zname jeden z jejich 0hli a délku protilehlé

odvésny. Vypocitejte velikost prepony. Vysledky zaokrouhlete na cela Cisla, délky jsou

uvedené v cm.

0=495

4 - \
\Iu=60" 7% & = 457 W< 15
K n L 0o q P T v
Obr. 27: Zadani k ptikladu 4
Reseni:
AKLM 40PQ ATUV
[ 0
cosa = — COSE =— COSA =—
m q
l __0 p = —
=COSCZ q _Cosa cos A
2,5 _ 495 m = 200
M= 05 60° 17 cosa5e cos 15°
m=>5cm gi7cm m=10cm
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Priklad 5
Podle turistické mapy je cesta mezi udolim a vrcholem hory dlouhd 2500 m.

Primérny sklon rovné cesty z tidoli na vrchol je 10°. Jaka je realna délka cesty z udoli na

vrchol hory? Vysledek zaokrouhlete na celé ¢islo.

Vrchol

sklon cesty = 10°
Udoli . .
délka cesty na mapé

Obr. 28: Nakres k piikladu 5

Resent:

Sklon cesty = a, délka cesty na mapé = m, délka cesty = d

o m
cosa = —
m
d =
cos a
2500
"~ cos 10°
d =2539m

Reélna délka cesty 2539 m.
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Priklad 6

Kopec Oblik ma svah s primérnym sklonem 35°. Na tpati tohoto kopce lezi obec
Zakopana. Podle mapy je vzdalenost z okraje obce na vrchol kopce 820 m. Jak dlouha
by musela byt lanovka, aby vedla ze Zakopané az na vrchol Obliku? Vysledek

zaokrouhlete na celé ¢&islo.

Oblik
a3
75525580
Lanovka Ry : 2: '
JEcsssiiiisiit)
Ry § §§ *e §‘
““‘ 4 § :g :z
R ¢ 9% 59 L & ¢
RS & ¢ /zoo : :o
A P64 L & 2
: \sklon svahu = 35° e $883388Y

obec Zakopana vzdalenost podle mapy
Obr. 29: Nakres k piikladu 6
Reseni:
Sklon svahu = a, délka cesty na mapé = m, délka lanovky = d

cosa =

a3

m
d=

cosa

_ 820
" cos 35°

d=1001m

Lanovka by musela byt dlouha 1001 m.
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Priklad 7

Mésto A a mésto B lezi na stejné rovnobézce. Mezi nimi vede rovna dalnice D71
o délce 100 km (|D71| = 100 km). Mésto C lezi na stejném poledniku jako mésto A.
Zmesta C vede rovny zelezni¢ni koridor K do meésta B, ktery je dlouhy 130 km
(IK| = 130 km). Zjistéte, jaky uhel svira dalnice D71 se zeleznici K. Vysledek

zaokrouhlete na celé &islo.

Polednik
C

\
Rovnobézka ®

A D71 = 100 km B

Obr. 30: Nakres k ptikladu 7

Reseni:
cosd = ﬁ
|D71|
5= 100
cos o = 130
cosd = 0,769 2
d = 40°

Dalnice D71 svira se Zeleznici K uhel 40°.
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3  Rozsiieni funkce sinus a kosinus pro libovolné velky uhel

Z predchozich konstrukei uz vime, co to je sinus a kosinus thlu a jak vypadaji na
intervalu (0°; 90°). Nyni jejich interval rozsifime na (—oo; o). Hodnotu sin a ozna¢ime
Yc¢ (soufadnice y bodu C na kruznici o poloméru 1), hodnotu cosa ozna¢ime x.
(soufadnice x bodu C na kruznici o poloméru 1). Sinus nazveme funkci sinus x (y =
sinx), kterd kazdému x z definicniho oboru pfifazuje hodnotu y., nalezici do oboru
hodnot. Kosinus nazveme funkci kosinus x (y = cos x), ktera kazdému x z defini¢niho

oboru pfifazuje hodnotu x., nalezici do oboru hodnot.
3.1  Obloukova mira

Velikost uhlu Ize vyjadtit dvéma zpiisoby, thlem nebo velikosti oblouku kruznice
o poloméru 1, ktery dany uhel vymezuje. Uz v konstrukci Prevedeni velikosti osy thlu si
muzeme vSimnout, ze kazdému uhlu odpovida urcity oblouk kruznice. Zakladni

jednotkou velikosti obloukové miry je radian.

Radian vymezuje thel, pro ktery plati, ze délka oblouku vymezeného tim uhlem

je stejna jako polomér kruznice, na které oblouk lezi (Obr. 31).

Obr. 31: Demonstrace vztahu velikosti radianu a poloméru
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Plny uhel, ktery je zobrazen celou kruznici obsahuje 2 radianti, protoze obvod
kruznice mé vzorec 2mr a velikost oblouku vymezenym radidnem je rovna poloméru 7.

Polovina kruznice vyjadiujici thel 180° obsahuje & radiant (Obr. 32).

Obr. 32: Pocet radiand v polokruznici.
Velikost radianu lze snadno odvodit ze vzorce pro obvod kruznice:
Plny thel je 360°, tomu odpovida cela kruznice s obvodem 2mr.
360° = 2nr

Jelikoz polomér r odpovida velikosti oblouku vymezenym radidnem, muizeme

napsat

360° = 2nrad
360° - rad
o = ra
180°

=rad
T
rad = 57,296°

K ptevedeni 1° na radidny staci pouze vysledny vzorec prevratit.

1°= " rad
~180' ¢
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Tab. 2: Tabulka ¢asto uzivanych thla vyjadienych ve stupnich a radianech

Stupné

Radiany

Stupné

Radiany

3.2 Jednotkova kruznice

Kurcovani velikosti sinu Uhlu lze vyuzit jednotkové kruznice (kruZnice o

poloméru 1). Pokud jsou na ni vyneseny hodnoty zakladnich uhlt v radidnech, 1ze také

velice dobfe vyuzit ke znazornéni vztahu stupen — radian (Obr. 33).

w2
TmN2 5mwi2
2mw/3 D u
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
€ 34 c w4
51 /6 s 8
sina
w2 12
L o 60° 0w
25 2 -15 i 0.5 0 Ulﬁ 21 15 2 25 35
13mw/NM2 23mH2
71 /6 s 11m/e
5/4 T4
4T3 51T7/3
17 w12 32 1912

Obr. 33: Jednotkova kruznice s vyznacenymi hodnotami radianu
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Z jednotkové kruznice lze zjistit nejenom hodnotu sinu a kosinu uhlu ale také
nékteré vlastnosti, které maji funkce y = sinx, y = cos x. Napiiklad ze v intervalu (0;
2m) existuji dva thlu, a, m — a, které maji stejnou hodnotu sina a a, —a, které maji
stejnou hodnotu cos a. Dale mizeme zjistit, ze kdyz se thel a zvétsi o 2w, bude mit stale
stejnou hodnotu sinu i kosinu. To plati, i kdyz ho zvéts$ime o 4w, 61, 81, Z toho odvodime,

ze plati:
sinx = sin(x + 2kn) ,k € Z,x € R
cosx = cos(x + 2kn),k € Z,XER

Tab. 3: Hodnota sin x a cos x vybranych thla

T T
3 2
V3l
2
1
= 0
2
A1 3n
3 2
V3
2
D
2

3.3 Dynamické grafy funkci sinus a kosinus s jednotkovou kruZnici

Nejprve vytvoifime bod A o soufadnicich [—1; 0]. Poté pouzijeme nastroj
Kruznice dand stredem a polomérem a sestrojime kruznici k se stfedem v bodu
A s polomérem 1. Néastrojem Prusecik vytvoiime pruseciky kruznice k a 0sy x. Pravy
prisecik nazveme P; (P_1) alevy P; (P_3). Pomoci nastroje Kolmice vytvotime piimku
a,, ktera bude kolma na osu x a bude prochazet bodem A. Poté sestrojime priseCiky
piimky a; s Kruznici k, horni pruse¢ik nazveme P, a dolni P,. Nyni po kliknuti pravym
tlacitkem na jeden z bodu vybereme moznost Vlastnosti a u vSech u polozky Zobrazit
popis zvolime moznost Popisek. Do kolonky Popisek napiSeme 1 u boda P;,P, a —1u

bodu P; a P,. Pouzitim nastroje Posuvnik vytvotime posuvnik a, v jeho nastaveni zvolime
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moznost Uhel, interval nechdme prednastavenych 0°az 360°. Dale vytvoiime u bodu
A thel a; o velikosti hodnoty posuvniku @ tak, Ze vybereme nastroj Uhel dané velikosti,
klikneme nejprve na bod P;, poté na bod A, do nové otevieného okna napiSeme «.
S vytvofenym thlem vznikne bod P;°, ktery lezi na kruznici k, protoze je to bod Py
otoeny o thel a;. Tento bod piejmenuje na bod € a nastrojem Usecka povedeme tsecku
z bodu A do C, nazveme ji usecka b. Nyni vytvoiime kolmici d k 0se x prochazejici
bodem C a jeji prusecik s 0sou x, ktery nazveme bod B. Poté kolmici d mizeme skryt
kliknutim na modry kruh v algebraickém okné vedle zapisu piimky d. Dale vytvotfime
usecky |BC| (usecka a) a |[AB| (usecka c) a bod X, ktery bude mit soutadnice [a; sina].
Pro vytvofeni bodu X napiseme do vstupniho pole X = (a, sin(«)). Bodem X povedeme
pfimku a, kolmou k ose x a pifimku c, kolmou Kk ptimce a,. Vidime, ze piimka c,
prochézi i bodem C a je rovnobé&zna s 0sou x. Déle vytvoiime prisecik pfimky a, S osou
x, bod D. Sestrojime tsecku P;D a nazveme ji o;, pomoci nastroje Kruhovy oblouk
vytvotime kliknutim na bod A, poté na bod P; a nakonec na bod C, oblouk mezi body
P_1aC, nazveme ho o. Nyni vytvotime graf funkce sinus x, do vstupniho pole napiseme
f(x) = sin(x). Poté pro vétsi nazornost sestrojime pomoci néstroje Usecka s pevnou
délkou ptimku o,, ktera bude mit poc¢ate¢ni bod na ose y, nejlépe v oblasti nad hodnotou
y = 1, a velikost oblouku o (do kolonky Délka v okné Usecka s pevnou délkou napiseme
pouze o). Jeste také upravime popisky osy x. Po kliknuti pravym tlac¢itkem do nakresny
vybereme moznost Nakresna, otevie se okno Predvolby a v zalozce OsaX zaskrtneme
pole Vzddlenost a zvolime vzdalenost /2. Popisky 0sy x se zméni z Cisel na nasobky

/2.

[+ Piedvolby - graf sinus rozsireny.ggb “
THalFHEY =
“ ~
. d Zakladni Barva Styl | Pro pokrogilé | Skriptovani
Uhel “
® a Tloustka Cary
* a,
Useéka 1.3 5 7 9 1113
©a Prihlednost &4
®b runiedanost cary
® c
® o0 - 1.
® o v Gar— — — — —— — — »
. s Styl ¢ar: .

Obr. 34: Nastaveni stylu ¢ar

Nakonec konstrukci pro vétsi prehlednost barevné upravime. Ve vlastnostech

v zalozce Barva nastavime pro kruhovy oblouk o a usecku o, napt. modrou barvu, pro
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usec¢ku a, bod X ¢ervenou barvu, pro tseCku o, svétle m modrou barvu a pro funkci
f (x) barvu oranzovou. Mlzeme nastavit i jiné barvy, ale 0 a 0, by méli mit stejnou
barvu, o4, a, f(x) by méli mit kazdy jinou barvu, ostatnim objektim nastavime ¢ernou
barvu. Ve vlastnostech vSech barevnych objektt se podivame do zalozky Styl a nastavime
(Obr. 34). Dale v zalozce Zakladni u vétSiny objektti odzna¢ime pole Zobrazit popis,
oznacené ho nechame pouze u objektu Py, P,, P3, P, X, o, aq, f(x), a, 0,. U uhlu a;
zmé&nime popis na moznost Hodnota, u funkce f(x) na Ndzev a hodnota. Pro tsecky a,

0, vybereme moznost Popisek, do kolonky popisek napiSeme sin(a) u usecky a, jelikoz
ze vztahu sina =%, pro b = 1, vyplyva, ze sina = a. Usedce 0, zvolime popisek o,

aby bylo patrné, Ze jeji velikost je stejna jako oblouku o.

Obr. 35: Dynamicka konstrukce grafu funkce sin x

Konstrukce grafu funkce cos x bude mit opét zaklad v konstrukci pro sinus. Bude
tteba pouze nékolika Gprav piedchozi konstrukce. Stran€ a skryjeme popis a nastavime ji
¢ernou barvu, strané ¢ napiSeme popisek cos a, tento popisek zobrazime a nastavime ji
barvu jinou nez ¢ernou. Bodu X zménime soufadnice na [a, cos a]. Pomoci nastroje Osa
tthlu vytvotime osu thlu <P; AP, a pfes tuto osu sestrojime obraz strany c, stranu c’,
s pocatkem v bodu A. Nasledovné pouzijeme nastroj Posunuti, nejprve oznac¢ime stranu
c’, poté ozna¢ime bod A a bod P;. Timto vznikne strana ¢’’, obraz strany c¢ posunuty na
osu y, kde bude zobrazovat hodnotu cos a. Strana ¢’ bude mit krajni body A" a B"”". Osu

uhlu <X, AP, stranu ¢’, body A’, A", B" a vektor u skryjeme. Bodu B"’ skryjeme popis.
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Nastrojem Rovnobézka vytvoiime piimku ¢, rovnobéznou s 0S0U x a prochazejici bodem

X.

B a3

a=2322°

Obr. 36: Dynamicka konstrukce grafu funkce cos x
3.4 Vlastnosti funkce y = sinx

Z ptedchozi konstrukce a z jednotkové kruznice miizeme uréit vlastnosti funkce

y = sinx.
1) Defini¢ni obor
Defini¢nim oborem jsou vSechna realna Cisla, Dy = R
2) Omezenost funkce
Funkce je shora i zdola omezena, |sinx| < 1.
3) Obor hodnot
Oborem hodnot je Hy = (—1;1)
4) Periodicita funkce

Funkce je periodicka s periodou 2.
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5) Sudost/lichost funkce

Funkce y = cos x je licha, protoze plati:

a) Vx € Dy existuje — x € Dy

b) Vx € Dy plati f(—x) = —f(x)

Vztah a) uréujici lichost je dobie patrny z grafu y = sin x, b) je zase 1épe znatelny

z jednotkové kruznice (Obr. 37).

,,,,,

sina

w6

/12

omw

17 w12

3m/2 19m/M2

21 1.5

23 w2

1M w6

25 3 35

Obr. 37: Ukazka lichosti funkce sin x

6) Minimum a maximum funkce

Na intervalu (0; 2r) snadno ur¢ime maximum i minimum funkce z jednotkové

. o A 7 o 3r
kruZnice. Nejvyssi mozné hodnoty nabyva sin x v PE naopak nejmensi hodnoty v >

AP . . . T - . 3T
Z toho vyplyva, Ze v tomto intervalu bude mit maximum v Y aminimum v bodé¢ 5

Jelikoz vime, Ze je funkce periodickd, mizeme tedy napsat, ze v celém Dy je:

Maximum v bodu X =%+2k7z,x ERkeEZ

Minimum v bodu x :377[+2k7r,x ER, kEZ
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7) Prubéeh funkce — rostouct, klesajici

Z grafu i jednotkové kruznice je patrné, ze v intervalu (0; 21r) bude prabéh funkce

nasledovny:

Tab. 4: Prubéh funkce y = sinx

Obr. 38: Graf funkce sin x s vyzna¢enymi intervaly kdy je funkce rostouci
V celém definicnim oboru muzeme rostouci i klesajici ¢asti funkce vymezit

minimy a maximy funkce (Obr. 38). Priibéh funkce pro cely Dy bude:

Rostouci v intervalech <— % + 2k7r;% + 2k7z>, keZ

Klesajici v intervalech <% + 2kr; 3?” + 2k7r>, keZ

8) Pribéh funkce — kladné, zaporné hodnoty, nulové body
Funkce y = sin x nabyva nulové hodnoty v bodech x = km, k € Z.
Kladnych hodnot nabyva v intervalech (2km; © + 2km), k € Z

Zaporné hodnoty ma na intervalech (r + 2km; 2m + 2km), k € Z

Obr. 39: Graf funkce sin x s vyzna¢enymi intervaly, kdy ma funkce kladné hodnoty
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3.5  Vlastnosti funkce y = cos x

1) Defini¢ni obor
Defini¢nim oborem jsou vSechna redlna Cisla, Dy = R
2) Omezenost funkce
Funkce je shora i zdola omezena, |cos x| < 1.
3) Obor hodnot
Oborem hodnot je Hy = (—1;1)
4) Periodicita funkce
Funkce je periodicka s periodou 2.
5) Sudost/lichost funkce
Funkce y = cos x je suda, protoze plati:

C) Vx € Dy existuje —x € Dy
d) Vx € Df plati f(—x) = f(x)

12
T2 e 5TN2
3mi4 c | wi4
1
5mie 05 | /e
1
1 M2
i X
cos(at)l
” ol/ @\ 1 ow
-25 -2 -15 1 -05 -af 05 21 1.5 25 35
cos(-a)
13w M2 1 23w M2
1
_— -0s | 15
1
5mi4 : 7mi4
17 w2 3m/p19mi2

Obr. 40: Ukézka sudosti funkce cos x
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6) Minimum a maximum funkce

Na intervalu (0; 2r) snadno ur¢ime maximum i minimum funkce z jednotkové
kruznice. Nejvyssi mozné hodnoty nabyva cosx Vv 0, naopak nejmensi hodnoty vr.

Z toho vypliva, Ze v tomto intervalu bude mit maximum v 0 @ minimum v bodé¢ .
JelikoZ vime, Ze je funkce periodickd, miZzeme tedy napsat, ze v celém Dy je:
Maximum v bodu x = 2kr,x E R,k € Z
Minimum v bodu x = + 2km,x € R, k € Z
7) Prubé¢h funkce — rostouct, klesajici

Z grafu i jednotkové kruznice je patrné, ze v intervalu (0; 2m) bude priabéh funkce

nasledovny:

Tab. 5: Pribéh funkce y = cosx

Obr. 41: Graf funkce cos x s vyznaenymi intervaly kdy je funkce rostouci

V celém definicnim oboru muzeme rostouci i1 klesajici ¢asti funkce vymezit

minimy a maximy funkce (Obr. 31). Pribéh funkce pro cely Dy bude:
Rostouci v intervalech (—m + 2km; 2km), k € Z

Klesajici v intervalech (2km; m + 2km), k € Z
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9) Pribéh funkce — kladné, zaporné hodnoty, nulové body
Funkce y = cos x nabyva nulové hodnoty v bodech x = %+ kz,k €Z.
Kladnych hodnot nabyva v intervalech <— % + 2k % + 2k7z>, k €Z.

Zaporné hodnoty ma na intervalech <% + 2K7; 3?7[ + 2k72>, k eZ.

Obr. 42: Graf funkce sin x s vyzna¢enymi intervaly kdy ma funkce kladné hodnoty
Podle uvedenych vlastnosti miizeme urcit, Ze graf funkce kosinus je stejny jako

. , T . . ¥ ,
graf funkce sinus posunuty o EY po 0se x V zaporném sméru (posunuty doleva).

3.6  Dynamicka konstrukce vlivu parametri na graf funkce sinus a kosinus

Nejprve nastrojem Posuvnik vytvofime Ctyfi posuvniky, a,b,c,d.Posuvniky
a,c,d budou ciselné s prednastavenym intervalem -5 az 5. V nastaveni posuvniku b
zvolime moznost Uhel a interval od —360° do 360°. Poté vygenerujeme funkci
sin(x) tak, ze do vstupniho pole napiSeme f(x)=c*sin(a*x+b)+d. Dale
klikneme pravym tlac¢itkem do nakresny, otevieme moznost Vlastnosti a v zalozce Barvy
nastavime kazdému posuvniku jinou barvu. Aby byl vice zietelny ptredpis vytvorené
funkce, napiseme ho pomoci nastroje Text. Do okna tohoto nastroje napiseme f(x) = ¢ -
sin(a-x + b)+ d = [c]-sin([a]-x + [b]) + [d] (misto pismen v hranatych
zavorkach vybereme piislusné objekty z polozky Objekty, napf. misto [@] vybereme
objekt a). Pokud bychom chtéli mit parametry v pfedpisu rovnice stejn¢ barevné jako
posuvniky, oznatime vokné¢ Text pole LaTeX vzorec a napiSeme f(x) =\

textcolor{:-- }c\cdot sin(\textcolor{:-- }a\cdot x +\textcolor{---}b) +\
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textcolor{:-- }d =\textcolor {--- {[c]}\cdot sin(\textcolor{--- }{[a]}\cdot x + \
textcolor{--- {[b]}) +\textcolor{---}{[d]} (misto teCek ve sloZenych zavorkach
doplnime anglicky nazev barvy, kterou ma dany posuvnik, napf. je-li posuvnik a ¢erveny,

napiSeme do zavorky pied {a}, {[a]} red).

flzy=c-sinfa-z+b)+d= . ®
=2.sin(1.5 -z + 32°) + °

AVAWAWA

Obr. 43: Dynamicky graf demonstrujici vliv parametrti na sin x

Konstrukce dynamické grafu funkce kosinus bude opét témét stejna jako
konstrukce pro funkci sinus. Zména bude pouze v piedpisu funkce, ktery bude f(x) =
c-sin(a - x + b) + d. Pfedpis funkce vytvoreny nastrojem Text bude mit podobu
f(x) = c-sin(a-x + b)+ d =[c]-sin([a] - x + [b]) + [d] (misto pismen

Vv hranatych zavorkach vybereme piislusné objekty).

flzgy=c-cos(a-x+b)+d= s *®
=2-cos(1.5 - ¢+ —92°) + °

AVAWAWA

flz) = 2 cos(LEr—027) +1

b

Obr. 44: Dynamicky graf demonstrujici vliv parametrt na cos x
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3.7  Vliv parametri na graf funkce sinus a kosinus

Hodnota parametru a ma vliv na velikost periody funkce. Pokud je |a| < 1,
perioda funkce se zvétSuje, to znamena, ze minima a maxima funkce se od sebe budou
vzdalovat. Kdyz je |a| > 1, perioda funkce se zmenSuje a extrémy funkce se k sobé
ptiblizuji. Velikost periody funkce bude 21 /|a|. (Obr. 45) Pokud je parametr a zaporny,
bude graf funkce ptreklopeny podle osy y. Pokud je parametr a < 1 a parametr b = 0,
bude se pieklopeni grafu podle osy x jevit stejné jako pteklopeni podle osy y, je-li b #
0, pak bude pieklopeni okolo osy y stejné jako pieklopeni okolo osy x posunuté o

hodnotu —b (Obr. 46).

Obr. 45: Vliv parametru a
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f(x) = sin (2)

a(x) = sin(—x)

c(x) = sin (m + g)
d(x) = sin (—.7: + Z)

e(x) = —sin (m — g) »

Obr. 46: Vliv zaporného parametru a

Parametr b ovliviiuje posunuti grafu funkce po ose x. Je-li b > 0, graf funkce se
posune o hodnotu b ve sméru zaporné poloosy x (doleva), pokud b < 0, graf se posune

opaénym smérem. Kdyz je parametr a = 1, posouva se graf o hodnotu |b|, pokud se

i

parametr a # 1, graf se posune 0 - .
a

f(z) = sin(z)
a(x) = sin (m+ g) .
b(x) = sin (z + 90°)

N ol ,"‘_n\
¢(x) = sin (z—3 /,I

sin (2 + 90°)

Obr. 47: Vliv parametru b

Velikost parametru ¢ urcuje obor hodnot funkce a vyskovou vzdalenost maxima
a minima funkce (vzdalenost mezi ypsilonovymi soufadnicemi extrémil). Se zvétSujici se
absolutni hodnotou parametru ¢ se zvétSuje obor hodnot, zvySuje se rozdil mezi jeho

krajnimi body. Pokud je ¢ < 0, graf funkce bude pteklopeny podle osy x.
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f(z) = sin (x)
a(x) = 2 sin(x)
b(z) = 3 sin (z)

c(x) = 0.5 sin (x)

3 din(x) * ! \ ’
F )

Obr. 48: Vliv parametru ¢

Parametr d posouva graf funkce po ose y. Kdyz je d > 0, graf bude posunuty ve
sméru kladné poloosy y (nahoru od osy x) o hodnotu d (ypsilonové soufadnice vSech

bodi grafu budou o d vétsi), je-li d < 0, graf bude posunuty o |d| opaéné.

f(x) = sin (x) 5
a(x) =sin(x) + 1

b(x) = sin () + 1.5 4
c(x) sin(x) — 0.5

Obr. 49: Vliv parametru d
Stejny vliv jako na graf funkce sinus maji parametry i na graf funkce kosinus,
protoze graf funkce kosinus je stejny jako graf funkce sinus posunuty o % po 0se x

V zaporném smeéru (posunuty doleva).
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3.8 Resené priklady na procvifeni funkce sinus a kosinus pro libovolné velky

uhel

Priklad 1

Preved’te dané thly na radiany a vysledky znadzornéte na jednotkové kruznici.

a) a =30° f) Kk =210°
b) B =120° g) 1=75°
c) y = 810° h) u=270°
d) § = 315° i) 0 =510°
e) € =180° J) @ =300°
Resent:
T Vi
a = — f [ —
) a 6 ) K c
2T 5n
b = — -
) B 3 9) 1 -
om 3w
C = - h = —
)y = ) n==
7 ; 17w
d = — | = —
) 2 ) o e
] 117
e) e=m —_
) D e 2
7wz T2 g,
y
31/4 B A /4
5mw/6 05 m/6
11 1/12 a\m/M2
ml & om
-15 1 -05 0.5 21T 15
13w 231 /12
71/6 -05 111 /6
517 /4 7m/4
u o
17mM2  |3mwpiomA2

Obr. 50: Vyznaceni velikosti thld na jednotkové kruznici
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Priklad 2

Vypocitejte hodnotu sinus a kosinus danych Ghlt, vysledky uved’te ve zlomKu.

a) a=
b) g =
C)y:

d) 6 =

SERERE Ek

e) e=m
Reseni:

a) si _1
sina = -
V3
b) sinff = —
2

C) siny=1

2
d) sin5=—§

e) sine=0

Priklad 3

Urcete, zda uvedené nerovnosti plati.

sin 1000° < sin 370°

sin 750° > sin 100°
sin 3680° < sin 720°
sin 1081° > sin 150°

V3
cosa = >
cospf = —3
cosy =0

V2

6 =—
cos >
cose =—1

ANO — NE
ANO - NE
ANO - NE
ANO - NE

f) k=2

9) 1=—

h) w=—

i) o=

f) o
_ 1
f) sink = —-
3
4) sin/1=—£
2
h) sinu = -1
; 1
i) sing ==
) sino 5
2
9) sinwzg

cos 270° > cos 540°
c0s 930° < cos 330°

cos 1° > cos 358°
cos 250° < cos 870°

71
6
10w
3
3w
2
17n
6
11n
4
V3
COSK = >
cosA=——
cosu=20
V3
CcoSo = >
2
cos @ = >
ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE
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Resent:

sin 1000° < sin 370°

sin 750° > sin 100°
sin 3680° < sin 720°
sin 1081° > sin 150°

ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE

cos 270° > cos 540°
cos 930° < cos 330°

cos 1° > cos 358°
cos 250° < cos 870°

Priklad 4

Zjistéte, jaké ¢islo bude na misté otazniku.

157 131
sin 2 J, cos 3 :
N o T s 21m
cos i sin o=
N 16m J« . 35T
cos 3 = sin =
s 37 T 6lm
sin o= cos 3 =
. 5w N 27T
—sm7 = - COST =
Reseni:
157 ~L 1 13m
sin 1" > cos 3= 0
9 21w
_Q +cos— = T -1 +sin—— =
2 4 2
l6m 35
+cos— = l _\/§+1 —sin—n= -1
3 2 6
V2 +1 . 37m _l B 6lm
-— + sin = T > cos = =
5t 27m 1
—ain2o [ V243 L 1
2 2 6 2




Piiklad 5
Nacrtnéte graf funkci a urcete jejich periodu.

a) g1:y = sin2x

X
b 1y = sin—=
) g2y =sin
- 2x
C) gs:y = sin—
3
Resen:

Periodu funkce sin ax ¢i cos ax zjistime, kdyZ periodu sin x vydélime absolutni

hodnotou parametru a.

Perioda
a) g.:y = sin2x I
X
b) gz:yzsinz 41
2x
c) g3:y=sin? 3m

Obr. 51: Grafy funkci g4, g2, g3
Piiklad 6
Nacrtnéte graf funkci a urcete jejich obor hodnot.
a) hy:y = 3sinx
1
b) hy:y = Esinx

6
C) hg:y =§sinx
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Resent:

Obor hodnot funkce ¢ - sin x ¢i ¢ - cos x zjistime, kdyz krajni body oboru hodnot

sin x vynasobime absolutni hodnotou parametru c.

Obor hodnot
a) hy:y =3sinx Hf =(=3;3)

1 11
b) hz:y=zsmx Hf=(—§;§)

6 6 6
c) h3:y=§smx Hf=(—§;§)

Obr. 52: Grafy funkci hq, h,, hs
Priklad 7
Nacrtnéte graf funkci.
a) fi:y =sinx
b) f,:y =sin (x +§)
C) fzy=2- (sin (x +§))
d firy= 2-(sin(x+z))+2

2
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Resent:

Ze zadani je patrné, ze jednotlivé funkce vychazi z funkce ptredchozi. Nejprve

naértneme f;, ta poté bude v podobé f, posunuta o g doleva po ose x. Funkce f; bude

nabyvat dvojnasobnych hodnot oproti f, a funkci f, vytvofime posunutim f; 0 hodnotu

2 nahoru po ose y.

8
6
CLL f4 Ll e, RN e,
* ..‘ ..0 0’. ..' 0,. K '.. & 'o’.
&' s 5 (Y . 5
-.‘ ... ,“ ... o.‘ :‘ "‘ ..o o‘ 3
f 5, 3 g s . & .Y K . 5
3 1Y s * s ) & " G Y K
o= s 0 - . & - ., 0 - % & o= * 3
" ‘s‘ %, 5 }‘ LS s J '3' . % § o s\ % & s\ s §
g s ", s ., ; 0 ;
e = o e S S e % S S ems % DL IS R S
f ) - < IA N & e ‘G < X { - & 0}’ -, - 4 f4
2 ) *Nat” !’ £y e W 4 0 A 2> N *Nes* *Ms®
| fin Ty ez Sm 3 N 42 TS 72 N 3 n S a5 e
s 0
fy \s..—' LN \‘\..,, “ﬁ-, S DO
A Y . * " i . G £Y P
L4
Yens?’ pR 2 (W oo Voos’
-4
’
Obr. 53: Grafy funkci fy, 5, f, i
v
Priklad 8

Nacrtnéte graf funkce.
X
fry= —3sin§+ 1

Resent:

K funkci vytvofime tfi funkce, které budou vysledné funkci predchazet. Funkce

na sebe budou navazovat jako v ptechozim ptikladu.

fo:y =sinx
— 1 x
fl.y—sm2
X
1y = —3sinz
fary sin>
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Nejprve naértneme zakladni graf funkce sinus, (graf funkce f;). Nasledovné se
zamé&fime na vnitini ¢ast funkce f, kde je proménna ovlivnéna parametrem a, nacrtneme
tedy graf funkce f;. Poté se budeme zabyvat parametrem, ktery nasobenim ovliviiuje
vyslednou hodnotu funkce sinus. Nacrtneme graf funkce f,, ktery bude vychazet z grafu
funkce f;, ale bude nabyvat trojnasobnych a zaroven opac¢nych hodnot. Tento krok
muzeme jesté rozdélit na dveé ¢asti, vytvoteni grafu s trojndsobnymi hodnotami oproti f,
a preklopeni grafu kolem osy x (vytvofeni grafu opa¢nych hodnot). Nakonec se zamétime

na parametr d a graf funkce f, posuneme o 1 nahoru po ose y.

il 5mi2 it
ol ~ -~

~
h‘h-—-

Obr. 54: Graf funkce f
Piiklad 9
Nacrtnéte graf funkce.
1
g:y= Ecos(Zx +m) -3
Reseni:
Jo'Y = COSX

g1:y = cos 2x

g2:y =cos(2x+m) =cos|2- (x+z)
2
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1
g3y = Ecos(Zx + 1)

1
gsy = Ecos(Zx +m)—3

Postupovat budeme, stejné jako v pifechozim piikladu, postupnym vytvarenim

grafu funkci go az g4. U funkce g, musime dat pozor, o kolik funkci posouvame, protoze

je parametr a rizny od nuly. Proto si vytknutim parametru a upravime funkci g, do tvaru

T , e N , T
cos| 2| X+ — ||, ze kterého vidime, Ze se funkce posouva o hodnotu|—|, tedy 0 —.
2 a 2
91
S PRI - o T - LI - ~ R
2N '.1_.' ., I’ \\ 5 ", ',’I’-I \\ S ", ,/ \\ & . ,* /v—‘\ . & -, ,’ BN
N TN NS TSk WA VST TN *
\4’ Y A oy (O \¥_ %! \{ . My
a -, P ,._.f\ N [ O N AN ,"t__\ L e 5m’2,\’ﬁ_}. 3]
SN VAT . K3 R . SN Y SN TALTES
[ g Mo RLJCNIRE \s. /l e’ \\ a’ SSraute” A *tanet® Sov RENN
g, 2
=2
g 4 /\/\/\/
-4
Obr. 55: Graf funkce g
Piiklad 10
Nacrtnéte graf funkce.
1 T
h:y = 2 cos —§x+z +2

ResSeni:
hy:y = cosx

hiy = os(-3)
11y =cos|—7x
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Obr. 56: Graf funkce h
Priklad 11

Nacrtnéte grafy funkeci.
fiy=cosx,g:y=—-3cosx, h:y = —55in(x+z),j:y=sin(x—z)
2 2

Resent:

Obr. 57: Graf funkci f, g, h, j
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4 Funkce tangens a kotangens pro ostry uhel

4.1  Dynamicka konstrukce poméru délek odvésen

V popisu postupu tvorby této konstrukce i1 konstrukci dalSich jiz vynecham popis
vyuzitych nastrojli a jejich zpsobu pouziti, protoze budou vyuzity stejné nastroje jako
Vv konstrukcich predchozich. Pokud bude tieba pouzit néstroje, které se v predchozich

konstrukcich neobjevily, budou nalezité popsany.

Nejprve vytvotime bod S, kterym poté povedeme piimku c3, rovnobéznou
s osou x. Dale vytvotime posuvnik b 0 intervalu 0 az 10 a kruznici k se stiedem v bod¢
S a polomérem o Cisle (posuvniku) b. Kruznice k bude mit s ptfimkou c3 dva priseciky.
Prisecik na pravé strané nazveme A4, ten na strané levé C;. Poté vytvotime u bodu 4,
uhel a; o velikosti 30°, s orientaci ve sméru hodin, miizeme ho také nazvat «C;A,P;,
protoze thlem a vznikne novy bod, ktery nazveme P;. Body A; a P; povedeme piimku
as, jejiz prusecik s kruznici k nazveme B;. Poté zkonstruujeme ptimku bs, ktera povede
body C;, B;. V dalsim kroku vytvofime trojuhelnik A;B;C;. Nyni pouZijeme nastroj
Otoceni o uihel, ozna¢ime trojuhelnik, poté klikneme levym tlac¢itkem mysi na bod S a do
nove otevieného okna napiSeme 150° (uhel, o ktery potiebujeme trojuhelnik otocit, aby
byl trojuhelnik ve stejné poloze jako v predchozich konstrukcich podilt stran) a zvolime
moznost Ve sméru hodin. Po tomto kroku vznikne oto¢eny obraz, trojihelnik A;’B;’C,".
Totéz udélame i s ptimkami as, bs, c3. Poté skryjeme kruznici k, bod S, trojuhelnik
A,B,C, aptimky az, b3, c3. Vrcholy nové vzniklého trojuhelniku pfejmenujeme na body
A, B, C, odpovidajici strany na a, b, c. U vrcholu A vytvotime uhel a, orientovany proti
sméru hodin. U stran trojuhelniku zobrazime velikosti stran a, b a uhlu a@. Pfimky

mizeme také pfejmenovat. Strany trojihelniku mizeme také barevné upravit.

Nakonec vytvotime ¢isla u, v, kterd budou mit tvar u = a/c, v = c¢/a. Pomocny
text bude vyjadiovat, jaka odvésna bude v Citateli, jaké ve jmenovateli podilu a hodnotu,
které se podil rovna. Bude vhodné, kdyz se nezamétime pouze na pomér délek protilehlé

odvésny ku prilehlé odvésné, ale i na pomér délek ptilehlé odveésny ku protilehlé odvésne.
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b
L d

protilehld odvésna  a °
prilehld odvesna ¢ /

a 6 /
E:m:()ﬁéi /

prilehld odvésna |

c
protilehla odvésna «a

€ _ 10.39 —1.73 o
a 6
/
/
/
. e

o ©=1039 B

Obr. 58: Konstrukce podilu protilehlé odvésny a piilehlé odvésny
4.2  Zavedeni funkci tangens a a kotangens a

Z predchozi konstrukce je patrné, ze pomér délek mezi protilehlou a prilehlou
odvésnou bude ve vSech podobnych trojihelnicich stejny. Tento pomér tedy oznacime

tangens uhlu a a zapisujeme jako tg a a mizeme ho vyjadrit nasledujicim zptisobem:

protilehla odvésna
tga =

prilehla odvésna

Pomér délek mezi ptilehlou odvésnou a protilehlou odvésnou je také ve vSech
podobnych trojtihelnicich stejny, ale pro stejny uhel ma jinou hodnotu neZ tangens thlu.
Tento pomér nazveme kotangens uhlu «, zapisujeme cotg @. Kotangens thlu vyjadiime

takto:

prilehla odvésna

cotga =
& protilehla odvésna

4.3  Dynamicka konstrukce zmény velikosti tangentu a kotangentu uhlu

Nejprve vytvofime dynamickou konstrukci pro tangens uhlu. Pro kotangens tihlu
potom nebudeme muset délat novou konstrukci od zacatku, ale upravime konstrukci pro
tangens. Tvorbu konstrukce zacneme bodem A, timto bodem povedeme piimku a,, ktera
bude rovnobé&zna nebo totozna s 0sou x, kolmici y; K pfimce a,. Nasledné vytvoiime

kruznici k se sttedem v bod¢ A a polomérem 1 a jeji pruseciky s pfimkou a,, pravy
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prasecik nazveme bod D a levy skryjeme. Dale vytvofime posuvnik a; S intervalem 0°
az 90°. Poté u bodu A sestrojime thel a 0 velikosti a,, orientovany proti sméru hodin.
V dalsim kroku vytvotime pfimku c; prochazejici bodem A a svirajici s pfimkou a, thel
a. Horni prisecik nové vzniklé piimky s kruznici k nazveme bod C, druhy prisecik
skryjeme. Bodem C povedeme kolmici b; K piimce a, a jejich prusecik nazveme bod B.
Vytvotime trojihelnik ABC a jeho strany mizeme pro lepsi pfehlednost barevné upravit.
U stran a, ¢ zobrazime jejich nazev a velikost, u strany b staci pouze nazev. Poté bodem
d povedeme kolmici d; k piimce a, a jeji prusecik s piimkou ¢, pojmenujeme bod E.
Poté vytvoiime trojuhelnik ADE, stranu naproti bodu A nazveme a'. Strany také mizeme
barevné upravit, v ptipad¢ piekryvajicich se stran nastavime jedné z nich pferuSovany
(Carkovany) styl. U stran a’, e zobrazime jejich nazev a velikost, u strany d staci pouze
nazev. Nakonec vytvofime Cislo u ve tvaru u = a/c a pomocny text, ktery bude
vyjadfovat ¢iselnou hodnotu mezi odvésnami pro riizné uhly. Pomocny text miize byt

naptiklad ve tvaru:

. _a_objekta_a’_objekta’_ .
B = . T objektc e  objekte  CEKtY

by 4E o

/
/
,d

. g 1.732
= 2= UEE) & LR g e
c 0.5 e 1

a,

| A

Obr. 59: Dynamicka konstrukce zmény velikosti tangens tthlu

Pro kotangens uhlu upravime piedchozi konstrukci. VymaZeme trojihelnik ADE
abod D. V konstrukci zbydou ptimky a,, y;, b1, ¢1, kruznice k, thel « a trojihelnik ABC.
Poté sestrojime praseciky ptimky y; S kruznici k, horni priisecik nazveme bod E, dolni

prusecik skryjeme. Dale vytvotime kolmici d; K pfimce y; prochazejici bodem E a jeji
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prasecik s ptimkou c¢;. Nyni mzeme sestrojit trojuhelnik ADE. Strany trojuhelniku opé&t
pro vétsi prehlednost barevné upravime. Stranu ED oznadime jako stranu a’, protoze
oznaceni a, je ur€ené pro jinou stranu v dalsi konstrukei, kde budou obé strany. U stran
a', d zobrazime jejich nazev a velikost, u strany e sta¢i pouze nazev. Pro lep$i ndzornost
pouzijeme nastroj Posunuti a vytvofime obrazy stran a, c. Vybereme nastroj, oznac¢ime
stranu c, poté klikneme nejprve na bod D, pak na bod C a vytvofi se strana ¢, obraz strany
¢ posunuty do bodu C. Vznikly obraz pfejmenujeme na c,. To samé udélame se stranou
a, S tim rozdilem, Ze ji posuneme z bodu B do bodu A, a tak vznikne strana aj, kterou
pfejmenujeme na a,. Uprava pomocného textu bude spoéivat v tom, e misto tga
napiSeme cotg a, prohodime Citatele a jmenovatele u zlomku se stranami a, ¢, ve druhém
zlomku nahradime stranu a objekt d, ve jmenovateli, stranou a objektem e, a Cislu u

zménime piedpis nau = c/a.

Obr. 60: Dynamicka konstrukce zmény velikosti kotangens thlu
4.4  Vysvétleni vyznamu konstrukce

Nejprve by bylo vhodné vysvétlit diivod dané velikost poloméru kruznice k a poté

geometrickou interpretaci hodnoty tg a.

Polomér kruznice k ma velikost 1, pfepona trojihelniku ABC ma stejnou
velikost. Tato velikost je zvolena zamérnég, protoze pokud piepona b = 1, tak sina = a,
cosa = c¢. Vyhoda této velikosti prepony je, Ze lze geometricky znazornit velikost

poméru mezi stranami.
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Geometrické znazornéni hodnoty tga vyuziva shodnosti trojuhelnikd.
Trojuhelnik ABC je shodny s trojihelnikem ADE, a proto i pomér mezi odvésnami
jednoho trojihelniku musi byt stejny jako pomér mezi odvésnami v druhém trojihelniku,
a proto plati:

|BC| _ |DE|
|AB|  |AD]

Jelikoz maji tyto dva trojuhelniky spole¢ny tihel a, tak strany trojuhelniku ADE
svirajici spole¢ny uhel lezi na stejnych ptimkach jako strany trojuhelniku ABC svirajici
tentyz thel. Strany téchto trojihelnika lezici proti spolenému thlu budou rovnobézné.
Strana DE, ktera vyjadiuje velikost tg @ by tedy mohla lezet na kterékoli piimce
rovnobézné se stranou BC. Avsak lezi na pfimce, ktera je od bodu A ve vzdalenosti 1, a
jeding v této poloze bude velikost strany DE spravné geometricky interpretovat velikost

tg a, protoze |AD| = 1, plati:

|BC| |DE]| DE| =t
— T e— = a
AB] ~ 1 &
Dalsi vyhodou je moZnost nadzornéji upravit vyraz pro tangens thlu do tvaru
podilu sinu a kosinu uhlu. Po dosazeni sin ¢ = a, cos a = ¢ do vyrazu urcujiciho tangens

uhlu ziskame:

protilehld strana a sina
tga = ===

prilehla strana c cosa

Vysledny vyraz lze pouzit 1 v ptipadé, kdy je velikost pfepony riznéa od jedné,

protoze plati:

sina

cosa

SRS RS

Jelikoz se strana b vyskytuje v Citateli i jmenovateli, tak se vykrati a zbyde

vysledny vyraz:

sina a

cosa c
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Vyraz Ize také vyjadtit nasledovneé:

a

) sina
a = =
& c

"~ cosa

SN[
SRR

Pro kotangens thlu plati stejna Gprava vyrazu jako pro tangents uhlu. Po upraveé

dostaneme:

cosa

COtg a = sina

Vztah mezi tangens a kotangens uhlu mutzeme uréit vyjadienim sinus nebo

kosinus z jednoho vyrazu a dosazenim do druhého vyrazu, napiiklad:
cotga-sina = cosa

sina sina 1

tga = = — =
cosa cotga-sina cotga

45  Zména velikosti a vlastnosti tangens «a pro uhel v pravoihlém trojihelniku

Pro kazdy thel a, 0° < @ < 90°, ma tangens ¢ jinou hodnotu. S rostouci
velikosti thlu a se zvétsuje hodnota tga. To je zptisobeno tim, Ze se koncovy bod piepony
vzdaluje od zékladny trojuhelniku, protilehld odvésna tedy zvétSuje svou velikost a pfi

zachovani stejné délky prepony se zmensSuje velikost prilehlé odvésny. Protoze plati:

sina

tga =
& cosa

Jako odivodnéni lze tedy uvést, Ze zvétSujici se hodnota tg a s rostouci velikosti
uhlu a je zptisobena zvétsujici se hodnotou sina a zmensujici se hodnotou cosa S rostouci

velikosti thlu «.
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a'=173

a >3

~

a 0.87 a
t = - == —=1.73
go c 0.5 e

a 0.5 a’;
tg3=—=——=—=0.58
98 1 0.87 e

1.73 > 0.58 = tga > tg3

26

Tangens a nabyva pro uhel 0° < a@ < 90° hodnoty od 0 do co. Nejvyssi hodnoty
nabyva, kdyz se tihel a blizi k velikosti 90°. Takto vysokou nejvyssi hodnotu ma tangens

a proto, ze kdyz se sina blizi k hodnoté 1, tak cosa dosahuje velice malych hodnot

bliZicich se k nule.

Pii velikosti thlu a < 45° je tg a < 1, protoze sin @ < cos a. Pokud je tthel @ =

45°, tga =1, protoze sina = cosa. Kdyz je thel a >45° tga > 1, jelikoz

sina > cos a.

V uhlu a = 90° tangens a neexistuje, jelikoz pfi této velikosti thlu a je

Obr. 61: Zména velikosti tg a

cos a = 0 a pro tuto hodnotu kosinu nema vyraz urcujici hodnotu tangens smysl.

Pokud thel @ = 0°, je tg a = 0, protoze sin @ = 0 plati tedy:

Kotangens thlu a, 0° < a < 90°, ma obraceny pribéh zmény velikosti oproti

tangens thlu a. Je to zpiisobeno pievracenim, vyménou Citatele a jmenovatele, vyrazu,

urcujicim tangens thlu.

sina

cosa cosa
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S rostouci velikosti thlu @ se zmenSuje hodnota cotg a, protoZe hodnota cos «,

ktery je v Citateli, se zmensSuje a hodnota sin a, ktery je ve jmenovateli, se zvétsuje.

a, =173 D

Pl a>f3
/’/ cotgu:E E—i 0.58
- a 0.87 e
- c a4’

Obr. 62: Zména velikosti cotg a

Kotangens a nabyva pro thel 0° < a < 90° stejnych hodnot jako tangens «, od
0 do o. Nejvyssi hodnoty nabyva, kdyz se tihel a blizi k velikosti 0°. Takto vysokou
nejvyssi hodnotu mé kotangens a proto, ze kdyz se cos a blizi k hodnoté 1, tak sina

dosahuje velice malych hodnot blizicich se k nule.

Pii velikosti uhlu a < 45° je cotga > 1, protoZze cosa > sina. Pokud je
uhel o = 45°, cotga = 1, protoZe cosa = sina. KdyZ je thel a > 45°, cotga <1,
jelikoZ cosa < sina.

V uhlu a = 90°, cotg @ = 0, jelikoz pfi této velikosti Ghlu  je cos @ = 0 a plati:

cosa 0
cotga = — = — =0
sina  sina

Pokud tihel @ = 0°, cotg a neexistujte, protoze sin @ = 0 a tudiz vyraz vyjadiujici

hodnotu kotangens nemé smysl.
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46  Vyjadieni velikosti tg @ a cotg a nékterych uhli pomoci zlomku nebo

odmocniny

ProtoZze tangens i kotangens tthlu vychazeji z poméru sin « a cos a, tak stejné jako
hodnoty sin a a cos a pro urc€ité velikosti thlu a 1ze vyjadfit zlomkem, miZzeme i hodnoty

tg a a cotg a pro ty samé velikosti tthlu a vyjadfit zlomkem ¢i odmocninou.

Tab. 6: Tabulka hodnot tg @ a cotg a vybranych uhlu

a 0° 30° 45° 60° 90°
tga 0 E 1 \3 -
3
cotga - \3 1 \/?§ 0

Velikost hodnot tg a a cotg a@ pro a = 0°, @ = 90° byla vysvétlena v piedchozi
kapitole, velikost hodnot pro @ = 30°, @ = 45°, @ = 60° Ize spocitat z vyrazu urcujiciho

tg a a cotg a nasledovné:

\

\ 45°
I

a=8

Obr. 63: Rovnostranny trojuhelnik a ¢tverec pro odvozeni hodnot tangens a

kotangens pro thel @ = 30°, a = 45°, a = 60°
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cosa
t = =-=_=4/3
cotgar = —— 1 V3
2
, V2
45° tg a MY _ 2 1
a = , = = ==
& cosa +/2
2
V2
ta_cosa_z_l
cot8 ~sina 2
2
_ V3
sina 5
a = 60°, tga = =L=\/§
cosa 1
2
1
. cose 3 1 3
CcO = === —
5%~ Sina V3 /3 3
2

4.7  Graf funkce tangens a kotangens

Jako zaklad konstrukce dynamického grafu tangens a pouzijeme dynamickou
konstrukci zmény velikosti tangentu thlu a provedeme nékolik tGprav. Nejprve bodu A
zvolime soufadnice [—1; 0], skryjeme pfimky b, a y; a miZzeme skryt i stranu d. Dale na
0se x vyznalime stupnici hodnot pro velikost tthlu od 10° do 90°. Tyto hodnoty
zobrazime na ose x pomoci bodid. Témto bodim nastavime zobrazeni popiskil a za
popisky zvolime velikost ihlu, ktery predstavuji. Poté vytvofime bod X, ktery bude mit

soufadnice [a; tg a]. Nakonec bodem E povedeme piimku rovnobé&Znou s 0sou x. Tato

pfimka bude protinat i bod X.
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107 20°_30°_40° 50° _60° 70" _80° 90°
h2 -3 -28 -26 -24 22 £ -18 -16 -14 -12 /A1 -08 -06 -0g -02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 42 44

Obr. 64: Konstrukce grafu tg a

Pro konstrukci grafu kotangens a pouzijeme dynamickou konstrukci zmény
velikosti kotangentu hlu. VétSina aprav bude podobna jako v pfedchozi konstrukei,
s rozdilem, ze ptimku y; nechame zobrazenou a soufadnice bodu X zvolime [«; cotg a].
Dale stranu DE pteklopime pomoci osové soumérnosti kolem osy thlu BAE, tim vznikne
obraz strany DE, ktery bude pievadét jeji velikost (velikost cotg @) na osu y. Poté
obrazem bodu D, bodem D', povedeme piimku rovnobéznou s osou x, kterd bude

prochézet i bodem X.

¥

I 0j0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70°
1 -08 —na'Bna -02 |o 02 04 06 0B 1 12 14 16 1B 2 22 24 26 28 3 32 34 36 3
c=052

Obr. 65: Konstrukce grafu cotg a
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4.8  ReSené piiklady na procvifeni tangens a kotangens

Priklad 1

Jsou dany pravouhlé trojuhelniky KLM, OPQ a TUV a jejich vnitini ihly.

a) Urcete ptedpis tangens pro jejich uhly.

b) Urcete piedpis kotangens pro jejich thly.

€) Vypocitejte pro kazdy thel hodnotu, kterou ma jeho tangens a kotangens.
Vysledek zaokrouhlete na ¢tyfi desetinna mista.

d) Sefad’te zvlast’ tangens a kotangens thla dle velikosti od nejvétsiho.

e) Zjistéte velikost danych thla: tgy = 0,2679, tgk = 1,0355, tgo = 57,2900,
cotgt = 19,0811, cotgp = 0,7002, cotgy = 0,3057

Q

p=424 0=424 /\N
7
4 t=564
u=205/L - "
£l [ & M (@

Obr. 66: Zadani k ptikladu 1

Reseni:
a)
k 0 t
e l s p & u
l p u
gh =+ ge=7 gH =1
b)
l p u
=— té == tl=—
cota—k co 5 co .
k cote—2 t _!
cotp = 7 p coty = —
c)
tga :? = (0,5774 tgd =1 tgA =2,7475
cotga =3 =1,7321 tgd =1 cotgA = 0,3640
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tgp =3 =1,7321

V3
cotgf = 3 = 0,5774

tge =1

tge =1

a & L npoE

o = 89°

T=3°

cotu
cota
cotd = cote
cotf
cotl

Urcete, ktery thel bude mit vétsi hodnotu kosinus.

d)
1. tgl
2. tgp
3. tgd=tge
4. tga
5. tgu
€)
y = 15°
K = 46°
Priklad 2
tg15° tg35°
tg62° tg50°
tg21° tg28°
tg89° tg18°
Reseni:
tg15° < tg35°
tg62° > tg50°
tg21° < tg28°
tg89° > tg18°

cot85°
cot46°
cot35°
cot30°

cot85°
cot46°
cot35°
cot30°

V V. A A

tg p = 0,3640

cotgu =2,7475

@ = 55°
Y =73°

cot5°
cot42°
cot59°
cot31°

cot5°
cot42°
cot59°
cot31°
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Priklad 3

Urcete, zda plati:

ResSeni:

Priklad 4

tg20° > 0,5
tg36° > 0,5
tg75° < 0,9
tg12° < 0,1

tg 85° > 10,9

tg20° > 0,5
tg36° > 0,5
tg75° < 0,9
tg12° < 0,1

tg85° > 10,9

ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE

ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE

ANO — NE
ANO — NE

cot70° < 0,7
cot49° > 0,6
cot63° > 0,8
cot32°< 0,5
cot27°> 1,3

cot70° < 0,7
cot49° > 0,6
cot63° > 0,8
cot32°< 0,5
cot27°> 1,3

ANO - NE
ANO - NE
ANO - NE
ANO - NE
ANO — NE

U trojuhelnikt KLM, OPQ a TUV zname jeden z jejich uhli a délku jedné z

odvésen. Vypocitejte velikost druhé odvésny. U dvou trojuhelnikii vyuzijte tangens, u

jednoho kotangens. Vysledky zaokrouhlete na jedno desetinné ¢islo, délky jsou uvedené

v Cem.

0=495

Obr. 67: Zadani k ptikladu 4
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Resent:

AKLM 40PQ ATUV
tgazé tgszg cotg/lz%
l-tga =k q-tge=p p= 2
k=25 -tg60° q =495 tg45° C?;i:
g=5cm mzm

m=43cm

m=2,6cm

Piiklad 5
Pan Novak si lehl pod strom a vidi naproti sob¢ vysoky topol. Od topolu je vzdalen

15 metrt a vidi ho pod uhlem 60°. Jak vysoky je protéjsi topol? Vysledek zaokrouhlete

na celé ¢islo.

vyska stromu = ?

zorny\uhel = 609

vzdalenost od stromu
Obr. 68: Nakres k prikladu 5
Reseni:

Zorny uhel = a, vzdalenost od stromu = d, vySka stromu = v

t _17
ga_d

v=tga-d
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v =tg 60°-15
d=26m
Topol stojici naproti panu Novakovi je vysoky 26 m.
Piiklad 6.

Vrch Snéznik ma svah s primérnym sklonem 35°. Na upati tohoto vrchu lezi obec
Zmrzla s nadmoiskou vyskou 350 m nad motem. Podle mapy je vzdalenost z okraje obce
na vrchol Snézniku 1000 m. Jakou nadmoiskou vysku ma SnéZnik? Vysledek

zaokrouhlete na celé ¢&islo.

Snéznik, 72 mn. m.

o

o
+*%
*

*
o £é

obec Zmrzla, 350 m n. m. vzdalenost podle mapy
Obr. 69: Nakres k prikladu 6
Reseni:
Sklon svahu = a, délka cesty na mapé€ = m, vyskovy rozdil = v

. v
a=—
8 m

m-tga=v
v = 1000 * 0,7002
v=700m
nadmofiska vyska Snézniku = n. v. obce + vyskovy rozdil =
=350+ 700 = 1050 m n. m.

Snéznik ma nadmotskou vysku 1050 m nad motem.
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Priklad 7.

Eiffelova véz je vysokd 300 m. Nachazi se na levém biehu feky Seiny a je
vzdalena 185 m od levého okraje feky. Jak je feka v tomto misté Siroka, pokud z okraje

pravého bichu vidime vrchol véze pod thlem 43°30’ Vysledek zaokrouhlete na celé Eislo.

feka Seina

Wyskovy thel = 43°30'

Sitka reky = 2
Vzdalenost od |evého okraje reky

Obr. 70: Nakres k prikladu 7

Reseni:
Vyskovy thel = a, vzdalenost od levého kraje teky = d, Sitka feky = s, vysSka véze= v

d+s
v

cotgd =
cotgd-v—d=s
s = cotg 43°30' - 300 — 185
s =316 — 185
s=131m

Reka je v tomto misté Siroka 131 m.
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5 Rozsireni funkce tangens a kotangens pro libovolné velky
uhel

5.1 Dynamické grafy funkci tangens a kotangens s jednotkovou kruznici

V prvni ¢asti konstrukce vytvoiime bod A o soufadnicich [—1; 0], kruzZnici k se
sttedem v bodu A s polomérem 1, pfimku a; kolmou na osu x, prochazejici bodem 4, a
priuseCiky kruznice k sosou x a Spifimkou a_1. Praseciky kruznice k So0sou x
pojmenujeme P; (napravo od bodu A), P; (nalevo od bodu A) a pruseéiky s piimkou
a,pojmenujeme P, (nahofe od bodu A) a P,. Déale bodim P; a P, nastavime popisek 1,
bodim P; a P, popisek -1. Poté vytvofime posuvnik tthlovych hodnot s intervalem 0° az
360° a nazvem a. Nasleduje sestrojeni thlu @_1 u vrcholu A o velikosti posuvniku «,
s ¢imz se automaticky vytvoii bod P,’, ihel tedy miiZzeme také nazvat <P, AP;’. Bodem
P;' povedeme piimku ¢, svirajici s 050u x thel a prochazejici bodem A. V dal§im kroku
vytvoiime oblouk o, ktery povede z bodu P; do bodu P,’, a zvolime mu libovolnou barvu,

jinou nez je barva kruznice k.

V druhé ¢asti vytvofime prusecik ptimKy c; s 0sou y, pojmenujeme ho bod E
(popis tohoto bodu mizeme pozdéji skryt). Poté sestrojime UseCku P;E, ktera bude
znazoriovat velikost hodnoty tg a, a barevné ji upravime. Dale sestrojime bod X o
soufadnicich [a; tg a], pfimku a, prochazejici boby E, X, ptfimku a, kolmou na osu x,
prochazejici bodem X, a jeji prase¢ik s osou x, bod X;. Nasledovné vytvoiime usecku
P, X, ta znazoriuje délku oblouku o. Miizeme také sestrojit usecku s pevnou délkou o

délce o, jenz bude mit pocatek na ose y. Nakonec vytvotime graf funkce tg x.
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Obr. 71: Dynamicka konstrukce grafu funkce tg x

Konstrukce grafu funkce kotangens bude mit prvni ¢ést stejnou jako u grafu
funkce tangens. Druhou ¢ast zaéneme sestrojenim piimky a; prochazejici bodem Ps,
kterd bude rovnobéznd s 0sou x. Pote vytvofime prisecik ptimky c; S pfimkou as,
pojmenujeme ho bod E (popis tohoto bodu opét mizeme pozdé&ji skryt), a GiseCku P,E,
ktera bude znazoriovat velikost hodnoty cotg @, a barevné ji upravime. Nasledovné
usecku P,E pteklopime pomoci osové soumérnosti kolem osy tthlu P; AP,, tim vznikne
obraz P, E' GseCky P, E, ktery bude prevadét jeji velikost (velikost cotg ) na osu y. Dale
sestrojime bod X o soufadnicich [a; cotg a], kterym bude prochazet pfimka a, kolma na
osu x, jeji prasecik s osou x bude bod X;. Use¢ku P, X; obarvime a opét miizeme sestrojit
tsecku s pevnou délkou o délce o s pocatkem na ose y. Body X a E’ povedeme pfimku

a. Nakonec vytvotfime graf funkce cotg x.

Obr. 72: Dynamicka konstrukce grafu funkce cotg x
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5.2  Vlastnosti funkce tangens

Vlastnosti funkce tangens mtizeme urcit z jednotkové kruznice a jejiho grafu

1) Defini¢ni obor
Df = R—{(2k+1)z} kel
2 )

2) Omezenost funkce

Funkce neni omezena

3) Obor hodnot
Hf = (—o0; )
4) Periodicita funkce

Funkce je periodicka s periodou 7.
5) Sudost/lichost funkce
Funkce y = tg x je licha, protoZe plati:

a) Vx € Df existuje —x € Df
b) Vx € Df plati f(—x) = —f(x)

™2
7mN2 51/12
3w/ c 4 ta(a)
516 05 w6
1 w2 /12
il a omw
2.5 2 15 0.5 -a D'S ' 1.5 2 25 3
-2 - - - - 2m -
13 w2 23mw/12
Fay -05 e
5m/ 74 tg(-a)
17 w12 a2 19m/12

Obr. 73: Ukazka lichosti funkce tg x
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6) Minimum a maximum funkce
Funkce nema minimum ani maximum, protoZe neni omezena

7) Pribéh funkce — rostouci, klesajici
Funkce je rostouci vkazdém intervalu definicniho oboru, tedy

v intervalech:

(-S> +kms+kn), ke
2 "2 ’
8) Prub¢h funkce — kladné, zaporné hodnoty, nulové body

Funkce y = tg x nabyva nulové hodnoty v bodech x = km, k € Z.

Kladnych hodnot nabyva v intervalech:
T
(km; > + kn),k €Z
Zaporné hodnoty ma na intervalech:

(—% + kmkm),k € 7

D))

[[[[]

Obr. 74: Graf funkce tg x s vyznacenymi intervaly, kdy ma funkce kladné hodnoty
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5.3  Vlastnosti funkce kotangens

Vlastnosti funkce tangens mizeme urcit z jednotkové kruznice a jejiho grafu
1) Defini¢ni obor
Df =R —{kn},k €Z
2) Omezenost funkce
Funkce neni omezena

3) Obor hodnot
4) Periodicita funkce

Funkce je periodicka s periodou 7.

5) Sudost/lichost funkce
Funkce y = cotgx je licha, protoze plati:

C) Vx € Df existuje — x € Df
d) Vx € Df plati f(—x) = —f(x)

cotg(-a; /2 cotg(a)
9t 12 l 5112
L
31/ c 14
5mi6 s w /8
112 /2
L a ow
25 2 15 -05 a 05 2 15 2 25
13mM2 232
7 -05 1116
5m/ 7mi4
L
17 w2 32 19m/N12

Obr. 75: Ukazka lichosti funkce cotg a
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6) Minimum a maximum funkce
Funkce nema minimum ani maximu, protoze neni omezena

7) Pribéh funkce — rostouci, klesajici

Funkce je klesajici v kazdém intervalu definicniho oboru, tedy
v intervalech (km; w + km), k € Z.
8) Prub¢h funkce — kladné, zaporné hodnoty, nulové body

Funkce y = cotg x nabyva nulové hodnoty v bodech x = g + km, k € Z.
Kladnych hodnot nabyva v intervalech:
n
(km; > + kn),k €Z
Zaporné hodnoty ma na intervalech:

(g + kmm + k), k € Z

LU

[RRRA

Obr. 76: Graf funkce cotg x s vyznacenymi intervaly, kdy ma funkce kladné hodnoty
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5.4  Dynamicka konstrukce vlivu parametri na graf funkce tangens a kotangens

Konstrukci zapo¢neme vytvoienim posuvnika a, b, ¢, d. Posuvniky a,c,d budou
¢iselné s pfednastavenym intervalem —5 az 5. V nastaveni posuvniku b zvolime moznost
Uhel a interval od —360° do 360°. Dale vytvoiime funkci tgx s predpisem
f(x)=c-tg(a-x+b)+d, Pro lepsi prehlednost napiSeme predpis funkce i jako
pomocny text. Jednotlivé parametry vybereme do textu z polozky Objekty. Parametry
Vv textovém predpisu funkce lze obarvit stejné¢ jako posuvniky, které tyto parametry
znazoriuji. V okné Text oznaime volbu LaTeX vzorec a napiSeme f(x) =\
textcolor{--- }c\cdottg(\textcolor{--- }a\cdot x +\textcolor{---}b) +\
textcolor{---}d =\textcolor{--- }{[c]}\cdottg(\textcolor{--- }{[a]}\cdot x + \
textcolor{--- {[b]}) +\textcolor{--- }{[d]} (misto teCek ve slozenych zavorkach
doplnime anglicky nazev barvy, kterou ma dany posuvnik, pismena v hranatych

zavorkéch znaci objekty).

)

f(@) =c-tg(a -z +b)+
=2.tg(1.5x + 52°) +

w0 ) o 5m2 3 iz dm

B

Obr. 77: Dynamicky graf demonstrujici vliv parametrti na tg x

Konstrukei vlivu parametru na graf funkce kotangens vytvofime stejnym
zpusobem jako konstrukci pro tangens. Malda zména bude pouze v piedpisu funkce

f(x) =c-cotg(a-x+b)+daznivyplyvajici zmé€na v pomocném textu.
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TR

f(x) =c-cotglaxz+b)+d=
= 2.cotg(1l.5-x + 52°) +

a
i 3m o 3mi2 " 2! 0 wn " B o sm2 £ 2! ar

£

&

Obr. 78: Dynamicky graf demonstrujici vliv parametrd na cotg x
5.5  Vliv parametrii na graf funkce tangens a kotangens

Jednotlivé parametry maji funkce tangens a kotangens stejny vliv jako na funkce
sinus a kosinus. Hodnota parametru a méni velikost intervaltl funkce. Pokud je |a| < 1,
intervaly funkce se zvétSuji, to znamena, ze body, ve kterych funkce neni definovana, se
od sebe budou vzdalovat. Kdyz je |a| > 1, perioda funkce se zmensuje a extrémy funkce
se k sob¢ ptiblizuji. Velikost periody funkce bude 21t /|al. (Obr. 79) Pokud je parametr a
zaporny, bude graf funkce preklopeny podle osy y.

NI L ]
f(z) = te (=) !
a(z) =tg(2x) H
b(x) =tg(—2x) .
c(x) = cot (0.5 x) \ ’
d(z) = cot (2 x) \

Obr. 79: Vliv parametru a
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Parametr b posunuje graf funkce po ose x. Pokud je b > 0, graf funkce se posune
0 hodnotu b ve sméru zaporné poloosy x (doleva), pokud b < 0, graf se posune ve sméru

kladné poloosy x (doprava). Kdyz je parametr a = 1, posouva se graf o hodnotu |b],

b
pokud se parametr a # 1, graf se posune o U .
a

T e
a(z) = tg (f” + 2)

b(x) = cot (x + 90°)

Obr. 80: Vliv parametru b

Parametr ¢ ovliviiuje vzdalenost funkce (jejich boda) od osy x. Je-li ¢ < 1, funkce
se primyka k ose x, kdyz je ¢ > 1, body funkce se od osy x vzdaluji. V ptipadé zaporného

parametru c se funkce pteklapi podle osy x.

vl

flz) = tg(x)
a(x) =2 tg(z)
b(z) = 3 cot ()
c(x) = 0.5 tg(x)

I

-
-
-

Obr. 81: Vliv parametru ¢
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Parametr d posouva graf funkce po ose y. Pokud je kladny, graf funkce se posune
0 hodnotu d ve sméru kladné poloosy y (nahoru od osy x), pokud je zaporny, posouva se

graf funkce opacnym smérem.

. i
f(x) = tg (x)
a(z) =tg(x)+1
b(x) = cot (=) + 1.5
c(x) =tg(xz) — 0.5

e ———

Obr. 82: Vliv parametru d

5.6  ReSené priklady na procvifeni funkce tangens a kotangens pro libovolng

velky uhel

Piiklad 1

Vypocitejte hodnotu tangens a kotangens danych hli, vysledky uved'te ve

zlomku.
a)azg f) K:%T
0 p=2 9 2=F
C)y=97n h)u=37"
d)az%” i) 0217?”
e) e=m ) (p:%
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Resent:

a) tgazg cotga = V3

D) tgf =3 cotgp= L2

3
f(x) neni
cotgy =0

definovana

d) tgd =-1 cotgd = —1
(x) neni
e) tge=0 d
definovana
Priklad 2

Urcete, zda uvedené nerovnosti plati.

tg1000° < tg370° ANO-NE

tg 750° > tg100° ANO-NE
tg3680° < tg720° ANO-NE
tg1081° > tg150° ANO-NE

Reseni:

tg1000° < tg370° ANO-NE

tg750° > tg100°  ANO - NE
tg3680° < tg720° ANO-NE
tg1081° > tg150° ANO - NE

f) tg}{:ﬁ cotgk =3

3
3
g) tgA =3 cotg/lzg
f (x) neni
h) cotgu=20
definovana
) tgo = _g cotgo = —V/3

) gp=-1  cotgp =1

cotg 270° > cotg 560°
cotg 930° < cotg 330°

cotg 1° > cotg 358°
cotg 250° < cotg870°

cotg 270° > cotg 560°
cotg 930° < cotg 330°

cotg 1° > cotg 358°
cotg 250° > cotg870°

ANO — NE
ANO - NE
ANO - NE
ANO - NE

ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE
ANO — NE
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Priklad 3

Zjistete, jaké Cislo bude na misté otazniku.

197 17m
bt 31w _ Lt 321 _
g 6 g 3
251 23w
+ COth = l —COth =
+ cot 391 _ X 53w _
cotg i cotg 5=
107 N 17w
873 e
Regeni:
197 —/3 17m
tg— = — tg— =
31w 321
ﬁ +ig—= 2v3 +tg——=
3 6 3 3
251 _ 23w
+ coth = 1, 2_\/§ —coth = V3+1
3
391 53w
V3+3 + cotg— = V3 —cotg——=
3 4 2
107 ~2vV3+3 17m 3+1
= [T TREES rege= | 7|V
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Priklad 4

a) g1y =tg3x

X
b) g,:y = g
2x

C) gy =tg

Resent:

3

hodnotou parametru a.

a) gi:y =tg2x

X
b) g2:y = gz

Perioda

Nacrtnéte graf funkci, urcete jejich periodu a definicni obor.

Defini¢ni obor

(r k

z*z@

(27 sk
2 T
3k

}

}

Periodu funkce tg ax ¢i cotg ax zjistime, kdyZ periodu tg x vydélime absolutni

0 2x 3 R 3
Yy =tg— — -\t
93y =18 3 2 4 )
A O O 1 R |
S lrwad  |swm4d | Bw4d  |wal  |lwa S [3wai  |swas  lrwag
2 -gnr2 ey 2 0 2 o a2 &
; i § ; i i : i
9 | i i ; H ; i i
: P i H :
Obr. 83: Grafy funkci g4
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101
8 4
6 4
4 4
2 4
-51/2 0 Sm/2
=131/, T/2-51-91/2 - 411 -711/2 -31M-5{1/2 - 217-317/. 0 m2 m 3m/2 2w 57/2 3m Tm/2 51 111/2 61 13m/2 7]
_2 4
9
_4 4
_6 4
_B 4
-10 4
124
Obr. 84: Grafy funkci g,
] T T 1 T
1 I ] ] 1
1 I I 1 1
I 1 1 5 1 1
| 1 1 1 I
1 1 ] 1 1
1 1 [ ] 1 [ ]
1 ] I 41 ] I
] I [ ] 1 [ ]
1 I I ] ]
] I 1 I ]
1 1 U 21 ! !
7 ' q ’ 7
V4 V4 4 ¢ ’
’ ’ 4 4 ¢
- |4 -151/4 P ’ -9m/4 Py ’ 3md o 3m/4 -, ’ on/4 -
£9T7/2 -4 | -7m/2  #-3m -51/2 -2, #3122 - -T2 # /2 m #3112 2m 5m/2 3
U4 L4 ¢ L4
Y4 U ¢ ¢ U4
’ 4 ’ ’ ’
I ] ¥ Yy [} I
[ I [} ] [
[] I [] 1 []
1 I [ [] 1
] I 1 -4 ] I
1 I 1 ] 1
I 1 1 1 I
| 1 1 1 |
1 I [ -6 1 1 1

Obr. 85: Grafy funkci g5

Z jednotlivych grafli je patrné, Ze nejvetsi periodu ma funkce g, a nejmensi g;.

Pro pfimé srovnani mizeme vytvofit grafy téchto funkci do jednoho nacrtu.
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Obr. 86: Srovn

Priklad 5

Nacrtnéte graf funkei.

LLTT T

el
i

Obr. 87: Grafy funkci hq, h,, hs
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Piiklad 6
Nacrtnéte grafy funkci.

a) fiiy=tgx
b) fo:y =tglx +m)

¢) fzy=2-(tglx +m))
d) fiay=2-(gx+mn))+2

Resen:
Nejprve nacrtneme f;, ta poté bude v podob¢ f, posunuta o m ve sméru zaporné poloosy
osy x (doleva po ose x). Funkce f; bude nabyvat dvojnasobnych hodnot oproti £, a funkci

Ze zadani mizeme vyvodit, Ze jednotlivé funkce vychazi z funkce ptedchozi.
fa vytvofime posunutim f; o hodnotu 2 ve sméru kladné poloosy osy y (hahoru po ose

y)-
. | |l T =T
gl ﬂl 7 ;I gl 2| E:.l
a 1 H H
) | al ol al ul
| -':| H1] H | n m
H H 6 T = H Hl
:lll 5:' i .:ll ::l .::I
| . ) H H =l
B H s| il ]| | H
HH | i sal sl sul HH
;1 : 1l 4 H - HH | aal 3
il | 2l il i i :
i1 i il ) i il §
S R 1 | sl Sl $
K "' :. : ] :' I | ..' ¥ ] Y | ..- : 1 s
Sl S 2f il S Sl sl S
& L | - " o Iy | Iy 1 I » iy K 'y | s ’
» [ ] K [ ¥ H S 1y " r > l' - [
& o ! & "y :' 5 > K :- I s ? .. "
/4 L s ;o :odf 4/ S
i 4 Y/ i 4 R4 H l" L 4 : 'l" i
4 4 iof i L 4 i g i/
H 32 8 2 x 0 2 ! ) P sz 8 2 M
:. I? ‘Tz i H ’?ﬂ T ..' VA W HY A d .: /e aj U : ," u i .: "' m
(! i s .'."l' iy i, "
&8 F ¥, o a1 F PN
; . ’ 1 ] ]
] l ' ’: ,l ! ] !; 1 I
. y | ] [] ] ]
! / f! f: A ( K
- " ' ll. ] k! []
kr I ] K, [ Er
£l £ £ £ £ £
El E; E Ex E: En
£ . £ £ E: £
. E E; Ex Es £
E B E [ ﬂ a
Obr. 88: Grafy funkci f, 5, f3, f4

funkce f; je m, funkce f, je funkce f; posunuta o m, tedy o jeji periodu.

Z grafu funkci je patrné, ze grafy funkci f;, f, jsou stejné. Je to proto, ze perioda



Priklad 7

Nacrtnéte graf funkce.

. —_— t x
fiy=-183
Reseni:
K funkci vytvotime tii funkce, které budou vysledné funkci pifedchazet. Funkce

na sebe budou navazovat jako v ptechozim ptikladu.
fory =tgx

X

hiy =tg3
Nejprve nacrtneme zakladni graf funkce tangens, (graf funkce f;). Nasledovne¢ se
zamétime na vnitini ¢ast funkce f, kde je proménna ovlivnéna parametrem a, nacrtneme
tedy graf funkce f;. Poté se budeme zabyvat parametrem, ktery nasobenim ovliviiuje
vyslednou hodnotu funkce tangens. Nacrtneme graf funkce f,, ktery bude vychazet

z grafu funkce f;, ale bude nabyvat opa¢nych hodnot (bude pieklopeny pies osu x).

T T T 1 T ] ' 1 [
I 1 P8 I ! I I [ [
1 1 1 1 1 1 1 1 ]
1 | 1 i I 1 1 1 1
1 1 1 6 1 1 I I | r
1 1 1 1 ] 1 I I ]
1 | 1 1 1 | 1 1 |
1 ] 1 1 ] 1 1 1 ]
I 1 | 4 1 1 | 1 I [
I I ] I I I I I []
o [ 1 1 [ I 1 ] 1
| I I 5 1 I [] U I (]
fa (] I} [} I
\ ! Y ’
4 s s 4 ’
f s Ve L4 ¢ je
5112 02 "—‘n ,‘T 512 ,‘]rr "Err 1
U ’ ’ ’
’ I} ' !

] 2 (] I I

! | 1 1 | I 1 |

I [ 1 I 1 I I 1

I 1 [ 1 1 i 1 1

] 1 1 ] 1 I ] [

1 1 1 1 1 I 1 1

1 | 1 1 1 1 1 1

1 1 1 -6 1 1 ] I ]

1 1 1 1 1 1 1 1

Obr. 89: Graf funkce f

98



Priklad 8

Nacrtnéte graf funkce.

gy =%tg(2x +%)

Resent:
go:y = 1gx
g1y =1tg2x

gz:y=tg(2x+g) =tg<2-(x+%)>

Postupovat budeme stejné¢ jako v pfechozim ptikladu postupnym vytvaienim
grafu funkci g4 az g,. U funkce g, musime dat pozor, o kolik funkci posouvame, protoze

je parametr a rizny od nuly. Proto si vytknutim parametru a upravime funkci g, do tvaru

tg (Z(X + %D , ze kterého vidime, Ze se funkce posouva o hodnotu b ,tedy o %

a

| 9,
]

Obr. 90: Graf funkce g
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Nacrtnéte graf funkce.

Priklad 9

—2cotgx +2

h:y =

ReSeni:

hy:y = cotgx
hy:y = 2cotgx
h,:y = —2cotgx

%

Obr. 91: Graf funkce h
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Priklad 10

¢te grafy funkci.

Nac

fiy = cotgx

g:y = 3cotgx

(x +g)

h:y =-5tg

s
2

j:y=tg(x—

%

Resent:

- T
- gm = = -,
Ol

- |
>
\-‘I

Obr. 92: Graf funkci f, g, h, j
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6  Zavér

Informacni technologie maji pro vyuku znaény vyznam, jelikoz vhodnym
pouzitim mohou pomoci uciteli pfi vysvétlovani dané tematiky a zakiim usnadni jeji
pochopeni. Program GeoGebra je diky vyhoddm popsanym v uvodu pro vyuku
matematiky jedinecny. MoZnost tvorby dynamickych konstrukci v tomto programu je
velkym pifinosem, protoze jsou interaktivni, zdci mohou pozorovat zmény konstrukci za
ruznych situaci. Pfi vykladu goniometrickych funkci je program vyuzitelny na zakladni i
sttedni Skole. Pro pfevaznou cast tématu lze vytvofit dynamické konstrukce, které

nazorné zobrazuji danou problematiku.
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Pracovni list 1

Téma: Sinus ostrého thlu

Piiklad 1

Most Millau je nejvyssi most na svété a je zavéSeny na sedmi betonovych pilifich.
Nejvyssi pilit ma vysku 343 m, most je v této casti 245 m nad zemi, a na tomto pilifi je
zav&Sen na jedendacti ocelovych lanech. Jak dlouhé bude lano dosahujici pilite 18 m od

jeho vrcholu, které svird s mostovkou uhel 30°? Vysledek zaokrouhlete na celé cCislo.

Nakres:

Reseni:

Odpovéd’:



Priklad 2

Pti stavbé pyramid vyuzivali stati Egyptané rampy, po kterych dostavali velké
kamenné kvadry do vétsich vysek. Jak dlouhd musela byt rampa o sklonu 5°, aby doséhla

do vysky 60 m? Udélejte nakres. Vysledek zaokrouhlete na celé ¢islo.

Nakres:

Resent:

Odpovéd’:



Priklad 3

Dievéné necky, ve kterych se kdysi pralo na valSe, maji tvar kvadru s podstavou
ve tvaru lichob&Zniku a délku 150 cm. Spodni strana je Siroka 20 cm a horni 70 cm. Jejich
zkosena strana ma délku 50 cm. Hladina vody svira se skosenou stranou uhel 60°. Kolik
litrh vody bude v neckach, pokud hladina bude dosahovat az po okraj? Vysledek

zaokrouhlete na celé &islo.

Nakres:

d=150cm

Resent:

Odpovéd’:



Pracovni list 1 - feSeni

Téma: Sinus ostrého thlu

Piiklad 1

Most Millau je nejvyssi most na svéte a je zavéSeny na sedmi betonovych pilifich.
Nejvyssi pilit ma vysku 343 m, most je v této casti 245 m nad zemi, a na tomto pilifi je
zav&Sen na jedendcti ocelovych lanech. Jak dlouhé bude lano dosahujici pilife 18 m od

jeho vrcholu, které svird s mostovkou uhel 30°? Vysledek zaokrouhlete na celé Cislo.

Nakres:

Resen:
Uhel mezi lanem a mostovkou = B, Vyska lana nad mostovkou= v, délka lana = d

v =343 -245-18=80m

_ v
sina ==
d

v
~ sinf

_ 80
~ sin30°




d=160m
Odpovéd’:
Ocelové lano je dlouhé 160 m.

Priklad 2

Pti stavbé pyramid vyuzivali stati Egyptané rampy, po kterych dostavali velké
kamenné kvadry do vétsich vysek. Jak dlouha musela byt rampa o sklonu 5°, aby dosahla

do vysky 60 m? Udé¢lejte nakres. Vysledek zaokrouhlete na celé ¢islo.

Nakres:

Resent:

Vyska = v, délka = d, sklon rampy = «

] v
sma—d
v
d=—
sina
B 60
" sin5°
d =688 m

Odpovéd’:

Rampa by musela byt dlouh4d 688 m.



Priklad 3

Dievéné necky, ve kterych se kdysi pralo na valSe, maji tvar kvadru s podstavou
ve tvaru lichobézniku a délku 150 cm. Spodni strana je Siroka 20 cm a horni 70 cm. Jejich
zkosena strana ma délku 50 cm. Hladina vody svira se skosenou stranou uhel 60°. Kolik
litri vody bude v neckach, pokud hladina bude dosahovat az po okraj? Vysledek

zaokrouhlete na celé &islo.

Nakres:

d=150cm

Resent:

Uhel mezi hladinou vody a zkosenou stranu =y, délka = d, zkosena strana = z,

vyska = v, §itka spodni strany = c, §itka horni strany = a
Nejprve spocitame vysku necek
v
siny =—
siny-z=v
v = 50 - sin 60°

v=43cm



Poté spocitame obsah lichobéznikové podstavy a nakonec objem necek

_a+c
5—90 43
T2
S = 1935 cm?
V=S-d
V = 1935 - 150

V = 290250 cm®= 2901

Odpovéd’:

Hladina vody bude v neckach sahat po okraj, pokud v nich bude 290 | vody.



Pracovni list 2

Téma: Kosinus ostrého thlu

Priklad 1

Doporuceny sklon stfechy pro palené tasky je 30°. Diim, na jehoz stfechu ma byt
pouzita tato krytina, ma délku 10 m a $itku 8 m. Jaka bude délka krovu (k) a kolik m?
této krytiny bude potieba na pokryti stfechy, pokud S$tit stiechy mé& mit tvar

rovnoramenného trojuhelniku? Vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné misto.

Nakres:

ResSeni:

Odpovéd’:



Priklad 2

Vysoké¢ televizni vysilace byvaji ukotveny ocelovymi lany. Lano dlouhé 350 m
svira se zemi thel 60°. V jaké vzdalenosti od vysilace bude ukotveni lana? Udé&lejte

nakres.

Nakres:

Resent:

Odpoved’:



Priklad 3

Rovna silnice vedouci z Hlubocan do Vrchotina je podle autoatlasu dlouha 31 km.
Jakou vzdalenost ujedeme ve skutecnosti, pokud je primérny sklon silnice 10°? Vysledek

uved’te v celych metrech. Nacrtnéte nékres.

Nakres:

ResSeni:

Odpoved’:



Pracovni list 2 - feSeni

Téma: Kosinus ostrého thlu

Priklad 1

Doporuceny sklon stfechy pro palené tasky je 30°. Diim, na jehoz stfechu ma byt
pouzita tato krytina, ma délku 10 m a $itku 8 m. Jaka bude délka krovu (k) a kolik m?
této krytiny bude potieba na pokryti stfechy, pokud S$tit stiechy mé& mit tvar

rovnoramenného trojuhelniku? Vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné misto.

Nakres:

ResSeni:

Sklon stfechy = 6, Sitka domu = s, délka domu = d, délka krovu = k

I
N =
(%]

S=2-46-10

S=92m?



Odpoved’:
Délka krovu bude 4,6 m a na pokryti stfechy bude potieba 92 m? tasek.
Piiklad 2

Vysoké televizni vysilace byvaji ukotveny ocelovymi lany. Lano dlouhé 350 m

svira se zemi thel 60°. V jaké vzdalenosti od vysilace bude ukotveni lana? Udélejte

nakres.
Nakres:

n

n

n

A

n

n

n

n

n

n

lI

i d=350m

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

I (o

v="7

ResSent:

Uhel mezi lanem a zemi = @, délka lana = d, vzdalenost ukotveni = v

v
cosg =
v=cosg-d
v = cos 60° - 350
v=175m
Odpovéd’:

Ukotveni lana bude vzdaleno 175 m od vysilace.



Priklad 3

Rovna silnice vedouci z Hlubocan do Vrchotina je podle autoatlasu dlouha 31 km.
Jakou vzdalenost ujedeme ve skutecnosti, pokud je primérny sklon silnice 10°? Vysledek

uved’te v celych metrech. Nacrtnéte nékres.

Nakres:

Vrchotin

skute¢na vzdalenost = ?

Hluboc¢any
délka cesty na mapé a = 31 km

Resent:

Délka cesty dle autoatlasu = a, sklon silnice = a, skute¢na vzdalenost = v

a
cosa = —
v
_a
"~ cosa
31000
v= cos 10°
v =31478 m

Odpoved’:

Ve skutecnosti ujedeme po této cest¢ 31 478 m.



Pracovni list 3

Téma: Tangens a kotangens ostrého uhlu

Priklad 1

Panelovy dim potiebuje zateplit bo¢ni sténu. Jeho Sitka je 15 m. Pokud od domu
stojime 30 m, vidime okraj jeho stfechy pod vyskovym uhlem 45°. Kolik m? izolace bude

potieba, kdyz je bo¢ni sténa bez oken?

Nakres:

Resent:

Odpovéd’:



Priklad 2

Strom vrha stin dlouhy 10 m. Jak je strom vysoky, pokud je slunce ve vysce 70°
nad obzorem? Vyuzijte funkci kotangens a vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné

misto. Nadértnéte nakres.

Nakres:

ResSeni:

Odpoved’:



Priklad 3

Geodet premétuje nadmoiskou vysku kopce Kamenita hiirka. Nachazi se v mist¢

s nadmoi'skou vyskou 550 m n. m., kter¢ je dle mapy vzdaleno 1000 m od vrcholu kopce.

Jakou nadmotskou vysku méa Kamenita hiirka, pokud geodet vidi jeji vrchol pod

vyskovym uhlem 15°?

Nakres:

Kamenita harka, 7 m n. m.

vyskovy rozdil = 7,

Geodet, 550 m n. m.

vzdalenost na mapé = 1000 m

Resent:

Odpoved’:




Pracovni list 3 - feSeni

Téma: Tangens a kotangens ostrého thlu

Priklad 1

Panelovy dim potiebuje zateplit bo¢ni sténu. Jeho Siika je 15 m. Pokud od domu
stojime 30 m, vidime okraj jeho stfechy pod vyskovym uhlem 45°. Kolik m? izolace bude

potieba, kdyz je bo¢ni sténa bez oken?

Nakres:

Reseni:
Vyskovy uhel = v, §itka domu = s, vySka domu = v, vzdéalenost od domu = d

v
gy =7

v=tgy- -d
v=1tg45-30
v=30m
S=s-v=15-30
S =450 m?
Odpovéd’:

Na zatepleni boéni strany domu bude tieba 450 m? izolace.



Priklad 2

Strom vrha stin dlouhy 10 m. Jak je strom vysoky, pokud je slunce ve vysce 70°
nad obzorem? Vyuzijte funkci kotangens a vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné

misto. Nadértnéte nakres.

Nakres:

[o\

délka stinu=10m

Reseni:
Uhel svirajici sluneéni paprsky se zemi = 8, délka stinu = d, vy3ka stromu = v
tg p d
co =—
g v

_ d
1]_cotgﬂ

10
V= cotg 70°

v=285m

Odpovéd’:

Strom je vysoky 28,5 m.



Priklad 3

Geodet premétuje nadmoiskou vysku kopce Kamenita hiirka. Nachazi se v mist¢
s nadmoi'skou vyskou 550 m n. m., které je dle mapy vzdaleno 1000 m od vrcholu kopce.
Jakou nadmotskou vysku méa Kamenita hiirka, pokud geodet vidi jeji vrchol pod

vyskovym uhlem 15°?

Nakres:

Kamenita hurka, ? m n. m.

- vyskovy rozdil = ?

Geodet, 550 m n. m. vzdalenost na mapé = 1000 m

Reseni:
Vyskovy thel= a, vzdalenost vrcholu na mapé = d, vyskovy rozdil = v

) v
gax =4

tga-d=v
v =tg15°-1000
v=268m
Nadmoftska vyska kopce = 550 mn. m. + v =818 mn. m.
Odpoved’:

Kamenita hirka méa nadmotskou vysku 818 m nad mofem.



Pracovni list 4

Téma: Grafy funkci sinus a kosinus

Piiklad 1
Nacrtnéte grafy funkci do jednoho nakresu.
f:y=cosx
g:y = cos 2x
h:y = cos(2x + m)
i:y =3cos(2x +m)

jiy=3cos(Rx+m) —1
Napovéda: Funkci h upravte do tvaru h:y = cos(a(x + ED
a

ResSeni:

-5m/2 -2 -3m/2 - -2 0 2 i) 32 2w 5w/2

3

T2

4




Priklad 2

Nacrtnéte graf funkce.

X
f:y=25inz+3

Napovéda: vytvoite funkce, ze kterych bude postupné funkce f vychazet

Reseni:
fory =
fiiy =

f2ry =

-5m/2 -2m -3mw/2 - -T2

2

m

3m/2

2w

5m/2

3

T2

41




Priklad 3

Urcete predpis funkce h. Zaméite se na variantu, kdy mé funkce zaklad sin x,

parametry a, ¢ maji kladnou hodnotu.

Népovéda: h: y = csin(ax + b) + d, bude tieba zjistit parametry funkce

Q

Reseni:
Funkce h ma obecny piedpis:

a) Parametr a

b) Parametr b

c) Parametrc



d) Parametrd

Ptedpis funkce h:y =




Pracovni list 4 - fe$eni

Téma: Grafy funkci sinus a kosinus

Piiklad 1
Nacrtnéte grafy funkci do jednoho nakresu.
f:y=cosx
g:y = cos 2x
h:y = cos(2x + m)
i:y =3cos(2x +m)
j;y=3cos(2x +m) —1

Resent:

Z ptedpisu jednotlivych funkei vidime, Zze kazda vychazi z té predchozi, jen je
doplnéna o jeden parametr. Novéa funkce tedy vznikne upravou funkce ptedchozi dle nové
ziskaného parametru. Prvni funkce je nezménény ptedpis funkce kosinus. Druhé funkce

vychézi z té prvni, je vSak doplnéna o parametr a, tfeti funkce vychazi z druhé, je navic



doplnéna o parametr b. Funkce i, je ma piedpis funkce h doplnény o parametr c. Posledni
funkce obsahuje stejné parametry o stejnych hodnotach, jako funkce ptedchozi, navic
obsahuje i parametr d. U funkce h musime dat pozor, o jakou hodnotu bude posunuta, a

proto ji upravime vytknutim parametru a ze zavorky. Po upravé uvidime, Ze funkce

b
h bude oproti funkci g posunuta o U

ol
s
h:y = cos(2x + m) = cos 2(x + E)

Priklad 2

Nacrtnéte graf funkce.

X
f:y=ZSinZ+3

Népovéda: vytvoite funkce, ze kterych bude postupné funkce f vychazet

Reseni:

fo:y =sinx
— 1 x

firy = sm4

fry = sm4

K funkci vytvotfime tii funkce, ze kterych bude vysledné funkce vychazet. Stejné
jako v ptedchozim ptikladu za¢neme funkci se zakladnim ptedpisem, funkci f,, postupné
této funkci budeme ptidavat parametry z vysledné funkce. Funkce f; vznikne pfidanim

parametru a k funkci f;, funkce f, vznikne rozsifenim f; 0 parametr c.



f 2 .-.-li'-""""'"n--n..... -
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Priklad 3

Urcete predpis funkce h. Zaméite se na variantu, kdy mé funkce zaklad sin x,

parametry a, ¢ maji kladnou hodnotu.

Népovéda: h:y = csin(ax + b) + d, bude tieba zjistit parametry funkce

Regeni:
o
5
4
h 3
2




Na zjiSténi hodnoty parametrii se zamétime postupné.

a) Parametr a

Z nakresu je patrné, ze funkce h mé periodu 4m. Velikost periody miizeme urcit

jako p = ?—T , (2 je perioda funkci sinus a kosinus)
a
Parametr a tedy urcime jako |a| _r_2r 1
p 4r 2

V zadéni je ddno, Ze parametr a ma byt kladny, tedy a = %

b) Parametr b

Z nakresu vidime, funkce h(0) = 0, absolutni hodnota maxima a minima rovna,
funkce ma v intervalu (0; %) stejny prubéh jako jeji zaklad, funkce sin x v intervalu

(0; %) , dale vime, ze parametr ¢ ma byt kladny, mizeme tedy urcit, ze b = 0

c) Parametrc
Parametr ¢ ur¢ime jako aritmeticky primér souctu absolutnich hodnot maxima a

minima

_ |ymax|+|ymin| _ |5|+|_5|_E_5

|c| 3 ,C 5 5

d) Parametrd

Parametr d uré¢ime jako rozdil absolutnich hodnot maxima a minima

d= |ymax| - |ymin| = |5| - |_5| =5-5=0

Predpis funkce h:y = SSing




Pracovni list 5

Téma: Grafy funkci tangens a kotangens

Priklad 1

Nacrtnéte grafy funkci do jednoho nakresu.

fry=tgx
g:y =183
hiy = —tg=
'y_ g3

Resent:

-5m/2 -2m -3mw/2 - -T2 0 2 il 32

2w

5m/2

3

T2

41




Priklad 2

Nacrtnéte graf funkce.

1
f:yzicotx—S

Napovéda: Vytvoite funkce, ze kterych bude postupné funkce f vychazet.

Reseni:
fory =

firy =

-5m/2 -2 -3m/2 - -2

2

m

3m/2

2w

5m/2

3

T2

4




Priklad 3

Urcete predpis funkce h. Zaméite se na interval (—2m; 2m) a na variantu, kdy

ma funkce zéklad tg x, parametry a, ¢ maji kladnou hodnotu.

Népovéda: h:y = ctg(ax + b) + d, bude tfeba zjistit parametry funkce

ReSeni:
Na zjisténi hodnoty parametrii se zamétime postupne.

a) Parametr a

b) Parametr b

c) Parametrc



d) Parametrd

Ptedpis funkce h:y =




14

- feSeni

Pracovni list 5

Téma: Grafy funkci tangens a kotangens

Priklad 1

Nacrtnéte grafy funkci do jednoho nakresu.

[\l
|_|
Rln
[=T]
)
_
Rlm Il
Rl >~
I I Il ks
= > ~ %
S < B a2

" T2
Yoo,

Yy




Priklad 2

Nacrtnéte graf funkce.

1
f:y=§cotx—3

Napovéda: Vytvoite funkce, ze kterych bude postupné funkce f vychazet.

Reseni:

fo:y = cotx
1

firy = Ecotx

K funkci vytvotime tii funkce, ze kterych bude vysledna funkce vychazet. Stejné
jako v ptedchozim ptikladu za¢neme funkci se zakladnim ptedpisem, funkci f,, postupné
této funkci budeme ptidavat parametry z vysledné funkce. Funkce f; vznikne pfidanim

parametru c k funkci f,. Funkce f je f; posunuta o parametr d.




Priklad 3

Urcete predpis funkce h. Zaméite se na interval (—2m; 2m) a na variantu, kdy

ma funkce zéklad tg x, parametry a, ¢ maji kladnou hodnotu.
Népovéda: h:y = ctg(ax + b) + d, bude tfeba zjistit parametry funkce
Reseni:

Funkce h ma obecny piedpis:

]
1
1
& 4 T'r ) 0 1rlr2 A H
woof I ool
1 I 1
f i I 1
1 ) I 1
1 I 1
] I I
1 -3 I 1
] ] I ]
1| 1 I 1
] | -4 l ]
13 1 I 1
¥ 1 I 1
a | -5 1 1
h H| 1 I 1
s 1 1 1
i 1 -6 I 1

Na zjisténi hodnoty parametri se zamétime postupné.

a) Parametr a

Z nakresu je patrné, ze funkce h ma periodu 4m. Velikost periody mizeme urcit

jako p= ﬁ , (r je perioda funkci tangens a kotangens)
a
Parametr a tedy ur¢ime jako |a| z_x 1
p 4r 4

: 1
V zadani je dano, ze parametr a ma byt kladny, tedy a = 7



b) Parametr b

Pokud stfedy intervall funkce tangens lezi v bodech x = (E kﬂ'j , k € Z, potom
a

b = 0. Z nékresu vidime, ze stied intervalu tuto podminku spliiuje. Pozorovany interval
(—2m; 2m) podminku spliiuje, protoZe jeho stied lezi v bodu x; = 0, pokud zvolime

k = 0, potom x = 0, mizeme tedy urcit, ze b = 0.

c) Parametrc

Hodnota parametru c je rozdil hodnoty, kterou ma funkce tangens v bodu

X = (EZ + b) a parametru d.
a4

Dle grafu funkce h, bod x; =
c=h(x)—d=h(n)—2=4-2=2

d) Parametrd
Parametr d ma hodnotu o velikosti hodnoty funkce v bodech, ve stfedu intervala
funkce. Pro zji§téni parametru funkce si tedy vybereme jeden interval, na kterém ur¢ime

stied x,, a poté zjistime funk¢ni hodnotu v tomto bodu.

d = h(x) =2

Predpis funkce h: y = 2sin % +2




