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Anotace:

Bakalafska prace Vyznamné body v trojuhelniku shrnuje zakladni body trojuhelniku
a jejich vlastnosti. O téchto bodech se Zaci uci jiz na zakladnich a stfednich Skolach.
V trojihelnikuse nachdzi mnohem vice zajimavych bodul, které nejsou soucasti uciva
ani na vysokych Skoldch. U vybranych bodii se snazim zkoumat jejich vlastnosti
a souvislosti mezi nimi. Mezi tyto vyznamné body a vztahy v trojuhelniku patii naptiklad
Fermativ bod, kruznice deviti bodl, Eulerova pfimka, nebo Napoleontv trojuhelnik.
Cilem této prace je seznameni Ctenaie s témito body trojihelniku a jejich vlastnostmi.
U vétSiny vlastnosti jsou popsany jejich dikazy. Soucasti jsou také obrazky vytvoiené
v geometrickém programu GeoGebra, které pomahaji c¢tenafi porozumét dané

problematice.

Annotation:

The bachelor thesis Significant points in a triangle summarizes the basic points
of atriangle and their properties. Students learn about these points at elementary and high
schools. There are lot of interesting points in a triangle which are not part
of the curriculum at the university. | try to examine the properties of selected points
and connections among them, for example Fermat point, Nine-point circle, Euler line
or Napoleon triangle. The aim of this bachelor thesis is to make readers acquainted
with these selected points and prove some of their properties. Pictures in the thesis are
created in a geometrical program called GeoGebra. These pictures can help the reader

to understand this problem.



Uvod

S pojmem trojihelnik jsme se vSichni setkali jiz na zakladni skole, kde jsme se naucili
jeho zakladni body a vlastnosti. Zjistili jsme, co jsou vrcholy trojahelniku a stiedy stran
a dozveédéli jsme se, jak sestrojit osy stran, vySky a téznice nebo kruZnice opsané

a vepsang.

Na stfedni Skole jsme si rozsifili védomosti napiiklad o pojem stfedni pticky a dalsi

vztahy mezi body trojuhelniku.

V prvnim roc¢niku vysoké Skoly jsme se dozvédéli dalSi zajimavosti o jiz zndmych
bodech, ale také jsme se naucili mnoho dalSich bodi a vztahi mezi nimi.
Mezi ty nejzajimavéjs$i pro mé patii Fermativ bod, pro ktery je soucet vzdalenosti
od vrcholtt minimalni; kruznice deviti bodu, ktera spojuje stiedy stran, paty vysek a stiedy

spojnic vrcholid s ortocentrem, nebo Eulerova piimka, na niz lezi tézisté, ortocentrum

a stfed kruznice opsang.

Rada bych ve své praci popsala vyznamné body trojuhelniku, které bychom méli vSichni
znat. Dale bych chtéla ¢tenafe seznamit S body a vztahy mezi nimi, o kterych jsme
se ve §kole neucili. Podle mé stoji za zminku napiiklad Svréktv bod, Simsonova pfimka

nebo Nagelliv bod.

Prace je rozdélena do tii kapitol. V prvni znich si uvedeme definice trojuhelniku
a Cevovu vétu, pomoci které budeme dokazovat platnost vétSiny tvrzeni. Ve druhé
kapitole se budeme vénovat bodiim a pojmiim, které zndme jiz ze zdkladni Skoly.
Zopakujeme si, co je stfedni pficka a sni souvisejici piickovy trojuhelnik.
Vv trojuhelniku. Uvedeme si zde také vlastnosti, o kterych jsme se neucili a bylo by dobré
je znat. V zavérecné tieti kapitole si pfedstavime vztahy a body, které mnohdy nejsou
soucasti u€iva ani na vysokych Skolach. Povime si o kruznici deviti bodii, Fermatoveé

bodu, Napoleonové trojihelniku,nebo Simsonové piimce a dalsich zajimavych bodech.

Jednotlivé pojmy jsou vysvétlovany na zaklad¢ znalosti, které bychom méli znat
jiz ze stifedni Skoly z hodin geometrie. U kazdého tvrzeni jsou popsany dukazy, nékteré
Znich jsou méné naro¢né a mély by byt srozumitelné i pro Zaky druhého stupné

zakladnich skol.



Inspiraci k vybéru tohoto tématu mi byly predméty ,,Planimetrie® a ,,Vypocetni technika
pro matematiky 1“. V téchto pfedmétech jsme pocetné a s pomoci programu GeoGebra
dokazovali platnost vé&t, vyuzivali jsme naptiklad podobnosti trojuhelniku
nebo stejnolehlosti. V pfedmétu ,,Vypocetni technika pro matematiky 1¢ jsme méli
za ukol napsat seminarni praci, ve které jsme dokazovali vybrana tvrzeni pomoci
verifikace a klasického dikazu. VétSinu tvrzeni jsem slySela poprvé a jejich studovani

na strankach Alexandra Bogomolnyho [1] pro mé bylo velmi pou¢né.

Zakladnim zdrojem pro vybér bodi mi byla Encyclopedia of triangle centers [4] zaloZena
a spravovana profesorem matematiky na University of Evansville Carlem Kimberlingem.

Duikazy vétSiny vét jsem Cerpala Z jiz zminéné stranky A. Bogomolnyho.

Mou snahou bylo napsat praci tak, aby byla srozumitelna nejen pro odborniky v oboru
matematiky, ale také pro laiky v této oblasti. DuleZitou soucasti prace jsou obrazky,

které jsou vytvofeny v geometrickém programu GeoGebra.



1 Definice trojihelniku

Kazdy ma jisté urcitou piedstavu o tom, co je trojuhelnik a jak vypada. Ale lze jej

definovat mnoha zptisoby, proto si zde uvedeme nékolik definic.

,, Trojithelnik ABC je prunik polorovin ABC, BCA, CAB, pritom body A, B, C jsou riizné

anelezi v jedné primce* [9, str. 23].

,,Jsou-li dany v roviné tri nekolinedrni body A,B,C, potom spolecnd cdst polorovin

ABC,BCA a CAB se nazyva trojuhelnik ABC “ [5, str. 68].

,Mejme dany tri ruzné body A,B,C, které nelezi v jedné primce. Trojuhelnik ABC
je prunik polorovin ABC,BCA, CAB, tj. mnozina vsech bodu, jez lezi zdaroven v techto

trech polorovindach* [8, s. 424].

., Trojuhelnik ABC Ize téz definovat jako mnozZinu vsech usecek AX, kde X je libovolny
bod usecky BC “ [8, s. 425].

Trojuhelniky rozd€lujeme podle délek stran a velikosti uhla. Podle délek stran
Klasifikujeme trojtihelniky na rovnostranné, rovnoramenné a obecné. Podle velikosti uhlu
délime trojuhelniky na ostrothlé, pravouhlé a tupouhlé. Na prvni pohled jsou

tyto trojuhelniky rozdilné, ale maji mnoho spole¢nych vlastnosti [6].

c

Obrazek 1 - Trojuhelniky rozdélené podle délek stran: rovnoramenny, rovnostranny, obecny



Obrazek 2 - Trojuhelniky rozdélené podle velikosti uhlii: pravouhly, ostrouhly, tupouhly

Tti body, které nelezi v ptimce, urcuji trojahelnik. Vrcholy trojuhelniku se znaci velkymi
pismeny, obvykle A,B,C. Useky spojujici jednotlivé vrcholy se nazyvaji strany
trojiihelniku a zna¢i se malymi pismeny — a, b, c. Usetka BC odpovida strané a, usetka
AC stran¢ b a usecka AB strané c.

Miizeme tedy konstatovat, ze bod A lezi naproti strané¢ a, bod B naproti strané b a bod C

naproti stran¢ c.

>

c B

Obrazek 3 - Trojuhelnik



1.1 Cevova véta [10]

Je dan trojuthelnik ABC. Body D, E a F jsou po radé vnitini body stran BC, AC, AB.
Primky AD, BE a CF prochazeji jednim bodem, prave kdyz plati

|AF| |BD| [CE|
|BF| |CD| |AE|
C
E D
A F B

Obrazek 4 - Cevova véta

Dikaz: [1]

Cevova véta je ve tvaru ekvivalence, proto dikaz rozdélime do dvou casti.
Ptedpokladejme nejprve, Zze piimky CF,AD,BE se protinaji vjednom bodé¢.

Pomér % mizeme snadno vyjadrfit jako pomér obsahti trojihelnikit ACF a BCF, protoze

tyto trojuhelniky maji shodnou vysku z vrcholu C. Tento pomér miizeme vyjadrit také
jako pomér obsahi trojihelniki AKF a BKF, protoZe maji shodnou vysku z vrcholu K.

Vime tedy, ze

|AF| _ Sacr _ _ _

() = > |AF| - Spcr = |BF| - Sycr
AF S

(1 1A% _ Saxr 2 |AF| - Spgr = |BF| - Sakr

|BF|  SBkF
Po odecteni téchto rovnosti dostaneme vztah

|AF| - (Spcr — Spxr) = |BF|* (Sacr — Sakr)-



Vyrazy v zavorkach nejsou nic jiného, nez obsahy trojuhelnikit AKC a BKC. Plati proto

|AF| - Sgxc = |BF| " Saxc = |AF] Sakc.

IBF| ~ Spkc
Cyklickou zdménou ziskam zbylé dva vztahy

|BD| _ Spxa |CEl _ Scxs
[CD1 ™~ Scka 'TAE1 ™~ Saxs

Vynasobenim téchto tfi rovnosti ziskavame:

|AF| |BD| |CE| _ Suxc Spka Scs _

= 1,
IBFl ICDI IAEl 5.BKC SCKA SAKB

¢imz je prvni ¢ast ekvivalence dokazana.

Druhy smér implikace dokazeme sporem. Uvazujme, Ze misto bodu F zavedeme bod X

takovy, Ze ptimky CX, AD, BE se neprotinaji v jednom bodé¢. Protinaji se tedy ve tfech

ruznych bodech. Snazime se dokazat, ze potom neplati vztah

|AX| |BD| |CE| _
|[BX| |CD| |AE]|

1.

(a)

A X  F=Y B

Obrazek 5 - Cevova veta
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Pruseciky dvojic ptimek AD, BE; AD,CX a CX, BE ozna¢me po fadé K, L, M. Zavedeme
dale bod Y takovy, ze Y lezi na pruseciku strany AB a piimky CK. Podle prvni ¢asti

dukazu plati vztah

|AY| |BD| |CE| _
|[BY| |CD| |AE|

(b) :
protoze ptimky CY,AD, BE se protinaji v jednom bod¢ — v bodé K. Predpokladejme,
ze plati

|AX| |BD| |CE| _
|BX| |CD| |AE|

Vydélime-li vztahy (a) a (b), dostaneme nasledujici rovnost

|AY| |BX| _
|AX| |BY|

odkud po upravé dostavame vztah

|AY| - |BX| = |AX| - |BY]|.
Pokud bod Y lezi bliz k bodu B nez bod X, pak plati nasledujici nerovnosti

|AY| > |AX], |BX| > |BY]|,
které spolu s posledni rovnosti vedou ihned ke sporu, protoze jeji leva strana je vzdy
vétsi nez prava strana. Jestlize bod Y naopak lezi dal od bodu B nez bod X,

pak dostaneme nerovnosti

|AY| < |AX|, |BX| < |BY].

Opét dostaneme spor s rovnosti

|AY| |BX]
|AX| |BY|
V obou piipadech jsme dospéli ke sporu, coz znamend, ze diikaz druhé implikace je téz

ukonden.

11



2 Definice zakladnich prvkiu

V této kapitole se zaméfime na prvky trojihelniku, jako jsou stiedni piicky, stiedy
jiz ze zakladni Skoly. Na nasledujicich strankach si rozSifime znalosti o mnoho

zajimavych vlastnosti, které ze Skoly nezname.

2.1 Stiedni pricky

Sjednoceni vSech stran trojuhelniku nazveme hranicemi trojuhelniku. Body lezici
na hranici trojahelniku jsou hrani¢ni body. VSechny ostatni body trojihelniku se nazyvaji
vnitini body trojihelniku. Nejvyznamnéjsi hraniéni body jsou stfedy stran, které nazveme

Sa Sy, S¢, lezici postupné na stranach a, b, ¢ [8].

., Usecka, jejimiz krajnimi body jsou stiedy dvou stran trojihelniku, se nazyvad stiedni
pricka trojuhelniku. Kazda stredni pricka trojuhelniku je rovnobézna S jeho protéjsi

stranou a jeji délka je rovna poloviné délky této strany, tj. plati

AB || S4Sy, BC || SpS., AC Il SzS.,

1 1 1
1SSyl = > |AB|, |SpS¢| = > |BC|, [SqSc| = > |AC|" [8, str.434].

Obrazek 6 - Stiedni pricky trojuhelniku

12



Dle [14] se trojuhelnik S,S,S. nazyva prickovy trojuhelnik trojuhelniku ABC a je s nim
podobny podle vety sss s pomérem podobnosti k = %
Dikaz: [1]

Zamgéiime-li se na ¢tyfuhelnik S.BS, S}, vidime, Ze se jedna o rovnobéznik. Jelikoz bod
S, lezi ve stiedu usecky AB, pak plati
|AB| = 2|S.B|.

A protoze bod S, je stiedem strany a, pak

|BC| = 2|S,B].
Z toho vyplyva, ze

|Sb5a| = |SCB| a |SbSc| = |SaB|-

Taktéz z rovnobézniku S.S,CS} ziskdvame vztahy

1SpC = 1ScSal, [SaCl = |ScSp
a z rovnobézniku AS.S, S, vyplyvaji tyto vztahy

|ASC| = |Sbsa| a |ASb| = ISCSaI-
Dale plati:

AB || ;S5 BC Il $pS.a AC || S;S,.
Tim jsme dokazali, Ze trojuhelnik ABC je podobny trojuhelniku S,S,S. podle véty sss

v . 1
S pomérem podobnosti k = P

13



Stiredni pricky deli trojuhelnik ABC na c¢tyri shodné trojuhelniky. Jsou jimi trojuhelniky
ASpS:,ScBS4, SaSpSe, SqSpC [15].

Dukaz:

Bod S, lezi ve stiedu tse¢ky AB, proto

IASCI = ISCBI'
bod S, je sttedem BC, tudiz

|BSa| = |SaC|
abod S, je uprostied tsecky AC a tedy

|ASp| = 1SpCI.

Z ptedchozi véty vime, Ze plati

|SaSy| = |AS:| = |ScBI, [SpSc| = |BSq| = |CSql a|SaSc| = |CSy| = |AS].

C

H H »B
A Sc

Obrazek T - Stredni pricky

Ozna¢me délky stran trojuhelniku S, S, S, nasledovné

|SbSC| =aq, |SCS(1| = b, |SaSb| =C.

Dosadime-li rovnosti do ptedchoziho vztahu, zjistujeme, ze trojuhelniky AS,S,, S.BS,,

SaSpSe, SqSpC maji délky stran rovny a, b, c. Z toho vyplyva, ze trojihelniky jsou shodné

podle véty sss.

14



2.2 Tézisté a téZnice

V trojihelniku ABC oznacme postupné T,, Ty, T stiedy jeho stran BC,CA, AB. Usecky
T, T, T,T,., T,T, nazyvame strednimi prickami trojuhelnika ABC. Trojuhelnik T,T,T,
nazyvame piickovym trojiihelnikem trojiihelnika ABC. Usecky AT,, BTy, CT, nazyvime

teznicemi trojuhelnika ABC. VSechny tri téznice se protinaji v jednom bode — tento bod

Vvoew

Dukaz:

Provedeme pomoci Cevovy véty. V trojihelniku ABC, ve kterém body T,, T, T,

jsou stfedy stran a, b, c, plati
|AT,| = |T.B|, |BT,| = |T,C| a |CT,| = |THAl.
Dosazenim téchto rovnosti do vztahu pro Cevovu vétu plati

|AT,| |BTa| ICT,|

|BT| |CT,| |ATp|

Z toho plyne, Ze téZnice t4, t,, t3 prochazeji jednim bodem.

15



Vvoew

vrcholu a reziste [14], [6], [10].
Diikaz:
Trojuhelnik ABC je podobny s trojuhelnikem T}, T, T, pti¢emz plati

|AB| 2 |BT| _ |AT|

IT. Tyl 1 |T,T| T, TV

|AT,| = |AT| + |TT,| =2+1 =3,

o2 1
T]egodAagodTa.

V trojuhelniku ABC existuje mnoZina bodu X takova, ze obsahy trojuhelnikic ABX a ACX

Jjsou shodné. Mnozinou je cela téznice na stranu a [10].

Obrazek 9 - Vlastnosti téZnice

16



Dikaz:

Vyuzijeme toho, ze trojuhelniky ABX a ACX maji shodnou stranu AX. Obsah trojuhelniku
AXB vyjadiime jako

_ |AX| - |BPy|
SABX - T

Pro obsah trojuhelniku ACX plati

|AX| - |CF|
Sacx :#-

Nyni chceme dokazat, Ze vySky téchto trojuhelnikii se shoduji. Zamétime-li
se na trojuhelniky CP.T, a BT, P, vidime, zZe hly pii vrcholu T, jsou vrcholové, a tudiz
jsou shodné. Oba trojihelniky jsou pravouhlé, proto i jejich tieti thel se shoduje.

Dale vime, ze T, je stied secky BC, plati tedy
|CTa| = |BT,l.

Trojuhelniky CP.T, a BT, P, jsou shodné podle véty usu. Z toho vyplyva, ze plati rovnost
|CF.| = |BPy|.

Dokazali jsme, Ze vysky trojuhelnikit ABX a ACX jsou shodné, a proto jsou si rovny

1 obsahy téchto trojuhelniki.

17



Uvnitr trojuhelniku ABC lezi prave jeden bod X takovy, zZe trojuhelniky BCX,CAX, ABX
maji stejny obsah. Timto bodem je pravé tezisté trojuhelnika ABC [14].

' *B
A T,

Obrazek 10 - Viastnosti téZisté

Dukaz:

A%

snadno vyjadiime obsahy trojuhelnikit ABT a ACT

|AT| - |BP,| |AT| - |CF|
SABT = T = SACT = T

Nyni se zaméfime na obsah trojihelniku BCT. Tento obsah mliZeme rozdélit na soucet
obsaht trojuhelnikit BTT, a CTT,. VyuZijeme opét toho, ze tyto trojuhelniky maji

shodnou stranu TT,. Dale z piedchozi véty vime, ze
|CP.| = |BPyl.
Pro obsahy trojuhelnikd BTT, a CTT, plati

|TTa|'|BPb| |TTa|'|CPC|
SBTTa = T = SCTTa = T

18



Obsah trojuhelniku BCT vyjadiime jako

ITTal - |BPy| | |TTal - |CE|
Sper = =5 —— + 5 = |TTa| - ICR| = |TT| - |BP,|.

dostaneme
|AT|- [CF|
Sper = |TTa| : |CPc| = # = Sact = Sapr-

Obsahy trojuhelniki ACT, ABT a BCT jsou tedy shodné.

19



2.3 VySky a ortocentrum

., Vyska trojuhelniku je usecka, jejimiz krajnimi body jsou vrchol trojuhelniku a pata
kolmice vedené timto vrcholem K piimce urcené zbyvajicimi vrcholy trojihelniku [9,

str.27].

V kazdém trojihelniku existuji praveé tfi jeho vysky. Pfimky, na kterych lezi vysky,
se protinaji v jednom bod¢. Tento bod se nazyva ortocentrum a znaci se obvykle velkym

pismenem O [8].

Poloha ortocentra je zavisla na druhu trojuhelniku. Je-li trojuhelnik ostrouhly, lezi
ortocentrum uvniti' trojuhelniku, pokud je trojuhelnik pravouhly, splyvé ortocentrum
s vrcholem trojihelniku pii jeho pravém uhlu, a pokud je trojuhelnik tupouhly, nachézi

se ortocentrum vné trojuhelniku [8], [6].

Obrazek 11 - Poloha ortocentra v ostrouhlém, pravouhlém a tupouhlém trojithelniku

Dukaz 1:

Ved'me kazdym vrcholem trojuhelniku ABC rovnobéznou piimku s protilehlou stranou.
Bodem A ved’me rovnobéZku se stranou a, bodem B rovnobé&zku se stranou b a bodem C
rovnobé&znou piimku se stranou ¢. P¥imky oznaéme postupné a’, b’, ¢ a pruseciky téchto
ptimek nazveme A’, B', C'. Tyto body vymezuji trojuhelnik. Trojihelnik ABC je pfickovy
trojihelnik trojuhelniku A'B'C’. Z pfedchozi kapitoly vime, Ze vrcholy pii¢kového
trojuhelniku lezi ve stiedu pfislusné strany. Vysky trojihelniku ABC prochéazejici kolmo

vrcholem tohoto trojuhelniku jsou zaroven osami stran trojuhelniku A'B'C’.
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Nyni dokazeme, ze vySky prochazeji pravé jednim bodem. Prusecik vysek v, a v,

nazveme 0. Bod O lezZi na vysce v, a z vlastnosti osy strany vime, Ze

|C'0| = |B'O|.
Dale bod O leZi na vySce v, pak

|C'0| = |A'0].
Z téchto rovnosti plyne

|B'O| = |4'0],

a to znamena, Ze bod O leZi i na vySce v,.

Obrazek 12 - Ortocentrum

Dukaz 2:

Provedeme pomoci Cevovy véty. Nejprve si dopocitame potifebné poméry. Ozname
strany trojuhelniku standardné a,b,c a useky CyB,AyC,ByA pojmenujme postupné
x,y,z. Pomoci Pythagorovy véty vyjadifime vysku na stranu ¢ z trojuhelniki AC,C

a BCyC. Dostavame nasledujici rovnice
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Po upravé dostavame

a? —x?>=b%?—-c?+2cx — x?
a odtud pro x plati

a® — b% 4 c?
2c '

Usek AC, pak vyjadiime jako
c? —a? + b?

c—x=
2C

Obrazek 13 - Ortocentrum

Timto zpisobem ziskame i rovnosti pro zbylé useky

_a,z+b2—c2 _az—b2+c2
Y= 2a ’ a=y= 2a ’
_bz—a2+c2 b _bz—cz+a2
=7 T

Nyni miiZeme tyto vztahy dosadit do vztahu pro Cevovu vétu

|ACo| |BAol |CByl c¢?—a®+b* a®—Db*+c? b2—02+a2_1
|CoB| 1AoC| |BoAl a?—b%+c? a2 +b2—c% b2—a%+c2

Z této rovnosti vyplyva, ze se vSechny vysky trojuhelniku ABC protinaji v jednom bod¢.
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Paty vysek Ay, By, Cy vytvari trojuhelnik, ktery se nazyva orticky. V pravouhlém
trojuhelniku vsak tento trojuhelnik neexistuje, protoze dvé ze tri pat vysek splynou v jeden

bod [14].

Obrazek 14 - Orticky trojuhelnik

V ostrouhléem  trojuhelniku  plati  |XAyCoBo| = T — 2y, |*XByAoCo| = T — 2q,
|%CyBoAo| = m — 2B a dale plati, Ze ortocentrum je zdaroven stiedem kruznice vepsané

Jjeho ortickému trojuhelniku [14].

Obrazek 15 - Orticky trojuhelnik v ostrovuhlém trojuhelniku
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Dikaz: [14]
Oznaéme uhly trojuhelniku ABC standardné a,fB,y a paty vysek Ay, By, Cp.
Z trojuhelniku AAyB si mizeme dopocitat thel pii vrcholu A, ktery je roven

/s
|«BAA,| = E_ﬁ

Z trojuhelniku AC,0 ur¢ime thel pfi vrcholu O
|%AOC,| = B.
Obdobnym zplisobem dopocitame i zbylé uhly pfi ortocentru
|%AOBy| =, |¥ByOC| = a,|xCOAy| = B, [®A,0B| =y, |¥BOCy| = a.

Ctyfuhelnik 0CyBA, je tétivovy, nebot’

s

Lze mu proto opsat kruznici. Z véty o obvodovych tihlech ihned vyplyva

|«BOA,| = [¥BCyAy| =y a|xCyO0B| = |xCyAyB| = a.
Ctyfuhelniku CoAB,0 mizeme takté opsat kruznici a ziskdvame

|2Cy0A| = |xCyByA| = B a|xBy0A| = |XByCoA| =y.
A z tétivoveho Ctyfuhelniku CyOB,C zjistime, Ze

|%A,0C| = |&AyByC| = B a|xCOBy| = |xCAyB,| = «a.
Nyni jiz snadno dopocitdme thly ortického trojihelniku AyB,C)

|%AyByCo| = — 2B, |&ByCoAg| = m — 2y a|XCyAyBy| = T — 2a.

Z ptedchozich rovnosti vidime, Ze vysky trojihelniku ABC jsou osami vnitinich thlt

trojuhelniku Ay B(Cy. Ortocentrum je tedy stfedem kruZnice vepsané trojuhelniku Ay B, C,

a tim je diikaz hotov.
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V tupouhléem trojuhelniku ABC s tupym whlem pri vicholu B plati
|%AoBoCol = 2B~ m,[2CoA¢Bo| = 2a,|xByCodo| = 2y.
Dale plati, Ze ortocentrum tohoto trojuhelnika je stredem kruznice pripsané jeho

ortickému trojuhelniku AyB,C, proti vrcholu B, [14].

v Vb ’
B ¢

& 0

Obrazek 16 - Orticky trojuhelnik v tupouhlém trojuhelniku

Dukaz:

Ozna¢me uhly trojihelniku ABC standardné a,f,y a paty vySek Ay, By, Cp.

Z trojihelniku BB, C si mizeme dopocitat uhel pii vrcholu B, ktery je roven
s
|*<ByBC| == —.
2
Z trojihelniku AoOB urc¢ime uhel pii vrcholu O

|«BOA4,| =v.
Obdobnym zpiisobem dopocitdime 1 zbylé thly. Ze c&tytahelniku OCyBA,,
ktery je tétivovy, zjistime, Ze

Ze ¢tyiahelniku BCyC B ziskavame

T
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A z tétivového Ctyfuhelniku AyBByA zjistime, ze
s
Nyni jiz snadno dopocitame thly ortického trojihelniku A¢ByC,

I{AoB()C()l = Zﬁ — T, |<B()C()A0| == 2)/ a I{COAOBOI = 20{.

Vidime, ze vyska v}, je osou vnitiniho thlu pii vrcholu By a vysky v, a v, jsou osami
vng&jSich thlu pii vrcholech Ay a Cy. Z toho vyplyva, Ze ortocentrum trojuhelniku ABC

je sttedem kruznice ptipsané, ktera se dotyka strany A,C,.
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Je dan trojuhelnik ABC a body 0,4, Oy, O,, které jsou obrazy ortocentra v osovych

soumérnostech s 0sami a, b, c. Body 0,, Oy, O, lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC
[14].

Obrazek 17 - Vlastnosti ortocentra

Diikaz: [14]

Ozna¢me P prise¢ik vysky CCy S kruznici trojuhelniku ABC opsanou, ktery je riizny
od vrcholu €. Uhly PCB a PAB jsou obvodové tihly piislusejici kruznici nad tétivou PB,

a proto

|«PAB| = |«PCBI|.
Dale vidime, Ze trojuhelniky CoBC a AyAB jsou podobné podle véty sus, a proto plati

|«PCB| = |<BAO|.
Z obou téchto rovnosti vyplyva
|«PAB| = |%BAO|.
Nyni snadno vidime, ze trojthelniky PCyA a OAC, jsou shodné a tedy

|PCol = 10C,].
Plati, ze O, = P, a proto bod O, lezi na kruznici trojuhelniku opsané. Cyklickou

zdmenou snadno vyvodime, ze 1 body O,, 0, lezi na této kruznici.
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2.4 Stredy kruznic

v

V trojuhelniku miizeme sestrojit nékolik typti kruznic. Nejznaméjsi jsou kruznice opsana,

vepsana a kruznice pfipsana. V této ¢asti si ukazeme, kde maji tyto kruznice sviij stied

a jak je sestrojit.

2.4.1 KruZnice opsana

Je dan libovolny trojuhelnik ABC. Osy jeho stran AB,BC,CA oznacime postupné
0¢) 04, 0p. Pak plati veta: ,, Osy stran trojuhelnika prochdzeji tymz bodem. Vzddlenosti

tohoto bodu od vsech tri vircholit jsou stejné*“ [14, str. 43]

Prisecik os stran nazveme S, a kruznice se stredem v tomto bodé a polomérem

r = |S,A| = |S,B| = |S,C| se nazyva kruznice opsand trojuhelniku ABC [14].

V pravouhlém trojuhelniku lezi stred kruznice opsané uprostred prepony tohoto

trojuhelniku [6].

Obrazek 18 - Kruznice opsana trojuhelniku ABC Obrazek 19 - Kruznice opsana pravouhlému trojuhelniku
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Diikaz:
Prusecik os o, a o, nazveme S,. Lezi-li bod S, na ose o,, poté z vlastnosti osy strany

plati, ze
|BSo| = |CS,].

Déle bod S, lezi na ose oy, a proto
|ASo| = |CSo|

Z téchto dvou rovnosti plyne, ze
|ASO| = |BSo|:
a to znamena, ze bod S, lezi i na ose o.. Stfed kruznice opsané je tedy opravdu

prisecikem os o, 0y, 0.
2.4.2 KruZnice vepsana
V libovolném trojuhelniku ABC plati: ,, Osy vnitinich uhlii trojuhelniku prochazeji tymz
bodem. Vzdalenosti tohoto bodu od vsech tii primek BC, CA, AB jsou stejné*“ [14, str. 38].

Prusecik os nazveme S, a kruznici se stredem v tomto bodé a polomérem p = |S,D| =

= |S,E| = |S,F| nazveme kruznici vepsanou trojuhelniku ABC [14].

On ™.
B ~-
- “» _
Og,'— | D B =
- A X

Obrazek 20 - Kruznice vepsana trojuhelniku ABC
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Dukaz:

Body dotyku kruznice s trojhelnikem ABC nazveme D,E a F. Prasecik os uhli
pii vrcholech A, B ozna¢me S,,. Jelikoz bod S,, leZi na ose o, pak z vlastnosti osy uhlu
plati rovnost

|FS,| = |DS,],
dale leZi i na ose 0g, proto

IDS,| = [ES,|.
Z toho plyne, ze vzdalenosti

|DSv| = |FS1;| = |ES1;|:

atedy bod S, lezi i na ose o,.

2.4.3 KruzZnice pripsana

,, Osy vnejsich uhlu pri dvou vrcholech trojuhelniku a osa vnitrniho uhlu pri tretim
vrcholu prochazeji tymz bodem. Vzdalenosti kazdého takového bodu (tyto body jsou tri)
od vsech tri primek AB, BC, AC jsou stejné* [14, str.39].

Kruznice se stiedy v téchto bodech a poloméry rovnymi vzdalenostem od prislusné strany
trojuhelniku se nazyvaji kruznice vné pripsané stranam trojuhelniku ABC.
Kazdy trojuhelnik ma tri takové kruznice. Stredy pripsanych kruznic lezi vidy vné

trojuhelniku [9].

Obrazek 21 - Kruznice pripsané

30



Diikaz s uzitim vlastnosti osy uhlu:

Priisecik os oz @ 0, Nazveme Sj,. LeZi-li S, na og, pak plati

1SpAp| = 1S5 Col,
déle bod Sy, lezi i na ose o4, poté

|SpAp| = [SpBp.
Z téchto rovnosti plyne

1S5Cp| = 1Sp By,

a tudiz bod S, lezi i na ose o).

Priisecik os 0z @ 0, Nazveme S,. LeZi-li S, leZi na ose og-, pak je

|SaAa| = |SaBa|,
dale bod S, lezi i na ose o, a tedy

|SaCa| = |SaBa|-
Z téchto rovnosti vyplyva

|SaCa| = |SaAa|,

a proto bod S, lezi i na ose 0.

Prisecik os 0g- a 0, Nazveme S.. Predpokladejme, Ze S. lezi na ose op-, pak plati

|ScCc| = |SCBC|;
potom bod S, leZi i na ose o,, a proto

|SCCC| = |SCAC|'
Z téchto rovnosti plyne

|SCAC| = |Sch|

a tedy bod S, leZi i na ose o,.
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3 Dalsi zajimavé body a vztahy

V této kapitole se seznamime s body trojihelniku, které se na stfednich skolach bézné
nevyucuji. Jsou jimi body a pfimky, které v trojihelniku vzniknou, kdyz pro nékteré
znamé body vyuzijeme soumérna zobrazeni nebo jimi prolozime piimky. Mezi

v

nejzajimavéjsi jednoznacné patii Eulerova pfimka, Fermattiv bod, ¢i Simsonova piimka.

3.1 Kruznice deviti bodu

Kruznice deviti bodlii je znama také pod ndzvem Feuerbachova kruznice. Prochazi stredy
stran trojuhelnika, patami vysek trojuhelnika a stredy usecek dané vrcholem

a ortocentrem [4], [12].

Obrazek 22 - Kruznice deviti bodii

Feuerbachova kruznice je pojmenovana po némeckém matematikovi Karlu Wilhelmu
Feuerbachovi (1800-1834), protoze dokazal, ze se tato kruznice dotyka kruznice vepsané

a kruznic ptipsanych [1].
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Diikaz: [1]

Vsimnéme si, ze S, S, e stfedni pricka v trojuhelniku ABC, ktera je rovnobézna s BC.
Z definice stfedni pticky vime, ze

|SbSC| _ 1

|BC|  2°

Totéz plati i o useéce YZ, ktera je stiedni ptiCkou V trojuhelniku OBC a je taktéz

rovnob¢zna se stranou BC. Proto plati

vz| 1

|BC| 2°
Tyto dvé rovnice miizeme piepsat do tvaru

IBC| = 2|S,S.| = 2|YZ|.

Z toho vyplyva, ze S,S.YZ je rovnobéznik. Dale plati, ze S,Z je stfedni pricka
Vv trojuhelniku AOC, a proto

15,21 1

|A0| 2

Usecka S,Y je stfedni p¥ikou v trojuhelniku AOB a plati

IS;Y] 1

lA0| — 2°

Po tpraveé dostadvame nasledujici rovnost

|40| = 2|S,Z| = 2|S.Y]I.

Dale vime, ze body A, O lezi na vysce ke strané BC a jelikoz je

S,Z Il AO,

muzeme fici, Ze 1 ptfimka S, Z je kolma na BC. Proto Ctyttihelnik S;,S.YZ je obdélnik.
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Obrazek 23 - Kruznice dand Sesti body

Uhlopticky obdélniku se protinaji v jejich stfedu F. Obdélniky S,S.ZX aS,S, XY ziskame
stejnym zplusobem. Tyto tfi obdélniky maji spole¢né tti diagondly: S, X, S,Y,S.Z, a proto
maji spolecny stied F. To ukazuje, ze vSech 6 bodu - S,, Sy, S., X,Y, Z lezi na kruznici
se sttedem v bod¢ F. V trojuhelniku XP,S, je thel pti bodu P, pravy a ptepona S, X
je pramér kruznice se stfedem v bodé F. Z toho vyplyva, ze P, lezi také na této kruznice.

A totéZ plati 1 pro ostatni paty vysSek.

Obrazek 24 - Feuerbachova kruznice
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Stied Feuerbachovy kruznice je stredem usecky, jejimiz krajnimi body jsou ortocentrum
a stred kruznice opsané. Feuerbachova kruznice ma polovicni polomeér nez kruznice

opsand [4].

Obrazek 25 - Kruznice opsana a Feuerbachova kruznice

Dukaz:

Provedeme pomoci stejnolehlosti kruznic. Zvolme si na Feuerbachové kruznici libovolny
bod X a sestrojme pramér kruznice opsané rovnobézny s FX. Priseciky tohoto priméru
s kruznici opsanou nazveme X; a X,. Tyto body jsou obrazy bodu X v dané stejnolehlosti.
Stfedy stejnolehlosti, na obrazku body S a O, najdeme jako pruseciky pfimek S, F a X1 X

(resp. X, X). Koeficient stejnolehlosti vypocitame jako pomér

|OF| 1

|SoF| 2
Dale tedy plati

|[FX] 1

1SoXal 2

Z toho vyplyva, ze stied kruznice deviti boda lezi uprostied usecky S,0 a kruznice

opsana ma dvakrat vétsi polomér nez kruznice Feuerbachova.
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3.2 Fermatuv bod

Uvnitr ostrouhlého trojuhelniku existuje praveé jeden bod X takovy, Ze soucet délek
|AX| + |BX| + |CX| je minimdlni mozny. Tento bod je situovan tak, Ze vSechny uhly AXB,
BXC, CXA maji velikost 120° [4].

Sestrojeni tohoto bodu je velmi jednoduché — nad stranami trojuhelnika sestrojime

rovnostranné trojuhelniky. Fermativ bod lezi na priiniku spojnic protéjSich vrchola.

Obrazek 26 - Fermatiiv bod

Dikaz: [1]

Vyuzijme rotaci trojuhelniku ABX kolem bodu B o uhel 60°. Obraz bodu X pojmenujme
H, obraz bodu A nazveme D. Pak obrazem trojihelniku ABX bude trojuhelnik BDH.
Jelikoz jsme bod X otocili do bodu H o thel 60° a

|BX| = |BH]|,
tak trojuhelnik BHX je rovnostranny. Plati tedy
|BX| = |HX]|.

Bod A jsme otocili do bodu D o uhel 60°, a proto

|AB| = |BD|.
Trojuhelnik ABD je tedy také rovnostranny. Kdyz si uvédomime, Ze trojuhelnik BDH

je otoceny trojuhelnik AXB, pak strana AX se oto¢i na stejné¢ dlouhou stranu DH. Proto

|AX| = |DH].
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Dosadime-li rovnosti
|BX| = |HX| a |AX| = |DH|
do kli¢ového souétu
|AX| + |BX| + |CX]|,
dostavame

|DH| + |HX| + |CX].
Z geometrie vime, ze délka lomené ¢ary DHXC je nejkratsi tehdy, kdyz tyto body lezi

na piimce. Bod X tedy lezi na ptimce CD.

F

.\
C

A H B

D

Obrazek 27 — Fermatitv bod — otocent trojuhelniku ABX

Sestrojime-li body E, F takové, Ze trojuhelniky BCE a ACF jsou rovnostranné, potom
cyklickou zaménou zjistime, ze bod X musi lezet i na pfimkach AE, BF. Protoze ale bod
X popsany v zadani urcité existuje, pak se tyto ptimky protnou pravé v jednom bodg.
Zbyva nam dokazat, ze thly AXB,BXC aCXA maji velikost 120°. Podivejme
se na pfedchozi obrazek. Vime, Ze trojuhelnik BHX je rovnostranny, proto uhel BXH
ma velikost 60°. Navic jsme zjistili, Ze aby bod X splioval zadéni, tak body C, X, H, D
lezi na pfimce. Tudiz i thel BXD ma velikost 60°. Cyklickou zdménou i uhly CXE, AXF
maji velikost 60°. Z vlastnosti vrcholovych whld je jiz snadno vidét, ze uhly

AXB,BXC a CXA maji skutec¢né velikost 120°.
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3.3 Napoleontiv trojuhelnik

Nad stranami libovolného trojithelnika sestrojme rovnostranné trojuhelniky (vsechny vne
nebo dovniti’). Potom stiedy kruznic opsanych téchto rovnostrannych trojuhelnikit tvori
rovnostranny trojuhelnik [7].

® ‘C'

Obrazek 28 — Vnitrni Napoleoniv trojuhelnik Obrazek 29 — Vnéjsi Napoleoniiv trojuhelnik

Diikaz pro vnéjsi Napoleoniiv trojihelnik: [1]

Tato véta uzce souvisi s Fermatovym bodem, ktery zname z ptedchozi kapitoly.

Zavedeme proto Fermativ bod X. Vyjdéme z toho, ze

|#AC'B| = 60°

a z vlastnosti Fermatova bodu plyne, ze

|£AXB| = 120°.
Soucet téchto uhld je 180°, proto je AC'BX tétivovy Gtyfuhelnik. Vime, ze kruznice
opsana tomuto Ctyfthelniku musi byt shodna s kruznici opsanou trojuhelniku ABC,

ktera ma stied v bod¢ K. Pro polomér kruznice plati

|AK| = |BK| = |XK]|.
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Obrazek 30 — Napoleoniiv trojithelnik — deltoid AKXM

Cyklickou zaménou zjistime, ze i1 usecky BL,CL,XLa CM,AM,XM jsou shodné.
Pokud je

|AK| = |XK]|a|AM| = [XM]|,
pak je ctytuhelnik AKXM deltoid. Jeho uhlopficky AX a MK jsou na sebe kolmé.
Oznacime-li prusecik téchto uhlopticek D, tak MD je osou thlu AMX a KD je osou uhlu
AKX. Proto je

|AAMD| = |4XMD|.
Stejné tak jsou shodné i uhly

|#AKD| = |AXKD|.

Cyklickou zdménou ziskame
|4XKE| = |ABKE|, |3XLE| = |4BLE|,|4XLF| = |4CLF|,|4CMF| = |AXMF]|.
Uhel AKB lze vyjadiit jako soudet thl

|4AKB| = |4AKD| + |4XKD| + |4XKE| + |4BKE|.
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Jelikoz vime, Ze n¢které tihly jsou shodné, mizeme tento soucet zjednodusit jako

|4AKB| = 2(|4XKD| + |4XKE|) = 2|4DKE]|,

tedy uhel DKE je polovicni uhel kuhlu AKB. Dale vime, Zze uhel AKB
ma velikost 120°, nebot’ je sttedovym uhlem k obvodovému uhlu AC'B. Pokud tedy
plati

|#AKB| = 2|4DKE]|,

tak uhel DKE ma velikost 60°. Uhel DKE je uhlem MKL, proto ma uhel MKL také
velikost 60°. Cyklickou zaménou dostaneme i zbylé dva vnitini Ghly trojuhelniku KLM

taktéz rovné 60°. Trojuhelnik KLM je rovnostranny.
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Diikaz: [11]

2%

A%

|CSC| = 3|SCT| a IC,Scl = 3IKscl

Ptimka CC* je rovnobézna s ptimkou TK a plati

|CC'| = 3|TK]|.
Dale plati
|AA'| = 3|TL| a|BB’'| = 3|TM|.
Lt
Obrdazek 32 - Spolecné teziste trojuhelnikit ABC a KLM
Jelikoz plati

|AA'| = |BB'| = |CC'|, potéi |TL| = |TM| = |TK]|.

2%
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vvvvvvvv

trojuhelniku ABC’. Trojuhelniky CC’S, a TXS, jsou podobné, protoze

|CSC| = 3|SCT| a |C,Sc| = 3|XSC|

Piimky CC‘ a TX jsou rovnobézné, a proto

|CC’| = 3|TX]|.
Totéz plati i pro

|AA"| = 3|TZ| a|BB'| = 3|TY]|.
Poté plati

|AA'| = |[BB'| = |CC'| a |[TZ]| = |TY| = |TX].

o
~ep'

Obrazek 33 - Spolecné tézisté pro trojuhelniky ABC a XYZ
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3.4 Nageluv bod

Body N,, Ny, N jsou dotykové body kruznic pripsanych stranam a, b, ¢ S témito stranami.
Primky ANy, BNy, CN. prochdzeji tymz bodem, ktery se nazyva Nageluv bod. Tento bod
lezi uvniti trojuhelniku ABC [13], [14].

Obrazek 34 - Nageliiv bod 1

Diikaz zaloZeny na Cevové vété: [14]

Ptimky AN,, BN,, CN. prochéazeji jednim bodem. Nejprve je ovSem nutné dopocitat

pomeéry jednotlivych stran trojihelniku ABC. Z obrdzku je vidét, Ze plati vztah
|AB,| + |AC,| = |AB| + |BB,| + |CA| + |CC,| = |AB| + |BN,| + |CA| + |CN,| = o,

kde o je obvod trojuhelnika ABC.Dale vime, Ze bod S, lezi na ose thlu o, pfi vrcholu A4,

proto plati
|ABa| = |ACa|-

Z ptedchozi rovnosti dostavame

o

IABal = |ACa| = 2
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Obrazek 35 - Nageliiv bod I1

Nyni s vyuzitim téchto vztaht vyjadiime velikosti |[BN,| a |CN,|, plati tedy

0
|IBN,| = |AB| + |BNy| — |AB| = |AB| + |BBy| — ¢ = |AB,| — ¢ = 57 ¢

0
IN,C| = |CA| + |N,C| — |CA| = |ACy| — b = 5~ b.
Dale vime, ze bod Sj, leZi na ose thlu og pfi vrcholu B, proto plati
0
|BCp| = |BAy| = 2
Nyni mizeme Vyjadrit rovnosti |CN,| a |AN,|, plati tedy

(0]
|AN, | = |AB| + |AN,| ~ 1AB| = |BC,| —c =5 ~¢

(0]
[CNy| = ICBI +1CNy| = ICBI = |CBI +1CCy| —a = |BG,| —a =5 —a
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Vime, Ze bod S, leZi na ose uhlu o,, pfi vrcholu C, proto plati

0]
|CA:| = |CB,] =E-

Nyni vyjadiime velikosti |BN.| a |AN.|, plati tedy

o

(0]
|IBN,| = |BC| + |BN,| — |BC| = |CB,| —a = 2-a.

Ziskavame tedy nasledujici vzorce

(0] 0 0
|BNa|:§—C, |CNb|:§—a, |ANC|:§—b,

o

0 0
ICNa|=§_b’ |ANb|=§_C a |BNc|=E—a.

Dosazenim do vztahu pro Cevovu vétu dostavame

AN| [BNa| ICNy|
[BNcI TCN,| TANy|

N O] ©

Z Cevovy véty plyne, ze piimky AN,, BN}y, CN, prochazeji tymz bodem.
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3.5 Svrékav bod

Je dan libovolny trojuhelnik ABC. Osa uhlu ACB protina kruznici opsanou trojuhelniku

ABC v bodé riizném od C, ktery pojmenujeme S.. Pak S, lezi i na ose tisecky AB [2], [10].

Obrazek 36 - Svrckitv bod I

Diikaz: [14]

Ozna¢me prusecik osy thlu pii vrcholu € a kruznice k bodem X, ktery je rizny od vrcholu

C. Protoze ptimka CX je osou thlu ACB, pak
|4
|£ACX| = |4BCX]| = >

Dale si v§imnéme, Ze tétivu AX kruznice k miizeme vidét z této kruznice ze dvou riznych

bodu B, C pod stejnym thlem. Proto pokud je
Y
ACX| =,
|sACK| =2
potom je i

14
ABX| = —.
|84BX| =3
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Analogicky i pro tétivu BX plati, Ze ji 1ze z kruznice k vidét ze dvou riznych bodu 4, C,
proto

14

|4BAX| = |4BCX| = 2.

Zamérme se nyni na trojuhelnik ABX. Vime, Ze Ghly pii vrcholech A, B jsou shodné,
proto mizeme fict, Ze

|AX| = |BX],
Prtsecik osy strany AB a kruznice k ozna¢me Y, proto plati
|AY| = |BY].

Z poslednich dvou rovnosti vyplyva, ze

X=Y=5,

¢imz je diikaz hotov.

Je-li S, Svrckitv bod wiici strané AB v trojithelniku ABC, pak pro stied S, kruznice

vepsané tomuto trojuhelniku plati: |§CA| = |SCB| = |SCS,,| [10].

Obrazek 37 - Svrckiv bod 11
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Diikaz: [14]

Vyjdeme z toho, Zze AS,, BS, jsou osy uhld, pokud oznaéime vnitini thly standardné

a,B,y, tak

a B
|«BAS,| = a|4ABS,| = 2.

Potom zbyvajici vnitini thel v trojihelniku ABS,, ma velikost

a B
|<BSUA| =1 — E — E
Po tpravé dostavame rovnost
_ T_N_E,Y
|<BS,A| = — (E_E) =Z+z

Pokud skuteéné bod S, lezi na kruznici se stiedem v S, a polomérem |A§C|, pak by thel

AS,B mél byt obvodovy vii¢i nekonvexnimu stfedovému thlu AS.B. Protoze stiedovy

uhel je vzdy dvakrat vétsi nez obvodovy, chceme tedy dokazat, ze plati

|<IA§CB| =m+y.

Obrazek 38 - Nekonvexni ithel Svrckova bodu
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Z ptedchoziho ditkazu vime, ze

|84B3,| = |4BAS| = 2.

Dopogitame-li zbyly vnitini thel v trojuhelniku ABS,., zjistime, Z¢ konvexni tthel AS.B
ma velikost

|«AS.B| =7 —7.

Vime, e konvexni a nekonvexni uhel AS.B musi dohromady dat plny uhel.
Pro nekonvexni thel AS,B plati

|%AS.B|=2r—(m—y) = +7.

A tim je tvrzeni dokazano.
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3.6 Eulerova primka

T, ortocentrum O a stied Feuerbachovy kruznice F jsou cCtyri riizné body, které lezi

na primce v poradi O,F,T, S, tak, zZe plati:
1 1
ITS,| = §|500|, |FT| = ZIOTI [14].

V rovnostranném trojuhelniku tyto body splyvaji v jeden, a tak ptimka neexistuje [6].

Obrazek 39 - Eulerova primka

Diikaz: [3]

Necht body S,S,S; jsou stiedy stran trojuhelnika ABC. Nejprve se zaméfime
na trojuhelniky S.S,S, a BCO. Strana S.S, je stfedni pii¢kou trojuhelniku ABC,
proto plati

1
|BC| =§|5b55|-

Strany S, S, a OB jsou rovnobé&zné, nebot’ jsou ob&é kolmé na stranu AC. TaktéZ i strany
S:S, a CO jsourovnobézné, protoze jsou kolmé na stranu AB. JelikoZ jsou v§echny strany
rovnob€zné, pak jsou sobé€ si odpovidajici tthly shodné. V trojuhelniku BCO sestrojme

sttedni pficku XY rovnobéZnou se stranou BC. Pak plati

|XY] = 1SpSc| al0Y] = |SoSp].
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Obrazek 40 - Eulerova primka — shodnost trojuhelnikii

Trojuhelniky S.5,S, a XYO jsou shodné. Nyni budeme vénovat svou pozornost
trojahelniklim S, S,T a TBO. Vime, Ze

S,S, || OB

a pro uhly plati, ze jsou shodné. Sestrojime-li Vv trojuhelniku BOT stfedni pticku
rovnobéznou se stranou OB, zjistime, Ze trojuhelnik S,S,T je shodny s trojihelnikem

KLT. Je tedy zfejmé, Ze plati

2|S,T| = |TO| a2|S,T| = |TB],

neboli

1S,7] 1

1S,01 3

Déle vime, Ze stied Feuerbachovy kruznice lezi se stiedu tsecky S,0, a proto

|FT| 1
|oT| 4°
Dokazali jsme tedy, ze body S, ,T,F,0 lezi na piimce v pifesném pomeru.
ISoTI 1 |FT| 1
|S,0] 3’|0T| 4°
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3.7 Simsonova primka

Je dan trojuhelnik ABC. Zvolime-li libovolny bod X na kruznici opsané tomuto
trojuhelniku a spustime z tohoto bodu kolmice na jednotlivé strany trojuhelniku, pak paty
techto kolmic P,, Py, P, lezi na primce, kterad se nazyva Simsonova primka prislusna bodu

X [13], [14].

Obrazek 41 - Simsonova primka I

Dikaz: [14]

1. Pfedpokladejme, Ze bod X leZi na kruZnici opsané. Chceme dokazat, Ze body P, Py, P.
lezi na ptimce. Pokud bod X splyne s nékterym vrcholem trojuhelnika, je piimka
jednoznaéné déna timto bodem a patou kolmice na protéjsi stranu. Piedpokladejme tedy,

ze s vrcholy nesplyva. Dokazeme, Ze

|#P,P,C| = |4P.P,B]|.

V ¢tytuhelniku CP, X P, jsou thly XP,C a CP,X pravé, a proto mu lze opsat kruznici.
Z véty o obvodovych thlech plyne
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Obrazek 42 - Simsonova primka IT

Obdobné i ¢tyiuhelniku BX P, P. mtizeme opsat kruznici a snadno dokdzeme, ze
IAPcPaBl = |4PCXB|-
Z predchozich dvou rovnosti snadno zjistime, Ze plati

|4P,P,C| = |4P,XF.| — |4CXF,,
|4P.P,B| = |ACXB| — |4CXPF,|.
Staci tedy dokazat, Ze

|£P,XP.| = |4CXB]|.
V ctyiuhelniku AP. X Py, jsou Ghly

/s
|4XPA| = |4AP,X| = 2,
jedna se tedy opét o tétivovy Etyfuhelnik, kterému mizeme opsat kruznici. Z toho plyne

|4P,XP,| = = — |4BAC|.

Podobné ctyiuhelniku CABX lze opsat kruznici, kterd je zarovenl kruZnici opsanou
trojahelniku ABC. Plati nasledujici rovnost

|4CXB| = — |4BAC|.
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Z poslednich dvou rovnosti dostdvame
|£P,XP.| = — |4BAC| = |4CXB|,

coz jsme chtéli dokazat.

Obrazek 43 - Simsonova primka 111

2. Ptedpokladejme, Ze body P,, Py, P, lezi na ptimce, a ukazme, ze bod X leZi na kruznici
trojahelniku ABC opsané. Pokud n¢které dva z bodl P,, Py, P. splyvaji, potom bod X
splyva s jednim z vrcholt trojuhelnika a tvrzeni je zfejmé. Predpokladejme tedy, ze tomu

tak neni. Uplné stejné jako v prvni &asti ditkazu dostavame

|«P.P,A| = |4P.XA| = |4P.XF,| — |4AXF,|,
|4P,P,C| = |4P,XC| = |4AXC| — |5AXP,],
|4P.XP,| = m — |4CBAl.

ProtoZe body P,, P, P, lezi na pfimce, plati

|APCPbA| = |APanC|
Z prvni dvojice ptedchozich rovnosti potom vychazi

|4P.XP,| = |£AXC]|.
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Dosazenim této rovnosti do tieti rovnice dostavame
|£AXC| = m — |3CBA|.

Z toho vyplyva, ze étyfthelniku CXAB lze opsat kruznici, coz znamena, ze bod X lezi
na kruznici opsané trojuhelniku ABC. Lezi-li bod X na kruznici opsané trojtihelniku ABC,
potom se pfimka, na niz lezi body P,, P, P, nazyva Simsonova piimka piislusejici bodu
X.

Obrazek 44 - Simsonova primka

Simsonovych primek existuje nekonecné mnoho. Simsonova primka je vidy vztaZend
k néjakému bodu, ktery nalezi kruznici trojuhelniku opsané.

Obrazek 45 - Steinertiv deltoid
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Je dan trojuhelnik ABC abod X na kruznici trojuhelniku opsané, ktery je rizny od vrcholu
C. Potom primka prochazejici vrcholem C a rovnobézna se Simsonovou primkou
prislusnou bodu X protina kolmici vedenou bodem X K primce AB Vv bodé D, ktery lezi
na kruznici k [14].

. Obrazek 46 - Viastnosti Simsonovy piim
Dikaz: [14] Y primiy

Prisecik kolmice vedené z bodu X k ptimce AB s kruznici k ozna¢ime D‘. Kruznice k
je opsana ¢tyithelniku CD’BX. Z véty o obvodovych tihlech dostavame

|8XD'C| = |4XBC| = |4XBP,|.

Protoze uhly BP.X a BP,X jsou pravé, muzeme Ctyfuhelniku BXP,P. opsat kruznici.
Z véty o obvodovych thlech vyplyva

|AXBF,| = |4XP.F,|.
Z ptedchozich rovnosti dostdvame vztah
|2XD'C| = |AXPcPa|,

coz ukazuje, ze ptfimka CD‘ je rovnobéznd se Simsonovou piimkou P.P,. Pak plati
D = D, ato jsme chtéli dokézat.

Pokud by bod X splynul s vrcholem A nebo B, bylo by feSeni obdobné, proto jej uvadét
nebudeme.
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Zavér

Prace shrnuje znamé body a vlastnosti trojuhelniku a vztahy mezi nimi, které jsou
vyudovany jiz na zakladni $kole. Tyto poznatky jsou rozsifeny o nové vlastnosti. Ctena
se seznami s nékolika novymi vybranymi body, které nejsou soucasti vyuky ani na skole
vysoké. Cilem prace bylo ¢tendfe seznamit s témito pojmy a rozsifit tak védomosti

tykajici se trojuhelniku.

Prace je rozdélena do tii kapitol. V prvni kapitole je uvedeno nékolik definic pojmu
trojuhelnik. Jsou zde uvedeny druhy trojuhelnikti podle délek stran a velikosti whld,
Cevova véta, kterd je potfebnd k dikazu mnohych tvrzeni zaloZenych na protnuti

tii piimek v jednom bodg.

Vv v

A%

ktera nejsou soucasti bézné skolni vyuky.

Ve treti kapitole jsou popsany vybrané body a ptimky trojuhelniku, které nejsou soucasti
uéiva. Mezi tyto body jsem vybrala Nageliav bod, Svrékav bod nebo Fermativ bod,
ze kterého jsou vidét strany trojuhelnika pod stejnym uhlem. Dale jsou do této kapitoly
zafazeny pfimky, jako je napiiklad Eulerova pfimka spojujici vyznamné body,

nebo Simsonova piimka, kterd je vzdy vdzana na urcity bod kruZnice opsané.

V této praci jsme si zopakovali zakladni body trojuhelniku a jejich vlastnosti, které jsme
rozsitili o vlastnosti nové. Dale jsme si definovali body a piimky, o kterych jsme
se ve Skole neudili. Jak jsem jiz psala v ivodu, body jsem vybirala z Encyclopedia
of triangle centres, ktera k 26. prosinci 2016 obsahuje 11 362 bodt spojenych s konstrukci
trojuhelnika. V ramci této prace jsem zvolila body, které mé zaujaly a které Casto
souvisely se zakladnimi pojmy z druhé kapitoly. Mezi dalsi zajimavé body, které¢ bychom
mohli v ramci této prace zkoumat, patii napiiklad Longchampiuiv bod sttedové soumérny
podle stfedu kruznice opsané s ortocentrem nebo Gergonnuiv bod, ktery je prisecikem

pfimek, jejimiz krajnimi body jsou vrcholy trojihelniku a dotykové body kruznice
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vepsané. Dalsim bodem by mohl byt Lemoiniv bod a S nim souvisejici Lemoinovy

¢1 Tuckerovy kruznice.

Pii zpracovavani tohoto tématu jsem si obohatila védomosti z oblasti geometrie
trojuhelniku, se kterymi bych se pfi studiu matematiky jinak neseznamila. Soucasti prace
jsou i obrazky vytvoiené v geometrickém programu GeoGebra, bez kterych by bylo

mnohdy slozité pochopit pojmy a vztahy mezi nimi.

Myslim si, Ze geometrie trojuhelniku je velice zajimavym oborem matematiky,
jemuz ve $kolach bohuzel neni vénovan potiebny ¢as. Mezi zaky neni geometrie pfilis
oblibena, a to zejména proto, ze pii konstruk¢nich ulohéach je nutna presnost a peclivost.
Navrhovala bych proto vyuziti programu GeoGebra v hodindich matematiky,

nebot rysovani je mnohem rychlejsi a zak si snadno ovéti spravnost konstrukee.

Rada bych si v budoucnu rozsifila své znalosti tykajici se geometrie trojihelniku
a zaméfila se na vyuziti poznanych bodi pii konstrukénich tlohach. Poznatky z této
prace, zejména vlastnosti bézné¢ vyucovanych bodt, bych rada aplikovala v ulitelské

praxi.
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