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Anotace:

Cilem této bakalarské préce je sestavit sbirku Uloh z linearni algebry a geometrie. Sbirka
muZe slouZit jako ucebni pomicka pro Zaky stiedni a vysoké Skoly. Nekteré Ulohy jsou ve
shirce ukézkoveé vyieSeny. Pri jegich zadani i popisu feSeni jsou pouZity ilustracni obrézky

vytvorené ve vhodném programu dynamické geometrie (GeoGebra).
Kli¢ova slova:

GeoGebra, linedrni algebra, geometrie, vektor, ulohy pro stredni Skoly, ulohy pro vysoké
Skoly

Abstract:

The aim of this bachelor thesisis to compile a collection of problems from linear algebra and
geometry. The collection is intended to be used as a teaching tool at the high school and
university. Some tasks are resolved in the collection. Sample images created in asuitable

dynamical geometry program (GeoGebra) are used when entering and describing the solution.
Keywords:

GeoGebra, linear algebra, geometry, vector, tasks for high school, tasks for university
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1 Uvod

Cilem této bakal&rské préce je vytvorit shirku Uloh z linearni algebry a geometrie. Toto téma
jsem si vybral, protoZze mne velmi zaujal ndpad vytvorit sbirku feSenych uloh. Jelikoz linearni
algebra a geometrie patii mezi meé oblibené odvétvi matematiky, tak jsem si vybral pravé je.

Tato shirka by méla ¢tenari pomoci k pochopeni zakladnich souvislosti z danych oblasti.

Linearni algebrou rozumime odvétvi matematiky, které se zabyva predevsim vektory,
vektorovymi prostory, soustavami linearnich rovnic nebo linedrnimi transformacemi. Linearni
algebrama pocatky jiz v 50. letech 19. stoleti.

Geometrie je matematické odvétvi, které se zabyva otédzkami tvart, velikosti a vzgemnymi
vztahy mezi obrazci a Gtvary v prostoru. Geometrie byva podle nékterych nazori povazovana

zangjstarSi veédni obor vibec. Prvni zminky o geometrii pochézi jiz ze stredovekul.

V této bakaéiské préci se budu vénovat Uloham, které jsou zamérené na: vzdaenost
bodovych podprostori, vzégemnou polohu téchto podprostord, jejich odchylku nebo také
lineérni zavidost a nezavislost vektort. Kazda z téchto kapitol mé své podkapitoly, u kterych
ngprve vyieSim alespon jednu ukézkovou ulohu. Poté budou k dispozici nereSené Ulohy,
u kterych bude moznost si ovéfit porozuméni danému tématu. U nékterych dloh bude postup
jen naznaten, abychom si uvédomili zpusob reSeni této Ulohy. U reSenych, ae i nékterych
nereSenych Uloh budou k dispozici ilustracni obrazky, které by mely slouzit k lepsi predstave
0 Uloze a ulen¢it tak jeji vyreSeni. Tyto obrazky budu vytvéiet pomoci vhodného programu -
GeoGebra. Tento program Ize nalézt v (International GeoGebra Institute, 2017).

GeoGebra je dynamicky matematicky program, ktery spojuje geometrii, algebru, tabulkovy
procesor, grafy, statistiku a analyzu do jednoho snadno pouzitelného balicku. Je prehledny,
jeho ovl&dani je velmi snadné a rychle se vyviji, proto je GeoGebra tak oblibenou mezi
komunitou miliond uZivatela Zijicich prakticky ve vSech zemich svéta. (International
GeoGebra Institute, 2017).

Cilem této bakalarskeé préce je vytvorit shirku Uloh z linedrni algebry a geometrie. Méla by

¢tendi pomoci k pochopeni zékladnich prikladu z danych témat.



Struény prehled symboliky

i mnoZina vsech rednych cisel

¥ mnoZina vsech prirozenych ¢isel
¢ mnoZzina v3ech celych ¢isel

al A aje prvkem mnoziny A

al A a neni prvkem mnoziny A

A={a,b,c} mnoZinadanavyctem prvkii a, b, c

Ala,,a,,8,] bod dany souradnicemi ay, a, as

A} prazdna mnoZina

A=B AserovnaB

A-B rozdil mnozin AaB

A" B kartézsky sou¢in mnozin A aB

AxB skal&rni soucin mnozin AaB

aUb konjunkce vyroka a ab

aUb disiunkce vyroka aab

ab b aimplikujeb; jestlize a, pak b

aU b ekvivalence vyroka a, b; a pravé tehdy kdyz b

u= (u,,u,,u,) vektor dany soutadnicemi ug, Uy, Us
M absolutni hodnota (velikost) redlného, resp. komplexniho ¢isla

|AB| vzdaenost bodi A, B; velikost Uisecky AB



2 Vzdalenost

V této kapitole budeme tedit nékolik prikladi na téma vzdaenosti v analytické geometrii.
Cekaji nés piiklady zaméiené na vzdadenost bodu od roviny, vzdéenost primky od roviny
avzdalenost jedné roviny od druhé roviny. Nejdfive s u kazdého tohoto tématu vyieSime
alespon jeden vzorovy piiklad. Poté budete mit moznost s vyzkouSet obdobné nereSené
piiklady. Ulohy zaméiené na vzdaenost bodovych podprostori jsem cerpal ze zdroja (Bican,
2009), (Budinsky, 1983) a obdobné piiklady 1ze ngjit v publikaci od Pecha (2004).

2.1 Vzdalenost bodu od roviny

Vzddenost bodu od roviny je rovna velikosti nejkratsi Usecky vedené od tohoto bodu
k dané roviné. Z toho plyne, Ze Uhel mezi danou rovinou a Use¢kou spojujici bod a rovinu
bude vzdy 90°.

Priklad 1: V Eukleidovském prostoru E; urcete vzdaenost bodu A od roviny o= gB,u,vCl,

jestlizeplati: A[1,3,2],B[12,1], u=(1,01),v=(12-1).

A

| B U ]
I
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Obr. 1 - Vzdalenost bodu A od roviny o

ReSeni: Uvedeme dva riizné postupy feSeni tohoto piikladu.




I) PouZitim kolmého priamétu bodu A do roviny ¢

Vzdaenost bodu A od kolmého pramétu A; bodu A do roviny ¢ je stejné jako vzdaenost bodu
A od roviny g, proto u tohoto zptisobu pouzijeme pravé kolmy priamét bodu A do roviny ¢ (viz
obr. 1). Kolmym pramétem A; rozumime prasecik roviny ¢ a kolmice spusténé z bodu A

k roving, tj. patu té kolmice.

Ur¢ime si kolmy pramét A; bodu A do roviny ¢. Rovina je uré¢ena bodem B a vektory u, v,
které tvori bazi jejiho zaméreni. JelikoZz bod Ay ndleZi roviné o, existuji takové hodnoty

parametra t, s, pro kteréje A = B+t>u+ s»v. Potom pro soufadnice bodu A; plati:

All+t+s,2+251+t- g (1)

uuul

Nyni hledame hodnoty parametri t, s. K tomu vyuZzijeme skutecnost, Ze vektor AA je kolmy

uuui

K roving ¢. Uréime si souradnice vektoru AA :

A- A=[1+t+52+2s1+t- s|- [13,2]

uuul

AA =(t+s,-1+2s,-1+t- 3)

uuul

Jestlize je vektor AA kolmy k roving o, pak je kolmy i k vektoram béaze zaméteni této roviny.

AA T O AA N UUAA AV
(A- A>u=0
(A-A xr/ =0
Po dosazeni a vypoctu skalarniho soucinu ziskame soustavu rovnic o dvou neznamych. V této
soustavé rovnic budeme feSit dosud nezndmé hodnoty parametri t, s. ReSenim této soustavy
rovnic jsou hledané hodnoty parametri t, s.
I{t+s)+0x-1+29)+1x-1+t- 5)=0
It +8)+2X-1+2s)- 1q-1+t- §)=0

2t-1=0
6s-1=0
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I
N
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Dosazenim ziskanych hodnot parametra t, s do daného vztahu (1) dostavame soutadnice bodu

As.

1 lu éb 7 4
2+2 1+=
’*? 6" 2 6H Ai83 3'3f

Zname-li soutadnice bodi A a A;, miaZzeme vypoditat jejich vzdaenost. Vzdaenost bodu A od
bodu A; je totoZzné se vzdaenosti bodu A od roviny o.

Pro vypocet vzddenosti bodi M [m,m,,m],N[n,n,,n,] pouzijeme vztah:

M=y(m- n) +(my- n,)* +(m,- n,)’ 2)

Dosazenim souiadnic boda A, A; do vztahu (2) ziskdvéme vzddenost bodu A od roviny o:

_ 50 762+ 46 V12
R

Vysledek: Bod A je od roviny ¢ vzdélenyg_
I1) Pouzitim kolmého priamétu vektoru BA do sméru norméalového vektoru roviny o

U tohoto zpisobu vypoctu vyuzZijeme skutecnost, Ze vzdaenost v je rovna velikosti kolmého

priimétu vektoru BA do sméru vektoru n (viz obr. 2).

i

Obr. 2 - Kolmy praamét vektoru BA do sméru normalového vektoru



Normélovy vektor n uréime jako vysledek vektorového soucinu vektort baze zaméreni dané

roviny.

n=@101)" (L2-1)
n=(-222)
Ze soutadnic bodii A a B ziskdme soutadnice vektoru BA.
BA=A- B=(0,11)
Potom pro velikost kolmého pramétu vektoru BA do sméru ;1 plati vztah:

‘(A- B) xlﬁ‘

v(Ar)= (3)

4

(01D)%-222) 4 _23

J(-2)2+22+2? 12 3

Jak jiz bylo reseno, vzdaenost v je rovna velikosti kolmého priimétu vektoru BA do sméru

M=

vektoru h . Proto dosazenim do vztahu (3) dostavame vzda enost bodu A od roviny o.

23

Vysledek: Bod Ajeod roviny o vzddeny 3.

Priklad 2: Vypoctéte vzdaenost pocatku soustavy souradnic od roviny o: 4x+3y +2 =0.

ReSeni: Pogédtek soustavy souradnic si oznatime bodem A. Ze zadéni je ziggmé, Ze budeme

pocitat vzdaenost bodu A[0,0,0] od roviny o. Z obecné rovnice roviny ¢ urc¢ime jgi

normaovy vektor n a bod, ktery této roviné ndezi. Poté jizZ miuZzeme pouZit kolmy pramét

bodu A do roviny g (viz priklad 1, postup I).

Vysdedek: Vzddenost poc¢atku soustavy souiadnic od roviny g je %




Priklady K procviceni

[ |
Priklad 3: Vypoctste vzddenost bodu A od roviny o =gB,u,vH, jestlize plati:

A[2,2,5],B[2,3,1],u= (0,1, 1),v=(4,11).

Vysdedek: Vzdaenost bodu A od roviny g je 2.

7 I u AY
Priklad 4. Vypoctéte vzdaenost bodu B od roviny o =8A,V,WU, jestlize plati

B[214], A[-211],v=(L-1D),w=(L-3-2).

74/38

Vysledek: Vzddenost bodu B od roviny o je 9

Priklad 5: Vypoctste vzddenost bodu A[3,4,5] od roviny o, kterd je zadana parametricky:

S:X=2-t+sy=3+2t+3s,z=-1-t- s, t,sl j.

ReSeni: Rovinac je v tomto pripadé zadana parametricky. Z parametrického vyjadieni roviny
o S urcime jgi dva smérové vektory a bod, ktery ji naezi. Poté jiz miZzeme vyuzit postupu
u piikladu 1.

3130

Vysledek: Vzddenost bodu Aodroviny o je 0

Priklad 6: Na piimce p ngdéte takovy bod, ktery je stejné vzdaeny od rovin ¢ a d , jestlize
plati: o: x+2y+z+1=0,d:x+2y+2z- 3=0, p:x+y+z=0.

ReSeni: Pri porovnani norméovych vektort rovin ¢ a d zjistime, Ze roviny jsou navzaem
rovnobézné a piimka je snimi raznobéznad Hledanym bodem je stied Usecky urcené

praseciky ptimKy s rovinami.

Vysledek: Bod, ktery je stejné vzdaleny od rovin ¢ a d masoutadnice [3,- 1,0 .

10




Nyni vypocitdme nekolik prikladd na vzdalenost bodu od roviny rfeSené v krychli.

Priklad 7: Je dana krychle ABCDEFGH. Vypoététe vzdaenost bodu G od roviny DHJ,
jestlize bod J je stred hrany EF apro délku hrany AB plati: |AB|=3.

ReSeni: V tomto prikladu vyuzijeme véty o podobnosti trojihel nika.

G

Obr. 4 - 3D néhled kolmého priamétu bodu G do roviny DHJ

Tuto situaci si promitneme do horni podstavy krychle (viz obr. 5).

11




Obr. 5 - Situace v horni podstavé EFGH

Jelikoz zname velikost hrany EH a délku Usecky EJ, tak si pomoci Pythagorovy véty uré¢ime

pieponu trojuhelniku EJH.
|3H| = y|EJ|" +|EH[

|JH| =32 +1,5° =11,25

Pouzijeme vétu ,,uu“ o podobnosti trojuhelniki, ktera zni: ,, Shoduji-li se dva trojuhelniky ve

dvou uhlech, jsou s trojuhelniky podobné“. Z této véty plyne, Ze trojuhelniky JHE a HGP

jsou si podobné (viz obr. 5). Tyto trojuhelniky maji stejny pravy uhel a uhly o, p jsou shodné,
protoZe jde o Uhly sttidavé. V nésledujicim kroku jiZ ur¢ime vzdaenost bodu G od bodu P,

tudiZ i od roviny DHJ.

|JH| _|HG]|
CEE
V1125 _ 3
3 [eP]
o= 9

V11,25

Vysledek: Vzddlenost bodu G od roviny DHJ je 9—‘{?2525 .

Priklad 8: Je dana krychle ABCDEFGH. Vypoététe vzdaenost bodu E od roviny AKG,

jestlize plati: KT DH;DK = HK,|AB| = 4.

12




ReSeni:

Obr. 6 - Kolmy priamét bodu E do roviny AKG

Oznaéme L prisecik hrany BF srovinou fezu. Pak plati:
AKPLGUALPKG;L :%|BF|

Vyznaéme si kolmy pramét E; bodu E do roviny AKG. Délka Usecky EE; je vzdaenost bodu
E od roviny AKG. JelikoZ mohu bodem E vést pouze jednu kolmici k roviné fezu, je kolmy

pramét E; jednoznacné uréeny bodem E arovinou AKG.

Bod E; leZi v roving ACG, proto si situaci promitneme do této roviny (viz obr. 7).

E1

Obr. 7 - Rovina ACG

13



Pomoci Pythagorovy véty si ngjdiive vypocitame délku strany EG.

|EG| = J|EH[" +|GH["
[EG| =4 +4% =32
IEG| =42

Poté si pomoci Pythagorovy véty vypocitame délku strany AG.
|G| = | AEf +[EGF
|AG| =4 +(v/32)* =/48

|AG| =43

Pouzijeme-li vétu ,,uu* o podobnosti trojuhelnika, pak je z obr. 7 ztgjmé, Ze trojuhelniky AEG

aAE;E jsou s podobné. Poté uréime vzdaenost Usecky EE;.

|G _|A8|
[EG| [EE]
N3 _ 4
42 |EE)

_42
|EE1|_\/§

4/6

Vysledek: Bod E je vzddeny od roviny AKG =

14



Priklady K procviceni

Priklad 9: Je danakrychle ABCDEFGH. Vypocététe vzdaenost bodu E od roviny AL, jestlize
plati: LT BF;|FL|=3|BL|,IT DH;|DI|=|HI|,|AB|=4. Vysledek zaokrouhlete na desetiny.

s, TR

B L PR -2 af
L= L]
e 3 2
iy - ol 4 i -
— i
_ R L # " -
T - - - s -
% ¥ [l
- i
"
] ¥ L] 4

val,

AR e e

AT

Obr. 8 - Kolmy prizmét bodu E do roviny ALI

Vysledek: Bod E je vzdaleny od roviny ALI 3,2.

Priklad 10: Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vzdaenost priseciku thlopri¢ek S dolni
podstavy ABCD od roviny EGJ, jestlize bod J je stied hrany BF; |AB|=6. Vysledek

zaokrouhlete na desetiny.

Obr. 9 - Kolmy prameét P bodu S do roviny EGJ

15




Vysedek: Vzdaenost bodu Sod roviny EGJ je 4,9.

Priklad 11: Je dana krychle ABCDEFGH. Vypoctéte vzdaenost bodu C od roviny DBF,
jestlize |AB|=4.

Obr. 10 - Kolmy prizmét P bodu C do roviny DBF

Vysledek: Vzdaenost bodu C od roviny DBF je 2J2.

16




2.2 Vzdalenost primky od roviny

V prostoru rozlisujeme tii razné vzgemné polohy piimky aroviny: rovnobéznd, incidentni
a raznobézna Je-li piimka srovinou rovnobézna, je jgich vzdaenost rovna vzdaenosti
libovolného bodu primky od této roviny. P vypocétech vyuZijeme znalosti z predchozi
kapitoly. V pripadé, kdy primka je srovinou riznobézna, maji spolecny bod (prasecik), tzn.
jgjich vzgemné vzdaenost je 0. Je-li ptimka srovinou incidentni, pak piimka lezi v roving
ajgich vzgemnavzdaenost je 0.

Priklad 12: Je dan pravidelny étyrboky jehlan ABCDV. Uréete vzdaenost primky SasScyv od
roviny ADV, plati-li: |[AB|=4, v=5.

ReSeni: Primku SxpScy nazyvejme p. Piimka p je rovnobézna srovinou ADV, obsahuje-li
rovina ADV alespon jednu piimku, ktera je rovnobézna s piimkou p. Uvazujme primku ASyy,
ktera ndleZi rovingé ADV. Piimka ASyy je rovnobézné sprimkou p, tudiz i rovina ADV je

rovnobézna s primkou p.

v ]
, 4 Fil e
of 0 L X i
P [ s
0 AR E 3
£ o e e
ko el
v il g e
R AT, =
S A : ; 5
;v v .
SRl i AE
i L e T
R . £ o
P e e S
e v T

Obr. 11 — Pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV
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Ur¢ime si kolmou rovinu k roviné ADV, v ni sestrojime pramét primky p do roviny ADV.

Kolmé rovina k roving ADV je naptiklad rovina SapSscV. Pak miZzeme uvaZovat z hlediska
roviny SapSscV (viz obr. 12).

S.ﬂ.l} SE-S

Obr. 12 - Situace v jedné roviné SapSscV

Velikost vodorovneé pricky mezi Useckou SS; a Useckou SypS; je 2, protoZe velikost Usecky
SSop je2.

Pomoci Pythagorovy véty zjistime délku Usecky SscV.

[SicV| =5 +2* =129

Nyni vyuZijeme podobnost vyzna¢enych trojahel nika:

vl _{
[Secv| 1y

10

i—sz i
J29 2 V29

Vysdledek: Vzdaenost ptimky S\gScyv od roviny ADV je 102/92_9 :

18



Priklady K procviceni

Priklad 13: Je dana krychle ABCDEFGH. Vypoctéte vzdalenost piimky HSge od roviny
BJSon, jestlize |AB|=4 a JT AE;|EJ|=3|A]|.

Obr. 13 — Vzdalenost pFimky p od roviny BJSpy

Vysledek: Vzdaenost piimky HSsr od roviny BJSoH je % :

Priklad 14: Je dana krychle ABCDEFGH, |AB|= 4. Urcete vzdaenost primky FG od roviny
BCSae.

Obr. 14 — Vzdalenost pfimky FG od roviny BCSag

19




ReSeni: Rovina BCSxe je kolma k roving predni stény ABFE. Kolmice na rovinu BCSxe
vedena z pfimky GF muZe leZet v predni sténé ABFE, proto si zvolime na primce GF bod F
ahleddme jeho vzdaenost od roviny BCSae. Situaci si promitneme do predni stény ABFE.

E F

S.ﬂ.E

Al B
/

Obr. 15 — Situace promitnuté do predni stény ABFE

Nyni vyuZijeme Pythagorovy véty pro vypocet strany BSae trojuhelniku ABSse. Podle véty
,uu" o podobnosti trojuhelnikt pozname, Ze trojuhelniky BASie a FPB jsou si podobné.
Jestlize pak zname strany AB, BSae trojuhelniku BASe a strany PF, FB trojuhelniku FPB,
vypocitame vzdaenost FP. Vzdaenost FP je rovnavzdaenosti piimky FG od roviny BCSe.

85

Vysledek: Vzddenost primky FG od roviny BCSxe je ~
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2.3 Vzdalenost dvou rovin

RozliSujeme tfi vzgemné polohy dvou rovin v prostoru Ez: rovnobézng, raznobézna
atotozna. Vzdaenost dvou rovin pocitdme pouze tehdy, kdyZ jsou roviny rovnobézné. Jsou-li
roviny o, o rovnob&zné, pak je jgich vzdaenost rovna vzdaenosti libovolného bodu X1 s
od roviny o . Jakmile jsou dvé roviny raznobézné, je jgich pranikem piimka (prasecnice),

tzn. jgich vzgemnavzdaenost je 0. U rovin totoznych je jgich vzgemna vzda enost také 0.

Priklad 15: Vypoctéte vzdaenost dvou rovnobéznych rovin, plati-li: r :2x- 6y+3z+15=0,
S :2X- 6y+3z- 6=0.

ReZeni: Necht rovnice danych rovin jsou r :ax+by+cz+d =0, s :ax- by+cz+e=0. Jiz
vime, Ze vzdalenost rovin p, o je rovna vzdaenosti libovolného bodu MT r od roviny o.

Oznagime-li M [m, m,, m,], potom podle;

|_|a><ml+b><mz+c><rr13+e| @
JaZ+b? +c?

V dusledku rovnosti am,+bm, +cm,+d =0 mame am,+bm, +cm, =- d . Dosazenim do (4)

Irs|=|Ms

dostavame vztah:
rs|=—ddd ©

(Pech, 2004)

Dosazenim do vztahu (5) vypocitame vzdaenost bodu rovin p, o:

Irs|= |61 =3

l22+(_ 62)+32 -

Vysdedek: Vzgemnavzdaenost rovinp, o je 3.
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4. Urcete vzgemnou polohu rovin BCF

Piiklad 16: Je dana krychle ABCDEFGH, |AB|

Zné, urcete jgjich vzdaenost.

¢

aADH. Jsou-li roviny rovnob

|..__|...r....h = I....|.._l.....|_l._.ll .l...l..h . I....|..I..I = .|....|...IBI .|..l...l a

e e L s e e Sl

P e S - e = e

Obr. 16 — Vzdalenost roviny BCF od roviny ADH

, Ze roviny ADH a BCF jsou rovnobézné. Zvolime si libovolny bod

Snadno pozname

eSeni:

R

roviny ADH, zvolime bod A. Ur¢ime-li si kolmy pramét A, bodu A do roviny BCF, pak jeho

vzdaenost od bodu A je rovna vzdaenosti roviny ADH od roviny BCF. V tomto pripadé

kolmy pramét A; bodu A rovna bodu B. Budeme tedy pocitat vzdad enost bodu A od bodu B.

v

Vysledek: Roviny ADH a BCF jsou rovnobézné. Jejich vzgemna vzdaenost je 4.
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Priklady K procviceni

Priklad 17: Vypoctéte vzdaenost dvou rovnobéznych rovin, které jsou zadany obecné:

0:4x+3y-12z- 8=0,s :4x+3y-12z+18=0.

Vydedek: Vzgemnavzdaenost roving, o je 2.

Piiklad 18: Urcete vzgemnou polohu rovin ¢ a ¢. Jsou-li roviny rovnobézné, urcete jgich

vzdalenost. o: x- 3y+11z- 22=0, s : x- 3y+11z+18=0.

ReSeni: Dvé roviny jsou rovnobézné pravé tehdy, kdyZ jsou rovnobézné jejich norméové
vektory. Normalove vektory n,n, jsou rovnobézné préavé tehdy, kdyz normalovy vektor n
je nasobkem normélového vektoru n, . Ze zadani je zigimé, Ze normaovy vektor n, roviny ¢

uua
je ndsobkem normé ového vektoru n, roviny o, tudiz roviny g, o jSou rovnob&zné.

40v131

131

Vysledek: Roviny g, o jsou rovnobézné. Jgjich vzgemnavzdaenost je
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3  Vziemna poloha bodovych podprostor i

V této kapitole se seznamime s piiklady na téma vzgemna poloha bodovych podprostori.
Priklady jsou rozdélené do podkapitol vzgemna poloha dvou primek, vzgemna poloha
piimky a roviny a vzgemna poloha dvou rovin. V téchto tématech si objasnime, jaké
vzgiemné polohy jednotlivych Gtvart mohou nastat. Nejdiive si u kazdého tohoto tématu
vyreSime aespon jeden vzorovy priklad. Poté budete mit moznost s vyzkouSet obdobné
nereSené priklady. Ulohy na toto téma jsem ¢erpal v (Tlusty, 2003), (Kuiina, 1996). Podobné
piiklady muzeme nalézt i v (Polak, 2008).

3.1 Vziemna poloha dvou piimek

V prostoru rozliSujeme tii razné vzgemné polohy dvou primek. Dvé piimky mohou byt
rovnobézné (a), totozné (b), riznobézné (c) nebo mimobézné (d). Primky jsou rovnobézné
prévé tehdy, kdyZz nemaji Zadny spolecny bod a jejich smérove vektory jsou linedrné zavisle.
Primky jsou totozné pravé tehdy, kdyZz maji spolecné vsechny body a maji stejny smér.
PEimky jsou mimobézné prave tehdy, kdyzZ piimky nemaji Zadny spolecny bod a maji razny

smér. PEimKy jsou riznobézné, jestlize maji prévé jeden spolecny bod.

Obr. 17 — Vzajemna poloha piimek
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Priklad 19: Urcete vzgemnou polohu piimek p(A,l'J)a q(B,\'/), plati-li:

Al3.11],u=(1-21),B[1-4,2],v=(21-1).

ReZeni: Nejdiive zjistime, zda jsou vektory U a v linedms zavisé. Pokud jsou smérové
vektory ll,l a \I/ line&rn¢ zévidé, pak jsou piimky p a g rovnobézné nebo totozné. Ve chvili,
kdy jsou vektory U a vlinedrnd nezévidé, pak jsou primky p a q bud’to riznobézné nebo
mimobgzné.

u=(L-22,v=(21-1)

Vidime, Ze neexistuje Z&dné al j takové, Ze a>u=v. Ztoho vyplyv4, Ze piimky jsou

riznobézné nebo mimobézné.

V nasledujicim kroku si ur¢ime parametrické rovnice primek p a g, z kterych uré¢ime, zda

piimky p aq maji spolecny bod.

Kazda primka dana bodem Ala,a,,a,| a smérovym vektorem U=(u,u,,u,) lze zapsat

pomoci parametrickych rovnic:
X=a +u, y=a,+U, z=a,+U,

p:x=3+ty=1- 2t,z=1+t; t1 j
q:X=1+2s,y=-4+s,z=2- s, sl

Pro uréeni spole¢ného bodu piimek p a q vyieSime soustavu tii rovnic o dvou neznamych.
V pripadé, Ze soustava rovnic nema ieSeni, ptimky nemaji spolecny bod a jsou mimobézne,
JestliZze soustava bude mit reSeni, urcime si spolecny bod piimek p ag. V tomto piipadé jsou

piimky p aq riznobézné.

3+t =1+2s
1- 2t=-4+s
1+t=2- s, t,sl j

=-3t=4
019
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Vysledek: JelikoZ soustava nemé reSeni, znamena to, Ze primky nemaji Zadny spolecny bod.

PEimKy jsou mimobézné.

Priklad 20: Urcete vzgemnou polohu primek p a g, jsou-li zadany parametricky:
p:Xx=4-sy=-1+3s,z=1+s;sl j, q:x=-2+2t,y=5- 6t,z=3- 2t;t] j.

ReSeni: Zjistime, zdavektory u a v jsou lineérné zavisé:
U=(-131),v=(2-6,-2)
Vidime, Ze existuje takové al j, Ze axu=v; a=-2. Vektory u a Vv jsou linedrné zavislé.

Z toho vyplyva, Ze ptimky jsou rovnobézné nebo totozné. Nyni ovétime, zda jsou piimky

totozné. Zvolime si libovolny bod na ptimce p a dosadime ho piimky @.
Zvolimesi bod AT p:A[4,-1]]

4=-2+2tb t=3
-1=5-6th t=1
1=3-2tb t=1

Ze z&pisu je ziggmé, Ze bod A neleZi napiimce q, tudiZ jsou piimky rovnobézné.

Vysledek: Primky p aq jsou rovnobézné.

Priklad 21: Zjistéte vzgemnou polohu dvou piimek, jsou-li piimky p, q zadany
parametricky. Jsou-li primky riznob&zné, urcete jglich prasecik.

pP:x=1+2s,y=1+3s,z=3- 5, sl j, q:x=2+t,y=1+t,z=-2- 2t; t1 j.

ReSeni: Nejprve uréime, zda smérové vektory primek p, g jsou linearné zavisé:
Up=(23-1),v4=(11-2)

Vidime, Ze neexistuje zadné al j takové Ze a>u=v, tzn. piimky jsou riznob&zné nebo
mimobézné. V nasledujicim kroku ur¢ime pomoci parametrickych rovnic primek p a g, zda
piimky p a g maji spolecny bod. Pro ur¢eni spolecného bodu piimek p a q vyreSime soustavu

téi rovnic o dvou nezndmych.
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1+2s=2+t
1+3s=1+t
3-s=-2-2t; t,sl j

Parametry u prvnich dvou rovnic nam vychézi: t=-3, s=-1. Jestlize do tieti rovnice
dosadime za parametry t, s, vychézi nam 4=4. Pfimky p, g jsou tedy riznobézné a maji
spolecny bod. Spole¢ny bod vypocitdme dosazenim za parametr t do parametrickych rovnic
piimky g, popiipadé dosazenim za parametr s do parametrickych rovnic piimky p.

Vysledek: Primky p aq jsou riiznobszné. Jejich prasesikem jebod P[-1,- 2,4].
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Priklady K procviceni

Priklad 22: Zjistéte vzgemnou polohu piimek a a b, jsou-li zadany parametricky. V piipadg,

Ze jsou riiznobézné, uréete jelich prasecik.

a:x=3+5t,y=2- 7t;tT j, b:x=1-s,y=2ssl j.

Vysledek: Piimky a ab jsou riznobézné. Prisecik piimek je bod P[- 7,16] :

Priklad 23: Urcete n takové, aby piimky p a q byly raznobézné
p:x=2+sy=3-2s,z=4;sl i, q:x=1- 4t,y=n+t,z=1- 3;t1 j.

ReSeni: Dvé piimky jsou riiznobézné préavé tehdy, kdyz jsou jejich smérové vektory linearns
nezévidé a mgji libovolny spolecny bod. Vytvotime soustavu tii rovnic o dvou neznamych
pomoci parametrickych rovnic piimek p, g. V pripadé, Ze tato soustava bude mit feSeni,

budou mit ptimky p, q spolecny bod.

Vysedek: n=-2.
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3.2 Vzajemna poloha primky aroviny

V prostoru rozlisujeme tii rizné vzgemné polohy ptimky a roviny: rovnobéznd, incidentni
a raznob¢ézna. Jestlize ptimka srovinou nema zadny spolecny bod, pak je dana primka
s danou rovinou rovnobézna. Mé&li primka s rovinou prave jeden spolecny bod, pak je piimka
srovinou raznobéznd. Jgjich spolecny bod nazyvame prasecikem. V pripadé, kdy ma piimka
srovinou aespon dva spolecné body, tak ptimka lezi v roving. V tomto piipadé je primka

S rovinou incidentni.

1 L, ru
Priklad 24: Urcete vzgemnou polohu piimky p(A,u) a roviny o= gB,v, w, jestlize plati:

A12,2],u=(-113),B[312].v=(21-1),Ww=(2- 2,1).

ReSeni: Nejprve si uréime normélovy vektor n roviny ¢ jako vysledek vektorového soucinu
vektori v a w dané roviny. Pokud normaovy vektor n roviny ¢ neni kolmy na smérovy

vektor piimky p, tak je piimka p riznobézna s rovinou ¢. Jestlize norméovy vektor n roviny
o je kolmy na smérovy vektor ptimky p, pak je pifimka srovinou bud'to rovnobézna nebo

incidentni.
N=(2-1Y" (2-2,-1=(302)

Pomoci skalarniho soucinu vektori u a n zjistime, zda jsou na sebe vektory kolmé.

Dva nenulové vektory jsou navzajem kolmé, je-li jgich skalarni souéin roven 0.
ux=0
Usn=- 18+10+321 0b nejsou kolmeé

Vektory u a n nejsou navzgem kolmé, tudiz piimka p a rovina e jsou riznobézné. V tomto
piipadé nalezneme jgjich prusecik. Prasecik nalezneme pomoci parametrickych rovnic primky

p aobecné rovnice roviny g.
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p:x=1-t,y=2+t,z=2+3t; t1 j (5)

0:3x+2z-13=0

Abychom zjistili prasecik ptimky p a roviny g, dosadime souiadnice parametrickych rovnic
piimky p do obecné rovnice roviny o. Dosazenim souradnic parametrickych rovnic piimky p

(5) do obecné rovnice roviny o vypocitame hodnotu parametru t.

3x(1- t)+2X2+3t)- 13=0P t=- 1—34

Naslednym zpétnym dosazenim ziskané hodnoty parametru t do parametrickych rovnic

piimky p (5) uré¢ime prasecik piimky p s rovinou g.

s 14 _ 14 14.0_6l7 8 .U
PA+—,2- —,2+3(- —) = a—,- —,- 12~
? 3 3 ( S)H €3 3° 7H

Vysledek: Ptimkap arovinag jsou riznobézné ajeich prasecikem je Peﬂ,- 2 12

u
83 il

Priklad 25: Urcete vzgemnou polohu piimky g a roviny o, jestlize plati:
q:Xx=1- 6s,y=3+s, z=-1+2s;sl j, s :x- 4y+5z+2=0.

ReSeni: Negjprve si uréime, zda norméovy vektor n roviny ¢ je kolmy na smérovy vektor
piimky g.

ur uu

S =(-612){1-45)=0

1
JestliZe je skalérni sou¢in normélového vektoru n roviny ¢ a smérového vektoru primky g
roven nule, pak ptimka q je srovinou ¢ bud’to rovnobézna nebo incidentni. Zda je ptimka
srovinou rovnobézna nebo incidentni uréime tak, Ze ovéime, zda existuje takovy bod dané

piimky g, ktery nalezi roviné o.

Bod primky g oznatime A. Bod A uré¢ime z parametrického vyjadieni piimky g a nésledné ho

dosadime do obecné rovnice roviny o.

30




A[13,-1]
X-4y+5z+2=0
1- 483+5X-1)+2=0pP -141 0
Bod A v roving o nelezi, tzn. piimkap je s rovinou ¢ rovnobézna.

Vysledek: Primkap arovina o jsou rovnob&zne,

Piiklad 26: Urcete vzgemnou polohu ptimky q a roviny o, jestlize plati:
q:x=1- 6s,y=2+s,z=1+2s;sl j,s :x- 4y+5z+2=0.

ReSeni: Ur¢ime si, zda normélovy vektor n roviny ¢ je kolmy nasmérovy vektor piimky g.

ur uu

S =(-612){1-45)=0

Skalérni sou¢in normalového vektoru n roviny o a smérového vektoru piimky ¢ je roven nule
P pfimka g je srovinou ¢ bud'to rovnobéZzna nebo incidentni. Z parametrickych rovnic

piimky g uré¢ime bod A |eZici naprimce . Nyni zjistime, zdabod A l€Zi v roving o.
Dosadime-li bod A do roviny o, vidime, Zebod Al s .
Al1,2,- 1]
X-4y+5z2+2=0
1- 4 +54+2=0p 0=0
Bod Al s , tzn. ptimkaq je s rovinou o incidentni.

Vysledek: Primka g arovinas jsou incidentni.
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Priklady K procviceni

Priklad 27: Urcete vzgemnou polohu primky p(A, lIJ) aroviny ¢: x- 2y+3z+5=0, jestlize

plati: A[3,-2,4],u=(4,-12).

Reeni: Zjistime, zda smérovy vektor primky p je kolmy k norméovému vektoru roviny o.

Poté si ur¢ime parametrické rovnice piimky p a postupujeme podle prikladu 24.

Vysledek: Piimka p arovinag jsou riznobszné ajejich prisesikem je P[-5,0,0] .

Priklad 28: Urcete vzgemnou polohu piimky p a roviny o, jestlize plati:
p:x=3-55y=-3+2sz=-1-ssl j, s :2x+3y- 4z+3=0.

Vysledek: Ptimka p arovina o jsou rovnobézné.
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3.3 Vzgjemna poloha dvou rovin

Vzgemna poloha dvou rovin ve vektorovém prostoru E; miaZe byt rovnobéznd, totozné
nebo raznobéZné. Jsou-li dveé roviny navzédjem rovnobézné, nemaji pak roviny zadny spolecny
bod. Jsou-li dvé roviny totoZzné, maji roviny nekonec¢né mnoho spolecnych bodu. Jsou-li dveé
roviny navzgem raznobézné, maji roviny nekonetné mnoho spolecnych bodt. Spojenim
spole¢nych bodi riznobéZnych rovin dostaneme prasecnici rovin. Dvé riznobézné roviny se
protingji. V pfipadé dvou rovin snadno rozhodneme o jejich rovnobéznosti, piipadné

totoznosti, porovnanim jegjich obecnych rovnic.

Priklad 29: Urcete vzgemnou polohu 2 rovin, jestlize plati: ¢:2x+4y+z- 8=0,
S :-6x-12y- 3z- 6=0.

ReSeni: Roviny jsou rovnobézné préavé tehdy, kdyz jsou jejich normal ové vektory rovnobézné.
Z obecnych rovnic rovin ¢ a o s uré¢ime normalové vektory. Poté uréime, zda jsou vektory
linedrn¢ zaviglé. Jestlize jsou vektory linedrné zavisé, pak jsou roviny rovnobézneé. Jestlize

jsou vektory linedrné nezévislé, pak jsou roviny riaznobézne.
n =(2,40,n =(-6,-12-3)
Vidime, Ze existuje al j takové, Ze a>1lj :\I/; a=- 3. Z toho vyplyva, Ze vektory ll,l a \I/ jsou

linedrn¢ zavidlé, tzn. roviny jsou rovnobézné. Totozné by byly, pokud by rovnice roviny o

byla nadsobkem rovnice roviny o.

Vysledek: Roviny ¢ ao jsou rovnobézne.

Priklad 30: Napiste rovnici roviny g, kteréa je rovnobézna s vektory u= 1-2, 3),\'/ =(31-1

aprochézi bodem A[1,0,3].

ReSeni: M&-li byt rovina o rovnobézna s vektory u av, musi byt jeji norméovy vektor kolmy

na obatyto vektory.

1 11 1
n*uUn”®v
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Podle véty ,, Dva nenulové vektory jsou navzgem kolmé, je-li jgjich skalérni soucin roven 0.,

kde U :(ul,uz,ua),v:(vl,vz,v3),}1:(nl,n2,ng), plati:

(n;,n,,n5) XUy, Uy, Uy) = 00(”11 N,,Ng) XV, V,,V,) =0
(N, n,,n3) XL - 2,3) =0U(n,,n,,n,) (3,1- 1) =0

Dostavame soustavu 2 rovnic o tiech nezndmych a, b, c.

n-2n,+3n,=0
3n+n,-n,=0/%2

V nasledujicim kroku si zvolime jednu z neznamych a zbylé dvé neznamé dopocitame. Pro

nejjednodussi vypocet zvolime n, =1: n, =1,n,=-7,n, =-10.

Jestlize ma bod A ndlezet roving ¢ , dosadime ho do vypoctené rovnice roviny ¢ a dopocitame
hodnotu parametru d.

X- 7y-10z+d =0
1- 7>0-10X8+d =0
d=29b x- 7y-10z+29=0

Vysledek: Rovniceroviny o matvar: x- 7y- 10z+29=0.
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Priklady K procviceni

Priklad 31: Urcete vzaemnou polohu dvou rovin, jestlize plati: ¢:2x+4y+z- 8=0,
S :2y+z-6=0.

Vysledek: Roviny ¢ a o jsou ruaznobézné  Prasecnice  rovin  je
p:x=t,y=1-3t,z=4+6t; tT j.

Priklad 32: Urcete vzgemnou polohu 2 rovin, jestlize plati: ¢:x- 2y+3z- 4=0,
S :2x- 4y+6z-8=0

Vysledek: Roviny ¢ ao jsou rovnobézné.
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4  Odchylka

V této casti se setkéme s priklady zamérenymi na odchylky jednotlivych Gtvara. Budeme se
zabyvat piiklady na odchylku dvou piimek nebo na odchylku dvou rovin. Nediive s
u kazdého tohoto tématu vyieSime jeden vzorovy piiklad. Poté budete mit moznost s
vyzkouset obdobné nefeSené piiklady. ReSené priklady jsem ¢erpal v (Kufina, 1990), (Pech,

2004).

4.1 Odchylka dvou primek

U odchylky dvou piimek budeme pocitat velikost kazdého z pravych (a) nebo ostrych (b)

ahla, které spolu piimky svirgi. V pripadé, Ze jsou dvé piimky rovnobézné, je odchylka

téchto primek O stupid.

Obr. 18 — Odchylky dvou pifimek

Odchylkou dvou nenulovych vektorta uv nazyvame ¢islo a <0,p> , pro které plati:

us _ U, X + U,y X, + Uy X,

|u| >M ) \/Ul2 +U,” +uy’ x\/V12 +V,° +V,?

cosa =
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Pokud pocitdme odchylku primek, vyuZijeme upraveny vztah (6) odchylky dvou nenulovych

(o)

Absolutni hodnota v ¢itateli vztahu (6) ndm zgjistuje, Ze vysledny Uhel (odchylka) bude pravy

vektord, ktery nam zgjisti, ze:

nebo ostry.

juy
cosa =

= ©)
Jup

Priklad 33 Urcete odchylku piimek p(A, B) a a, jestlize

p:A[2,-34],B[437], q:x=-4-sy=3+s,z=1+s5] j.

ReSeni: Ngprve si uréime smérové vektory piimek p a g, abychom mohli nasledné vypocitat

odchylku dvou primek.

1 uuu

u=AB=B- A=(26,3)
V=(-111

V nésledujicim kroku si vypocitame velikosti vektort lIJ a \I/

ul=uZ+u2+u? =22+ +67 =49 =7
M= W2+ +v2 = D7+ =3

Nyni dosazenim do (6) pomoci skalarniho soucinu vektori uv a velikosti vektora uv

uré¢ime odchylku ptimek p ag.

_[2q-)+6x+34 7 1

cosa = 73 —7x\/§:£

a B54°44
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Vysledek: Odchylka piimek p aq je priblizng 54°44".
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Priklady K procviceni

Priklad 34: Vypoctéte odchylku primky p a od primky q, jestlize
p:2x- 3y+11=0, q:x=1+2t,y=2- 3;tT j.

Vysledek: Piimky p aq jsou na sebe navzgjem kolmeé.

Priklad 35: Vypoctéte odchylku piimky p od piimky g, jestlize

p:2x+3y+11=0, q:x=1+2t,y=2- 3t;t1 j.

Vysledek: Odchylka primky p od piimky g je priblizne 22°37".
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4.2 Odchylka p¥imky od roviny

U tématu odchylka piimky od roviny budeme zjist'ovat velikost kazdého z pravych (a)

nebo ostrych (b) dhla, které spolu svirgji dana piimka s danou rovinou. Odchylka piimky od

roviny je odchylka piimky od jejiho kolmého primétu do roviny. Obdobné jako

imka s rovinou

3

, Z€ jsou p

¢

u piedchoziho tématu bude platit pravidlo, které rik& V piipad

rovnobézné, jejegich odchylka O stupid.

O .|

Obr. 19 — Odchylky piimky od roviny

acené roviny DBF od vyznatené piimky KS jestlize

Priklad 36: Urcete odchylku vyzn

|AB]

stiedu hrany CG abod Sje prasecik thlopticek dolni steny.

~

3, Klezi ve
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Obr. 20 — Odchylka pFimky KS od roviny DBF

ReSeni: U tohoto piikladu nalezneme piimku, ktera lezi v roviné DBF a svird dany Uhel
spiimkou KS. Z obr. 20 je zigmé, Ze jde o piimku SspSe. Poté budeme postupovat stejnym
zpuisobem jako u odchylky dvou piimek.

Nyni si ukaZzeme, Ze vydedku |ze dosédhnout i jinym zptasobem.

Nalezneme si kolmou rovinu k dané roviné DBF. Jedind kolma rovina, kterou muazeme

v tomto ptipadé pouZit, je rovina ACG (viz obr. 21).

E G
A a ®
S

Obr. 21 — Rovina ACG kolma narovinu DBF

Abychom mohli pouzit jednu z goniometrickych funkci pro zjisténi ahlu CKS zjistime délku
strany KS. Tu zjistime pomoci Pythagorovy véty.
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[Ks|= o[ +[csf
KS| =15 +2,12°
|KS|=/6,7444

Z trojuhelniku CKS zname délku piepony a délku protilehlé odvésny. Mazeme pouzit

goniometrickou funkci sinus, ktera je definovana:

_ Dékaprotilehlé odvésny
Délka prepony

sinb

15

\/6,7444

b B 35,28°

sinb =

Vypogitali jsme velikost thlu . Odchylku roviny DBF od primky KS nam znagi dhel o. Uhel
a jeroven thlu 90- S.

a=90-b

a =90- 35,28°

a =54,72°

Vysledek: Odchylkaroviny DBF apiimky KSje priblizng 54°43".
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Priklady K procviceni

Priklad 37: Vypoctéte odchylku roviny BDF od piimky DK, jestlize bod K leZi ve stredu
hrany AB; |AB|=3.

Vysledek: Odchylkaroviny BDF od primky DK je priblizne 18°26".

Priklad 38: Vypoctéte odchylku roviny BCF od primky GJ, jestlize plati:
|AB|=3,J1 EF;3|EJ]=|JF.
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Obr. 22 — Odchylka roviny BCF od pifimky GJ

Vysledek: Odchylkaroviny BCF od primky GJ je priblizng 36°52".
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5  Vyuziti vektora v geometrii

V této kapitole se budeme vénovat vektoram. V jednotlivych prikladech se pokusime uréit
jak smerové, tak normalové vektory. Objasnime si i pojmy obecna rovnice primky/roviny
nebo parametrické rovnice piimky/roviny. Uk&Zeme si, vjakych vypoctech lze vektory
pouzit. Vybrané priklady s vyuzitim vektora jsem ¢erpal v (Hasek, 2017).

Priklad 39: Je déan trojthelnik ABC, kde A[10,2],B[4,4,2],C[31,3]. Existuje vy¥ka na

stranu ¢, kde P je pata vy3ky na stranu c. Vypoctéte délky Usecek |AP| a |BP], na které je
strana c rozdélena.

B4 4 2]

C[3, 1, 3]

A1,0,2]

Obr. 23— Trojuhelnik ABC

ReSeni: Vychéazime ze vztahii cos;j —‘—% a Ccosj —‘ ‘ >H Z téchto vztaht s vyjadiime
u| 3V

= |\5| xcosj a U = |15| >+\5| >cosj . Dosazenim ziskame vztah:

|u| (7)

1 1
Nejdiive si uréime smérové vektory u a v:

uuua

u=AB=B- A=[4,4,2]-[10,2] = (3,4,0)
"

uuur
v=AC=C- A=[313]-[10,2] =(2,1))
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Po dosazeni smérovych vektori ll,l a \I/ do (7) vypocitame vysledek.

(3409X211) _,

Vysledek nam tika, Ze velikost Usecky |AP| je 2. Jelikoz zname velikost strany AB, snadno
uréime velikost Usecky |BP|. |BP|=3.

a=

uuu

Zkousku provedeme obdobnym zpisobem pomoci vektort BA aBC, které nam urcéuji
velikost Usecky |BP).

B4 4, 2

A[1.0, 2]

Obr. 24 — ZkouSka spravnosti vysledek

w=BA=A- B=[1,0,2]- [4,4,2] =(-3-4,0)
r uur
e=BC=C- B=[313]-[44,2]=(-1-31)

d= (34,0)(-1,-31) _3
JE3+ (4740

Velikost Usecky |BP| jsou 3 jednotky.

Vysedek: Délka Usecky |AP| jsou 2 jednotky a délka Usecky |BP] jsou 3 jednotky.

Priklad 40: Jsou dény body A[2,0,-1],B[3,-2,2]C[0,5,3]. Urgete soutadnice vrcholu D

rovnobézniku ABCD, poté vypoctéte jeho obsah.
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ReSeni: Pro uréeni vrcholu D rovnobézniku ABCD budeme potiebovat souradnice bodu A

a souradnice vektoru BC .

Obr. 25 — Rovnobéznik ABCD

uuu

Soutadnice bodu A jiZz zname, zbyvaji ndm ur¢it souradnice vektoru BC.

BC=C- B=[053]- [3-2,2] = (-37.1)

uuu

V nésledujicim kroku s ur¢ime soufadnice bodu D. JelikoZz vektor BC je rovnobézny

uuu uuu

svektorem AD, mazemefici, Ze sou¢tem bodu A avektoru BC ur¢ime bod D.
D=A+BC=[2,0,-1]+(-371) =[-17,0]

1 1
Obsah rovnobézniku ur¢ime pomoci velikosti vektorového soucinu S, = ‘u’ v‘ :

uuu 1 uuu 1

Vektor BC s oznatime v. Ur¢ime si vektor AB, nazveme ho u

u=AB=B- A=[3-2,2]-[20,-1P (1-23
r uur
v=BC=C- B=[053]-[3-22]P (-37))

Sicp =|- 22 3%7,- 338- 14,17 - (- 2)X- 3)| =|- 23 - 10,1

Specp =/ (- 23)? + (- 10)? +1% = /630
Specp B 25’1j2

Vysledek: Soufadnice bodu D jsou D=[-17,0] a obsah rovnobézniku je piiblizng

Sascp = 25,1j2.
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Priklad 41: Urcete vektor U , ktery je kolmy na vektor v= (3,4) amaveikost 1.

ReSeni: Pouzijeme pravidlo, Ze dva nenulové vektory jsou na sebe navzdem kolmé préavé

tehdy, kdyZ jgjich skalérni soucin je roven 0. Pak mtizemeftici, Ze plati:

u=(u,u,),v=(34)
u 3, +u,s, =0
u X8+u,X4=0

Vektor kolmy k v= (Vy,V,) lze napsat jako u= (V,,- v,), tzn. u= (4,-3).

Vektor, ktery je kolmy k vektoru \I/ Ize napsat, jako lIJ: (4a,- 3a). VyuZijeme vztahu pro

vypocet velikosti vektoru, abychom uréili ten, ktery mavelikost 1.
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Priklady K procviceni

Priklad 42 Je dana piimka p, kterd je zadana  parametricky:
p:x=1-t,y=2+2t;tT j.Prepideji do obecnérovnice primky.

ReSeni: Budeme postupovat eliminaci parametru z parametrickych rovnic primky.
Z jedné z parametrickych rovnic p:x=1-t,y=2+2t;t1 j s vyjadiime t a dosadime do té
Zbyvajici.

Xx=1-th t=-x+1
y=1+2tb y=1+2x- x+1)
P 2x+y-3=0

Dostavame rovnici, ktera je obecnou rovnici piimky p.

Vysledek: Obecnarovnice primky p matvar: p:2x+y- 3=0.

I 1
Priklad 43: Zjistéte, zda uvedené body lezi napifimce p§A,ull, kde A[L1-1,2],u=(131).

a) A[-110],b) A[223],0) A[L-12],d) A[352],e A[2-21]

Reeni: Vyjédiime si parametrické rovnice primky p:

X=1+t
y=-1+3t
z=2+t:t1 j

Dosazenim souiadnic bodu A; za souradnice X, y, zdo parametrickych rovnic primky p

zjistime, zdabod A; 1€Zi na pfimce p.

-1=1+tb t=-2
1=-1+3tbh t=g
3
0=2+tb t=-2
Hodnota parametru t nam nevySla u vSech parametrickych rovnic stgind, tzn. bod A; na

piimce p neleZi.
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Vysledky: a) Ne, b) Ano, ¢) Ano, d) Ano, €) Ne

P¥iklad 44: Jsou dany body A[3,3,1],B[0,- 1,2],C[1,0,- 3], D[- 14,1].

a) Napiste parametrické vyjédieni roviny ¢ = (BCD)

b) Napiste obecnou rovnici roviny ¢ = (BCD)

c) Napiste parametrické rovnice roviny d, kterd je rovnobézna srovinou ¢ = (BCD)
azaroven prochazi bodem A

d) Napiste obecnou rovnici roviny d , kteraje rovnobézna srovinou ¢ = (BCD) a z&rovei
prochazi bodem A

€) Ur¢i vzgemnou polohu piimek p(A,B)a q(C,D)

f) Vypoctéte vzdaenost bodu A od roviny ¢ = (BCD)

g) Vypoctéte vzdaenost roviny d od roviny ¢ = (BCD)

h) Vypoctéte vzdaenost piimek p(A B)a q(C,D)

Vydedky: & g:x=t-sy=-1+t+552z=2-5t-st,sl j, b) o:4x+y+z-1=0, 0
d:x=3+t- s y=3+t+5s,z=1- 5t- s;t,sl R, d) d:4x+y+z-16=0, € piimky jsou

mimob&Zné, f) priblizné 3,54, g) roviny jsou na sebe navzgem kolmé, h) 3

P¥iklad 45: Jaka by musela byt hodnota x, aby bod A[x,2,- 5] leZel v roving

0:X-4y+3z+9=07

Vysledek: Hodnota odpovida x = 14.

Priklad 46: Zjistéte, zda body A[2,3,2],B[-1,7,6],C[4,5,- 3]lezi na jedné ptimce. Pokud

ano, napiste jgji obecnou rovnici ajegi parametrické rovnice.

Vydedek: p:4x+2y+z-23=0, p:x=4-3t,y=5+4t,z=-3+4t; t1 j.
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P¥iklad 47: Napiste obecnou rovnici piimky p, kterd je uréena body A[1,4],B[-2,- 3]. Poté

ji zapi&te ve smérnicovém tvaru.

Vysedek: p:7x- 3y+5=0,y=%x+:—53.

Priklad 48: Bodem A[L-2] vedte ptimku p kolmou k pfimce q:3x+2y-1=0. Urcete
prasecik primek p ag.

€l9 220

Vydedek: p:2x- 3y- 8=0. Prisecik ptfimek paqjeP ~—,- — .
y p y u pr paqj S ERREL

Priklad 49:  Zjistéte, zda bod X[-1-13] lezi vrovine o=(AB,C):

Al1,2,-1],B[311],C[- 110].

Vysledek: Bod X |eZi v roving g.

50




6 Linearni kombinace, Linearni zavislost vektor a

V této kapitole se budeme vénovat linearni zavisosti/nezavidosti vektora a boda. Nejdiive
s vyieSime vzorovy piiklad. Poté budete mit moZnost si vyzkouSet obdobné nereSené
piiklady. Dal&i piiklady natéma linedrni kombinace vektora muzete nalézt v (Hasek, 2017).

»Necht uvl {/2 : vn jsou prvky vektorového prostoru V nad télesem T. Rekneme, Ze vektor ll,l
je linearni kombinaci vektord VI,V2,..Vn pravé kdyZ existuji prvky a,a,,..a 1 T tak, Ze
plati:

rr r r o r

U=aVi+aVz+...+8,Vn=a V.
Prvky a,,a,,...a, nazyvame koeficienty linearni kombinace. Jsou-li vSechny koeficienty

rovny nule, nazyva se linearni kombinace trividni, jinak se nazyvanetrividni.“ (Hasek, 2017,
S. 24)

P¥iklad 50: Jsou dané body A[1,4,2],B[3,7,4],C[7,13,8],D[14,1] . Uréi, zdatyto body jsou

linedrné zavidé.

ReSeni: Dané body jsou linedrng zavislé, jestlize jsou linedrné zavislé vektory uréené témito
body. Tudiz si vypocteme vektoryllj, \I/ \7v Tyto vektory ndm uréuji body A, B, C, D.

Vektory zapiSeme do matice a vidime, Ze jsou linedrn¢ zavidé b dané body jsou linearné
zavidé.

u=AB=B- A=(232)
r uuuwr

v=AC=C- A=(6,9,6)
U uuur

w=AD=D- A=(0,0,-1)

Vysledek: Body A, B, C, D jsou linearn¢ zavislé.
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Piiklad 51: Rozhodnéte, zda je vektor \'/:(2,1-3) je linedrni kombinaci vektord

(1.1,0),b=(0,11),c=(1,0,1).

1
a

ReSeni: Vektor \I/ s zapiSeme jako linearni kombinaci vektora :a, b c ;
\I/:k1>qla+k2>4lt)+k3>(': (8)
Po dosazeni souradnic vektora :';1, l':) E:\'/ do rovnice danou linedrni kombinaci dostavame:
(21-3) =k (11,0) +k,0,1,1) +Kk,(1,0,1)

Z této rovnice dostavame soustavu tii rovnic o tiech nezndmych.

2=k +k
1=k +k,
'3:k2+k3

Tuto soustavu miazeme vyieSit pomoci Gaussovy eliminace matic, pomoci metody s¢itaci

nebo metody dosazovaci. My zvolime metodu dosazovaci. Z prvni rovnice 2=k +k, s

vyjadiime k; = 2- k,. Naslednym dosazenim za k; do druhé rovnice dostaneme:
1=2- k,+k, b -1=-k, +k,
Vznikaji nam dvé rovnice o dvou neznamych: - 1=-k;, +k, a -3=k, +k;.

Po vyfeSeni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych dostavame hodnotu parametru k, =- 2.
Zpétnym dosazenim ziskané hodnoty parametru k; do puavodnich rovnic 1=Kk +k,,

- 3=k, +k, dostavame zbylé hodnoty parametra k, =3k, =- 1.

1
Dosazenim do (8) urcime linedrni kombinaci vektoru v.

Vysledek: Vektor v jelineami kombinaci vektori a,b,c: v=3a- 2b- c.
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Priklady K procviceni

Priklad 52: Zjistéte, pri které hodnoté t je vektor u= (Lt,-3) linedrn¢ zavidy s vektory

V=(2,-4,-6),w=(-3,69).

Vysledek: Vektor lIJ jelinearné zavidy svektory \I/ a \7v pii hodnoté t =- 2.

Priklad 53: Zjistste, zdavektory v, = (L2,1),v, = (0,- L1),v, = (2,- 1, 2) jsou linedrns zaviglé

u un u

Vydedek: Vektory Vv;,V,,V, jsou linearné nezavislé.

Priklad 54: Jsou dané body A[3,2,2],B[16,3],C[-2,-3-2]. Uréi, zda tyto body jsou

linedrné zavidé nebo linedrné nezévislé.

Vysledek: Body A, B, C jsou linearn¢é nezavislé.

Priklad 55: Zjistéte, zdavektory v, = (1,2,1),v, = (0,- L1),v, = (2,- 1,2) jsou linedrns zavidé,

Po zji&eni linearni zavidlosti zapiste vektor u= (3,2,5) jako jgich linearni kombinaci.

. u ouu - L. P11 U aur
Vysledek: Vektory v;,Vv,,V, jsou linedrné nezavisé. u =€v1+2v2 +§V3'
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7 Zavér

Cilem mé bakalarské préace bylo seznamit studenty s nékolika tématy z oboru matematiky -
linedrni algebra a geometrie. Bakal&tska prace byla uréena jako pomuicka pro zaky vénujici se
matematice a geometrii. Témata, kterym jsem se vénoval, byla vzddenost bodovych
podprostori, vzgemné polohy téchto podprostort, jejich odchylky, linearni zavislost

anezavisost vektora.

Na zacdtku mé bakaldrské prace jsem vytvoril strucny piehled symboliky, ktery by mél
kazdému objasnit nejzékladnejSi matematické symboly. Nasledné jsem se vénova ulohdm
zamérenym na vzdalenost bodovych podprostorti a vzgemnou polohu bodovych podprostori.
Tato témata maji své podkapitoly, jakymi jsou napiiklad: vzdaenost bodu od roviny,
vzdaenost dvou primek, vzaemna poloha dvou rovin nebo vz§ emna poloha primky aroviny.
U kazdé podkapitoly je uvedeno nékolik dloh. ReSeni téchto tloh jsem popsa na vzorovém
piikladu a poté jsem vZdy piiloZzil nefeSené dlohy k procviceni.

Ve druhé ¢asti mé prace jsem ieSil piiklady zamérené na odchylku dvou piimek, linearni

zavidost a nezévislost vektort nebo vyuziti vektori v geometrii.

V&echny Ulohy jsem se snazil vyiesit tak, aby jim student porozumél. Pro lepSi predstavu
jednotlivych dloh jsem pouzil ilustracni obrazky, které jsou vytvoieny pomoci programu
GeoGebra. Tento program je pro matematiky vhodny a dobie ovladatelny. Vystupy v podobé
3D obrazku (napi. krychle nebo jehlan) jsou nazorné a pirehledné, proto se hodi k vyuce
matematiky a geometrie.

Podle mého nazoru je studium linearni algebry a geometrie nezbytnou soucasti vyuky
matematiky na stiednich, aei vysokych Skolach. Doufém, Ze tato shirka najde své uplatnéni a

stane se vhodnym pomocnikem studentim natéchto Skol&ch.
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