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Kapitola 1
Uvod

Tato bakalarska prace se zabyva fesenim obycejnych diferencialnich rovnic 2. radu iteracni
metodou. Budeme uvazovat kvazilinearni (tj. linearni vzhledem k nejvyssi derivaci) rov-

nice tvaru

d

(L u(t) (1) = F (6 u(t), (1) = 0 (L1)

na intervalu (0, 1) s Dirichletovymi okrajovymi podminkami. Zavedeme itera¢ni proces,
pomoci néhoz budeme hledat feseni této okrajové ulohy. Ukézeme, Ze pti splnéni jistych
podminek kladenych na funkce F' a f feSeni existuje a iteracni proces k tomuto reseni
konverguje nezavisle na volbé pocatecni funkce.

Text je ¢lenén do nékolika kapitol. Nejprve zavedeme zakladni pojmy pouzivané v
prubéhu celé price. Kapitoly 3 a 4 vychézeji z knihy A. I. Koseleva [5]. Jsou vénovéany
itera¢nimu procesu, jeho aplikaci pro feseni kvazilinedrnich diferencialnich rovnic 2. fadu
a dukazu existence feseni. V posledni kapitole pak demonstrujeme teoretické vysledky na
konkrétnich piikladech. Na zdvér diskutujeme pouzitelnost iteracniho procesu (rychlost
konvergence, jeho univerzalnost apod.)

V préci je uzivano obvyklé matematické znaceni. Definice, véty a pomocna tvrzeni
jsou ¢islovany dle umisténi v jednotlivych kapitolach. Text je vysazen systémem KITEX

a obrazky vykresleny v programech Gnuplot a Maple 12.



Kapitola 2

Zakladni pojmy

2.1 Normované linearni prostory, Hilbertovy prostory

2.1.1 Normované linearni prostory

Definice 2.1 ([1, Definice 1.18]) Nezapornou koneénou funkci || - [|[x : X — [0,00) na

linedrnim prostoru X nazveme normou, jestlize pro vSechna u,v € X a A € R plati
(i) |lu|lx =0, pravé kdyz u = o, kde o je nulovy prvek X,
(i) Affullx = [Afflullx,
(ili) ||u+v||x <|ullx + |[v]|x (trojihelnthova nerovnost).
Dvojici (X, || - [|x) nazyvame normovany linedrni prostor.

Definice 2.2 [1, Definice 1.19] Necht (X, ||-||x) je normovany lineérni prostor. Rekneme,
ze posloupnost prvku {u,}5°, C X je Cauchyovskd v normé ||| x pokud pro kazdé e > 0

existuje ng € N takové, ze pro vsechna m,n € N, m,n > ng plati ||u, — u,||x < e.

Definice 2.3 ([1, Definice 1.19]) Necht (X, ||-||x) je normovany lineérn{ prostor. Rekneme,
ze je tento prostor Banachuwv, jestlize kazda Cauchyovska posloupnost prvka {u,}5°, € X

v normé || - || x konverguje v téze normé k néjakému prvku u € X.

Lemma 2.1 Necht (X,| - ||x) je normovany linedrni prostor. Necht pro posloupnost

proki {u, }22, C X existuje konstanta K € (0,1) takovd, Ze
[tnt1 — unllx < Kty — un-1f|x (2.1)
pro vSechna n = 2,3,4,---. Potom je tato posloupnost Cauchyovskd.
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Dikaz. Predpokladejme, ze posloupnost {u, }2°, C X splauje (2.1) s ngjakym K € (0, 1).
Nékolikandsobnym pouzitim trojihelnikové nerovnosti normy || - || x méme pro vsechna
nk=1,2-- 7
[tnsr = Unllx < Ntntk — tnir—1lx + [Unsr—1 — Unsr—2lx
+ o Junse =t llx + ([t — uallx

Opakovanym pouzitim (2.1) dostavame dale, ze

[tnik = tnsr-1llx < Klltpir1 — vngnllx < K?{[tnir-o — unir-sllx
<o S K2ty — U ||x

< K Jupgr — unllx -

Takto odhadneme postupné vsechny ¢leny v (2.2) a diky K € (0, 1) dostaneme, zZe

||un+k: - UnHX < Kk_lnun—l—l - un”X + Kk_QHUn-i-l - unHX
+oee K”un—f—l - un”X + ”un—i—l - unHX

= (K K2 K D — uallx

- 11_5: [Un g1 — Un||x < ﬁ”unﬂ — Upl|x -

Pro libovolné m,n € N, m > n tedy méame odhad

1
1-K

Hum_unHX < ||un+1 —UnHXa

ze kterého n-ndsobnym pouzitim (2.1) plyne, ze

e = wnllx < 7= K" lur = uollx -

Pro dukaz toho, ze posloupnost {u,}2; je Cauchyovska, staci tedy ukazat, ze pro libo-

volné £ > 0 najdeme ngy € N takové, ze

1
m[(””ul — UOHX <¢€

pro vSechna n > ng. To spliiuje volba

(1—-K)e

ng > logp ——=—.
lur — uo| x



2.1.2 Hilbertovy prostory

Definice 2.4 ([1, Definice 1.25]) Nechf X je linearn{ prostor nad R. Rekneme, Ze zob-
razeni (+|-) : X x X — R je skaldrni souc¢in na X, jestlize pro vSechna u,v,w € X a

) € R plat{

(i) (uu) > 0 a (ulu) = 0 pravé kdyz u = o, kde o je nulovy prvek X (pozitivni
definitnost),

(ii) (u|v) = (v|u) (symetrie),
(iii) (Aulv) = A(u|v) a (u+w,v) = (u|v) + (w|v) .
Dvojici (X, (+|-)) nazyvame prostor se skaldrnim soucinem nebo téz unitdrni prostor.

Véta 2.2 (Norma indukovand skaldrnim soucinem, [1, Véta 1.26]) Necht (X, (-])) je
unitdrni prostor. Zobrazent || - ||(x,1) : X = R, u = /(ulu) je norma na X.

Poznamka 2.1 Normu na unitdrnim prostoru (X, (-|-)) budeme také nékdy znacit zkracené

-l

Veéta 2.3 ([1, Véta 1.27]) Necht (X, (+|*)) je unitdrni prostor. Potom pro viechnau,v € X

plati tzv. Cauchyova-Schwarzova nerovnost
(ufv) < flullxlvllx (2.3)
a rovnobéznikové pravidlo
lu+oll% + llu+ % < 2 (lullx +llvllx). (2.4)

Definice 2.5 (Hilbertuv prostor, [1, Definice 1.29]) Necht (X, (-|-)) je unitdrni prostor

a (X, ] - |lx) je Banachuv prostor. Potom (X, (:|-)) se nazyva Hilbertuv prostor.

Pro tcely dalsiho textu nyni zavedeme pojem linearniho operatoru (zobrazeni).

Definice 2.6 Necht XY jsou linedrni prostory. Zobrazeni T : X — Y nazveme linedrnim,

jestlize plati:
T(ou+ pv) = aT(u) + ST (v) Vu,v € X, Va,0 €R.

V pripadé Y = R nazyvame linearni zobrazeni linedrnim funkciondlem a zna¢ime obvykle

F, ptipadné f.



Definice 2.7 ([3, Definice 3.4]) Necht (X, |- ||x), (Y, - |ly') jsou normované linearn{
prostory. Rekneme, ze linedrni operdtor T : X — Y je spojity, jestlize pro kazdou

posloupnost {u,}>°, C X a prvek u € X spliujici

lim u, =u v X
n—oo

plati
lim T(u,) =T(u) vY.

n—o0

Definice 2.8 ([3, Definice 3.4]) Necht (X, |- ||x), (Y, - [ly) jsou normované linearn{
prostory. Rekneme, ze linedrn{ operator T : X — Y je omezeny, existuje-li konstanta

¢ > 0 tak, ze pro vSechna u € X plati
1T (w)lly < cllullx - (2.5)

Véta 2.4 (/3, Véta 3.2]) Necht (X, ||-||x), (Y- |ly) jsou normované linedrni prostory.

Linedarni operator T : X — 'Y je spojity pravé tehdy, je-li omezeny.

Definice 2.9 Necht (X, |- ||x) je Banachuv prostor. Prostor vSech spojitych linedrnich
funkciondlt na X nazveme dudinim prostorem k prostoru X a budeme ho znacit X',

resp. L(X,R).
Definice 2.10 Na dudlnim prostoru £(X,R) je norma definovana jako

[ fllecxr)y = sup [F(u)]. (2.6)
ueX,
[ x =1

Definice 2.11 ([1], str. 9) Necht M C H je uzavteny linedrni podprostor Hilbertova
prostoru H. Definujme linearni zobrazeni Py, : H — M tak, ze pro vSechna f € H je

Py f jediny prvek u € M splnujici
(f—ulv)g=0 Yve M.
Toto zobrazeni se nazyva ortogondlni projekce.

Véta 2.5 (Rieszova véta o reprezentaci, [1, Véta 1.36]) Necht H je Hilbertiv prostor a

f spojity linedrni funkciondl na H. Pak existuje jediny prvek y € H tak, Ze
f(x) = (z|ly)g Vx € H. (2.7)

Navic || fllziar) = |yl #-



Dikaz. ([1], str. 10) Je-li f =0, polozime y = 0. V opaéném piipadeé je
M={zxeH: f(r) =0}

diky linearité a spojitosti funkcionalu f uzavieny podprostor H, pticemz M+ # () (nebot
M # H). Zvolme h € H tak, aby h ¢ M. Necht

h — Pyh

hWt=—
|h — Pyhll

kde Py, : H — M je ortogonalni projekce na M. Potom

I =1 (2.8
a
(ht|z)y =0 Vo€ M. (2.9)
Pro libovolné x € H polozme
(L

kde f(ht) # 0, nebot h*t ¢ M (ht € M by totiz podle (2.9) implikovalo |||z = 0, coz
by byl spor s (2.8)). Vzhledem k linearité f dostdvame

F0) = ) = S ) = $(0) = fla) =0.
a tedy v € M. Podle (2.9) je
o= o= (e ), = e (0t 7 )

Odtud a z (2.8) plati
f(x)
f(nt)

(hHa)n =
Odtud po tpraveé
fla) = f(h) (W 2)a = (f(RH)h* |2)m
odkud je jiz vidét, ze hledané y € H je y = f(ht)h*.
Kdyby existovaly dva prvky y;1,y2 € H splaujici (2.7) potom by pro vSechna = € H
platilo

(z|ly1 —y2)u = (@|ly1)m — (xly2)m = f(x) — f(x) =0

a volbou x = y; — yo bychom dostali

lvr — vl = (y1 — voly1 — y2)u =0,
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tedy y1 = vo.
Podle (2.6) a (2.7) méme
1f 1 ecam) = sup |f(x)] = sup [(z|y)n].
(S

s T€EH,
llzll =1 lzllg=1

Na jednu stranu je podle (2.3)
sup |(zly)u| < sup el zllylle = llylla

z€eH,
[zl =1 llz]| =1

na druhou stranu volbou z = y/||y|| g mame
Yy _
sup [ell = (4 |v) =yl

reH,
lzllz=1

Tedy || fllem = [lylla- .

2.2 Prostory funkci

2.2.1 Prostory spojitych funkci

Definice 2.12 Symbolem C§°((a, b)) ozna¢me mnozinu vech funkei u z prostoru C*°((a, b)),
pro které navic
ub(a) =u®(b) =0, VkeN,.

Piiklad 2.1 Funkce

1

e == proz € (—1,1),
0 pro z ¢ (—1,1)

u(r) =
patii do C§°((a, b)) pro vSechna —oco <a < —1,1 < b < 0.

Definice 2.13 Rekneme, ze funkce f je Hélderovsky spojitd na intervalu [a,b] s expo-
nentem 0 < A < 1, jestlize existuje konstanta ¢ > 0 tak, ze pro kazdé z,y € [a,b]

plati
[f(z) = fy)] < clz —y[*.

Prostor Holderovsky spojitych funkei budeme znacit C%*([a, b]). Pro A = 1 témto funkeim

fikdme Lipschitzovsky spojité funkce.



Piiklad 2.2 Funkce
f(z) = ]:c|’\, 0<A<1,

je Holderovsky spojita na intervalu [—1, 1], ale neméd derivaci v bodé 0 pro zadné A € (0, 1],

tj. nenf tifdy C'([—1,1]).

Definice 2.14 Rekneme, ze funkce f je absolutné spojitd na intervalu la, b], jestlize pro
kazdé e > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro jakakoliva < a; < by <as < by <---<a, <
b, < b plati implikace

Z(bi —a) <6 = Z(f(bz) — fla;)) <e.

i=1 =1

Prostor absolutné spojitych funkei na intervalu [a, b] budeme znacit AC([a, b]).

Véta 2.6 ([1, Véta 1.116]) Necht funkce f : [a,b] — R je absolutné spojitd. Potom

derivace f' existuje pro skoro vSechna x € (a,b) a pro vsechna x,y € [a,b] plati
Y
o) - 1) = [ 1ieic.

Priklad 2.3

2 1

a®sin = prow € (0, 1],

fx) =
0 prox =10
je absolutné spojita funkce.
Priklad 2.4 Funkce
rsint pro z € (0,1],
flx) = !
0 prox =0

je spojitda, ale neni absolutné spojita.

2.2.2 L, prostory

Definice 2.15 (Lebesgueuv integral, [8], str. 296) Funkce f : [a,b] — R mé na intervalu
[a, b] Lebesgueuv integral, kdyz existuje absolutné spojita funkce F': [a,b] — R tak, ze

plati F'(z) = f(z) pro skoro vSechna x € [a, b]. Lebesgueuv integrél definujeme rovnosti

/ F@)dz = F(b) — Fla).



Definice 2.16 ([4, Sekce 12.7]) Necht p € R, p > 1. Mnozinu vsech funkef u, pro které
je Lebesgueguv integral
b
/ |u(z)|Pdr < oo,
znacime L,((a,b)).
Poznamka 2.2 ([4], str. 73) Dvé funkce uy,us € Lo((a,b)) budeme povazovat za sobé

rovné (totozné), budou-li se lisit pouze na mnoziné nulové miry.

Definice 2.17 ([4, Sekce 12.7, 12.8]) Na prostoru L,((a,b)) je definovana norma *

b 1/p
\Iulle«a,b»:(/ |u<x>|pdx) Cl<p<oo,

respektive pro p = oo

U ab)) = ||U]|co = €SSSup(, p|u(x)| = inf su u(x)|.
el = el Paplil =, Il sup (o)

Prostor L,((a,b)) opatfeny touto normou je Banachuv prostor. Na prostoru Ls((a,b))

muzeme navic definovat skaldrni sou¢in vztahem

(u]V) Ly((a,5)) :/a u(z)v(z)dz .

Poznamka 2.3 Prostor Ly((a,b)) opatfeny skaldrnim sou¢inem a normou z Definice
2.17 je uplny normovany linearni prostor se skaldarnim soucinem, tedy tzv. Hilbertiv

prostor.

Veéta 2.7 ([4], str. 74) Prostory L,((a,b)) maji ndsledujict vlastnosti:
(1) Mnozina C§°((a,b)) je hustd v prostoru L,((a,b)), 1 <p < oc.
(i1) Prostor L,((a,b)), 1 <p < oo, je separabilni.

(111) Plati tzv. Hélderova nerovnost: Budiz p > 1 a definujme ¢islo ¢ > 1 tak, Ze 1/p +
1/q =1 (v pripadé p = 1 poloZime q = 0c0). Necht u € Ly((a,b)) a v € L,((a,b)).
Pak plati \
[ teyutelde < el o,
Pro p = 2 muzeme psdt
|(ulv)], < flullzyllv]lz,-

Tato nerovnost byjud oznacovdna jako Cauchyova (Cauchy-Schwartzova) nerovnost.

lzde vyuzivame pravé zavedené rovnosti funkei z Pozndmky 2.2, bez niz by vyraz || - || La((a,b)) Dede-

finoval normu.



(iv) Pro 1 <p < oo plati tzv. Minkowského nerovnost: Budiz u,v € L,((a,b)). Pak je
lu+vllz, < flullz, + lv]lz,-
Piiklad 2.5 Vsechny spojité funkce na intervalu [a, b] patii do Ly((a,b)).
Piiklad 2.6 Funkce u(z) = x® patii do Ls((0,1)) pro a > —1/2.
Lemma 2.8 Predpokladejme, Ze f € Li((a,b)) (f € C([a,b])) a
[ et =0 wp e G ()
Pak f =0 skoro vsude na [a,b] (f =0 vsude v [a,b]).

Dikaz. Dukaz provedeme pro f € C([a,b]). Pfedpokladejme, ze f neni nulova. Pak
existuje xy € (a,b) tak, ze f(zo) # 0. Existuje tedy okoli U.(xo) C (a,b) takové, ze

flzo) > ¢>0 (f(xg) < ¢ <0)na U(xg). Zvolime funkei

exp——=—F——3 T € U.(7p),
o(x) = *P T2 (0)
0 x ¢ Ud(xo) .
Pak
b To+e ro+e
[ taetade= [ f@etadeze [ g > 0.
a xro—€ Tro—¢
COZ je Spor. U

Definice 2.18 ([3, Definice 2.22]) Budiz 1 < p < co. Symbolem

Lp,10c((a, 1))

ozna¢ime mnozinu vsech funkei f : (a,b) — R takovych, ze f € L,((c¢,d)) pro vSechna

a<c<d<hb.

Piiklad 2.7 ([3, Piiklad 2.13]) Funkce u(x) = 1/ nepatii do Ly((0,1)), ale patii do
Ll,loc((oa 1))

Véta 2.9 Necht —oo < a < b < 0o. Plati ndsledujici inkluze

Ly((a, b)) C Li((a,b)) C Ly,10c((a, b)) .
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2.2.3 Sobolevovy prostory

Definice 2.19 (slabd derivace, [2, Definice 2|, str. 19) Predpokladejme, ze funkce u €
L1.10c((a,b)). Rekneme, 7e funkce v, € L1 1.c((a,b)) je slabd derivace funkce u, pravé
kdyz
b b
[ wle)d@de =~ [Cufe)ela)ds Vo € CF((ab)

Piiklad 2.8 ([7], str. 61) Méjme funkci u(z) = |x| definovanou pro x € [—1, 1]. Derivace

této funkce existuje pro vsechna x € [—1,1] kromé z = 0. Funkce
-1 proz € [-1,0),
uy,(r) =< 0 prox =0,
1 proz € (0,1]
je slabou derivaci funkce u a je rovna funkei v/(z) pro vechna z € [—1,1], x # 0.
Piiklad 2.9 Funkce
1 proz € (0,1),
0 proz € (—1,0)

u(r) =

nemd na intervalu (—1, 1) slabou derivaci.
Dikaz. Pro libovolnou testovaci funkci ¢ € C§°((—1,1)) je
1 1
[ uwe @ = [ Gaide =40,
-1 0
Slabd derivace u] () funkce u(x) by tak musela spliovat
1
[ d@plalde = p0) Ve e C(-1L1).
-1
V piipadé testovacich funkei, pro néz ¢(0) = 0, je dle Lemma 2.8 u), = 0 pro skoro
viechna = € (—1,1). Tedy plati
1 1
o) = [ d@aits = [ 0- )iz =0,
—1 —1

coz neni splnéno pro funkce ¢ takové, ze ¢(0) # 0.
Lemma 2.10 (/2, Lemma 1], str. 19) Necht (a,b) CR a v’ € C((a,b)). Pak v = ul,.

Definice 2.20 ([4], str. 83) Symbolem W, ((a,b)) ozna¢me mnozinu vSech funkef z Le-

besgueova prostoru Ls((a,b)), jejichz slaba derivace také patii do Lebesgueova prostoru

Ly((a,b)).

11



Definice 2.21 Na prostoru W3 ((a, b)) je definovan skaldrni soucin vztahem

b b
(Wl ooy = [ (@) + [ @@,

a tedy norma
1/2

el oy (/ u(z |dx+/ W ( |dx> | (2.10)

Definice 2.22 (druhd slaba derivace, [2, Definice 2], str. 19) Predpokladejme, ze funkce
u € Ly,10c((a,b)). Rekneme, 7e funkce ull € L1,10c((a, b)) je druhd slabd derivace funkce

u, prave kdyz

[ wte)s e = [Culaela)ds o € CF((ab)

Definice 2.23 ([4], str. 83) Symbolem W3 ((a,b)) oznacme mnozinu vsech funkci z Le-
besgueova prostoru Ls((a, b)), jejichz prvni i druhé slabéd derivace rovnéz patii do Lebe-

sgueova prostoru Lo((a,b)).

Definice 2.24 ([2, Remark 8], str. 30) Na prostoru WZ((a,b)) je definovdn skaldrni

soucin vztahem

b b
(V) w2 ((a,)) :/a u(a:)v(x)d$+/a o' (z)0" (z)dx ,

a tedy norma
1/2

el wz ((a,)) (/ |u(x \d:c—i—/ lu" (z) 2d1:) : (2.11)

Poznamka 2.4 Linedrni prostory definované v Definici 2.20 a 2.23 opatiené vyse defi-

novanymi normami se obvykle nazyvaji Sobolevovy prostory.

Véta 2.11 ([4, Sekce 15.5], str. 84, 85) Prostory W3 ((a,b)) a Wi((a, b)) maji ndsledujici

vlastnosti:
(i) Mnozina C°((a,b)) je hustd v prostorech Wi ((a,b)), W2((a,b)).
(11) Prostory W}((a,b)), W2((a,b)) jsou separabilni.

(iii) Prostory W3 ((a,b)), Wi((a,b)) jsou Hilbertovy prostory (viz [2, Remark 8], str.
30).
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Definice 2.25 ([4, Sekce 13.11], str. 89) Symbolem W3 ((a, b)) oznatme mnozinu vsech

funkef u ze Sobolevova prostoru W, ((a, b)) spliujicich

Véta 2.12 (3, (2.43)], str.57) Necht —co < a < b < oo. Plati ndsledujici inkluze:
C°((a,b)) CW; ((a,b)) € Wy((a,b)) C La((a,b)). (2.12)

Definice 2.26 ([1, Definice 1.24]) Necht jsou dany dva Banachovy prostory X s normou
|-|lx aY snormou ||-||y. Rekneme, ze prostor X je spojité vnofen do prostoru Y, pokud
plati:

XCcY

AC >0 Yue X : ||ully < Cllullx
Véta 2.13 (Véta o vnorend, [4, Véta 16.6]) Necht —oo < a < b < oo. Plati:
W; ((a,b)) = C([a,b]). (2.13)
Presnéji plati (viz [6] str. 300)

W; ((a,b)) = C**((a,b)), 0< A<

N —

Véta 2.14 Necht —o0o < a < b < oo. Potom plati

C*([a, b]) € W3 ((a,b))

W3((a,b)) = C**((a,b)), 0< A<

N | —
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Kapitola 3

Univerzalni iteraéni proces

Lemma 3.1 (/5], str. 18) Necht f: R — R, f € C'(R) a plati

sup f'(x) = vo > f'(x) > po = inf f'(z) >0, VreR. (3.1)

xER zeR

Definugme funkci v : R — R jako

(x) =2 —ef(z), (3.2)
kde
o= i —. (3.3)
Potom iteracni proces
Tpt1 =Y(x,), n=0,1,2,... (3.4)

pro libovolnou pocdteéni iteract xg € R konverguje k pevnému bodu x* funkce 1, tj. k
resent rovnice
flz) =0, (3.5)

a to jako geometrickd posloupnost s kvocientem

K:Vo—,uo
Mo + o

€ (0,1). (3.6)

Dikaz. Uvazujme libovolné € > 0. Zvolme libovolnou pocatecni iteraci zp € R a de-
finujme posloupnost {z,}>°; pomoci (3.4). Odecteme-li dva po sobé jdouci ¢leny této
posloupnosti

Tp+1 = Tn — €f($n) ) <3 7)

Tn = Tpog—ef(zn1), n=12...,

14



dostavame
Tpy1 — T = Tp — Tp1 — (f(2n) — f(Tn1)).

Na posledni zavorku aplikujeme vétu o stiedni hodnoté, takze predchozi rovnost piejde

na tvar

Tptl — Ty = Tpn — Tp—1 — Ef,(é-)(zn - */Enfl) )

coZ je po uprave
Tptl — Tp = (xn - xn—l)<1 - 5f,(€)) )

kde ¢ lezi mezi x,, a x,_1. Z posledni rovnosti plyne, ze
[Tpg1 — o] < infsup 1 —ef'(§)[|(zn — zn1)| -
e>0 ¢eR
Oznacme K (¢) = supgeg |1 — ef'(§)|. Vzhledem k tomu, Ze funkce
n(s) = [1 —es|

nabyva svého maxima na intervalu s € [ug, 1] v nékterém z krajnich bodu, tj. bud pro

s = iy nebo pro s = 1y, dostavame, ze
K(e) = max{|l — epol, |1 — ew|} . (3.8)

Funkce K (¢) nabyvé svého minima

K= Vo — o
Vo + Lo
v bodé
2
Eo = .
Mo + Vo

Jelikoz K < 1, posloupnost {z,,}°,; je Cauchyovska a tedy konverguje k pevnému bodu

x* funkce 1, nebot z limitntho pfechodu v (3.7) méme
rt=a" —cf(z") = Y(a¥)

a odtud plyne
0=—cf(z").

Jelikoz € # 0, je z* kotenem funkce f.
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Kapitola 4

Itera¢ni proces pro diferencialni

rovnice druhého radu

4.1 Formulace tlohy
Uvazujme kvazilinedrni diferencidlni rovnici druhého radu

L(u) = %F(t,u,u’) — f(t,u,u") = 0. (4.1)

Predpoklddejme, 7e skalarni funkce F' a f jsou definované na mnoziné Q = [0, 1] x R
jsou spojité na €2 a maji na této mnoziné parcialni derivace podle druhé a tieti proménné
a funkce F' také podle proménné t¢.

Budeme déle predpokladat, ze funkce F' a f a jejich derivace splnuji na €2 néasledujici

podminky:

1. Existuji p a v kladné konstanty tak, ze pro vsechna &,& € R, t € [0,1] au,p € R
plati
V(& + &)
> Fi(t,u,p)& + [F(t u,p) + f(t,u,p)] &6 + [, u, p)E3 (4.2)
> (& +&3).
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2. Pro vsechna t € [0,1] a u, p € R plati nerovnosti

|F(t,u,p)| < C(1 4 u?+ p?)'/?
|f t7u7p)‘ S C(]_ +u2 +p2)1/2
|F)(t,u,p)] < C 43

u

[F/(t,u,p)] < C(1+u? +p?)'/2
£ (t,u,p)] < C.
Operator L vyhovujici podminkdam (4.2) a (4.3) se nazyva operdtor s ohranic¢enymi

nelinearitami (viz [5], str. 224).

Spolu s rovnici (4.1) dale uvazujme Dirichletovy okrajové podminky

u(0) = u(1) = 0. (4.4)

4.2 Slaby iterac¢ni proces
Definice 4.1 Funkci u €W, ((a,b)) nazveme slabym resenim ulohy (4.1), (4.4) pokud
je splnéna nasledujici integralni identita

1 1 o
JEt, up,ul )" dt + [ f(t,up,ul)vdt=0 Yo eW; (0,1). (4.5)
0 0

Zavedeme oznaceni

DuDv = uwv +u'v' .

Pro feseni (4.1) s (4.4) uvazujme iteracni proces

1
f Du, 1 Dvdt
0

1 1 1
= [Du,Dvdt — ¢ | [ F(t,up, u,)v' dt + [ f(t, wn,ul,)vdt
0 0

5 (4.6)

n=20,1,...,
kde u,, €Wy (0,1) a ug je dand funkce, v €Wy (0, 1) je libovoln4.

Véta 4.1 ([5, Véta 1.1], str. 21) Necht jsou splnény predpoklady (4.2) a (4.3), pak
existuje slabé Feseni uw €W, (0,1) wlohy (4.1), (4.4) a iteracni proces (4.6) konverguje k

slabému Fesend této wilohy pro libovolnou funkci ug €W, (0,1) a vhodné vybrané € > 0.
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Dikaz. Jestlize u, EVIC}% ((0,1)), pak z podminek (4.2) a (4.3) vyplyva, ze prava strana
rovnice (4.6) je spojitym linedrnim funkciondlem na prostoru V[(}; ((0,1)). Podle Rieszovy
véty muze byt tedy pravé strana (4.6) zapsana jednoznacné ve tvaru skaldrniho sou¢inu
j Dg, Dvdt.
’ Odtud tedy vyplyva, ze u,.1 = g, a v dusledku je ziejmé, ze iterac¢ni proces muze
byt realizovan v prostoru W(}Ql ((0,1)).

Nyni dokézeme, ze pii vhodném e > 0 itera¢ni proces konverguje. Odecteme-li dva

po sobé jdouci iteracni kroky z (4.6), dostavame
1
[ D(un41 — u,) Do dt
0

Ofl ((u, —ul,_y) — & [F(t, un, uly) — F(t, upoy,u,_y)]) v/ dt

+

1
f [ = Un— 1 (f(tv Unp, uln) - f(tv Un—1, u/n—l))] vdt.
0

Pouzijeme-li na integraly na pravé strané predeslé nerovnice Cauchyovu nerovnost, do-

staneme

1
f[ Upy1 — U + (un-i-l _un)’U} dt

Dvdt‘ =

1/2

(ﬂ (uly — ) — & [F(t,tpy i) — F(t, w1,y )] | dt)m (f\v’Ith>

(f\ n— Uno1) — € [f(t up, ) — f(t tny, 1)]\ dt) Ooflwdt)m,

coz po umocnéni na druhou dava

1
f |:<u;l+1 — Uy )V + (Upg1 — un)'U:| dt
0
< (fl ‘(u;I —ul ) —¢ [F(t,un,u;) — F(t,un_l,u;_l)] !2 dt) (fl |v’|2dt)
, 1 12 . 1/2

02 (o =) =< [P wt) = Pt ) ) (flopar)

’ 1 , 12y ) 1/2
X (f |(tn — 1) — € [f(t, un,ul) — Ft, ung,ul_y)]| dt) (f |U|2dt)

0

1 1

J

0

Pokud na prostiedni sou¢in pouzijeme nerovnost 2\/5\/1_) < a+ b, kde za a,b volime

(Ofl{ uly =) — & [Ft,un, ) — Ft,un 1,0y )] [ dt) (0f1|v|2dt) :
(bﬂ n = tn1) = [f(t i) = F(t o, )] [ dt) (Ofl\v’|2dt),
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dostaneme po vytknuti ¢lenu
1

/ (102 + [of?2] dt

0

nasledujici nerovnost

2

1
J [y = u )V + (ung1 — up)v] dt
0

(= ) = = [F(twn,,) = Pt s, y)] [

+ [ (un = wn—1) = & [f(t wn,ul) = f(E U1, 1l H )E! [|[v'|? + |v]?] dt.

Dosadime-li v predeslém v = u, 11 — u, a vydélime-li nerovnost ¢lenem

1

/ (g1 = un)? + (ung1 — un)?] dt,

0
dostavame
1
J Tt = + gy — ] dt
0
1
< f [ty = 2 + iy = s
0
—2¢ [F(t, Up, uh) — F (b, wp—q,ul, 1)} (up, — uy,_q) (4.7)

—2¢ [f(t, un,up) — f(t, un_l,un_l)} (U, — Up—1)
+e2 ([F(t,un,u;l) — F(t,un,l,u;l_l)f

[ ) = (o, 0)]) |

Upravime rozdil ve druhém ¢lenu pravé strany v nerovnici (4.7) na tvar

F(t,un,u) — F(t,up_1,u,) + F(t,up_1,u,) — F(t,u,_1,u, ;)

a na oba vzniklé rozdily aplikujeme vétu o stfedni hodnoté. Dostavame
Bt un, uy) — F(t un—1,uy,) = Fy (8 mun + (1= n0)un—1, up,) (Un — 1),
F(t, up—1,up) = F(t un1,up,_y) = Fy (8 un1, moug, + (1= n2)ug,_y) (v — ug )

kde 11,12 € (0,1).
Obdobné postupujeme u trettho ¢lenu pravé strany v nerovnici (4.7), ze kterého

dostaneme

funsug) = (G un—1,up,) = [ (8 n3un + (1 — n3)un—1, up) (Un — n-1),
f<t7 Up—1, uil) - f(tv Up—1, U’nfl) = fp(t7 Un—1, 774“;1 + (1 - 774)11’;171)(71’;1 - U;Lfl)
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kde n3,m4 € (0,1).

Pouzijeme-li pro jednotlivé derivace dolni odhad z (4.2) s
51 = u; - u;;,—la 62 = Up — Up-1,
dostavame postupné

([F(t’ Un s u, ) - F(t’ Un—1, U;L—l)] (u;z - u;z—l)

n

o

+ [f(ta Uy, u%) - f(ta Un—1, u;z—l)} (un - un71>) dt

[t it + (1= ), ) (i — ) (g, — 107, y)

o

+F (t Up, Moy, + (1 = m)uy, ) (), — )y )
+f (t>773un + (1 - 773)un 1, U n)(
+f (s sy may, + (1 = na)ug_y) (uy, — wgq) (up — Un—l)] dt

1
> g [ [, = gy [P+ Jun = upa [?] dt

Up — Up— 1)2

[e=]

7 véty o sttedni hodnoté také mame
1
[ | F s ) = Bt e,y )| | F (s ) = Flt s, )]
0

1
f |F/ (t, My + (1 = n1)Un-1, u;z)(un — Up_1)
0

(b gy oty + (1 = mo)ly_ ) (], — uly )|
+ | fL(t mtn + (1 = n3)tp—1, up,) (U — Up—1)
bttty + (1= ety — )]
Roznésobenim kvadratickych clenu dostavame

1
/ ‘F (t, Up, ul,) —F(t,un,l,u;,1)|2+ ‘f(t,un,u;) —f(t,un,l,ugfl)‘z} dt

0
2

1
f UF, t s Ty + (1 - n1>unfl>u%)‘2 (Un - unfl)
0

+2 |EL(t, muy 4+ (1 —mp)up—1, ul)| |ty — tp_1] X
X | EJ(t, wn, oty + (1= mo)us, )| |ul, = w),_y |
[ Bttty w4+ (1= mo )ty [ Jutf, = g,y 2
+ |f11(t7773un + (1 - ﬁs)un—l,%ﬂz (Un - Unf1)2
+2 | fo (s m3un + (1= m3)tn—1,u,)| [un — 1] X

o (st ma, + (1= ma)ur, )| |, — |

2
|1yttt (U= it [, — ]

20
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Nyni si uvédomime, ze z predpokladu elipticity (4.2) mimo jiné plyne vhodnou volbou
&1, &2, ze

p < FJ(t, un, nouy, + (1 —m2)u;, ;) < v volbou & = 1,8 =0,

w < fl(t,nsu, + (1 —n3)up—1,u,) <v volbou & =0,& = 1.

Pomoci téchto odhadu a z predpokladu (4.3) dostaneme z nerovnosti (4.9), ze

1
J 1 ) = POt w1, ) [F () = F (8w, e
0

< [02 [t — un,1]2 + 20V Uy — Up_1| |u;1 — u;,1| + v, —ul,

o .

12|ty — U |2+ 2CY |y — wp | U, — | + CPul, — ul,_|?] dt

[(C? +12) [uy — |+ 4CV [y — wpy| |ul, — |

o .

+(C? +v?) |ul, — u;hlﬂ dt
Pokud na druhy élen v poslednim integralu pouzijeme nerovnost 2ab < a?4-b?, dostaneme
jln “F(t,un,u;) - F(t,un_l,ug_l)}2 + |f(t7un7ufn) - f<t7un—1>u;~b_1)|2] dt
0
Ofl[CQ—i-V [t — Uy 1| —l—201/(|un—un 2+ ul, — 1|2)
+ (C? 4+ %) |ul, — u;_1|2] dt
1

= (C+ 1/)20f [|u§l —ul P+ |, — un_1|2] dt

Pouzitim tohoto odhadu a nerovnosti (4.8) v (4.7) mame

1
-(! “uln—i-l — U+ |y — unm dt

1 (4.10)
< (1—2ue + (C +v)%e?) [ [Ju, — w4 ]* + |un — up—1]?] dt

0

Zvolime-li
24
bude splnéna nerovnost
K(g):=1—-2ue+ (C+v)’e® <1

a dostaneme tvrzeni véty. O

Poznamka 4.1 Konstanta K(¢) = 1 — 2ue + (C' + v)%* v odhadu (4.10) zavisi na

proménné ¢ kvadraticky. Je ziejmé, ze



a ze K (e) nabyva svého minima pro

e M B
i s eEEE (4.12)

Tato volba parametru ¢ je teoreticky optimélni a iteraéni proces (4.6) pro toto & konver-

guje teoreticky nejrychleji. Dodejme, ze

K(a*):1—2uﬁ+(c+u)2(ci—y)4:1— <Oiy) L (413)

Véta 4.2 ([4, Véta 17.5], str. 155) Necht w €W, ((0,1)) je slabé reseni Dirichletovy
alohy (4.4) pro rovnici (4.1), jejiz koeficienty spliuji podminky (4.2) a (4.3). Pak u €

C?([0,1]), u splriuje rovnici (4.1) a vyhovuje podminkdm (4.4).
Pro funkce u,, € W((0,1)) splitujici Dirichletovy okrajové podminky
un(0) = u,(1) =0. (4.14)
muzeme v rovnici (4.6) provést per-partes a diky Lemmatu 2.8 ptepsat (4.6) ve tvaru

Up oy — Uppr = Uy — U —eL(uy), n=0,1,... (4.15)

kde ¢ je dostatecné malé kladné ¢islo.
Zvolime-li navic ug € C?([0,1]), je (4.15), (4.14) klasickou verzi (4.6), kterou budeme
pouzivat pro feSeni konkrétnich prikladu.
V kazdém iteracnim kroku hleddme funkci wu,; jako feseni nehomogenni okrajové
ulohy
y'—y=nh (4.16)

s prislusnymi okrajovymi podminkami. Zde funkce
h(t) = uy(t) — un(t) — eL(un(t))

je vyjadfend pomoci jiz zndmé funkce w,, z predchoziho kroku. Rovnice (4.16) je obycejna
diferencialni rovnice druhého fadu s konstatnimi koeficienty a spojitou pravou stranou.

Pro ziskani funkce w, 1 najdeme nejprve obecné feseni piislusné homogenni rovnice
y —y=0

a metodou variace konstant také partikularni feseni nehomogenni rovnce. Obé realné
konstanty z obecného feseni ziskame vytresenim soustavy dvou linearnich rovnic vzniklych

dosazenim do okrajovych podminek (4.14).
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Kapitola 5
Priklady

Lemma 5.1 Pro vsechna a,b,c € R plati

la+b] < [af + [b], (5.1)
1
+ ab < 5(a2 +v?), (5.2)
la + b < V2Va? + b2, (5.3)
la +b+4c| < V3Va2 + b2 + 2 (5.4)

Dikaz. Prvni nerovnost (tzv. trojihelnikova nerovnost) plati, protoze absolutni hodnota
je norma v prostoru realnych ¢isel R.

Nerovnost (5.2) plyne z binomické véty, nebot
0 < (aFb)*=a®F 2ab+ b
a tedy
+2ab < a® + b°.

Pro dukaz (5.3) si staci uvédomit, ze pro vSechna a,b € R vzhledem k predeslému
plati
(a4 b)? = a* +2ab + b* < a® + a* + b + b* = 2(a® + V?) (5.5)
a puvodni nerovnost dostaneme odmocnénim (5.5).

Obdobné pro posledni nerovnost (5.4) diky trojndsobnému pouziti (5.2) plati

(a+b+c)*=a*+ b+ + 2ab + 2ac + 2bc
<@+ +AE+ (a®+0)+ (a®+A) + (B +P2)
=3(a® 4+ b* + ).
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5.1 Linearni diferencialni rovnice
Priklad 5.1 Uvazujme linearni diferencidlni rovnici
u'(t) — (t+Du(t) +t* —t—2=0 na (0,1). (5.6)
Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru (4.1) pro
F(t,u,p) =p, f(t,u,p)=(t+Du—1t3+t+2.

Nyni najdeme kladné konstanty u, v a C, se kterymi budou pro tyto funkce splnény
podminky (4.2) a (4.3).

Ze tvaru funkci vyplyva, ze

F(t,u,p) =1, F!(t,u,p) =0,

Pro odhady (4.2) hleddme p, v > 0, aby pro vSechna &;,& € R at € [0, 1] platilo

pE+ &) S+ (E+ 16 < v(E + &)

Protoze t € [0, 1], dostdvame

G+8 <G+28 <2A6+8),
a tedy hledané konstanty jsou
=1 v=2. (5.7)

Pro odhady z (4.3) postupnymi dpravami a pouzitim odhadu z Lemma 5.1 dostavame

pro vSechna t € [0,1] a u,p € R, ze

[F(t,u,p)| = lpl = VP> < V1+ w2 +p,
ftup)| =+ Du—+t+2| =+ Du—t{t*—1)+ 2|
<t A Ju] + B2 = 1)] +2 < 20u] + 2B 4 2 = 2fu| 4 1823
< ISERVE(] ) < BERYE/BVT R < BEYED TR 42,
|Fo(tu,p)| =0, [F{(t,u,p)| =0, [fj(t,u,p)| = 0.

V odhadu pro |f(t,u,p)| je

a

2
= tt? —1
9 gg[g>1<]|( )| -
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Hledanou konstantou C' > 0 je tedy

C = w& (5.8)
Vzhledem k Poznamce 4.1 je
7 1
£ = = ~ (0.03464
(CH+v)? (182585 4 9)2
a
1
K(ey) =1—pe,=1— ~ 0.96536.
(18+92\/§\/§+ 2)2

Uvazujme nyni okrajovou tlohu pro rovnici (5.6) doplnénou Dirichletovymi okra-
jovymi podminkami

u(0) = u(1) = 0. (5.9)

Funkce

u(t) =t(t—1) (5.10)
je analytickym Tfesenim této okrajové 1lohy, nebot
u'(t) =2t — 1, u'(t) =2
a pro viechna t € [0, 1] plati

u'(t) — (t+Du(t) +3 —t—2=2—(t+Dtt—1)+3 -t -2
=2—t(t*—1)+t(t*—1)—2=0.

Na Obrazku 5.1 jsou graficky znazornény vybrané iterace konvergujici na intervalu
[0,1] k analytickému feSeni u(t) = t(t — 1) okrajové ulohy (5.6), (5.9). Jako pocatecni

aproximace byla zvolena funkce
L.
uo(t) = ~3 sin(rt) ,
kterd zfejmé patif do C?([0,1]).

Poznamka 5.1 V tomto i ve vSech nasledujicich prikladech byl vypocet provadén na
osobnim pocitaci HP Pavilion g6 s procesorem Intel Core i7-3632QM v programu Maple

12. Doba vypoc¢tu 7 pro dany pocet iteraci je uvedena v popisku u prislusnych obrazku.
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80. iterace — 100. iterace * """ - analytické reSeni

Obrazek 5.1: Grafické znazornéni numerického reseni Piikladu 5.1 itera¢ni metodou. Pro

100 iteraci byla doba vypoctu 7 ~ 2 s.
Priklad 5.2 Uvazujme linearni diferencidlni rovnici

u'(t) —u'(t) —u(t) +te'~' =0 mna (0,1). (5.11)
Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru (4.1) pro

F(t,u,p) =p, f(t,u,p)=p+u—te".

Nyni najdeme kladné konstanty u, v a C, se kterymi budou pro tyto funkce splnény
podminky (4.2) a (4.3).
Ze tvaru funkci vyplyva, ze
E(tu,p)=1,  F,(t,u,p) =0,
f;(tyqu) = 17 f;(t,u,p) =1

Pro odhady (4.2) hleddme p, v > 0, aby pro vSechna &;,& € R at € [0, 1] platilo

wEG+8) <E+4E+E <v(E+8).
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Na souéin v prostfednim vyrazu (u kterého nezname znaménko) pouzijeme odhady (5.2)

s a=¢&;, b= & a dostaneme

3
%(gf +6) SEHOL+E <SG+ E).

Hledané konstanty jsou tedy
pw=1/2, v=3/2. (5.12)

Pro odhady z (4.3) postupnymi dpravami a pouzitim odhadu z Lemma 5.1 dostavame

pro vSechna t € [0,1] a u,p € R, ze
|F(tu,p)| = |pl = vp* < V1+u? +p?
[f(tu,p)| = |p+u—te™H < [t} + [p| + |ul
<1+ [ul+ [p| < VBV1+u?+p?,
\Fé(t,u,p)] =0, ‘Ft/(tuwp)‘ =0, ]f;(t,u,p)\ = 1.
V odhadu |f(t,u,p)| jsme vyuzili faktu, ze funkce g(t) = te'~! m4 na intervalu [0, 1]
kladnou derivaci
gt) =t P+t = (t+1)e!”

tudiz je na tomto intervalu rostouci a tedy omezena hodnotou svého maxima, jehoz

dosdhne pro t = 1. Navic diky nezdpornosti funkce g(¢) muzeme psat
9(t)] < g(1) = 1.
Hledanou konstantou C' > 0 je tedy
C =3 (5.13)

Vzhledem k Poznédmce 4.1 je

W 1
(C+v)~ 2(V3+3/2)
a
4
K(e) =1— pe, = AB+3v3) 0.97607.

(34 2y/3)2

Uvazujme nyni okrajovou tlohu pro rovnici (5.11) doplnénou Dirichletovymi okra-
jovymi podminkami (5.9). Vzhledem k tomu, ze (5.11) je nehomogenni linedrni rovnice

s konstantnimi koeficienty, 1ze jeji obecné feseni napsat ve tvaru
u(t) = cre™ 4 cpe™ 4 (t+ 1)l (5.14)
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kde r1,7ry jsou koteny prislusné charakteristické rovnice
r?—r—1=0,

tedy

ro=(1+V5)/2, m=(1-v5)2, (5.15)

u, = (t+ 1)

je partikularni feseni nehomogenni rovnice ziskané metodou neurc¢itych koeficientu diky
tvaru nehomogenniho ¢lenu te'~!'. Dosazenim (5.14) do okrajovych podminek (5.9) do-

staneme soustavu rovnic pro neznamé konstanty cy, ¢y ve tvaru

uw0)=c1+ca+e !t =0,
u(l) = cre™ + ce™ +2 =0,

jejimz fesenim je pomoci Cramerova pravidla dvojice

—e 1 1 1 —e!
—2 e er2=1 _ 9 et =2 eri—l _ 9
Cl = = — s CQ = =
e — e e — e
1 1 1 1
e e e e

Na Obréazku 5.2 jsou graficky znédzornény vybrané iterace konvergujici na intervalu
[0, 1] k analytickému feseni

ro—1 _ 2 r1—1 _ 2
u(t) = I Y + c et 4 (t 4 1)et™!

e — e e — e

(kde 71,79 jsou z (5.15)) okrajové ulohy (5.11), (5.9). Jako pocédtecni aproximace byla

zvolena funkce

w(t) = 5t(1-1),

ktera ziejmé patif do C%([0,1]).
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40. iterace
100. iterace

Obréazek 5.2: Grafické zndzornéni numerického feseni Piikladu 5.2 iteracni metodou. Pro

100 iteraci byla doba vypoctu 7 ~ 7 s.
Priklad 5.3 Uvazujme linedarni diferencialni rovnici
Su”(t) — (2 + D/ (t) — 2u(t) +t =0 ma (0,1), (5.16)

kde 6 > 1 je realny parametr.

Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru (4.1) pro
F(t,u,p) =6p, [(t,u,p)=(*+1)p+2u—t.
Nyni najdeme kladné konstanty p, v a C, se kterymi budou pro tyto funkce splnény
podminky (4.2) a (4.3).
Ze tvaru funkci vyplyva, ze

Fo(t,u,p) =4, it u,p) =0,

f;,(t,u,p) :t2+]—) fllL(t7u7p) =2
Pro odhady (4.2) hleddme p, v > 0, aby pro vSechna &;,& € R at € [0, 1] platilo

€+ &) <08+ (1 + 1)&i&e + 26 < (€] + &)
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Na souéin v prostfednim vyrazu (u kterého nezname znaménko) pouzijeme odhady (5.2)

sa=¢, b=¢& avzhledem k tomu, ze 1 < t2 + 1 < 2, dostaneme
(0 —1)& +& <&+ (P + D& +26 < (0+ )€ + 363
Hledané konstanty jsou tedy
pw=min{d — 1;1}, v =max{d+ 1;3}. (5.17)

Pro odhady z (4.3) postupnymi tpravami a pouzitim odhadu z Lemma 5.1 dostdvame

pro vSechna t € [0,1] a u,p € R, zZe

|F(t,u,p)| = 8lp| = 6y/p* < 03/1+u2 +p?,
[t p)| = (8 + Dp + 2u — #] < [t] + 2ful + (£ + 1)|p|
<21+ Jul + [pl) < 2V3y/T+ w2 +p2,
[Fut usp)l = 0, [F(tu.p)] =0,

|foltu,p)| = 2+ 1] <2 < 2(1+ |ul + [p]) < 2V3/1+u? + p?.

Hledanou konstantou C' > 0 je tedy
C' = max{J,2V3} . (5.18)

Pro numerické vypocty jsme zvolili 6 = 2, které dava konstanty

a vzhledem k Poznamece 4.1 také

1
e, =M ~ 0.02393

(CH+v)?  (342V3)2

4
K(e,) =1—pe, = <5+—3\/§> ~ 0.97607 .

(3+2v/3)?

Na Obrazku 5.3 jsou graficky zndzornény vybrané iterace konvergujici na intervalu
[0, 1] k numerickému teseni okrajové tlohy (5.11), (5.9). Analytické feseni neni v tomto
pripadé znamé. Jako pocatecni aproximace byla zvolena funkce
up(t) = %sin(ﬂt) ,
kterd ziejmé patif do C?([0,1]).
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Obréazek 5.3: Grafické zndzornéni numerického feseni Piikladu 5.3 iteracni metodou. Pro

100 iteraci byla doba vypoctu 7 ~ 5 s.
5.2 Nelinearni diferencialni rovnice

Priklad 5.4 Uvazujme nelinearni diferencialni rovnici

u'(t) t—1/2
") - e —ut) — P+t +2 - —— " =0 5.19
w(t) 1+ (W/(1)? e T TR (5.19)
na intervalu (0, 1).
Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru (4.1) pro
F(t = t = "=t -2+ 4.
(t,u,p) =p, [f(t,u,p) 1+p2+U+ o a1

Nyni najdeme kladné konstanty u, v a C, se kterymi budou pro tyto funkce splnény
podminky (4.2) a (4.3).

Ze tvaru funkci vyplyva, ze




Pro odhady (4.2) hleddme u, v > 0, aby pro vsechna &;,&, € R a p € R platilo

2

w(E +8) <&+ m

5152 +52 < V(§1 +52)

Na sou¢in v prostfednim vyrazu (u kterého nezndme znaménko) pouzijeme odhady (5.2)

sa==¢&, b=¢& a dostaneme

(1 - @) (& +&) <& +9pa&+& < (1 ol )|> (& +6),

kde
) = AL
T Wy
Pro uréeni konstant p a v potfebujeme urcit maximum |g(p)|. Je vidét, ze g je suda
funkce definovana na celém R a jeji derivace
/() = —2p(3 — p?)

(1+p?)°
je nulova v bodech p = 0 a p = ++/3. Protoze navic ¢’ v téchto bodech st¥{d4 znaménko,
jedné se o extremalni body funkce g. V bodé p = 0 nabyva funkce g svého maxima

g(0) =1 a v bodech p = ++/3 svého minima g(£+v/3) = —1/8. Z toho vyplyva, Ze
lg(p)| <1 VpeR (5.20)

a hledané konstanty jsou

p=1/2, v=3/2. (5.21)

Pro odhady z (4.3) postupnymi tpravami a pouzitim odhadu z Lemma 5.1 dostdvame

pro vSechna t € [0,1] a u,p € R, ze

|F(t,u,p)| = Ip| = VP2 < VI +u2 + 2,

t—1/2
F ()] = |t +u+ 8 —t 2+ ] <

2 t—1/2
S ‘t _t_2+2t2 2t+1‘+|u|+’1+p2

<274 Jul + |p| < 2.7v3\/1+u2 +p?,

|F’(t,u,p)|:0, |F’(t,u,p)|:0,

[yt wp)| = | i | = low)l <1
V odhadu |f(t,u, p)| jsme vyuzili faktu, ze funkce
t—1/2
ht)=t>—t—24-—— 12
®) + 2t2 — 2t + 1
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h(t) ——
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Obrazek 5.4: Grafické znazornéni funkce h(t).

je na intervalu [0, 1] zdpornd a zdola ji muzeme odhadnout hodnotou —2.7, jak je vidét
z Obrazku 5.4.
Hledanou konstantou C' > 0 je tedy

C =2.7V3. (5.22)
Vzhledem k Poznédmece 4.1 je
L 1
c, = - ~ 0.01311
(C+v)?2 22.7V3+3/2)?
a
1
K(e,)=1—pe, =1— ~ 0.99345.
(&) s 12.7V3 1 3/2)2

Uvazujme nyni okrajovou tlohu pro rovnici (5.6) doplnénou Dirichletovymi okra-

jovymi podminkami (5.9). Funkce
u(t) =t(1 —1t) (5.23)
je analytickym Ffesenim této okrajové 1lohy, nebot

u'(t) =1 —2t, u'(t) = —2
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a pro vsechna ¢ € [0, 1] plati

W(t) = o () — 1t 2 — 2

1+ (1)2 12 —2t+1
_ 1—2t 2 t—1/2
_ 1-2 t—1/2
= _92_ —2_4t+§u2 —t(l—t) +t(1—1)+ 2~ 55577 = 0.

Na Obrazku 5.5 jsou graficky zndzornény vybrané iterace konvergujici na intervalu
[0, 1] k analytickému feseni u(t) = t(1 — ) okrajové dlohy (5.19), (5.9). Jako pocatecni

aproximace byla zvolena funkce
1 .
up(t) = Zt(l — t)sin(nt)

ktera ziejmé patif do C%([0,1]).

0,3

0,2

0,1+

0 ' T ' T ' T ' T ' =
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
X
— 0-ta aproximace 40. iterace 80. iterace
120. iterace 160. iterace 200. iterace

""" analytické feSeni

Obréazek 5.5: Grafické zndzornéni numerického feSeni Piikladu 5.4 itera¢ni metodou. Pro

200 iteraci byla doba vypoctu 7 = 20 s.
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Priklad 5.5 Uvazujme nelinearni diferencialni rovnici

u”(t) — 4du(t) — arctg(1 + u?(t)) + 2sin(27t) =0 na (0, 1). (5.24)
Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru (4.1) pro

F(t,u,p) =p, f(t,u,p) = 4u+ arctg(l + u?) — 2sin(27t).

Nyni najdeme kladné konstanty p, v a C, se kterymi budou pro tyto funkce splnény
podminky (4.2) a (4.3).

Ze tvaru funkci vyplyva, ze

F(t,u,p) =1, F!(t,u,p) =0,

Pro odhady (4.2) hleddme p, v > 0, aby pro vSechna &1, & € R a u € R platilo

u(&%+f§)§£§+<4+ 2u 2)£§§v(£%+£§>-

1+ (14 u?)

To bude splnéno pro

. . 2u 2u
o= mln{174+%1€1£m} , V= maX{l,Zl—f-IileaIé(m} .
Hledejme proto extrémy funkce
u

Funkce g je lichd funkce definovana na celém R. Jeji derivace

1+ (I +u?)? - AP (1 4u®)  —3ut —2uP +2

(14 (1 +u?)?)? (14 (1 +u?)?)?

g'(u)
je rovna nule, pravé kdyz
—3ut =20 +2=0,

coz nastane v bodech

1 V7

e

(Dalsi dva kofeny této bikvadratické rovnice nejsou realné). Navic funkce ¢'(u) v bodech
u1, up méni znaménko. Protoze g je funkce licha a kladnd pro w > 0, nabyva svého

maxima v bodé u; a minima v bodé usy. Pritom plati, ze

/1 VT
___|__
S ~0.21796.

1+ (1-4+

g(ur) = —g(ug) =

)
N—
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Hledané konstanty jsou tedy

p = min{1,4 + 2g(uy)} = min{1, 3.56408} = 1,
(5.25)
v =max{1,4 + 2g(uy)} ~ max{1,4.4359} = 4.4359.

Pro odhady z (4.3) postupnymi tpravami a pouzitim odhadu z Lemma 5.1 dostdvame

pro vSechna t € [0,1] a u,p € R, zZe

|F(t,u,p)| = |p| = VP? < V1 +u?+p?

|f(t,u,p)| = |4u + arctg(l + u?) — 2sin(27t)]
< 4lu| + |arctg(1 + u?)| + 2| sin(27t)
<Alul+7/2+2<4(u|+1) <4V2VT+ &2
<4V2(/1+u2+p?,
Flftup) =0, |[Fl(twp) =0, |fitup)] =0.

Odtud
C =4V2. (5.26)

Vzhledem k Poznamce 4.1 je

" B 1

= ~ 0.009817
(C+v)? (4V2+4+2g(u))?

€y =

K(e)=1—pe, =1 —e, ~0.990183.

Na Obrazku 5.6 jsou graficky zndzornény vybrané iterace konvergujici na intervalu
[0, 1] k numerickému feseni okrajové ulohy (5.24), (5.9). Analytické feseni neni v tomto

pripadé znamé. Jako pocatecni aproximace byla zvolena funkce

up(t) = (1 —1),

kterd zfejmé patif do C?([0,1]).
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Obrézek 5.6: Grafické zndzornéni numerického reseni Piikladu 5.5 itera¢ni metodou. Pro

300 iteraci byla doba vypoctu 7 ~ 43 s.
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Kapitola 6
Zaveér

V této bakalaiské praci jsme studovali kvazilinearni diferencidlni rovnice 2. fddu a jejich
fesitelnost pomoci definovaného iteracniho procesu. Vychazeli jsme piitom z knihy [5].
Ukézali jsme, ze iterace tvori Cauchyovskou posloupnost, protoze vzdalenost po sobé
jdoucich iteraci ||u,11 — uy|| klesd pro n — oo k nule jako geometrickd posloupnost s
kvocientem K € (0, 1). Ve v8ech nami zvolenych piikladech je v8ak tento kvocient roven
témér jedné, proto jsme museli volit velky pocet iteraci a vypocty tak trvaly az desitky
sekund. Vzhledem k tomu, ze jsme K pocitali analyticky pomoci zndmych nerovnosti,
je mozné, ze iteracni proces ve skutecnosti konverguje rychleji.

Nespornou vyhodou tohoto iteracniho procesu je to, ze konverguje pro libovolnou
pocatecni iteraci. To je nezbytné u vSech tloh, jejichz feSeni neumime najit analyticky.

Predmeétem dalsiho studia by mohlo byt napiiklad pouziti iteraéni metody pro jiné

typy okrajovych podminek, ptipadné pro ulohy vyssich radu ¢i ulohy ve vyssi dimenzi.
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