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Kapitola 1

Úvod

Tato bakalářská práce se zabývá řešeńım obyčejných diferenciálńıch rovnic 2. řádu iteračńı

metodou. Budeme uvažovat kvazilineárńı (tj. lineárńı vzhledem k nejvyšš́ı derivaci) rov-

nice tvaru
d

dt
F (t, u(t), u′(t))− f(t, u(t), u′(t)) = 0 (1.1)

na intervalu (0, 1) s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami. Zavedeme iteračńı proces,

pomoćı něhož budeme hledat řešeńı této okrajové úlohy. Ukážeme, že při splněńı jistých

podmı́nek kladených na funkce F a f řešeńı existuje a iteračńı proces k tomuto řešeńı

konverguje nezávisle na volbě počátečńı funkce.

Text je členěn do několika kapitol. Nejprve zavedeme základńı pojmy použ́ıvané v

pr̊uběhu celé práce. Kapitoly 3 a 4 vycházej́ı z knihy A. I. Košeleva [5]. Jsou věnovány

iteračńımu procesu, jeho aplikaci pro řešeńı kvazilineárńıch diferenciálńıch rovnic 2. řádu

a d̊ukazu existence řešeńı. V posledńı kapitole pak demonstrujeme teoretické výsledky na

konkrétńıch př́ıkladech. Na závěr diskutujeme použitelnost iteračńıho procesu (rychlost

konvergence, jeho univerzálnost apod.)

V práci je už́ıváno obvyklé matematické značeńı. Definice, věty a pomocná tvrzeńı

jsou č́ıslovány dle umı́stěńı v jednotlivých kapitolách. Text je vysázen systémem LATEX

a obrázky vykresleny v programech Gnuplot a Maple 12.

1



Kapitola 2

Základńı pojmy

2.1 Normované lineárńı prostory, Hilbertovy prostory

2.1.1 Normované lineárńı prostory

Definice 2.1 ([1, Definice 1.18]) Nezápornou konečnou funkci ‖ · ‖X : X → [0,∞) na

lineárńım prostoru X nazveme normou, jestliže pro všechna u, v ∈ X a λ ∈ R plat́ı

(i) ‖u‖X = 0, právě když u = o, kde o je nulový prvek X,

(ii) λ‖u‖X = |λ|‖u‖X ,

(iii) ‖u+ v‖X ≤ ‖u‖X + ‖v‖X (trojúhelńıhová nerovnost).

Dvojici (X, ‖ · ‖X) nazýváme normovaný lineárńı prostor.

Definice 2.2 [1, Definice 1.19] Necht’ (X, ‖·‖X) je normovaný lineárńı prostor. Řekneme,

že posloupnost prvk̊u {un}∞n=1 ⊂ X je Cauchyovská v normě ‖·‖X pokud pro každé ε > 0

existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna m,n ∈ N, m,n ≥ n0 plat́ı ‖um − un‖X < ε.

Definice 2.3 ([1, Definice 1.19]) Necht’ (X, ‖·‖X) je normovaný lineárńı prostor. Řekneme,

že je tento prostor Banach̊uv, jestliže každá Cauchyovská posloupnost prvk̊u {un}∞n=1 ⊂ X

v normě ‖ · ‖X konverguje v téže normě k nějakému prvku u ∈ X.

Lemma 2.1 Necht’ (X, ‖ · ‖X) je normovaný lineárńı prostor. Necht’ pro posloupnost

prvk̊u {un}∞n=1 ⊂ X existuje konstanta K ∈ (0, 1) taková, že

‖un+1 − un‖X ≤ K‖un − un−1‖X (2.1)

pro všechna n = 2, 3, 4, · · · . Potom je tato posloupnost Cauchyovská.
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Důkaz. Předpokládejme, že posloupnost {un}∞n=1 ⊂ X splňuje (2.1) s nějakýmK ∈ (0, 1).

Několikanásobným použit́ım trojúhelńıkové nerovnosti normy ‖ · ‖X máme pro všechna

n, k = 1, 2, · · · , že

‖un+k − un‖X ≤ ‖un+k − un+k−1‖X + ‖un+k−1 − un+k−2‖X

+ · · ·+ ‖un+2 − un+1‖X + ‖un+1 − un‖X .
(2.2)

Opakovaným použit́ım (2.1) dostáváme dále, že

‖un+k − un+k−1‖X ≤ K‖un+k−1 − un+k−2‖X ≤ K2‖un+k−2 − un+k−3‖X

≤ · · · ≤ Kk−2‖un+2 − un+1‖X

≤ Kk−1‖un+1 − un‖X .

Takto odhadneme postupně všechny členy v (2.2) a d́ıky K ∈ (0, 1) dostaneme, že

‖un+k − un‖X ≤ Kk−1‖un+1 − un‖X +Kk−2‖un+1 − un‖X

+ · · ·+K‖un+1 − un‖X + ‖un+1 − un‖X

= (Kk−1 +Kk−2 + · · ·+K + 1)‖un+1 − un‖X

= 1−Kk

1−K ‖un+1 − un‖X ≤ 1
1−K‖un+1 − un‖X .

Pro libovolné m,n ∈ N, m > n tedy máme odhad

‖um − un‖X ≤
1

1−K
‖un+1 − un‖X ,

ze kterého n-násobným použit́ım (2.1) plyne, že

‖um − un‖X ≤
1

1−K
Kn‖u1 − u0‖X .

Pro d̊ukaz toho, že posloupnost {un}∞n=1 je Cauchyovská, stač́ı tedy ukázat, že pro libo-

volné ε > 0 najdeme n0 ∈ N takové, že

1

1−K
Kn‖u1 − u0‖X < ε

pro všechna n ≥ n0. To splňuje volba

n0 ≥ logK
(1−K)ε

‖u1 − u0‖X
.

�
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2.1.2 Hilbertovy prostory

Definice 2.4 ([1, Definice 1.25]) Necht’ X je lineárńı prostor nad R. Řekneme, že zob-

razeńı (·|·) : X × X → R je skalárńı součin na X, jestliže pro všechna u, v, w ∈ X a

λ ∈ R plat́ı

(i) (u|u) ≥ 0 a (u|u) = 0 právě když u = o, kde o je nulový prvek X (pozitivńı

definitnost),

(ii) (u|v) = (v|u) (symetrie),

(iii) (λu|v) = λ(u|v) a (u+ w, v) = (u|v) + (w|v) .

Dvojici (X, (·|·)) nazýváme prostor se skalárńım součinem nebo též unitárńı prostor.

Věta 2.2 (Norma indukovaná skalárńım součinem, [1, Věta 1.26]) Necht’ (X, (·|·)) je

unitárńı prostor. Zobrazeńı ‖ · ‖(X,(·|·)) : X → R, u 7→
√

(u|u) je norma na X.

Poznámka 2.1 Normu na unitárńım prostoru (X, (·|·)) budeme také někdy značit zkráceně

‖ · ‖X .

Věta 2.3 ([1, Věta 1.27]) Necht’ (X, (·|·)) je unitárńı prostor. Potom pro všechna u, v ∈ X

plat́ı tzv. Cauchyova-Schwarzova nerovnost

(u|v) ≤ ‖u‖X‖v‖X (2.3)

a rovnoběžńıkové pravidlo

‖u+ v‖2X + ‖u+ v‖2X ≤ 2 (‖u‖X + ‖v‖X) . (2.4)

Definice 2.5 (Hilbert̊uv prostor, [1, Definice 1.29]) Necht’ (X, (·|·)) je unitárńı prostor

a (X, ‖ · ‖X) je Banach̊uv prostor. Potom (X, (·|·)) se nazývá Hilbert̊uv prostor.

Pro účely daľśıho textu nyńı zavedeme pojem lineárńıho operátoru (zobrazeńı).

Definice 2.6 Necht’X, Y jsou lineárńı prostory. Zobrazeńı T : X → Y nazveme lineárńım,

jestliže plat́ı:

T (αu+ βv) = αT (u) + βT (v) ∀u, v ∈ X, ∀α, β ∈ R .

V př́ıpadě Y = R nazýváme lineárńı zobrazeńı lineárńım funkcionálem a znač́ıme obvykle

F , př́ıpadně f .
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Definice 2.7 ([3, Definice 3.4]) Necht’ (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) jsou normované lineárńı

prostory. Řekneme, že lineárńı operátor T : X → Y je spojitý, jestliže pro každou

posloupnost {un}∞n=1 ⊂ X a prvek u ∈ X splňuj́ıćı

lim
n→∞

un = u v X

plat́ı

lim
n→∞

T (un) = T (u) v Y .

Definice 2.8 ([3, Definice 3.4]) Necht’ (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) jsou normované lineárńı

prostory. Řekneme, že lineárńı operátor T : X → Y je omezený, existuje-li konstanta

c > 0 tak, že pro všechna u ∈ X plat́ı

‖T (u)‖Y ≤ c‖u‖X . (2.5)

Věta 2.4 ([3, Věta 3.2]) Necht’ (X, ‖ ·‖X), (Y, ‖ ·‖Y ) jsou normované lineárńı prostory.

Lineárńı operátor T : X → Y je spojitý právě tehdy, je-li omezený.

Definice 2.9 Necht’ (X, ‖ · ‖X) je Banach̊uv prostor. Prostor všech spojitých lineárńıch

funkcionál̊u na X nazveme duálńım prostorem k prostoru X a budeme ho značit X ′,

resp. L(X,R).

Definice 2.10 Na duálńım prostoru L(X,R) je norma definována jako

‖f‖L(X,R) = sup
u∈X,
‖u‖X=1

|F (u)| . (2.6)

Definice 2.11 ([1], str. 9) Necht’ M ⊂ H je uzavřený lineárńı podprostor Hilbertova

prostoru H. Definujme lineárńı zobrazeńı PM : H → M tak, že pro všechna f ∈ H je

PMf jediný prvek u ∈M splňuj́ıćı

(f − u|v)H = 0 ∀v ∈M .

Toto zobrazeńı se nazývá ortogonálńı projekce.

Věta 2.5 (Rieszova věta o reprezentaci, [1, Věta 1.36]) Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a

f spojitý lineárńı funkcionál na H. Pak existuje jediný prvek y ∈ H tak, že

f(x) = (x|y)H ∀x ∈ H. (2.7)

Nav́ıc ‖f‖L(H,R) = ‖y‖H .
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Důkaz. ([1], str. 10) Je-li f ≡ 0, polož́ıme y = o. V opačném př́ıpadě je

M = {x ∈ H : f(x) = 0}

d́ıky linearitě a spojitosti funkcionálu f uzavřený podprostor H, přičemž M⊥ 6= ∅ (nebot’

M 6= H). Zvolme h ∈ H tak, aby h /∈M . Necht’

h⊥ =
h− PMh
‖h− PMh‖H

,

kde PM : H →M je ortogonálńı projekce na M . Potom

‖h⊥‖H = 1 (2.8)

a

(h⊥|x)H = 0 ∀x ∈M. (2.9)

Pro libovolné x ∈ H položme

v = x− f(x)

f(h⊥)
h⊥,

kde f(h⊥) 6= 0, nebot’ h⊥ /∈M (h⊥ ∈M by totiž podle (2.9) implikovalo ‖h⊥‖H = 0, což

by byl spor s (2.8)). Vzhledem k linearitě f dostáváme

f(v) = f(x)− f(x)

f(h⊥)
f(h⊥) = f(x)− f(x) = 0 ,

a tedy v ∈M . Podle (2.9) je

0 = (h⊥|v)H =

(
h⊥
∣∣∣∣x− f(x)

f(h⊥)
h⊥
)
H

= (h⊥|x)H −
(
h⊥
∣∣∣∣ f(x)

f(h⊥)
h⊥
)
H

.

Odtud a z (2.8) plat́ı

(h⊥|x)H =
f(x)

f(h⊥)
.

Odtud po úpravě

f(x) = f(h⊥)(h⊥|x)H = (f(h⊥)h⊥|x)H

odkud je již vidět, že hledané y ∈ H je y = f(h⊥)h⊥.

Kdyby existovaly dva prvky y1, y2 ∈ H splňuj́ıćı (2.7) potom by pro všechna x ∈ H

platilo

(x|y1 − y2)H = (x|y1)H − (x|y2)H = f(x)− f(x) = 0

a volbou x = y1 − y2 bychom dostali

‖y1 − y2‖2H = (y1 − y2|y1 − y2)H = 0 ,
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tedy y1 = y2.

Podle (2.6) a (2.7) máme

‖f‖L(H,R) = sup
x∈H,
‖x‖H=1

|f(x)| = sup
x∈H,
‖x‖H=1

|(x|y)H | .

Na jednu stranu je podle (2.3)

sup
x∈H,
‖x‖H=1

|(x|y)H | ≤ sup
x∈H,
‖x‖H=1

‖x‖H‖y‖H = ‖y‖H

na druhou stranu volbou x = y/‖y‖H máme

sup
x∈H,
‖x‖H=1

|(x|y)H | ≥
(

y

‖y‖H

∣∣∣∣ y) = ‖y‖H .

Tedy ‖f‖L(H,R) = ‖y‖H . �

2.2 Prostory funkćı

2.2.1 Prostory spojitých funkćı

Definice 2.12 Symbolem C∞0 ((a, b)) označme množinu všech funkćı u z prostoru C∞((a, b)),

pro které nav́ıc

u(k)(a) = u(k)(b) = 0 , ∀k ∈ N0 .

Př́ıklad 2.1 Funkce

u(x) =

 e
− 1

1−x2 pro x ∈ (−1, 1),

0 pro x /∈ (−1, 1)

patř́ı do C∞0 ((a, b)) pro všechna −∞ ≤ a < −1, 1 < b ≤ ∞.

Definice 2.13 Řekneme, že funkce f je Hölderovsky spojitá na intervalu [a, b] s expo-

nentem 0 < λ ≤ 1, jestliže existuje konstanta c > 0 tak, že pro každé x, y ∈ [a, b]

plat́ı

|f(x)− f(y)| ≤ c|x− y|λ .

Prostor Hölderovsky spojitých funkćı budeme značit C0,λ([a, b]). Pro λ = 1 těmto funkćım

ř́ıkáme Lipschitzovsky spojité funkce.
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Př́ıklad 2.2 Funkce

f(x) = |x|λ , 0 < λ ≤ 1 ,

je Hölderovsky spojitá na intervalu [−1, 1], ale nemá derivaci v bodě 0 pro žádné λ ∈ (0, 1],

tj. neńı tř́ıdy C1([−1, 1]).

Definice 2.14 Řekneme, že funkce f je absolutně spojitá na intervalu [a, b], jestliže pro

každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro jakákoliv a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ · · · ≤ an <

bn ≤ b plat́ı implikace

n∑
i=1

(bi − ai) < δ ⇒
n∑
i=1

(f(bi)− f(ai)) < ε.

Prostor absolutně spojitých funkćı na intervalu [a, b] budeme značit AC([a, b]).

Věta 2.6 ([1, Věta 1.116]) Necht’ funkce f : [a, b] → R je absolutně spojitá. Potom

derivace f ′ existuje pro skoro všechna x ∈ (a, b) a pro všechna x, y ∈ [a, b] plat́ı

f(y)− f(x) =

y∫
x

f ′(ξ)dξ .

Př́ıklad 2.3

f(x) =

 x2 sin 1√
x

pro x ∈ (0, 1],

0 pro x = 0

je absolutně spojitá funkce.

Př́ıklad 2.4 Funkce

f(x) =

 x sin 1
x

pro x ∈ (0, 1],

0 pro x = 0

je spojitá, ale neńı absolutně spojitá.

2.2.2 Lp prostory

Definice 2.15 (Lebesgue̊uv integrál, [8], str. 296) Funkce f : [a, b]→ R má na intervalu

[a, b] Lebesgue̊uv integrál, když existuje absolutně spojitá funkce F : [a, b] → R tak, že

plat́ı F ′(x) = f(x) pro skoro všechna x ∈ [a, b]. Lebesgue̊uv integrál definujeme rovnost́ı∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).
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Definice 2.16 ([4, Sekce 12.7]) Necht’ p ∈ R, p ≥ 1. Množinu všech funkćı u, pro které

je Lebesgueg̊uv integrál ∫ b

a

|u(x)|pdx <∞ ,

znač́ıme Lp((a, b)).

Poznámka 2.2 ([4], str. 73) Dvě funkce u1, u2 ∈ L2((a, b)) budeme považovat za sobě

rovné (totožné), budou-li se lǐsit pouze na množině nulové mı́ry.

Definice 2.17 ([4, Sekce 12.7, 12.8]) Na prostoru Lp((a, b)) je definována norma 1

‖u‖Lp((a,b)) =

(∫ b

a

|u(x)|pdx
)1/p

, 1 ≤ p <∞ ,

respektive pro p =∞

‖u‖L∞((a,b)) = ‖u‖∞ = esssup(a,b)|u(x)| = inf
E⊂(a,b),m(E)=0

sup
x∈(a,b)\E

|u(x)| .

Prostor Lp((a, b)) opatřený touto normou je Banach̊uv prostor. Na prostoru L2((a, b))

můžeme nav́ıc definovat skalárńı součin vztahem

(u|v)L2((a,b)) =

∫ b

a

u(x)v(x)dx .

Poznámka 2.3 Prostor L2((a, b)) opatřený skalárńım součinem a normou z Definice

2.17 je úplný normovaný lineárńı prostor se skalárńım součinem, tedy tzv. Hilbert̊uv

prostor.

Věta 2.7 ([4], str. 74) Prostory Lp((a, b)) maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

(i) Množina C∞0 ((a, b)) je hustá v prostoru Lp((a, b)), 1 ≤ p ≤ ∞.

(ii) Prostor Lp((a, b)), 1 ≤ p <∞, je separabilńı.

(iii) Plat́ı tzv. Hölderova nerovnost: Budǐz p > 1 a definujme č́ıslo q > 1 tak, že 1/p +

1/q = 1 (v př́ıpadě p = 1 polož́ıme q = ∞). Necht’ u ∈ Lp((a, b)) a v ∈ Lq((a, b)).

Pak plat́ı ∫ b

a

|u(x)v(x)|dx ≤ ‖u‖Lp‖v‖Lq .

Pro p = 2 m̊užeme psát

|(u|v)|L2 ≤ ‖u‖L2‖v‖L2 .

Tato nerovnost bývá označována jako Cauchyova (Cauchy-Schwartzova) nerovnost.

1zde využ́ıváme právě zavedené rovnosti funkćı z Poznámky 2.2, bez ńıž by výraz ‖ · ‖L2((a,b)) nede-

finoval normu.

9



(iv) Pro 1 ≤ p ≤ ∞ plat́ı tzv. Minkowského nerovnost: Budǐz u, v ∈ Lp((a, b)). Pak je

‖u+ v‖Lp ≤ ‖u‖Lp + ‖v‖Lp .

Př́ıklad 2.5 Všechny spojité funkce na intervalu [a, b] patř́ı do L2((a, b)).

Př́ıklad 2.6 Funkce u(x) = xα patř́ı do L2((0, 1)) pro α > −1/2.

Lemma 2.8 Předpokládejme, že f ∈ L1((a, b)) (f ∈ C([a, b])) a∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 ((a, b)).

Pak f = 0 skoro všude na [a, b] (f = 0 všude v [a, b]).

Důkaz. Důkaz provedeme pro f ∈ C([a, b]). Předpokládejme, že f neńı nulová. Pak

existuje x0 ∈ (a, b) tak, že f(x0) 6= 0. Existuje tedy okoĺı Uε(x0) ⊂ (a, b) takové, že

f(x0) ≥ c > 0 (f(x0) ≤ c < 0) na Uε(x0). Zvoĺıme funkci

ϕ(x) =

 exp− 1
ε2−(x−x0)2 x ∈ Uε(x0),

0 x /∈ Uε(x0) .

Pak ∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx =

∫ x0+ε

x0−ε
f(x)ϕ(x)dx ≥ c

∫ x0+ε

x0−ε
ϕ(x)dx > 0 ,

což je spor. �

Definice 2.18 ([3, Definice 2.22]) Budiž 1 ≤ p <∞. Symbolem

Lp, loc((a, b))

označ́ıme množinu všech funkćı f : (a, b) → R takových, že f ∈ Lp((c, d)) pro všechna

a < c < d < b.

Př́ıklad 2.7 ([3, Př́ıklad 2.13]) Funkce u(x) = 1/x nepatř́ı do L1((0, 1)), ale patř́ı do

L1, loc((0, 1)).

Věta 2.9 Necht’ −∞ < a < b <∞. Plat́ı následuj́ıćı inkluze

L2((a, b)) ⊂ L1((a, b)) ⊂ L1, loc((a, b)) .
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2.2.3 Sobolevovy prostory

Definice 2.19 (slabá derivace, [2, Definice 2], str. 19) Předpokládejme, že funkce u ∈

L1, loc((a, b)). Řekneme, že funkce u′w ∈ L1, loc((a, b)) je slabá derivace funkce u, právě

když ∫ b

a

u(x)ϕ′(x)dx = −
∫ b

a

u′w(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ C∞0 ((a, b)).

Př́ıklad 2.8 ([7], str. 61) Mějme funkci u(x) = |x| definovanou pro x ∈ [−1, 1]. Derivace

této funkce existuje pro všechna x ∈ [−1, 1] kromě x = 0. Funkce

u′w(x) =


−1 pro x ∈ [−1, 0),

0 pro x = 0,

1 pro x ∈ (0, 1]

je slabou derivaćı funkce u a je rovna funkci u′(x) pro všechna x ∈ [−1, 1], x 6= 0.

Př́ıklad 2.9 Funkce

u(x) =

 1 pro x ∈ (0, 1),

0 pro x ∈ (−1, 0)

nemá na intervalu (−1, 1) slabou derivaci.

Důkaz. Pro libovolnou testovaćı funkci ϕ ∈ C∞0 ((−1, 1)) je∫ 1

−1
u(x)ϕ′(x)dx =

∫ 1

0

ϕ′(x)dx = −ϕ(0) .

Slabá derivace u′w(x) funkce u(x) by tak musela splňovat∫ 1

−1
u′w(x)ϕ(x)dx = ϕ(0) ∀ϕ ∈ C∞0 ((−1, 1)) .

V př́ıpadě testovaćıch funkćı, pro něž ϕ(0) = 0, je dle Lemma 2.8 u′w = 0 pro skoro

všechna x ∈ (−1, 1). Tedy plat́ı

ϕ(0) =

∫ 1

−1
u′w(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

−1
0 · ϕ(x)dx = 0 ,

což neńı splněno pro funkce ϕ takové, že ϕ(0) 6= 0.

Lemma 2.10 ([2, Lemma 1], str. 19) Necht’ (a, b) ⊂ R a u′ ∈ C((a, b)). Pak u′ = u′w.

Definice 2.20 ([4], str. 83) Symbolem W 1
2 ((a, b)) označme množinu všech funkćı z Le-

besgueova prostoru L2((a, b)), jejichž slabá derivace také patř́ı do Lebesgueova prostoru

L2((a, b)).
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Definice 2.21 Na prostoru W 1
2 ((a, b)) je definován skalárńı součin vztahem

(u|v)W 1
2 ((a,b))

=

∫ b

a

u(x)v(x)dx+

∫ b

a

u′(x)v′(x)dx ,

a tedy norma

‖u‖W 1
2 ((a,b))

=

(∫ b

a

|u(x)|2dx+

∫ b

a

|u′(x)|2dx
)1/2

. (2.10)

Definice 2.22 (druhá slabá derivace, [2, Definice 2], str. 19) Předpokládejme, že funkce

u ∈ L1, loc((a, b)). Řekneme, že funkce u′′w ∈ L1, loc((a, b)) je druhá slabá derivace funkce

u, právě když ∫ b

a

u(x)ϕ′′(x)dx =

∫ b

a

u′′w(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ C∞0 ((a, b)).

Definice 2.23 ([4], str. 83) Symbolem W 2
2 ((a, b)) označme množinu všech funkćı z Le-

besgueova prostoru L2((a, b)), jejichž prvńı i druhá slabá derivace rovněž patř́ı do Lebe-

sgueova prostoru L2((a, b)).

Definice 2.24 ([2, Remark 8], str. 30) Na prostoru W 2
2 ((a, b)) je definován skalárńı

součin vztahem

(u|v)W 2
2 ((a,b))

=

∫ b

a

u(x)v(x)dx+

∫ b

a

u′′(x)v′′(x)dx ,

a tedy norma

‖u‖W 2
2 ((a,b))

=

(∫ b

a

|u(x)|2dx+

∫ b

a

|u′′(x)|2dx
)1/2

. (2.11)

Poznámka 2.4 Lineárńı prostory definované v Definici 2.20 a 2.23 opatřené výše defi-

novanými normami se obvykle nazývaj́ı Sobolevovy prostory.

Věta 2.11 ([4, Sekce 13.3], str. 84, 85) Prostory W 1
2 ((a, b)) a W 2

2 ((a, b)) maj́ı následuj́ıćı

vlastnosti:

(i) Množina C∞0 ((a, b)) je hustá v prostorech W 1
2 ((a, b)), W 2

2 ((a, b)).

(ii) Prostory W 1
2 ((a, b)), W 2

2 ((a, b)) jsou separabilńı.

(iii) Prostory W 1
2 ((a, b)), W 2

2 ((a, b)) jsou Hilbertovy prostory (viz [2, Remark 8], str.

30).

12



Definice 2.25 ([4, Sekce 13.11], str. 89) Symbolem
◦
W 1

2 ((a, b)) označme množinu všech

funkćı u ze Sobolevova prostoru W 1
2 ((a, b)) splňuj́ıćıch

u(a) = u(b) = 0.

Věta 2.12 ([3, (2.43)], str.57) Necht’ −∞ < a < b <∞. Plat́ı následuj́ıćı inkluze:

C∞0 ((a, b)) ⊂
◦
W 1

2 ((a, b)) ⊂ W 1
2 ((a, b)) ⊂ L2((a, b)). (2.12)

Definice 2.26 ([1, Definice 1.24]) Necht’ jsou dány dva Banachovy prostory X s normou

‖·‖X a Y s normou ‖·‖Y . Řekneme, že prostor X je spojitě vnořen do prostoru Y , pokud

plat́ı:

X ⊂ Y

∃C > 0 ∀u ∈ X : ‖u‖Y ≤ C‖u‖X

Věta 2.13 (Věta o vnořeńı, [4, Věta 16.6]) Necht’ −∞ < a < b <∞. Plat́ı:

W 1
2 ((a, b)) ↪→ C([a, b]). (2.13)

Přesněji plat́ı (viz [6] str. 300)

W 1
2 ((a, b)) ↪→ C0,λ((a, b)) , 0 < λ ≤ 1

2
.

Věta 2.14 Necht’ −∞ < a < b <∞. Potom plat́ı

C2([a, b]) ⊂ W 2
2 ((a, b))

a

W 2
2 ((a, b)) ↪→ C1,λ((a, b)) , 0 < λ ≤ 1

2
.
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Kapitola 3

Univerzálńı iteračńı proces

Lemma 3.1 ([5], str. 18) Necht’ f : R→ R, f ∈ C1(R) a plat́ı

sup
x∈R

f ′(x) = ν0 ≥ f ′(x) ≥ µ0 = inf
x∈R

f ′(x) > 0 , ∀x ∈ R . (3.1)

Definujme funkci ψ : R→ R jako

ψ(x) = x− εf(x) , (3.2)

kde

ε =
2

µ0 + ν0
. (3.3)

Potom iteračńı proces

xn+1 = ψ(xn) , n = 0, 1, 2, . . . (3.4)

pro libovolnou počátečńı iteraci x0 ∈ R konverguje k pevnému bodu x∗ funkce ψ, tj. k

řešeńı rovnice

f(x) = 0 , (3.5)

a to jako geometrická posloupnost s kvocientem

K =
ν0 − µ0

µ0 + ν0
∈ (0, 1) . (3.6)

Důkaz. Uvažujme libovolné ε > 0. Zvolme libovolnou počátečńı iteraci x0 ∈ R a de-

finujme posloupnost {xn}∞n=1 pomoćı (3.4). Odečteme-li dva po sobě jdoućı členy této

posloupnosti

xn+1 = xn − εf(xn) ,

xn = xn−1 − εf(xn−1) , n = 1, 2, . . . ,
(3.7)
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dostáváme

xn+1 − xn = xn − xn−1 − ε(f(xn)− f(xn−1)) .

Na posledńı závorku aplikujeme větu o středńı hodnotě, takže předchoźı rovnost přejde

na tvar

xn+1 − xn = xn − xn−1 − εf ′(ξ)(xn − xn−1) ,

což je po úpravě

xn+1 − xn = (xn − xn−1)(1− εf ′(ξ)) ,

kde ξ lež́ı mezi xn a xn−1. Z posledńı rovnosti plyne, že

|xn+1 − xn| ≤ inf
ε>0

sup
ξ∈R
|1− εf ′(ξ)||(xn − xn−1)| .

Označme K(ε) = supξ∈R |1− εf ′(ξ)|. Vzhledem k tomu, že funkce

η(s) = |1− εs|

nabývá svého maxima na intervalu s ∈ [µ0, ν0] v některém z krajńıch bod̊u, tj. bud’ pro

s = µ0 nebo pro s = ν0, dostáváme, že

K(ε) = max{|1− εµ0|, |1− εν0|} . (3.8)

Funkce K(ε) nabývá svého minima

K =
ν0 − µ0

ν0 + µ0

v bodě

ε0 =
2

µ0 + ν0
.

Jelikož K < 1, posloupnost {xn}∞n=1 je Cauchyovská a tedy konverguje k pevnému bodu

x∗ funkce ψ, nebot’ z limitńıho přechodu v (3.7) máme

x∗ = x∗ − εf(x∗) = ψ(x∗)

a odtud plyne

0 = −εf(x∗) .

Jelikož ε 6= 0, je x∗ kořenem funkce f .

�
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Kapitola 4

Iteračńı proces pro diferenciálńı

rovnice druhého řádu

4.1 Formulace úlohy

Uvažujme kvazilineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu

L(u) ≡ d

dt
F (t, u, u′)− f(t, u, u′) = 0. (4.1)

Předpokládejme, že skalárńı funkce F a f jsou definované na množině Ω = [0, 1] × R2,

jsou spojité na Ω a maj́ı na této množině parciálńı derivace podle druhé a třet́ı proměnné

a funkce F také podle proměnné t.

Budeme dále předpokládat, že funkce F a f a jejich derivace splňuj́ı na Ω následuj́ıćı

podmı́nky:

1. Existuj́ı µ a ν kladné konstanty tak, že pro všechna ξ1, ξ2 ∈ R, t ∈ [0, 1] a u, p ∈ R

plat́ı

ν(ξ21 + ξ22)

≥ F ′p(t, u, p)ξ
2
1 +

[
F ′u(t, u, p) + f ′p(t, u, p)

]
ξ1ξ2 + f ′u(t, u, p)ξ

2
2

≥ µ(ξ21 + ξ22).

(4.2)

16



2. Pro všechna t ∈ [0, 1] a u, p ∈ R plat́ı nerovnosti

|F (t, u, p)| ≤ C(1 + u2 + p2)1/2

|f(t, u, p)| ≤ C(1 + u2 + p2)1/2

|F ′u(t, u, p)| ≤ C

|F ′t(t, u, p)| ≤ C(1 + u2 + p2)1/2

|f ′p(t, u, p)| ≤ C.

(4.3)

Operátor L vyhovuj́ıćı podmı́nkám (4.2) a (4.3) se nazývá operátor s ohraničenými

nelinearitami (viz [5], str. 224).

Spolu s rovnićı (4.1) dále uvažujme Dirichletovy okrajové podmı́nky

u(0) = u(1) = 0. (4.4)

4.2 Slabý iteračńı proces

Definice 4.1 Funkci u ∈
◦
W 1

2 ((a, b)) nazveme slabým řešeńım úlohy (4.1), (4.4) pokud

je splněna následuj́ıćı integrálńı identita

1∫
0

F (t, un, u
′
n)v′ dt+

1∫
0

f(t, un, u
′
n)v dt = 0 ∀v ∈

◦
W 1

2 (0, 1) . (4.5)

Zavedeme označeńı

DuDv = uv + u′v′ .

Pro řešeńı (4.1) s (4.4) uvažujme iteračńı proces

1∫
0

Dun+1Dv dt

=
1∫
0

DunDv dt− ε
[

1∫
0

F (t, un, u
′
n)v′ dt+

1∫
0

f(t, un, u
′
n)v dt

]

n = 0, 1, . . . ,

(4.6)

kde un ∈
◦
W 1

2 (0, 1) a u0 je daná funkce, v ∈
◦
W 1

2 (0, 1) je libovolná.

Věta 4.1 ([5, Věta 1.1], str. 21) Necht’ jsou splněny předpoklady (4.2) a (4.3), pak

existuje slabé řešeńı u ∈
◦
W 1

2 (0, 1) úlohy (4.1), (4.4) a iteračńı proces (4.6) konverguje k

slabému řešeńı této úlohy pro libovolnou funkci u0 ∈
◦
W 1

2 (0, 1) a vhodně vybrané ε > 0.
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Důkaz. Jestliže un ∈
◦
W 1

2 ((0, 1)), pak z podmı́nek (4.2) a (4.3) vyplývá, že pravá strana

rovnice (4.6) je spojitým lineárńım funkcionálem na prostoru
◦
W 1

2 ((0, 1)). Podle Rieszovy

věty může být tedy pravá strana (4.6) zapsána jednoznačně ve tvaru skalárńıho součinu
1∫
0

DgnDv dt.

Odtud tedy vyplývá, že un+1 = gn a v d̊usledku je zřejmé, že iteračńı proces může

být realizován v prostoru
◦
W 1

2 ((0, 1)).

Nyńı dokážeme, že při vhodném ε > 0 iteračńı proces konverguje. Odečteme-li dva

po sobě jdoućı iteračńı kroky z (4.6), dostáváme

1∫
0

D(un+1 − un)Dv dt

=
1∫
0

(
(u′n − u′n−1)− ε

[
F (t, un, u

′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

])
v′ dt

+
1∫
0

[
(un − un−1)− ε

(
f(t, un, u

′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

)]
v dt.

Použijeme-li na integrály na pravé straně předešlé nerovnice Cauchyovu nerovnost, do-

staneme∣∣∣∣ 1∫
0

D(un+1 − un)Dv dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1∫
0

[
(u′n+1 − u′n)v′ + (un+1 − un)v

]
dt

∣∣∣∣
≤
(

1∫
0

∣∣(u′n − u′n−1)− ε [F (t, un, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

]∣∣2 dt)1/2( 1∫
0

|v′|2 dt
)1/2

+

(
1∫
0

∣∣(un − un−1)− ε [f(t, un, u
′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

]∣∣2 dt)1/2( 1∫
0

|v|2 dt
)1/2

,

což po umocněńı na druhou dává∣∣∣∣ 1∫
0

[
(u′n+1 − u′n)v′ + (un+1 − un)v

]
dt

∣∣∣∣2
≤
(

1∫
0

∣∣(u′n − u′n−1)− ε [F (t, un, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

]∣∣2 dt)( 1∫
0

|v′|2 dt
)

+2

(
1∫
0

∣∣(u′n − u′n−1)− ε [F (t, un, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

]∣∣2 dt)1/2( 1∫
0

|v′|2 dt
)1/2

×

×
(

1∫
0

∣∣(un − un−1)− ε [f(t, un, u
′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

]∣∣2 dt)1/2( 1∫
0

|v|2 dt
)1/2

+

(
1∫
0

∣∣(un − un−1)− ε [f(t, un, u
′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

]∣∣2 dt)( 1∫
0

|v|2 dt
)
.

Pokud na prostředńı součin použijeme nerovnost 2
√
a
√
b ≤ a+ b, kde za a, b voĺıme

a =

(
1∫
0

∣∣(u′n − u′n−1)− ε [F (t, un, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

]∣∣2 dt)( 1∫
0

|v|2 dt
)
,

b =

(
1∫
0

∣∣(un − un−1)− ε [f(t, un, u
′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

]∣∣2 dt)( 1∫
0

|v′|2 dt
)
,
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dostaneme po vytknut́ı členu
1∫

0

[
|v′|2 + |v|2

]
dt

následuj́ıćı nerovnost∣∣∣∣ 1∫
0

[
(u′n+1 − u′n)v′ + (un+1 − un)v

]
dt

∣∣∣∣2
≤
(

1∫
0

∣∣(u′n − u′n−1)− ε [F (t, un, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

]∣∣2 dt
+

1∫
0

∣∣(un − un−1)− ε [f(t, un, u
′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

]∣∣2 dt) 1∫
0

[|v′|2 + |v|2] dt.

Dosad́ıme-li v předešlém v = un+1 − un a vyděĺıme-li nerovnost členem

1∫
0

[
(u′n+1 − u′n)2 + (un+1 − un)2

]
dt,

dostáváme

1∫
0

[
|u′n+1 − u′n|2 + |un+1 − un|2

]
dt

≤
1∫
0

[
|u′n − u′n−1|2 + |un − un−1|2

−2ε
[
F (t, un, u

′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

]
(u′n − u′n−1)

−2ε
[
f(t, un, u

′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

]
(un − un−1)

+ε2
([
F (t, un, u

′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

]2
+
[
f(t, un, u

′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

]2)]
dt.

(4.7)

Uprav́ıme rozd́ıl ve druhém členu pravé strany v nerovnici (4.7) na tvar

F (t, un, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n) + F (t, un−1, u

′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

a na oba vzniklé rozd́ıly aplikujeme větu o středńı hodnotě. Dostáváme

F (t, un, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n) = F ′u(t, η1un + (1− η1)un−1, u′n)(un − un−1),

F (t, un−1, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1) = F ′p(t, un−1, η2u

′
n + (1− η2)u′n−1)(u′n − u′n−1)

kde η1, η2 ∈ (0, 1).

Obdobně postupujeme u třet́ıho členu pravé strany v nerovnici (4.7), ze kterého

dostaneme

f(t, un, u
′
n)− f(t, un−1, u

′
n) = f ′u(t, η3un + (1− η3)un−1, u′n)(un − un−1),

f(t, un−1, u
′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1) = f ′p(t, un−1, η4u

′
n + (1− η4)u′n−1)(u′n − u′n−1)
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kde η3, η4 ∈ (0, 1).

Použijeme-li pro jednotlivé derivace dolńı odhad z (4.2) s

ξ1 = u′n − u′n−1, ξ2 = un − un−1,

dostáváme postupně

1∫
0

([
F (t, un, u

′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

]
(u′n − u′n−1)

+
[
f(t, un, u

′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

]
(un − un−1)

)
dt

=
1∫
0

[
F ′u(t, η1un + (1− η1)un−1, u′n)(un − un−1)(u′n − u′n−1)

+F ′p(t, un, η2u
′
n + (1− η2)u′n−1)(u′n − u′n−1)2

+f ′u(t, η3un + (1− η3)un−1, u′n)(un − un−1)2

+f ′p(t, un, η4u
′
n + (1− η4)u′n−1)(u′n − u′n−1)(un − un−1)

]
dt

≥ µ
1∫
0

[
|u′n − u′n−1|2 + |un − un−1|2

]
dt.

(4.8)

Z věty o středńı hodnotě také máme

1∫
0

[∣∣F (t, un, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

∣∣2 +
∣∣f(t, un, u

′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

∣∣2] dt
=

1∫
0

[|F ′u(t, η1un + (1− η1)un−1, u′n)(un − un−1)

+F ′p(t, un, η2u
′
n + (1− η2)u′n−1)(u′n − u′n−1)

∣∣2
+ |f ′u(t, η3un + (1− η3)un−1, u′n)(un − un−1)

+f ′p(t, un, η4u
′
n + (1− η4)u′n−1)(u′n − u′n−1)

∣∣2] dt.
Roznásobeńım kvadratických člen̊u dostáváme

1∫
0

[∣∣F (t, un, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

∣∣2 +
∣∣f(t, un, u

′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

∣∣2] dt
≤

1∫
0

[
|F ′u(t, η1un + (1− η1)un−1, u′n)|2 (un − un−1)2

+2 |F ′u(t, η1un + (1− η1)un−1, u′n)| |un − un−1| ×

×
∣∣F ′p(t, un, η2u′n + (1− η2)u′n−1)

∣∣ ∣∣u′n − u′n−1∣∣
+
∣∣F ′p(t, un, η2u′n + (1− η2)u′n−1)

∣∣2 |u′n − u′n−1|2
+ |f ′u(t, η3un + (1− η3)un−1, u′n)|2 (un − un−1)2

+2 |f ′u(t, η3un + (1− η3)un−1, u′n)| |un − un−1| ×

×
∣∣f ′p(t, un, η4u′n + (1− η4)u′n−1)

∣∣ ∣∣u′n − u′n−1∣∣
+
∣∣f ′p(t, un, η4u′n + (1− η4)u′n−1)

∣∣2 |u′n − un−1|2] dt.

(4.9)
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Nyńı si uvědomı́me, že z předpokladu elipticity (4.2) mimo jiné plyne vhodnou volbou

ξ1, ξ2, že

µ ≤ F ′p(t, un, η2u
′
n + (1− η2)u′n−1) ≤ ν volbou ξ1 = 1, ξ2 = 0,

µ ≤ f ′u(t, η3un + (1− η3)un−1, u′n) ≤ ν volbou ξ1 = 0, ξ2 = 1.

Pomoćı těchto odhad̊u a z předpokladu (4.3) dostaneme z nerovnosti (4.9), že

1∫
0

[∣∣F (t, un, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

∣∣2 +
∣∣f(t, un, u

′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

∣∣2] dt
≤

1∫
0

[
C2 |un − un−1|2 + 2Cν |un − un−1|

∣∣u′n − u′n−1∣∣+ ν2|u′n − u′n−1|2

+ν2|un − un−1|2 + 2Cν |un − un−1|
∣∣u′n − u′n−1∣∣+ C2|u′n − u′n−1|2

]
dt

=
1∫
0

[
(C2 + ν2) |un − un−1|2 + 4Cν |un − un−1|

∣∣u′n − u′n−1∣∣
+(C2 + ν2)

∣∣u′n − u′n−1∣∣2] dt.
Pokud na druhý člen v posledńım integrálu použijeme nerovnost 2ab ≤ a2+b2, dostaneme

1∫
0

[∣∣F (t, un, u
′
n)− F (t, un−1, u

′
n−1)

∣∣2 +
∣∣f(t, un, u

′
n)− f(t, un−1, u

′
n−1)

∣∣2] dt
≤

1∫
0

[
(C2 + ν2) |un − un−1|2 + 2Cν

(
|un − un−1|2 + |u′n − u′n−1|2

)
+ (C2 + ν2)

∣∣u′n − u′n−1∣∣2] dt.
= (C + ν)2

1∫
0

[
|u′n − u′n−1|2 + |un − un−1|2

]
dt.

Použit́ım tohoto odhadu a nerovnosti (4.8) v (4.7) máme

1∫
0

[
|u′n+1 − u′n|2 + |un+1 − un|2

]
dt

≤ (1− 2µε+ (C + ν)2ε2)
1∫
0

[
|u′n − u′n−1|2 + |un − un−1|2

]
dt.

(4.10)

Zvoĺıme-li

ε < εM :=
2µ

(C + ν)2
, (4.11)

bude splněna nerovnost

K(ε) := 1− 2µε+ (C + ν)2ε2 < 1

a dostaneme tvrzeńı věty. �

Poznámka 4.1 Konstanta K(ε) = 1 − 2µε + (C + ν)2ε2 v odhadu (4.10) záviśı na

proměnné ε kvadraticky. Je zřejmé, že

K(0) = K(εM) = 1
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a že K(ε) nabývá svého minima pro

ε = ε∗ :=
εM
2

=
µ

(C + ν)2
. (4.12)

Tato volba parametru ε je teoreticky optimálńı a iteračńı proces (4.6) pro toto ε konver-

guje teoreticky nejrychleji. Dodejme, že

K(ε∗) = 1− 2µ
µ

(C + ν)2
+ (C + ν)2

µ2

(C + ν)4
= 1−

(
µ

C + ν

)2

. (4.13)

Věta 4.2 ([4, Věta 17.5], str. 155) Necht’ u ∈
◦
W 1

2 ((0, 1)) je slabé řešeńı Dirichletovy

úlohy (4.4) pro rovnici (4.1), jej́ı̌z koeficienty splňuj́ı podmı́nky (4.2) a (4.3). Pak u ∈

C2([0, 1]), u splňuje rovnici (4.1) a vyhovuje podmı́nkám (4.4).

Pro funkce un ∈ W 2
2 ((0, 1)) splňuj́ıćı Dirichletovy okrajové podmı́nky

un(0) = un(1) = 0 . (4.14)

můžeme v rovnici (4.6) provést per-partes a d́ıky Lemmatu 2.8 přepsat (4.6) ve tvaru

u′′n+1 − un+1 = u′′n − un − εL(un), n = 0, 1, . . . (4.15)

kde ε je dostatečně malé kladné č́ıslo.

Zvoĺıme-li nav́ıc u0 ∈ C2([0, 1]), je (4.15), (4.14) klasickou verźı (4.6), kterou budeme

použ́ıvat pro řešeńı konkrétńıch př́ıklad̊u.

V každém iteračńım kroku hledáme funkci un+1 jako řešeńı nehomogenńı okrajové

úlohy

y′′ − y = h (4.16)

s př́ıslušnými okrajovými podmı́nkami. Zde funkce

h(t) = u′′n(t)− un(t)− εL(un(t))

je vyjádřená pomoćı již známé funkce un z předchoźıho kroku. Rovnice (4.16) je obyčejná

diferenciálńı rovnice druhého řádu s konstatńımi koeficienty a spojitou pravou stranou.

Pro źıskáńı funkce un+1 najdeme nejprve obecné řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice

y′′ − y = 0

a metodou variace konstant také partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnce. Obě reálné

konstanty z obecného řešeńı źıskáme vyřešeńım soustavy dvou lineárńıch rovnic vzniklých

dosazeńım do okrajových podmı́nek (4.14).
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Kapitola 5

Př́ıklady

Lemma 5.1 Pro všechna a, b, c ∈ R plat́ı

|a+ b| ≤ |a|+ |b|, (5.1)

± ab ≤ 1

2
(a2 + b2), (5.2)

|a+ b| ≤
√

2
√
a2 + b2, (5.3)

|a+ b+ c| ≤
√

3
√
a2 + b2 + c2 (5.4)

Důkaz. Prvńı nerovnost (tzv. trojúhelńıková nerovnost) plat́ı, protože absolutńı hodnota

je norma v prostoru reálných č́ısel R.

Nerovnost (5.2) plyne z binomické věty, nebot’

0 ≤ (a∓ b)2 = a2 ∓ 2ab+ b2,

a tedy

±2ab ≤ a2 + b2.

Pro d̊ukaz (5.3) si stač́ı uvědomit, že pro všechna a, b ∈ R vzhledem k předešlému

plat́ı

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 ≤ a2 + a2 + b2 + b2 = 2(a2 + b2) (5.5)

a p̊uvodńı nerovnost dostaneme odmocněńım (5.5).

Obdobně pro posledńı nerovnost (5.4) d́ıky trojnásobnému použit́ı (5.2) plat́ı

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc

≤ a2 + b2 + c2 + (a2 + b2) + (a2 + c2) + (b2 + c2)

= 3(a2 + b2 + c2).

�
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5.1 Lineárńı diferenciálńı rovnice

Př́ıklad 5.1 Uvažujme lineárńı diferenciálńı rovnici

u′′(t)− (t+ 1)u(t) + t3 − t− 2 = 0 na (0, 1). (5.6)

Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru (4.1) pro

F (t, u, p) = p, f(t, u, p) = (t+ 1)u− t3 + t+ 2.

Nyńı najdeme kladné konstanty µ, ν a C, se kterými budou pro tyto funkce splněny

podmı́nky (4.2) a (4.3).

Ze tvaru funkćı vyplývá, že

F ′p(t, u, p) = 1, F ′u(t, u, p) = 0,

f ′p(t, u, p) = 0, f ′u(t, u, p) = (t+ 1).

Pro odhady (4.2) hledáme µ, ν > 0, aby pro všechna ξ1, ξ2 ∈ R a t ∈ [0, 1] platilo

µ(ξ21 + ξ22) ≤ ξ21 + (t+ 1)ξ22 ≤ ν(ξ21 + ξ22).

Protože t ∈ [0, 1], dostáváme

ξ21 + ξ22 ≤ ξ21 + 2ξ22 ≤ 2(ξ21 + ξ22),

a tedy hledané konstanty jsou

µ = 1, ν = 2. (5.7)

Pro odhady z (4.3) postupnými úpravami a použit́ım odhad̊u z Lemma 5.1 dostáváme

pro všechna t ∈ [0, 1] a u, p ∈ R, že

|F (t, u, p)| = |p| =
√
p2 ≤

√
1 + u2 + p2 ,

|f(t, u, p)| = |(t+ 1)u− t3 + t+ 2| = |(t+ 1)u− t(t2 − 1) + 2|

≤ |t+ 1||u|+ |t(t2 − 1)|+ 2 ≤ 2|u|+ 2
√
3

9
+ 2 = 2|u|+ 18+2

√
3

9

≤ 18+2
√
3

9
(1 + |u|) ≤ 18+2

√
3

9

√
2
√

1 + u2 ≤ 18+2
√
3

9

√
2
√

1 + u2 + p2 ,

|F ′u(t, u, p)| = 0, |F ′t(t, u, p)| = 0, |f ′p(t, u, p)| = 0.

V odhadu pro |f(t, u, p)| je
2
√

3

9
= max

t∈[0,1]
|t(t2 − 1)| .
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Hledanou konstantou C > 0 je tedy

C =
18 + 2

√
3

9

√
2. (5.8)

Vzhledem k Poznámce 4.1 je

ε∗ =
µ

(C + ν)2
=

1

(18+2
√
3

9

√
2 + 2)2

≈ 0.03464

a

K(ε∗) = 1− µε∗ = 1− 1

(18+2
√
3

9

√
2 + 2)2

≈ 0.96536.

Uvažujme nyńı okrajovou úlohu pro rovnici (5.6) doplněnou Dirichletovými okra-

jovými podmı́nkami

u(0) = u(1) = 0. (5.9)

Funkce

u(t) = t(t− 1) (5.10)

je analytickým řešeńım této okrajové úlohy, nebot’

u′(t) = 2t− 1, u′′(t) = 2

a pro všechna t ∈ [0, 1] plat́ı

u′′(t)− (t+ 1)u(t) + t3 − t− 2 = 2− (t+ 1)t(t− 1) + t3 − t− 2

= 2− t(t2 − 1) + t(t2 − 1)− 2 = 0.

Na Obrázku 5.1 jsou graficky znázorněny vybrané iterace konverguj́ıćı na intervalu

[0, 1] k analytickému řešeńı u(t) = t(t − 1) okrajové úlohy (5.6), (5.9). Jako počátečńı

aproximace byla zvolena funkce

u0(t) = −1

3
sin(πt) ,

která zřejmě patř́ı do C2([0, 1]).

Poznámka 5.1 V tomto i ve všech následuj́ıćıch př́ıkladech byl výpočet prováděn na

osobńım poč́ıtači HP Pavilion g6 s procesorem Intel Core i7-3632QM v programu Maple

12. Doba výpočtu τ pro daný počet iteraćı je uvedena v popisku u př́ıslušných obrázk̊u.
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Obrázek 5.1: Grafické znázorněńı numerického řešeńı Př́ıkladu 5.1 iteračńı metodou. Pro

100 iteraćı byla doba výpočtu τ ≈ 2 s.

Př́ıklad 5.2 Uvažujme lineárńı diferenciálńı rovnici

u′′(t)− u′(t)− u(t) + tet−1 = 0 na (0, 1). (5.11)

Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru (4.1) pro

F (t, u, p) = p, f(t, u, p) = p+ u− tet−1.

Nyńı najdeme kladné konstanty µ, ν a C, se kterými budou pro tyto funkce splněny

podmı́nky (4.2) a (4.3).

Ze tvaru funkćı vyplývá, že

F ′p(t, u, p) = 1, F ′u(t, u, p) = 0,

f ′p(t, u, p) = 1, f ′u(t, u, p) = 1.

Pro odhady (4.2) hledáme µ, ν > 0, aby pro všechna ξ1, ξ2 ∈ R a t ∈ [0, 1] platilo

µ(ξ21 + ξ22) ≤ ξ21 + ξ1ξ2 + ξ22 ≤ ν(ξ21 + ξ22).
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Na součin v prostředńım výrazu (u kterého neznáme znaménko) použijeme odhady (5.2)

s a = ξ1, b = ξ2 a dostaneme

1

2
(ξ21 + ξ22) ≤ ξ21 + ξ1ξ2 + ξ22 ≤

3

2
(ξ21 + ξ22) .

Hledané konstanty jsou tedy

µ = 1/2, ν = 3/2. (5.12)

Pro odhady z (4.3) postupnými úpravami a použit́ım odhad̊u z Lemma 5.1 dostáváme

pro všechna t ∈ [0, 1] a u, p ∈ R, že

|F (t, u, p)| = |p| =
√
p2 ≤

√
1 + u2 + p2,

|f(t, u, p)| = |p+ u− tet−1| ≤ |tet−1|+ |p|+ |u|

≤ 1 + |u|+ |p| ≤
√

3
√

1 + u2 + p2 ,

|F ′u(t, u, p)| = 0, |F ′t(t, u, p)| = 0, |f ′p(t, u, p)| = 1.

V odhadu |f(t, u, p)| jsme využili faktu, že funkce g(t) = tet−1 má na intervalu [0, 1]

kladnou derivaci

g′(t) = tet−1 + et−1 = (t+ 1)et−1 ,

tud́ıž je na tomto intervalu rostoućı a tedy omezená hodnotou svého maxima, jehož

dosáhne pro t = 1. Nav́ıc d́ıky nezápornosti funkce g(t) můžeme psát

|g(t)| ≤ g(1) = 1.

Hledanou konstantou C > 0 je tedy

C =
√

3. (5.13)

Vzhledem k Poznámce 4.1 je

ε∗ =
µ

(C + ν)2
=

1

2(
√

3 + 3/2)2
≈ 0.04786

a

K(ε∗) = 1− µε∗ =
4(5 + 3

√
3)

(3 + 2
√

3)2
≈ 0.97607.

Uvažujme nyńı okrajovou úlohu pro rovnici (5.11) doplněnou Dirichletovými okra-

jovými podmı́nkami (5.9). Vzhledem k tomu, že (5.11) je nehomogenńı lineárńı rovnice

s konstantńımi koeficienty, lze jej́ı obecné řešeńı napsat ve tvaru

u(t) = c1e
r1t + c2e

r2t + (t+ 1)et−1 , (5.14)
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kde r1, r2 jsou kořeny př́ıslušné charakteristické rovnice

r2 − r − 1 = 0 ,

tedy

r1 = (1 +
√

5)/2 , r2 = (1−
√

5)/2 , (5.15)

a

up = (t+ 1)et−1

je partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice źıskané metodou neurčitých koeficient̊u d́ıky

tvaru nehomogenńıho členu tet−1. Dosazeńım (5.14) do okrajových podmı́nek (5.9) do-

staneme soustavu rovnic pro neznámé konstanty c1, c2 ve tvaru

u(0) = c1 + c2 + e−1 = 0,

u(1) = c1e
r1 + c2e

r2 + 2 = 0,

jej́ımž řešeńım je pomoćı Cramerova pravidla dvojice

c1 =

∣∣∣∣∣∣ −e−1 1

−2 er2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 1

er1 er2

∣∣∣∣∣∣
= −er2−1 − 2

er2 − er1
, c2 =

∣∣∣∣∣∣ 1 −e−1

er1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 1

er1 er2

∣∣∣∣∣∣
=

er1−1 − 2

er2 − er1
.

Na Obrázku 5.2 jsou graficky znázorněny vybrané iterace konverguj́ıćı na intervalu

[0, 1] k analytickému řešeńı

u(t) = −er2−1 − 2

er2 − er1
er1t +

er1−1 − 2

er2 − er1
er2t + (t+ 1)et−1

(kde r1, r2 jsou z (5.15)) okrajové úlohy (5.11), (5.9). Jako počátečńı aproximace byla

zvolena funkce

u0(t) =
1

2
t(1− t) ,

která zřejmě patř́ı do C2([0, 1]).
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Obrázek 5.2: Grafické znázorněńı numerického řešeńı Př́ıkladu 5.2 iteračńı metodou. Pro

100 iteraćı byla doba výpočtu τ ≈ 7 s.

Př́ıklad 5.3 Uvažujme lineárńı diferenciálńı rovnici

δu′′(t)− (t2 + 1)u′(t)− 2u(t) + t = 0 na (0, 1), (5.16)

kde δ > 1 je reálný parametr.

Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru (4.1) pro

F (t, u, p) = δp, f(t, u, p) = (t2 + 1)p+ 2u− t.

Nyńı najdeme kladné konstanty µ, ν a C, se kterými budou pro tyto funkce splněny

podmı́nky (4.2) a (4.3).

Ze tvaru funkćı vyplývá, že

F ′p(t, u, p) = δ, F ′u(t, u, p) = 0,

f ′p(t, u, p) = t2 + 1, f ′u(t, u, p) = 2.

Pro odhady (4.2) hledáme µ, ν > 0, aby pro všechna ξ1, ξ2 ∈ R a t ∈ [0, 1] platilo

µ(ξ21 + ξ22) ≤ δξ21 + (t2 + 1)ξ1ξ2 + 2ξ22 ≤ ν(ξ21 + ξ22).
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Na součin v prostředńım výrazu (u kterého neznáme znaménko) použijeme odhady (5.2)

s a = ξ1, b = ξ2 a vzhledem k tomu, že 1 ≤ t2 + 1 ≤ 2, dostaneme

(δ − 1)ξ21 + ξ22 ≤ ξ21 + (t2 + 1)ξ1ξ2 + 2ξ22 ≤ (δ + 1)ξ21 + 3ξ22 .

Hledané konstanty jsou tedy

µ = min{δ − 1; 1}, ν = max{δ + 1; 3}. (5.17)

Pro odhady z (4.3) postupnými úpravami a použit́ım odhad̊u z Lemma 5.1 dostáváme

pro všechna t ∈ [0, 1] a u, p ∈ R, že

|F (t, u, p)| = δ|p| = δ
√
p2 ≤ δ

√
1 + u2 + p2,

|f(t, u, p)| = |(t2 + 1)p+ 2u− t| ≤ |t|+ 2|u|+ (t2 + 1)|p|

≤ 2(1 + |u|+ |p|) ≤ 2
√

3
√

1 + u2 + p2 ,

|F ′u(t, u, p)| = 0, |F ′t(t, u, p)| = 0,

|f ′p(t, u, p)| = |t2 + 1| ≤ 2 ≤ 2(1 + |u|+ |p|) ≤ 2
√

3
√

1 + u2 + p2 .

Hledanou konstantou C > 0 je tedy

C = max{δ, 2
√

3} . (5.18)

Pro numerické výpočty jsme zvolili δ = 2, které dává konstanty

µ = 1, ν = 3, C = 2
√

3

a vzhledem k Poznámce 4.1 také

ε∗ =
µ

(C + ν)2
=

1

(3 + 2
√

3)2
≈ 0.02393 ,

a

K(ε∗) = 1− µε∗ =
4(5 + 3

√
3)

(3 + 2
√

3)2
≈ 0.97607 .

Na Obrázku 5.3 jsou graficky znázorněny vybrané iterace konverguj́ıćı na intervalu

[0, 1] k numerickému řešeńı okrajové úlohy (5.11), (5.9). Analytické řešeńı neńı v tomto

př́ıpadě známé. Jako počátečńı aproximace byla zvolena funkce

u0(t) =
1

3
sin(πt) ,

která zřejmě patř́ı do C2([0, 1]).
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Obrázek 5.3: Grafické znázorněńı numerického řešeńı Př́ıkladu 5.3 iteračńı metodou. Pro

100 iteraćı byla doba výpočtu τ ≈ 5 s.

5.2 Nelineárńı diferenciálńı rovnice

Př́ıklad 5.4 Uvažujme nelineárńı diferenciálńı rovnici

u′′(t)− u′(t)

1 + (u′(t))2
− u(t)− t2 + t+ 2− t− 1/2

2t2 − 2t+ 1
= 0 (5.19)

na intervalu (0, 1).

Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru (4.1) pro

F (t, u, p) = p, f(t, u, p) =
p

1 + p2
+ u+ t2 − t− 2 +

t− 1/2

2t2 − 2t+ 1
.

Nyńı najdeme kladné konstanty µ, ν a C, se kterými budou pro tyto funkce splněny

podmı́nky (4.2) a (4.3).

Ze tvaru funkćı vyplývá, že

F ′p(t, u, p) = 1, F ′u(t, u, p) = 0,

f ′p(t, u, p) = 1−p2
(1+p2)2

, f ′u(t, u, p) = 1.
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Pro odhady (4.2) hledáme µ, ν > 0, aby pro všechna ξ1, ξ2 ∈ R a p ∈ R platilo

µ(ξ21 + ξ22) ≤ ξ21 +
1− p2

(1 + p2)2
ξ1ξ2 + ξ22 ≤ ν(ξ21 + ξ22) .

Na součin v prostředńım výrazu (u kterého neznáme znaménko) použijeme odhady (5.2)

s a = ξ1, b = ξ2 a dostaneme(
1− |g(p)|

2

)
(ξ21 + ξ22) ≤ ξ21 + g(p)ξ1ξ2 + ξ22 ≤

(
1 +
|g(p)|

2

)
(ξ21 + ξ22) ,

kde

g(p) :=
1− p2

(1 + p2)2
.

Pro určeńı konstant µ a ν potřebujeme určit maximum |g(p)|. Je vidět, že g je sudá

funkce definovaná na celém R a jej́ı derivace

g′(p) =
−2p(3− p2)

(1 + p2)3

je nulová v bodech p = 0 a p = ±
√

3. Protože nav́ıc g′ v těchto bodech stř́ıdá znaménko,

jedná se o extremálńı body funkce g. V bodě p = 0 nabývá funkce g svého maxima

g(0) = 1 a v bodech p = ±
√

3 svého minima g(±
√

3) = −1/8. Z toho vyplývá, že

|g(p)| ≤ 1 ∀p ∈ R (5.20)

a hledané konstanty jsou

µ = 1/2, ν = 3/2. (5.21)

Pro odhady z (4.3) postupnými úpravami a použit́ım odhad̊u z Lemma 5.1 dostáváme

pro všechna t ∈ [0, 1] a u, p ∈ R, že

|F (t, u, p)| = |p| =
√
p2 ≤

√
1 + u2 + p2 ,

|f(t, u, p)| =
∣∣∣ p
1+p2

+ u+ t2 − t− 2 + t−1/2
2t2−2t+1

∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣t2 − t− 2 + t−1/2

2t2−2t+1

∣∣∣+ |u|+
∣∣∣ p
1+p2

∣∣∣
≤ 2.7 + |u|+ |p| ≤ 2.7

√
3
√

1 + u2 + p2 ,

|F ′u(t, u, p)| = 0, |F ′t(t, u, p)| = 0,

|f ′p(t, u, p)| =
∣∣∣ 1−p2
(1+p2)2

∣∣∣ = |g(p)| ≤ 1.

V odhadu |f(t, u, p)| jsme využili faktu, že funkce

h(t) = t2 − t− 2 +
t− 1/2

2t2 − 2t+ 1
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Obrázek 5.4: Grafické znázorněńı funkce h(t).

je na intervalu [0, 1] záporná a zdola ji můžeme odhadnout hodnotou −2.7, jak je vidět

z Obrázku 5.4.

Hledanou konstantou C > 0 je tedy

C = 2.7
√

3. (5.22)

Vzhledem k Poznámce 4.1 je

ε∗ =
µ

(C + ν)2
=

1

2(2.7
√

3 + 3/2)2
≈ 0.01311

a

K(ε∗) = 1− µε∗ = 1− 1

4(2.7
√

3 + 3/2)2
≈ 0.99345.

Uvažujme nyńı okrajovou úlohu pro rovnici (5.6) doplněnou Dirichletovými okra-

jovými podmı́nkami (5.9). Funkce

u(t) = t(1− t) (5.23)

je analytickým řešeńım této okrajové úlohy, nebot’

u′(t) = 1− 2t, u′′(t) = −2
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a pro všechna t ∈ [0, 1] plat́ı

u′′(t)− u′(t)
1+(u′(t))2

− u(t)− t2 + t+ 2− t−1/2
2t2−2t+1

= −2− 1−2t
1+(1−2t)2 − t(1− t)− t

2 + t+ 2− t−1/2
2t2−2t+1

= −2− 1−2t
2−4t+4t2

− t(1− t) + t(1− t) + 2− t−1/2
2t2−2t+1

= 0.

Na Obrázku 5.5 jsou graficky znázorněny vybrané iterace konverguj́ıćı na intervalu

[0, 1] k analytickému řešeńı u(t) = t(1 − t) okrajové úlohy (5.19), (5.9). Jako počátečńı

aproximace byla zvolena funkce

u0(t) =
1

4
t(1− t) sin(πt) ,

která zřejmě patř́ı do C2([0, 1]).

Obrázek 5.5: Grafické znázorněńı numerického řešeńı Př́ıkladu 5.4 iteračńı metodou. Pro

200 iteraćı byla doba výpočtu τ ≈ 20 s.
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Př́ıklad 5.5 Uvažujme nelineárńı diferenciálńı rovnici

u′′(t)− 4u(t)− arctg(1 + u2(t)) + 2 sin(2πt) = 0 na (0, 1). (5.24)

Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru (4.1) pro

F (t, u, p) = p, f(t, u, p) = 4u+ arctg(1 + u2)− 2 sin(2πt) .

Nyńı najdeme kladné konstanty µ, ν a C, se kterými budou pro tyto funkce splněny

podmı́nky (4.2) a (4.3).

Ze tvaru funkćı vyplývá, že

F ′p(t, u, p) = 1, F ′u(t, u, p) = 0,

f ′p(t, u, p) = 0, f ′u(t, u, p) = 4 + 2u
1+(1+u2)2

.

Pro odhady (4.2) hledáme µ, ν > 0, aby pro všechna ξ1, ξ2 ∈ R a u ∈ R platilo

µ(ξ21 + ξ22) ≤ ξ21 +

(
4 +

2u

1 + (1 + u2)2

)
ξ22 ≤ ν(ξ21 + ξ22).

To bude splněno pro

µ = min

{
1, 4 + min

u∈R

2u

1 + (1 + u2)2

}
, ν = max

{
1, 4 + max

u∈R

2u

1 + (1 + u2)2

}
.

Hledejme proto extrémy funkce

g(u) :=
u

1 + (1 + u2)2
.

Funkce g je lichá funkce definovaná na celém R. Jej́ı derivace

g′(u) =
1 + (1 + u2)2 − 4u2(1 + u2)

(1 + (1 + u2)2)2
=
−3u4 − 2u2 + 2

(1 + (1 + u2)2)2

je rovna nule, právě když

−3u4 − 2u2 + 2 = 0 ,

což nastane v bodech

u1,2 = ±

√
−1

3
+

√
7

3
.

(Daľśı dva kořeny této bikvadratické rovnice nejsou reálné). Nav́ıc funkce g′(u) v bodech

u1, u2 měńı znaménko. Protože g je funkce lichá a kladná pro u > 0, nabývá svého

maxima v bodě u1 a minima v bodě u2. Přitom plat́ı, že

g(u1) = −g(u2) =

√
−1

3
+
√
7
3

1 +
(

1− 1
3

+
√
7
3

)2 ≈ 0.21796 .

35



Hledané konstanty jsou tedy

µ = min{1, 4 + 2g(u2)} = min{1, 3.56408} = 1,

ν = max{1, 4 + 2g(u1)} ≈ max{1, 4.4359} = 4.4359 .
(5.25)

Pro odhady z (4.3) postupnými úpravami a použit́ım odhad̊u z Lemma 5.1 dostáváme

pro všechna t ∈ [0, 1] a u, p ∈ R, že

|F (t, u, p)| = |p| =
√
p2 ≤

√
1 + u2 + p2,

|f(t, u, p)| = |4u+ arctg(1 + u2)− 2 sin(2πt)|

≤ 4|u|+ |arctg(1 + u2)|+ 2| sin(2πt)|

≤ 4|u|+ π/2 + 2 ≤ 4(|u|+ 1) ≤ 4
√

2
√

1 + u2

≤ 4
√

2
√

1 + u2 + p2 ,

|F ′u(t, u, p)| = 0 , |F ′t(t, u, p)| = 0 , |f ′p(t, u, p)| = 0 .

Odtud

C = 4
√

2. (5.26)

Vzhledem k Poznámce 4.1 je

ε∗ =
µ

(C + ν)2
=

1

(4
√

2 + 4 + 2g(u1))2
≈ 0.009817

a

K(ε∗) = 1− µε∗ = 1− ε∗ ≈ 0.990183 .

Na Obrázku 5.6 jsou graficky znázorněny vybrané iterace konverguj́ıćı na intervalu

[0, 1] k numerickému řešeńı okrajové úlohy (5.24), (5.9). Analytické řešeńı neńı v tomto

př́ıpadě známé. Jako počátečńı aproximace byla zvolena funkce

u0(t) = t(1− t) ,

která zřejmě patř́ı do C2([0, 1]).
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Obrázek 5.6: Grafické znázorněńı numerického řešeńı Př́ıkladu 5.5 iteračńı metodou. Pro

300 iteraćı byla doba výpočtu τ ≈ 43 s.
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Kapitola 6

Závěr

V této bakalářské práci jsme studovali kvazilineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu a jejich

řešitelnost pomoćı definovaného iteračńıho procesu. Vycházeli jsme přitom z knihy [5].

Ukázali jsme, že iterace tvoř́ı Cauchyovskou posloupnost, protože vzdálenost po sobě

jdoućıch iteraćı ‖un+1 − un‖ klesá pro n → ∞ k nule jako geometrická posloupnost s

kvocientem K ∈ (0, 1). Ve všech námi zvolených př́ıkladech je však tento kvocient roven

téměř jedné, proto jsme museli volit velký počet iteraćı a výpočty tak trvaly až deśıtky

sekund. Vzhledem k tomu, že jsme K poč́ıtali analyticky pomoćı známých nerovnost́ı,

je možné, že iteračńı proces ve skutečnosti konverguje rychleji.

Nespornou výhodou tohoto iteračńıho procesu je to, že konverguje pro libovolnou

počátečńı iteraci. To je nezbytné u všech úloh, jejichž řešeńı neumı́me naj́ıt analyticky.

Předmětem daľśıho studia by mohlo být např́ıklad použit́ı iteračńı metody pro jiné

typy okrajových podmı́nek, př́ıpadně pro úlohy vyšš́ıch řád̊u či úlohy ve vyšš́ı dimenzi.
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